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黏性流体中超细长弹性杆的动力学不稳定性∗

王鹏1)† 薛纭2) 楼智美3)

1)(济南大学土木建筑学院, 济南 250022)

2)(上海应用技术大学机械工程学院, 上海 201418)

3)(绍兴文理学院物理系, 绍兴 312000)
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基于坐标基矢摄动的方法研究了黏性流体中超细长弹性杆动力学稳定性判据与失稳后的模态选择, 推导
出了黏性介质中超细长弹性杆Kirchoff动力学方程的一阶摄动表示, 即线性的二阶偏微分方程组. 以平面扭
转DNA环为例, 说明了以上结果的应用, 得到了平面扭转DNA环的稳定性判据及其稳定的临界区域, 讨论
了其失稳后的模态选择及黏性阻力对其的影响.

关键词: 超细长弹性杆, 摄动方法, 黏性流体, 不稳定性
PACS: 45.10.Hj, 45.40.–f DOI: 10.7498/aps.66.094501

1 引 言

基于Kirchhoff弹性杆理论, Behanm [1]和Le
Bret [2]建立了DNA弹性杆模型, 可用于描述DNA
链的几何形态和运动, 并能与实验观测的结果相符
合 [3,4]. 关于DNA弹性杆力学模型的研究已取得
很多重要成果 [3−9]. 特别是随着单分子操纵技术
的发展, 为DNA力学的研究提供了更多的实验依
据 [10].

关于DNA分子模型为背景的超细长弹性杆稳
定的研究已有很多工作 [9,11−16]. 通常情况下, 把
Kirchhoff方程化为欧拉角表示的方程, 分析静力学
方程或动力学方程解的稳定性, 或者通过引入扰
动量研究平衡解的李雅普诺夫稳定性. 但是基于
以上方法实际并不能得出一致的摄动格式 [17]. 文
献 [18]基于坐标基摄动给出了细长杆的一类新振
幅方程, 克服了周期性边界条件不连续的问题, 从
而无需借助欧拉角或者Lagrange方程, 直接对弹
性杆动力学方程进行摄动展开讨论其动力学特性,
此方法下保持了杆的弧长不变. 并用于研究生物的

生长问题 [19].
在低雷诺数下, 黏性阻力和阻力矩对细胞内

DNA的运动的影响将不可忽略. Klapper [20]利用

数值方法讨论扭转弹性杆动力学及生物学应用.
Goldstein等 [21,22]研究了扭转和旋转作用下细菌

纤维的黏性动力学问题, 但都未对稳定性进行分
析. Liu和Sheng [23]讨论了黏性介质中螺旋杆的振

动与稳定性问题, 但不能预测弹性杆失稳后的动
力学行为. 文献 [17]虽然分析了纤维的动力学稳定
性, 却未考虑黏性项的影响. 在DNA复制及转录
或者生物生长过程中, 黏性项对其动力学稳定性的
影响引起关注 [21,22], 然而很少有文献涉及对其稳
定性的分析, 故而有必要对黏性作用下超细长弹性
杆动力学的稳定性进行分析.

本文利用新的摄动方法, 研究黏性流体中超细
长弹性杆模型的动力学不稳定性, 并以受扭转作用
的封闭DNA微环为例说明结果的应用. 本文采用
不考虑轴向拉伸的Kirchhoff模型. 本文第 2部分
简单介绍新的摄动格式; 第 3部分给出黏性流体中
超细长弹性杆动力学方程的建立过程, 并给出其无
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量纲形式; 第 4部分给出黏性流体中超细长弹性杆
动力学方程的一阶摄动形式; 第 5部分将以上结果
应用于分析黏性流体中平面扭转DNA环的稳定性
与失稳模态选择; 最后是总结.

2 摄动格式简介 [18]

坐标基摄动展开的主要思想是对主轴坐标基

进行任意阶摄动后仍满足正交性, 即对任意阶摄
动 εn, 满足ei · ej = δij . 以一阶摄动基矢为例, 可
表示为

ei = e
(0)
i + ε

3∑
j=1

Aije
(0)
j +O(ε2)

(i = 1, 2, 3), (1)

其中Aij为反对称矩阵元. 将基矢量摄动展开, 并
利用正交条件, 很容易证明上式. 矩阵A的形式可

以表示为

A =


0 α3 −α2

−α3 0 α1

α2 −α1 0

 , (2)

其中α为零阶任意矢量. 则单位基矢量的一阶摄动
展开又可以表示为

ei = e
(0)
i + ε(α× e

(0)
i ) +O(ε2)

(i = 1, 2, 3). (3)

可以证明 (1)式与 (3)式是等价的. 展开 (3)式
中的一阶摄动项, 得到

e
(1)
i = (α1e

(0)
1 + α2e

(0)
2 + α3e

(0)
3 )× e

(0)
i

= (α1e
(0)
1 + α2e

(0)
2 + α3e

(0)
3 )× e

(0)
1

+ (α1e
(0)
1 + α2e

(0)
2 + α3e

(0)
3 )× e

(0)
2

+ (α1e
(0)
1 + α2e

(0)
2 + α3e

(0)
3 )× e

(0)
3

= (α3e
(0)
2 − α2e

(0)
3 ) + (−α3e

(0)
1 + α1e

(0)
3 )

+ (α2e
(0)
1 − α1e

(0)
2 )

=


0 α3 −α2

−α3 0 α1

α2 −α1 0

 ·


e
(0)
1

e
(0)
2

e
(0)
3


=

3∑
j=1

Aije
(0)
j .

证毕. 以上形式可以推广到任意阶形式.

对于任意矢量V =
3∑

i=1

viei, 可按基矢量摄动

展开为

V = V (0) + εV (1) +O(ε2)

=
∑
i

[v
(1)
i + (α× v(0))i]e

(0)
i

∑
i

v
(0)
i e

(0)
i

+
∑
i

[v
(1)
i + (α× v(0))i]e

(0)
i +O(ε2). (4)

3 动力学模型

3.1 动力学方程

我们采用弹性杆的Kirchoff动力学模型. 以
F ,M表示弹性杆截面受到的内力主矢和内力主

矩. 根据流体中细长体的阻力理论 [24], 只需考虑局
域黏性阻尼, 此时与杆的运动速度有关, 以f ,m表

示黏性阻力和黏性阻力矩, 其表达式为

f = −c⊥(v − e3e3 · v)− c//e3e3 · v, (5)

m = −cRe3e3 ·Ω, (6)

其中ei(i = 1, 2, 3)表示主轴坐标系各轴基矢量,
e3e3为并矢; v = ∂r/∂t代表杆截面运动速度;
c⊥, c//分别为径向和切向的介质阻力系数, cR为

介质阻尼力矩系数 [21,24]; Ω为杆截面的角速度. 考
虑黏性作用后, 根据动量与动量矩平衡, 我们得到

∂F

∂s
− f = ρA

∂v

∂t
, (7a)

∂M

∂s
+ e3 × F −m =

∂(J ·Ω)

∂t
, (7b)

方程 (7)描述了杆截面在黏性流体中的运动, 其中
ρ,A分别为杆的密度和杆截面面积; J是单位长

度杆的惯性张量, 其在截面主轴坐标系 (P -xyz)中
的投影矩阵以绕x, y, z轴的单位长度转动惯量

Ji(i = 1, 2, 3)为元素.

3.2 坐标基表示

利用运动关系式

∂ei
∂s

= ω × ei (i = 1, 2, 3),

∂ei
∂t

= Ω × ei (i = 1, 2, 3), (8)

将下列式子展开得到

∂(J ·Ω)

∂t
= J1(Ω̇1 +Ω2Ω3)e1 + J2(Ω̇2 −Ω1Ω3)e2

+ [J3Ω̇3 − (J2 − J1)Ω1Ω2]e3
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= ρ(J2e1 × ë1 + J1e2 × ë2), (9)

其中, ·表示对时间求一阶偏导数, ··表示对时间求
二阶偏导数; ω为杆截面的弯扭度. 将 (9)式代入
方程 (7), 并将方程 (7a)两边同时求关于弧坐标的
偏导数, 我们得到方程 (7)用主轴坐标基矢表示的
形式:

∂2F

∂s2
− c

∂e3
∂t

= ρA
∂2e3
∂t2

,

∂M

∂s
+ e3 × F − cRe3e3 ·Ω

= ρ

(
J2e1 ×

∂2e1
∂t2

+ J1e2 ×
∂2e2
∂t2

)
. (10)

以上方程还不能完全确定超细长弹性杆的运动, 为
此需补充线弹性本构方程

M = EI(ω1 − ω0
1)e1 + EI(ω2 − ω0

2)e2

+GJ(ω3 − ω0
3)e3, (11)

其中E为杨氏模量, G为剪切模量, ω0
i 为原始弯

扭度.

3.3 无量纲式

我们将所有的量按以下关系进行重新标度,

t → t
√
Iρ/(AE), s → s

√
I/A,

F → AEF, c → c/A
√
ρAE/I,

M → ME
√
AI, ω → ω

√
A/I,

Ω → Ω
√
AE/(Iρ), cR → cR/

√
ρIAE, (12)

并令J1 = J2, 则方程 (10)的无量纲形式写为
∂2F

∂s2
− c

∂e3
∂t

=
∂2e3
∂t2

, (13a)
∂M

∂s
+ e3 × F − cRe3e3 ·Ω

=

(
e1 ×

∂2e1
∂t2

+ e2 ×
∂2e2
∂t2

)
. (13b)

本构方程的无量纲式为

M = (ω1 − ω0
1)e1 + (ω2 − ω0

2)e2

+ Γ (ω3 − ω0
3)e3, (14)

式中

Γ =
2G

E
= 1/(1 + σ), (15)

其中σ为弹性杆的泊松比.

4 一阶摄动方程

对方程 (13a)的坐标基矢做一阶摄动展开, 令
相同阶幂次的项系数为零, 忽略二阶以上项, 得到
零阶运动方程为

(F (0))′′ + cė
(0)
3 = ë

(0)
3 , (16)

其中 ′′表示对弧坐标求二阶偏导. 若弹性杆处于平
衡态, 则 (16)式化为

(F (0))′′ = 0. (17)

一阶摄动运动方程为

(F (1))′′ + cė
(1)
3 = ë

(1)
3 . (18)

将 (18)式用零阶坐标基表示为∑
i

{
[F

(1)
i + (α× F (0))i]

′′

− 2

({∑
i

[F
(1)
i + (α× F (0))i]

′e
(0)
i

}
× ω(0)

)
i

−
{
[F

(1)
i + (α× F (0))i]e

(0)
i × ω(0)′

}
i

+ {[F (1)
i + (α× F (0))i]e

(0)
i · ω(0)}ω(0)

i

− (ω(0))2[F
(1)
i + (α× F (0))i]

}
e
(0)
i

− cα̇1e
(0)
2 + cα̇2e

(0)
1 = α̈2e

(0)
1 − α̈1e

(0)
2 . (19)

在 (19)式推导中我们利用了Ω(1) = α̇, Ω(0) = 0.
将 (19)式写为分量形式, 得到

α̈2 = cα̇2 + (F
(1)
1 )′′ − 2(F

(1)
2 )′ω

(0)
3 + 2(F

(1)
3 )′ω

(0)
2 − F

(1)
1 [(ω

(0)
2 )2 + (ω

(0)
3 )2] + F

(1)
2 (ω

(0)
2 ω

(0)
1 − ω

(0)
3

′
)

+ F
(1)
3 (ω

(0)
3 ω

(0)
1 + ω

(0)
2

′
) + F

(0)
1 (ω

(0)
2 ω

(0)
1 α3 − ω

(0)
3 ω

(0)
1 α2 − 2ω

(0)
2 α′

2 − 2ω
(0)
3 α′

3 − ω
(0)
2

′
α2 − ω

(0)
3

′
α3)

+ F
(0)
2 {ω(0)

3 ω
(0)
1 α1 + α3[(ω

(0)
2 )2 + (ω

(0)
3 )2] + α1ω

(0)
2

′
+ 2α′

1ω
(0)
2 − α′′

3}

+ F
(0)
3 {−ω

(0)
2 ω

(0)
1 α1 − α2[(ω

(0)
2 )2 + (ω

(0)
3 )2] + α1ω

(0)
3

′
+ 2α′

1ω
(0)
3 + α′′

2} − 2(F
(0)
1 )′(ω

(0)
2 α2 + ω

(0)
3 α3)

+ 2(F
(0)
2 )′(ω

(0)
2 α1 − α′

3) + 2(F
(0)
3 )′(ω

(0)
3 α1 + α′

2)− (F
(0)
2 )′′α3 + (F

(0)
3 )′′α2, (20)

−α̈1 = − cα̇1 + (F
(1)
2 )′′ − 2(F

(1)
3 )′ω

(0)
1 + 2(F

(1)
1 )′ω

(0)
3 − F

(1)
2 [(ω

(0)
1 )2 + (ω

(0)
3 )2] + F

(1)
3 (ω

(0)
3 ω

(0)
2 − ω

(0)
1

′
)
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+ F
(1)
1 (ω

(0)
3

′
+ ω

(0)
1 ω

(0)
2 ) + F

(0)
2 (ω

(0)
3 ω

(0)
2 α1 − ω

(0)
1 ω

(0)
2 α3 − 2ω

(0)
3 α′

3 − 2ω
(0)
1 α′

1 − ω
(0)
3

′
α3 − ω

(0)
1

′
α1)

+ F
(0)
3 {ω(0)

1 ω
(0)
2 α2 + α1[(ω

(0)
1 )2 + (ω

(0)
3 )2] + α2ω

(0)
3

′
+ 2α′

2ω
(0)
3 − α′′

1}

+ F
(0)
1 {−ω

(0)
3 ω

(0)
2 α2 − α3[(ω

(0)
1 )2 + (ω

(0)
3 )2] + α2ω

(0)
1

′
+ 2α′

2ω
(0)
1 + α′′

3} − 2(F
(0)
2 )′(ω

(0)
1 α1 + ω

(0)
3 α3)

+ 2(F
(0)
3 )′(ω

(0)
3 α2 − α′

1) + 2(F
(0)
1 )′(ω

(0)
1 α2 + α′

3)− (F
(0)
3 )′′α1 + (F

(0)
1 )′′α3, (21)

0 = (F
(1)
3 )′′ − 2(F

(1)
1 )′ω

(0)
2 + 2(F

(1)
2 )′ω

(0)
1 − F

(1)
3 [(ω

(0)
1 )2 + (ω

(0)
2 )2] + F

(1)
1 (ω

(0)
1 ω

(0)
3 − ω

(0)
2

′
)

+ F
(1)
2 (ω

(0)
1

′
+ ω

(0)
2 ω

(0)
3 ) + F

(0)
3 (ω

(0)
1 ω

(0)
3 α2 − ω

(0)
2 ω

(0)
3 α1 − 2ω

(0)
1 α′

1 − 2ω
(0)
2 α2

′
− ω

(0)
1

′
α1 − ω

(0)
2

′
α2)

+ F
(0)
1 {ω(0)

2 ω
(0)
3 α3 + α2[(ω

(0)
1 )2 + (ω

(0)
2 )2] + α3ω

(0)
1

′
+ 2α′

3ω
(0)
1 − α′′

2}

+ F
(0)
2 {−ω

(0)
1 ω

(0)
3 α3 − α1[(ω

(0)
1 )2 + (ω

(0)
2 )2] + α3ω

(0)
2

′
+ 2α′

3ω
(0)
2 + α′′

1} − 2(F
(0)
3 )′(ω

(0)
1 α1 + ω

(0)
2 α2)

+ 2(F
(0)
1 )′(ω

(0)
1 α3 − α′

2) + 2(F
(0)
2 )′(ω

(0)
2 α3 + α′

1) + (F
(0)
2 )′′α1 − (F

(0)
1 )′′α2. (22)

将方程 (13b)按坐标基摄动展开为一阶摄动形式,
得到 (∑

i

[M
(1)
i + (α×M (0))i]e

(0)
i

)′

+ (e
(0)
3 × F (1) + e

(1)
3 × F (0))

− cR
∑
i

(Ω
(1)
i e

(0)
i +α×Ω(0))

= α̈1e
(0)
1 + α̈2e

(0)
2 + 2α̈3e

(0)
3 . (23)

将本构方程 (14)做摄动展开, 得到一阶摄动形式为
3∑

i=1

M
(1)
i e

(0)
i

= ω
(1)
01 e

(0)
1 + ω

(1)
02 e

(0)
2 + Γω

(1)
03 e

(0)
3 . (24)

弯扭度按坐标基摄动展开的一阶形式为

ω(1) =
3∑

i=1

[ω
(1)
0i + (α× ω(0))i]e

(0)
i

= ω
(1)
0 +α× ω(0), (25)

其中ω
(1)
0 表示弯扭度矢量的一阶量在原来坐标基

中的投影. 我们有关系式

ω(1) = α′ − (ω(0) ×α) = α′
ie

(0)
i . (26)

把 (26)式代入 (25)式得

ω
(1)
0 = α′ + ω(0) ×α. (27)

把 (27)式代入 (24)式, 直接计算得到动量矩平衡方
程的一阶摄动项在零阶各坐标轴的分量形式

F
(1)
2 + α̈1

= α1(1− Γ )[(κ
(0)
2 )2 − (κ

(0)
3 )2]

− α2(1− Γ )[(κ
(0)
3 )′ + κ

(0)
1 κ

(0)
2 ]− α3F

(0)
1

+ (Γ − 2)κ
(0)
3 α′

2 + Γα′
3κ

(0)
2 + α′′

1 , (28)

− F
(1)
1 + α̈2

= α1(1− Γ )[(κ
(0)
3 )′ − κ

(0)
2 κ

(0)
1 ]

− α2(1− Γ )[(κ
(0)
3 )2 − (κ

(0)
1 )2]− α3F

(0)
2

− (Γ − 2)κ
(0)
3 α′

1 − Γα′
3κ

(0)
1 + α′′

2 , (29)

2α̈3 + cRα̇3

= α1(1− Γ )(κ
(0)
2

′
+ κ

(0)
1 κ

(0)
3 )

+ α2(1− Γ )(κ
(0)
2 κ

(0)
3 − κ

(0)
1

′
) + α1F

(0)
1

+ α2F
(0)
2 + Γ (α′

2κ
(0)
1 − α′

1κ
(0)
2 ) + Γα′′

3 . (30)

方程 (20)—(22), (28)—(30)构成了黏性流体中超
细长Kirchoff 弹性杆的动力学变分方程. 方程的解
决定了弹性杆的稳定性. 为了更明显地看出其线性
性质, 我们可以将以上方程写为以矩阵表示的二阶
偏微分方程组:

(Dss +Dtt +D) ·X = 0, (31)

其中X =

6∑
i=1

Xi, Xi = αi (i = 1, 2, 3), Xi =

F
(1)
i (i = 4, 5, 6); Dss, Dtt是分别关于弧坐标和时

间的二阶偏微分算符, D是常数项, 零阶弯扭度
ω(0)和F (0)确定了以上算符的系数. 根据方程 (31)
我们可以研究超细长弹性杆动力学不稳定性.

5 应 用

5.1 稳定性

闭合的超细长弹性杆受到扭转作用可形成

DNA超螺旋结构 [3]. 我们将DNA微环 [25]看作受
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到扭转作用的超细长弹性杆, 其弹性模量等力学参
数可由实验获得 [26,27], 实验中测得的DNA环抗扭
刚度系数和抗弯刚度系数之比在 0.5 6 Γ 6 1.5范

围内 [28], 研究在此典型比值下弹性环的稳定性判
据. 其静态解为

ω(0) = (k sin(γs), k cos(γs), γ),

F (0) = (Γγk sin(γs), Γγk cos(γs), 0), (32)

其中k为平面DNA环半径的倒数, γ为DNA环的
弹性杆模型的截面的扭率, 若杆的扭率为常量, 则
扭转数TW = γ/k. 我们引入变量 gi = Rγ ·Xi, 其
中

Rγ =


cos(γs) − sin(γs) 0

− sin(γs) − cos(γs) 0

0 0 1

 (33)

为主轴坐标向Frenet坐标投影的方向矩阵, 是正交
对称矩阵. 此时方程 (31)进一步写为

g̈1 − cġ1 = g′′5 , (34a)

g̈2 − c̃ġ2 = Γγkg′′3 − g′′4 − 2Γγk2g′1 − 2kg′6

+ k2g4 − Γγk3g3, (34b)

0 = Γγkg′′1 + g′′6 + 2Γγk2g′3 − 2kg′4

− Γγk3g1 − k2g6, (34c)

g̈1 = g′′1 − Γγg′2 + Γkg′3 − (Γ − 1)k2g1 + g5,

(34d)

g̈2 = g′′2 + Γγg′1 + Γγkg3 − g4, (34e)

2g̈3 + cRġ3 = Γg′′3 − Γkg′1, (34f)

方程的通解为

gj = xj(t) exp(σt+ inks)

(j = 1, 2, 3, 4, 5, 6). (35)

将 (35)式代入 (34)式, 得到

σ2x1 − cσx1 + n2k2x5 = 0,

2iΓnγk3x1 + σ2x2 − cσx2 + Γγn2k3x3

+ Γγk3x3 + (−n2k2)x4 − k2x4 + 2ink2x6 = 0,

− Γn2γk3x1 − Γγk3x1 + 2iΓnγk3x3

− 2ink2x4 − k2x6 − n2k2x6 = 0,

σ2x1 + n2k2x1 + (Γ − 1)k2x1 + iΓnkγx2

− iΓnk2x3 − x5 = 0,

− iΓnkγx1 + σ2x2 + n2k2x2 − Γγkx3 + x4 = 0,

2σ2x3 + c0σx3 + Γn2k2x3 + Γ ink2x1 = 0, (36)

若满足

∆ = det(L1) = 0, (37)

则线性方程组 (36)有解. 式中

L1 =



2ik3Γnγ σ2 − cσ k3Γγ(n2 + 1) −k2(n2 + 1) 0 2ink2

σ2 − cσ 0 0 0 n2k2 0

−Γγk3(n2 + 1) 0 2ik3Γnγ −2ik2n 0 −k2(n2 + 1)

σ2 + (Γ + n2 − 1)k2 iΓnkγ −iΓnk2 0 −1 0

−iΓnkγ σ2 + n2k2 −Γγk 1 0 0

iΓnk2 0 2σ2 + Γn2k2 + cRσ 0 0 0


为方程 (36)的系数矩阵, 其中σ, n为未定参数. 由
封闭杆的周期性条件, n的取值为整数. 平面扭转
DNA环解的稳定性可根据特征值σ实部的正负确

定, 如果Re(σ) < 0, 则解稳定, 如果Re(σ) > 0, 则
解不稳定, 而σ = 0则对应平面扭转DNA环的临
界状态. 将系数矩阵展开得到

∆ = k10n6Γ (n2 − 1)
2
[k2(n2 − 1)− γ2Γ 2] + k8n4σ(n2 − 1)

{
−2cn2Γ+cR(n

2−1)
[
−γ2Γ+k2(n2−1+Γ )

] }
+ k4n3σ2

{
c2(n2 − 1)Γ + k6n2(n2 − 1)

2 [−2 + Γ + 2n2(1 + Γ )
]}

− 2Γk8n5σ2(n2 − 1)
[
−γ2Γ + n2(γ2Γ − 1)

]
− k6n3σ2ccR

[
2n4 + n2 (Γ − 2) + Γ

]
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− 2Γk4n2σ3c
(
n2 + 1

)
+ k2σ3c2cR

(
n2 + 1

)
+ k6n2σ3c

[
n2 (Γ − 4) + 3Γ + 2n4 (Γ + 2)

]
+ k6n2σ3cR

[
2n4 + n2 (Γ − 2) + Γ + k2

(
n2 − 1

)2 (
Γ − 1 + 2n2

)]
+ k6n2σ4

[
n2 (Γ − 4) + 3Γ + 2n4 (2 + Γ )

]
+ k8n2σ4

(
n2 − 1

)2 [
2 (Γ − 1) + n2 (4 + Γ )

]
+ k2σ4

{[
2c2

(
n2 + 1

)
+ k2n2Γ

(
n2 + 1

)]
− ccR

[
k2

(
1− n2 + 2n4

)
+ 2

(
n2 + 1

)]}
− 2k2σ5c

[
2
(
n2 + 1

)
+ k2

(
1− n2 + 2n4

)]
+ k2σ5cR

[
1 + n2 + k4n2

(
n2 − 1

)
+ k2

(
1− n2 + 2n4

)]
+ 2k2σ6

[
1 + n2 + k4n2

(
n2 − 1

)
+ k2

(
1− n2 + 2n4

)]
,

可以看由于存在黏性阻力和阻力矩, ∆中σ的次

幂包含了 0—6, 而真空中 [8]∆中只包含σ的偶数

次幂.
特征值σ = 0对应平面扭转DNA环平衡的临

界状态, 我们得到扭转数

Tw = ±
√
n2 − 1

Γ
(38)

为平面扭转DNA环平衡稳定的临界判据. 由临
界判据 (38)式, 我们可得到对应于 0和 1两个模态
时平面扭转DNA环是稳定的; 对应于n = 2的模

态, 我们得到扭转数的临界值为Tw =
√
3/Γ . 不稳

定的模态取值范围为n > 2. 与真空中结果 [17,29]

对比, 我们发现DNA环平衡稳定性不受黏性阻尼
影响.

对应Γ的典型比值范围 [28], 由临界判据 (38)
式我们可以得出 2/

√
3 6 Tw 6 2

√
3为平面扭转

DNA环的临界区域.

5.2 不稳定性

若Re(σ) > 0, 则解是不稳定的. 对应于扭率
和曲率值γ = 15, k = 2, 如令Γ = 1, 得出扭转数
Tw = 30 ≫ Tw =

√
3, 则此时平面扭转DNA处于

不稳定态. 黏性阻力系数取 c = 1, cR = 4. 给出
σ2-n变化关系图, 如图 1所示. 令 c = cR = 0, 我们
得到真空中σ2-n关系, 见图 2 . 对比可见黏性阻尼
较小时, 对于不稳定模态在2 < n 6 7范围内, 黏性
阻力的作用基本可以忽略. 但是在n < 2区域振幅

出现分叉. 黏性阻尼作用下平面扭转DNA环失稳
后选择的模态为n = 4.

增大黏性阻尼系数, 例如取 c = 40, cR = 160,
σ与n的关系如图 3所示, 此时平面扭转DNA环失
稳后选择的跳出平面的模态增大为n = 7. 说明黏
性阻尼较大时, 对平面扭转DNA环的不稳定影响

较大.

2 4 6 8

1

2

3

4

5

n
σ
2

图 1 (网刊彩色) σ2与 n的关系, Tw = 30, c = 1, cR = 4

Fig. 1. (color online) Relationship between of σ2 and
n, Tw = 30, c = 1, cR = 4.

82 4 6

1

2

3

4

5

n

σ
2

图 2 (网刊彩色) σ2与 n的关系, Tw = 30, c = cR = 0

Fig. 2. (color online) Relationship between of σ2 and
n, Tw = 30, c = cR = 0 .

2

2

2

4

4

6

6

n

σ

图 3 σ与 n的关系 Tw = 30, c = 40, cR = 160

Fig. 3. Relationship between of σ and n, Tw = 30, c =

40, cR = 160.
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6 总 结

本文基于坐标基矢的摄动, 分析了黏性流体中
超细长Kirchoff弹性杆动力学的稳定性, 并应用于
平面扭转DNA环.

1) 得到黏性流体中超细长Kirchoff弹性杆动
力学方程的一阶摄动表示, 即方程 (20)—(22)和
(28)—(30)或者 (31), 该方程的解确定了黏性流体
中超细长弹性杆的动力学稳定性判据和失稳后的

模态选择.
2) 给出了黏性流体中平面扭转DNA环的稳定

性判据, 得到平面扭转DNA环的稳定性典型临界
值的区间. 黏性阻尼项对超细长弹性杆的平衡稳定
性无影响.

3)失稳状态下, 黏性阻尼使得弹性环的振幅变
小, 并有分岔现象出现. 黏性阻尼增大, DNA环失
稳的模态数变大, 并出现了多模态选择的动力学不
稳定现象. 并可预测不同黏性阻尼系数下优先选择
的变形模态, 从而可为控制其变形行为提供参考.

我们的研究目前还限于理论分析, 尚未有实验
验证. 然而我们希望本文对模型的处理方法和得到
的结果能够对以后的实验起到启发或者参考作用.

文献 [9]指出在雷诺数为零时惯性项可忽略,
此情形下超细长弹性杆的动力学行为尚待研究. 在
以后的工作中我们将考虑雷诺数为零的情况是否

可以忽略惯性项? 考虑流固耦合作用、生长等因素
对黏性流体中超细长弹性杆动力学稳定性的影响.
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Abstract
The external environment affects the structural form of biological system. Many biological systems are surrounded

by cell solutions, such as DNA and bacteria. The solution will offer a viscous resistance as the biological system moves
in the viscous fluid. How does the viscous resistance affect the stability of biological system and what mode will be
selected after instability? In this paper, we establish a super-long elastic rod model which contains the viscous resistance
to model this phenomenon. The stability and instability of the super-long elastic rod in the viscous fluid are studied.
The dynamic equations of motion of the super-long elastic rod in viscous fluid are given based on the Kirchhoff dynamic
analogy. Then a coordinate basis vector perturbation scheme is reviewed. According to the new perturbation method,
we obtain the first order perturbation representation of super-long elastic rod dynamic equation in the viscous fluid,
which is a group of the second order linear partial differential equations. The stability of the super-long elastic rod
can be determined by analyzing the solutions of the second order linear partial differential equations. The results are
applied to a twisted planar DNA ring. The stability criterion of the twisted planar DNA ring and its critical region are
obtained. The results show that the viscous resistance has no effect on the stability of super-long elastic rod dynamics,
but affects its instability. The mode selection and the influence of the viscous resistance on the instability of DNA ring
are discussed. The amplitude of the elastic loop becomes smaller under the influence of the viscous resistance, and a
bifurcation occurs. The mode number of instability of DNA loop becomes bigger with the increase of viscous resistance.

Keywords: super-long elastic rod, perturbation method, viscous fluid, instability
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