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多个子玻色-爱因斯坦凝聚气体膨胀叠加形成的
量子涡旋现象研究

董毕远 徐志君†

(浙江工业大学应用物理系, 杭州 310023)

( 2017年 7月 25日收到; 2017年 9月 29日收到修改稿 )

基于二维模型, 研究了多个子玻色 -爱因斯坦凝聚气体在谐振势阱内膨胀叠加形成的量子涡旋现象. 运用
传播子方法, 分析了对称分布的三个子玻色 -爱因斯坦凝聚气体膨胀叠加形成宏观量子涡旋的物理过程, 得到
量子涡旋随时间演化的规律; 发现涡旋核分布在谐振势阱内出现振荡; 涡旋与反涡旋随时间演化而相互转变,
并对这些现象进行了物理分析.

关键词: 玻色凝聚气体, 谐振势阱, 波函数, 量子涡旋
PACS: 05.30.Jp, 67.85.–d, 67.25.dk DOI: 10.7498/aps.67.20171708

1 引 言

自 1995年首次实现弱相互作用原子系统的
玻色 -爱因斯坦凝聚 (Bose-Einstein condensation,
BEC) [1−3]以来, 有关BEC的研究发展迅速. 1997
年, BEC相干性获得了验证 [4], 接着观察到了一
系列新现象, 如约瑟夫森效应 [5,6]、涡旋 [7−10]、超

冷费米原子气体等 [11,12]. 其中量子涡旋现象的研
究引起了特别关注 [13−19], 比如涡旋与反涡旋形成
的机制研究 [20]、由涡旋引起的量子振荡 [21]现象

的产生以及涡旋与涡旋相互作用 [22]等已成为近

期研究的热点. 本文在Ruben和Paganin [23]基于

Gross-Pitaevskii方程,运用数值计算方法研究多个
子BEC(many sub-BECs)在自由空间演化叠加形
成的量子涡旋的基础上, 运用传播子理论, 在一定
近似条件下, 用解析的方法研究了对称分布的三
个子BEC在弱磁阱中叠加形成的量子涡旋现象.
将我们的研究方法运用到自由空间, 所得结论与
Ruben和Paganin的数值模拟结果一致, 表明本方
法的可靠性. 在谐振势阱内, 得到了一些新的现象,
如量子涡旋核随着时间演化产生振荡, 其振荡频率
就是谐振势的频率, 而且形成的涡旋与反涡旋的分
布会随时间演化而相互转变. 最后对所得到的新现

象进行了物理分析和讨论.

2 物理模型

以二维模型为研究对象, 也就是典型的碟形
BEC系统, 即凝聚体横向受到较弱的谐振势作用,
而轴向受到很强的囚禁势束缚, 从而使凝聚气体轴
向分量被冻结在基态, 形成典型的碟形BEC系统.
实验上将一定形状和强度的激光束打到二维BEC
上 [24], 可将BEC分割为多个子BEC, 调节激光束
的强度, 还可改变各子BEC间的相位关系. 然后
关闭激光束, 让这些子BEC在谐振势阱内膨胀, 观
察多个子BEC叠加所产生的量子涡旋现象. 设谐
振势为

Vext =
1

2
mω2r2 =

1

2
mω2(x2 + y2), (1)

其中m为原子质量, ω为径向谐振频率.
相比分割BEC的激光束强度, 谐振势是很弱

的, 因此, 可忽略谐振势对各子BEC初始分布的影
响. 若把分割激光束形成的势能近似为简谐势, 则
初始各子BEC的分布可近似为高斯分布, 即

ψ0j(r
′) =

α√
π

exp
[
− α2(r′ − r0j)

2

2

]
(j = 1, 2, 3), (2)
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其中α =
√
mω′/~, ω′是激光束等效简谐势的谐振

频率; ~ = h/2π为约化普朗克常数; r0j是第 j个子

BEC初始中心位置.
关闭激光束后, 多个子BEC开始在外加二维

谐振势阱中膨胀叠加,由于势阱弱,子BEC膨胀时,
可忽略原子间的相互作用, 因此, 此后波函数随时
间的演化可近似用传播子来描述. 在二维谐振势阱
中的传播子为

G(r, t; r′, t′)

=

[
mω

2π~i sinω(t− t′)

]
exp

{
imω

2~ sinω(t− t′)

× [(|r′|2 + |r|2) · cosω(t− t′)− 2|r||r′|]
}
, (3)

式中的 i是虚数单位, 则第 j个子BEC随时间演化
的波函数为

ψj(r, t) =

∫
G(r, t; r′t′) · ψ0j(r

′, t′) · dr′. (4)

设初始时刻 t′ = 0, 第 j个子BEC波函数初相
位为ϕj . 将 (2)和 (3)式代入 (4)式, 并引入参量
σ = ω/ω′, 直接积分可得第 j个子BEC的宏观含时
波函数为

ψj(r, t)

=

√
mω · σ
π~

i sinωt(σ− i cotωt) · exp
[
− mω · σ
2~(σ2 · sin2 ωt+cos2 ωt)

× (r − r0j · cosωt)2
]

× exp
{

imω
2~(σ2 · sin2 ωt+ cos2 ωt)

× [σ2 · sinωt(r20j · cosωt− 2r0j · r)]

+ cotωt(σ2 · sin2 ωt+ cos2 ωt− 1) · r2] + iϕj
}

(j = 1, 2, 3). (5)

得到各子BEC随时间演化的宏观波函数, 就能进
一步研究相位涡旋形成的物理机制.

3 涡旋形成机制分析

为便于利用数值计算显示涡旋的形成, 将 (5)
式进行无量纲化, 做如下变换:

t = t̃/ω,

r = r̃ · a0, r0j = r̃0j · a0, a0 =

√
2~
mω

,

ψ = ψ̃ · b0, b0 =

√
mω

π~
, (6)

即 t用ω−1做单位, |r|用a0做单位, 并将ψ用 ψ̃ · b0
进行归一化. 于是带波浪线的变量为无量纲变量,
方程 (5)可简化为

ψ̃j(r̃, t̃)

=

√
σ

i sin t̃(σ − i cot t̃)

× exp
[
− σ

σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃
(r̃ − cos t̃ · r̃0j)2

]
× exp

{
i

σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃
×
[
σ2 · sin t̃(cos t̃ · r̃20j − 2r̃0j · r̃)

+ cot t(σ2 · sin2 t̃+cos2 t̃−1) · r̃2
]
+ iϕj

}
. (7)

有了方程 (7), 就可解析地研究各子BEC膨胀叠加
形成涡旋的物理机制. 为便于深入分析和计算, 考
虑对称分布的三个子BEC的叠加情况. 即有

Ψ̃(r̃, t̃) =
3∑

j=1

ψ̃j(r̃, t̃)

=

3∑
j=1

√
σ

i sin t̃(σ − i cot t̃)

× exp
[
− σ

σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃
(r̃ − cos t̃ · r̃0j)2

]
× exp

{
i

σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃
×
[
σ2 · sin t̃(cos t̃ · r̃20j − 2r̃0j · r̃)

+ cot t̃(σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃−1) · r̃2
]
+ iϕj

}
. (8)

取三个子BEC的初始位置为 (0, 0), (2, 0), (1, 1.73),
即初始为正三角分布, 如图 1所示.
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图 1 三个子BEC初始分布情形
Fig. 1. Three initial distribution of the sub-Bose con-
densed gas.
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不失一般性, 设初相位均为零, 取σ = 20, 可
将由方程 (8)得到的BEC密度和相位随时间的演
化用图 2显示出来. 图中灰度值越小, 对应气体密
度越大; 而相位图中从亮到暗对应相位取值从π变

化到−π, 在相位图中围绕某一点顺时针或逆时针
绕行一周, 相位取值从π逐步变化到−π, 那么此点
便是涡旋核的位置, 对应密度图中密度等于零的位
置, 比如图 2 (b)中的A 点.
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图 2 BEC密度和相位随时间的演化 从 (a)—(f)相应的演化时间为 0.25π, 0.5π, 0.75π, π, 1.25π, 1.5π
Fig. 2. The time evolution of the BEC density and phase diagram: the evolution time from (a) to (f) is
0.25π, 0.5π, 0.75π, π, 1.25π, 1.5π.

图 2表明, 形成的量子涡旋核呈六边形蜂窝
形分布, 其涡旋核位置随时间周期性振荡, 振荡
频率恰好为谐振势阱的频率. 当 t̃ = 0.5π (四
分之一周期), 涡旋核分布在距初始点距离极大

值处 (图 2 (b)), 之后三个子BEC收缩到与初始分
布对称的位置, 即位于 (0, 0), (−2, 0), (−1,−1.73)

处, 完成半个周期振荡 (t̃ = π, 图 2 (d)); 后半个
周期重复前半个周期的振荡, 三个子BEC最终
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会回到初始 (0, 0), (2, 0), (1, 1.73) (图 1 ), 完成一个
周期振荡. 从密度图分析, t̃ = 0.75π (图 2 (c))
与 t̃ = 1.25π (图 2 (e))时刻, t̃ = 0.5π (图 2 (b))和
t̃ = 1.5π (图 2 (f))时刻, 涡旋核位置分布情况没有
区别, 但从相位图看, 两者对应的涡旋方向相反 (详
见图 3 ), 因此, 前后半个周期, 演化情况并不相同.

为进一步分析涡旋形成的特点, 由方程 (8)可
以求得体系的粒子流密度

j0 =
~

2mi [Ψ ∗ (r̃, t̃)∇Ψ(r̃, t̃)− Ψ(r̃, t̃)∇Ψ ∗ (r̃, t̃)].

(9)
不妨将 (7)式中振幅因子与相位因子分开, 改写为

ψj(r̃, t̃) = Aj(r̃, t̃) · exp[iχj(r̃, t̃)], (10)

其中

Aj(r̃, t̃) =

√
σ

i sin t̃(σ − i cot t̃)

× exp
[
− σ

σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃

× (r̃ − cos t̃ · r̃0j)2
]
,

χj(r̃, t̃) =
1

σ2 · sin2 t̃+ cos2

× [σ2 · sin t̃(cos t̃ · r̃20j − 2r̃0j · r̃)

+ cot t(σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃−1) · r̃2]+ϕj .

这样粒子流密度可以表示为

j0 = A2(r̃, t̃)
~
m

3∑
j=1

∇χj(r̃, t̃). (11)

定义粒子流速度

vs =
j0
A2

=
~
m

3∑
j=1

∇χj(r̃, t̃), (12)

发现有

∇× vs =
~
m
∇×∇

[ 3∑
j=1

χj(r̃, t̃)

]
≡ 0, (13)

即标量场梯度的旋度为零. 定义一个环流量

K =

∮
vs · dr = ~

m
∆

3∑
j=1

χj(r̃, t̃), (14)

由无旋性质可知K值与路径的选择无关. 由波函
数的周期性边界条件可知

∆

3∑
j=1

χj(r̃, t̃) = 2πl, l = 0,±1,±2 · · · , (15)

当 l = 0时,没有涡旋, l ̸= 0有涡旋. 即三个子BEC
的相图矢量形成闭合三角形时, 就会有涡旋产生.
将 l > 0形成的涡旋记为正涡旋, l < 0形成的涡旋

记为反涡旋. 由 (15)式可以判断涡旋是否形成.
本文讨论的相位涡旋形成是基于三个不同子

BEC(即相当于三个存在一定相位关系的物质波波
源)的膨胀叠加, 当它们间的相位满足一定条件时
便能形成涡旋核. 因此, 这与通过对BEC旋转等方
式产生的涡旋机制不同. 对超流系统旋转是否形成
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图 3 密度与粒子流密度叠加图 (a) t̃ = 0.5π; (b) t̃ = 1.5π

Fig. 3. Density function and particle flow density diagram: (a) t̃ = 0.5π; (b) t̃ = 1.5π.
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涡旋, 可通过计算超流体系环流量来判定. 对相位
涡旋的形成, 本文引入粒子流密度, 类似地借助定
义环流量的概念, 利用波函数的周期性边界条件得
到判定涡旋存在的 (15)式. 这与超流涡旋形成判定
条件的数学依据是一样的, 只不过本文体现在三个
子BEC相位叠加为 2π 的整数倍, 而超流则体现在
体系环路积分对应的相位角变化量为 2π的整数倍.
从数学角度来看, 两者是等价的.

将由 (9)式决定的粒子流密度叠加在密度图
上, 得到在 t̃ = 0.5π和 t̃ = 1.5π时刻的涡旋分布图,
如图 3所示. 从图中清晰可见涡旋与反涡旋的存在
以及凝聚原子在谐振势的作用下出现整体流动的

情况. 在同一时刻, 邻近涡旋旋转方向相反, 在两
个时间点相加为 2π的不同时刻, 涡旋核位置相同,
但涡旋旋转方向相反. 涡旋与反涡旋与体系中各相
位矢量间的夹角有关 (详见图 4 ), 或者与方程 (15)
中 l的正负号有关. 出现这种现象可以联立 (7)和
(15)式来解释. 若假设在 (r̃, θ, t̃)处产生涡旋, 且为
正涡旋. (15)式可以写为

∆

3∑
j=1

χj(r̃, t̃)

=

3∑
j=1

1

(σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃)

× [σ2 · sin t̃(cos t̃ · r̃20j − 2r̃0j · r̃)

+ cot t̃(σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃− 1) · r̃2]

= 2πl (l = 1, 2, 3 · · · ). (16)

现在取某时刻 t̃′ = 2π− t̃, 代入 (16)式并化简

∆
3∑

j=1

χj(r̃, t̃′ = 2π− t̃)

=
3∑

j=1

−1

(σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃)

× [σ2 · sin t̃(cos t̃ · r̃20j − 2r̃0j · r̃)

+ cot t̃(σ2 · sin2 t̃+ cos2 t̃− 1) · r̃2]

= − 2πl (l = 1, 2, 3 · · · ). (17)

与 (16)式相比, 即形成与其对应的反涡旋. 因此,
当演化时间满足 t̃′ = 2π− t̃关系时, 涡旋核位置相
同, 而对应的涡旋演变成反涡旋.

4 涡旋核的振荡分析

接下来解释涡旋核分布振荡的现象. 针

对三个子BEC初始位置以正三角形分布于
(0, 0), (2, 0), (1, 1.73)处, 并设三个子BEC初始相
位相同, 波函数振幅相同. 振幅项中因为三个子
BEC扩散的时间相同, 所以 t̃变量应该取相同值;
BEC在相对其最大扩散极限的谐振子内扩散时,
近似有 |r̃ − r̃0j · cos t̃| 6 |r̃max − r̃0j · cos t̃|, 因此,
可以认为 (10)式振幅项中的指数项差别可以考虑
不计. 利用上面推导涡旋形成条件 (15)式可以写出
涡旋核满足的方程式为

1 + exp[iα(cos t̃ · r̃202 − 2r̃02r̃ · cos θ)]

+ exp{iα[cos t̃ · r̃203 − 2r̃03r̃ · cos(θ − θ3)]}

= 0, (18)

其中α =
400 sin t̃

400 sin2 t̃+ cos2 t̃
, θ是极角, θ3是矢量

r03与极轴的夹角. 这相当于代表三个子BEC的三
个振幅矢量p1,p2,P3 (大小相等)叠加刚好形成一
个闭合三角形, 这也是从相图上表明有涡旋产生.
假定逆时针闭合时涡旋为正, 那么顺时针闭合时为
反涡旋. 由于各子BEC在有限空间中传播时, 振
幅变化可近似认为相等. 图 4给出了各子BEC的
初始位置与演化的时空位置 (a)和振幅矢量叠加图
(b), 记其中的相位项为γ, η, 则有

rt

θ θ

 t

y~y~

r~

r~

r~

r~

x~

x~

p

p

η

γ

p

(a) (b)

图 4 BEC分布及叠加示意图 (a)各子BEC中心位置及演化时空坐标; (b) 振幅矢量叠加示意图
Fig. 4. The diagram of BEC distributed and superimposed: (a) The center position of each sub-BEC and the
evolutionary of space-time coordinates; (b) the diagram of superimposed of amplitude vector.
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γ = α(r̃202 · cos t̃− 2r̃02r̃ · cos θ)

=
2π

3
+ 2mπ, (19)

η = α[r̃203 · cos t̃− 2r̃03r̃ · cos(θ − θ3)]

=
4π

3
+ 2nπ, (20)

其中m和n均是整数. 在确定m,n后可以改写

θ → θmn, r̃ → r̃mn.
将 (20)和 (19)式相比可得如下关系式:

r̃03
r̃02

(cos θ3 + tan θmn sin θ3) =
r̃203 − βN(n)
˜r202 − βM(m)

,

(21)

其中β =
1

3α cos t̃
=

400 sin2 t̃+ cos2 t̃
1200 sin t̃ · cos t̃

, M(m) =

2π(1 + 3m), N(n) = 2π(2 + 3n). 利用 (21)式可
以算出

θmn = arctan

 1

sin θ3

 r̃03−
βN(n)

˜r03

r̃02−
βM(m)

r̃02

− cot θ3

 .
(22)

将 (22)式代入 (20)式, 可以得到

r̃mn =
α · r̃203 · cos t̃− 4π

3
− 2nπ

2r̃03 · cos(θmn − θ3)
. (23)

在给定如下参数的情形下, 即取初始位置为
(0, 0), (2, 0), (0, 1.73), θ3 = π/3, 不考虑初相位, 且
n = m = 0(即 l = 1情形的涡旋核), 可以给出涡旋
核随时间演化的分布图像, 如图 5所示.

因为考虑到图 5是所有 l = 1情形的涡旋核随

时间演化的分布图像, 故不考虑图中振幅大小的意
义, 而是考虑核振荡的周期与谐振势的振荡周期之
间的关系. 结果可以看到涡旋核的振荡, 考虑到涡
旋旋转的方向, 其核振荡的周期与谐振势的振荡周
期是相同的.

取相同初始条件, 可以给出n = m = −1 (即
l = −1情形的涡旋核), 涡旋核随时间演化的分布
图像, 如图 6所示.

通过对比图 5 (b)和图 6 (b)可以发现有一个偏
移量, 这个偏移量的大小就是六边格子分布的涡旋
与邻近反涡旋间的距离.
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Fig. 5. Diagram of vortex core with time: (a) (x-y-t) view; (b) (x-y-0) view; (c) (0-y-t) view; (d) (x-0-t) view.
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Fig. 6. Diagram of vortex core with time: (a) (x-y-t) view; (b) (x-y-0) view; (c) (0-y-t) view; (d) (x-0-t) view.
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Fig. 7. Density function and particle flow density diagram: the evolution time from (a) to (f) is: 0.2π, 0.4π, 0.6π, 0.8π, π, 1.2π.
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通过一系列其他时刻的粒子流密度矢量图 (如
图 7所示)来分析涡旋核位置随时间的演化. 在
图 7中跟踪两个涡旋核, 标记B点是顺时针涡旋核,
C点是逆时针涡旋核. 通过观察图 7 (a)—(d)中B
点涡旋核的运动轨迹, 可以得到与图 5中时间取 0
到π的轨迹是一致的, 振幅大小不同是为了得到
(18)式, 将振幅项做了近似导致的. 从图 7 (f) 可
以得到B点的涡旋方向变成逆时针, 而C点的涡
旋方向变成顺时针, 这满足前面推导的涡旋反涡
旋转化规律. 涡旋核运动轨迹还是沿着原路径直
线返回, 从而形成一个周期振荡. 这与图 5中时间
取π到2π的轨迹一致, 但是方向相反, 其中方向相
反可以由初始位置的改变得到解释. 当时间从π
开始取时, 三子BEC初始位置变化为原点对称处,
即 r̃01 = r̃′−01, r̃02 = −r̃02′, r̃03 = −r̃′03, 代入 (22)
式 θmn不变, 而代入 (23)式有 r̃mn = −r̃′mn, 故与
图 5中时间取π到2π的轨迹一致, 方向相反.

5 结 论

基于当前实验普遍采用的二维模型, 构建多个
子BEC在二维空间膨胀叠加的物理模型, 在谐振
近似下, 以高斯分布来构造子BEC初始波函数, 然
后用传播子方法解析求解出波函数在弱谐振势阱

中随时间的演化. 本文着重研究了对称分布的三个
子BEC膨胀叠加形成涡旋的情况, 得到子BEC融
合形成的涡旋随时间演化的规律. 涡旋核分布随着
子BEC在谐振势阱内膨胀而出现振荡, 其振荡频
率与谐振势的频率相同; 同时, 还出现涡旋与反涡
旋对, 在演化的同一时刻, 近邻涡旋方向总是相反
的, 而不同演化时刻, 涡旋方向也会出现转化, 特别
是演化时间满足 t̃′ = 2π− t̃关系时, 涡旋核位置相
同, 而对应的涡旋旋转方向相反. 对这一现象, 从
量子涡旋的基本规律出发进行了解释和探讨. 特别
是引入粒子流密度, 采用类似超流涡旋的思想, 计
算了环量, 分析了涡旋形成的机制. 应用本文的研
究思路和方法, 可方便推广到多于三个子BEC叠
加形成涡旋机制的研究, 也可讨论各子BEC有不
同初始相位差时对涡旋的影响等, 均可得到一些有
意义的结果. 这一模型在实验上也比较容易实现.
因此, 本文的研究对实验工作也有启示意义.
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Abstract
Based on the two-dimensional model, the formation mechanism of quantum vortex by the expansions and super-

positions of the many sub-Bose-Einstein condensations (BECs) in the weak harmonic trap is studied. In the harmonic
approximation, the initial wave function of the sub-BEC is Gaussian function. Once the initial wave function is known,
by using the propagation method, the time evolution of the wave function for the sub-BECs could be obtained. The
physical processes of the macroscopic quantum vortex formed by the symmetric distribution of the three sub-BEC ex-
pansions and superpositions are analyzed, and the law of quantum vortex with time evolution is obtained. It is found
that the vortex distribution is oscillatory in the harmonic trap, and vortex and anti- vortex are mutually transformed
in time. At the same time of evolution, the vortex direction is always opposite to that of the neighbor vortex, and at
different evolutionary times t and t′, which satisfy a relation of t + t′ = T (period of harmonic trap), the position of
vortex nucleus is unchanged, but the vortex is transformed into the anti-vortex. These basic phenomena of quantum
vortex are explained and discussed. In particular, in this paper we also introduce the particle flow density, calculate
the flow circulation of our system, and analyze the mechanism of vortex formation. The research ideas and methods
in this paper are easily to be extended to the study about the vortex formed by more than three sub-BEC expansions
and superpositions, and they can also be used to discuss the effects of sub-BECs with different initial phase differences.
This model is also easier to implement in experiment. Therefore, the research of this paper also has enlightenment to
the experimental work.
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