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含少量气泡流体饱和孔隙介质中的弹性波∗

王婷 崔志文† 刘金霞 王克协

(吉林大学物理学院, 长春 130012)

( 2018年 1月 28日收到; 2018年 3月 8日收到修改稿 )

考虑孔隙流体中含有少量气泡, 且气泡在声波作用下线性振动, 研究声波在这种孔隙介质中的传播特性.
本文先由流体质量守恒方程和孔隙度微分与流体压力微分的关系推导出了含有气泡形式的渗流连续性方程;
在处理渗流连续性方程中的气体体积分数时间导数时, 应用Commander气泡线性振动理论导出气体体积分
数时间导数与流体压强时间导数的关系, 进而得到了修正的Biot 形式的渗流连续性方程; 最后结合Biot动力
学方程求得了含气泡形式的位移场方程, 便可得到两类纵波及一类横波的声学特性. 通过对快、慢纵波的频
散、衰减及两类波引起的流体位移与固体位移关系的考察, 发现少量气泡的存在对快纵波和慢纵波的传播特
性影响较大.

关键词: 孔隙介质, 含气泡液体, Biot理论, 弹性波
PACS: 43.35.+d, 91.60.Lj DOI: 10.7498/aps.67.20180209

1 引 言

自然界中很多物质都存在孔隙, 如泥土、岩石
等, 人们称这些物质为多孔介质. 多孔介质声学 [1]

就是研究声波在多孔介质中的传播规律, 通过对孔
隙介质弹性波速度频散和衰减的测量来获得孔隙

介质声学参数的科学. Biot [2] 建立了流体饱和孔

隙介质声学理论, 该理论得出在流体饱和多孔介质
中存在三种体波: 快纵波、慢纵波和横波. 随后又
有许多研究者对多孔介质进行了研究 [3−6].

但上述模型孔隙内只包含一种液体, 而实际
的孔隙内往往含有气体和液体或两种液体. 所以
也有许多研究者致力于研究声波在三相介质中的

传播规律 [7]. Santos等 [8]考虑毛细管压力作用, 利
用补偿虚功原理和拉格朗日变分原理建立了两种

不相溶流体饱和孔隙介质波动理论, 该理论指出
孔隙介质中存在着三种纵波和一类横波. 蔡袁强
等 [9]考虑了各相物质间的惯性耦合, 利用孔隙介质

多相渗流力学原理和连续介质理论推导了两种不

相混溶流体饱和多孔介质的波动方程. 李伟华 [10]

研究了非饱和土孔隙流体中含有气体的情况, 把
孔隙水的体积模量与孔隙气体的体积模量等效为

一种模量, 得出少量气体的存在对孔隙内物质的
总体积模量影响很大, 但他并没有考虑气泡的振
动. White等 [11]建立了一种内部包含气泡、外部

为水的球形部分饱和孔隙模型, 也称斑块饱和模
型; Johnson [12]发展了White等的理论, 提出了一
个满足更广泛孔隙斑块形态的模型, 这种模型当气
体含量很少时, 气体的存在对声波的传播影响并不
大. 但由Keller和Miksis [13]提出的气泡振动理论

可知, 少量的气泡会对流体中的声速产生很大的影
响. 因而本文建立了孔隙介质中含有流体和少量
气泡且气泡在声波作用下线性振动的孔隙介质模

型. 目前国内外对声波在含气泡液体中的传播有
很多研究 [14−20], 对声波在含气流体孔隙介质中的
研究相对较少. Anderson 和Hampton [21] 总结了

流体饱和沉积岩、含气沉积岩和含气水中的声波
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性质的知识, 并预测了含气泡沉积岩中声波的传播
特性; Yang和Church [22]研究了单个气泡在黏弹

组织中的振动规律; Mantouka等 [23]采用了Yang
和Church的理论, 研究了声波在含气沉积岩中的
传播, 但在求其速度和衰减时采用的是Comman-
der和Prosperetti [15]含气泡流体中计算复声速的

方法, 并没有涉及到孔隙理论. 郑广赢和黄益旺 [24]

考虑气泡位于孔隙流体中, 研究只含有少量气体时
声波在沉积物中的传播, 但因采用等效密度流体模
型只能得到一种快纵波的传播规律, 不能同时考察
第二类纵波——慢纵波及横波的传播特性. 本文
结合流体质量守恒方程 [25]重新推导了含少量气泡

情况的渗流连续性方程, 在处理气体体积分数与流
体压力的关系时不采用等效密度流体模型进行处

理, 而是直接代入, 因而可以得到两类纵波及横波
的速度频散和衰减等声学特性, 进而可以考察含少
量气泡流体饱和孔隙介质中声波传播特性的一般

规律.

2 含气泡孔隙流体渗流连续性方程

在Biot理论的渗流连续性方程中, 孔隙中的流
体考虑的是纯流体. 而本节中要推导的渗流连续性
方程是考虑孔隙流体中含有少量气泡的情况.

流体质量守恒方程 [25]表示为

∂ (ρfϕ)

∂t
+∇ · [ρf (q − ϕut)] = 0, (1)

其中ϕ表示孔隙度; ρf为流气总密度; u表示

固体骨架的位移, ut = ∂u/∂t; q为渗流速度,
q = ϕ∂U/∂t, U表示孔隙流体的位移.

将 (1)式线性化有
ϕ

ρf

∂ρf
∂t

+
∂ϕ

∂t
+∇ ·wt = 0, (2)

其中 w表示流体相对于骨架的位移, wt =

ϕ(Ut − ut).
孔隙度的微分与骨架应变微分、流体压力微分

的关系为 [26]

dϕ = αde+ dP
Q

, (3)

其中P表示孔隙流体压力; e为骨架应变; de =

∇ · u; α = 1 −Kb/Ks, Kb, Ks分别为骨架和颗粒

的体积模量, 1

Q
=

1− ϕ

Ks
− Kb

K2
s

.

用ϕg表示气体的体积分数, ρw, ρg分别表示流

体和气体的密度, 当ϕg很小时,

ρf = (1− ϕg) ρw + ϕgρg ≈ (1− ϕg) ρw. (4)

流体体积模量Kw与流体密度、压强的关系:
dρw
ρw

=
dP
Kw

. (5)

将 (3)—(5)式代入 (2)式可以得到含有气泡形
式的孔隙流体渗流连续性方程:

−Ṗ = C∇ · u̇+M∇ · ẇ −Mϕ · ϕ̇g, (6)

其中 C, M为弹性模量, 上面的点表示对时间的
导数.

3 气泡体积分数与液体压强的关系

对于孔隙流体中的气泡,假设: 1)气泡大小相
同且在流体中均匀分布; 2)气泡中气体为理想气
体, 忽略泡内蒸汽的影响; 3)气体液体两相互不相
溶. 气体体积分数ϕg可以表示为

ϕg =
Vg
Vk

, (7)

其中Vg表示单位孔隙中气体的含量, Vg =

4πR3N/3, R为气泡的瞬时半径, N为单位体积

内的气泡个数, Vk = 4πa3/3表示单位孔隙的体积,
a为孔隙半径.

由 (7)式可知气体体积分数ϕg与气泡瞬时半

径R的关系为

ϕg =
NR3

a3
. (8)

Keller和Miksis [13]气泡径向运动的振动方程:(
1− Ṙ

c

)
RR̈+

3

2

(
1− Ṙ

3c

)
Ṙ2

=
1

ρw

(
1 +

Ṙ

c
+

R

c

d
dt

)
(PB − p) , (9)

式中 c表示流体中的声速, c =
√
Kw/ρw, PB表示

气泡液体边界液体一侧的压强, p 定义为气泡所在
位置当气泡不存在时的压强, p = P∞ + Pt, 其中
P∞ 表示液体静态压强, Pt表示气泡的散射声场和

驱动声场的和, 并假定其为孔隙中的流体压强.
考虑气泡线性振动, 在ωR0/c ≪ 1时, 将 (9)

式线性化, Commander和Prosperetti [15]给出

R = R0

(
1− 1

(ω2
0 − ω2 + 2ibω)

Pt

ρwR2
0

)
, (10)
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其中,

ω2
0 =

Pin0
ρwR2

0

(
Reβ − 2σ

R0Pin0

)
;

b =
2η

ρwR2
0

+
ω2R0

2c
+

Pin0
2ρwωR2

0

Imβ;

β =
3γ

1− 3 (γ − 1) iχ
[
(i/χ)1/2 coth (i/χ)1/2 − 1

] ;
χ =

D

ωR2
0

;

R0为气泡的初始半径; Pin0 表示稳定状态下

气泡内部的压强, 由气泡的边界条件知Pin0 =

P∞ + 2σ/R0, σ表示气液界面的表面张力系数; η

是孔隙流体黏滞系数, D为气体的热扩散系数, γ

为气体的比热.
因此由 (8)式和 (10)式可求得:

ϕg =
N

a3

[
R3

0

(
1− 1

ω2
0 − ω2 + 2ibω

Pt
ρwR2

0

)3
]
.

(11)

通常
1

ω2
0 − ω2 + 2ibω

Pt
ρwR2

0

的数量级数小于 1, 略

去二阶以上的项, 有

ϕg = − 3NR0

ρwa3 (ω2
0 − ω2 + 2ibω)Pt.

最后可得到气泡体积分数时间导数与压强时间导

数的关系为

ϕ̇g = − 3NR0

ρwa3 (ω2
0 − ω2 + 2ibω) Ṗ . (12)

得到了气泡体积分数时间导数与压强时间导

数的关系后, 便可结合 (6)式得到类似Biot形式的
渗流连续方程, 有

−Ṗ = C ′∇ · u̇+M ′∇ · ẇ, (13)

其中, C ′ = αM ′, 1/M ′ = 1/M + ξ, ξ =
3NR0

ρwa3 (ω2
0 − ω2 + 2ibω)ϕ.

4 含气泡情况的Biot位移场方程

Biot [2]建立了流体饱和孔隙介质弹性波动力

学理论, 后人称之为Biot 理论. Biot 理论成功地描
述了弹性波在牛顿黏性流体饱和孔隙介质中传播

的基本规律, 已得到越来越广泛的应用. Biot 理论
的两个运动方程和孔隙介质的应力应变关系为:

∇ · τ = ρü+ ρfẅ, (14)

−∇P = ρfü+
α∞ρf
ϕ

ẅ +
η

κ
ẇ, (15)

τij = λbeδij + 2Gbeij − αPδij , (16)

式中 τ为多孔介质的应力; ρ为多孔介质的混合密
度; α∞为弯曲度; κ为渗透率; λb, Gb为骨架拉梅

系数.
联立 (13)—(16)式, 即可得到含气泡形式的

Biot位移场方程:

[H ′ −Gb]∇ (∇ · u) +Gb∇2u+ C ′∇ (∇ ·w)

= ρü+ ρfẅ, (17)

C ′∇ (∇ · u) +M ′∇ (∇ ·w)

= ρfü+
α∞ρf
ϕ

ẅ +
η

κ
ẇ, (18)

其中H ′ = Kb + 4Gb/3 + α2M ′. 将 (17), (18)式与
Biot位移场方程对比, 发现形式上完全一致, 只有
H ′, C ′, M ′与Biot的不同, 它们表示修正后的含气
泡振动形式的模量.

设位移矢量按 eiωt随时间变化, 得频域方程:

[H ′ −Gb]∇ (∇ · u) +Gb∇2u

+ C ′∇ (∇ ·w) + ω2ρu+ ω2ρfw = 0, (19)

C ′∇ (∇ · u) +M ′∇ (∇ ·w)

+ ω2ρfu+ ω2ρ̃w = 0, (20)

其中 ρ̃ = α∞ρf/ϕ− iη/(ωκ).
对位移矢量u, w进行亥姆霍兹 (Helmholtz)

分解, 引入势函数并代入 (19), (20)式可得到纵波、
横波满足的波动方程 [3,5], 此处从略. 其中, 纵波慢
度 s满足的方程为(

H ′M ′ − C ′2) s4 + (2ρfC
′ − ρM ′ − ρ̃H ′) s2

+
(
ρρ̃− ρ2f

)
= 0. (21)

可得快、慢纵波的相速度与衰减系数为:

Vj = 1/Re (sj) , (22)

Q−1
j = 2Im (sj) /Re (sj) . (23)

快、慢纵波的渗流位移振幅与固相位移振幅的

比值为

αj = −
H ′s2j − ρ

C ′s2j − ρf
. (24)

本文所要考察的快、慢纵波的流体位移与固体

位移振幅的比值为βj = 1 + αj/ϕ, 其中 j = p1, p2

分别代表快、慢纵波.
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横波慢度 ss满足的方程为(
ρ−Gbs

2
s
)
ρ̃− ρ2f = 0. (25)

可得横波的相速度与衰减系数为:

Vs = 1/Re (ss) , (26)

Q−1
s = 2Im (ss) /Re (ss) . (27)

横波的渗流位移振幅与固相位移振幅的比值为

αs = −ρ−Gbs
2
s

ρf
. (28)

横波的流体位移与固体位移振幅的比值为βs =

1 + αs/ϕ.
由 (25)—(28)式可知, 横波的声学特性与密度

和剪切模量有关, 当只有少量气泡存在时, ρf, ρ 变
化都较小, 且剪切模量不变化, 因而横波的声学特
性变化较小. 所以本文没有对横波进行计算研究.

5 计算结果与分析

下面对弹性波进行研究. 计算参数如下:
ϕ = 0.3; κ = 9 × 10−10 m2; η = 1.0 × 10−3 Pa·s;
α∞ = 2.15; ρw = 1000 kg/m3; ρs = 2690 kg/m3;
ρg = 1.3 kg/m3; P∞ = 1 × 105 Pa; σ = 72.75 ×
10−3 N/m; γ = 1.4; Gb = 2.61 × 107 Pa; Kb =

4.36 × 107 Pa; Ks = 3.6 × 1010 Pa; Kw = 2.0 ×
109 Pa; R0 = 2.0× 10−6 m; D = 2.4× 10−5 m2/s.
计算结果见图 1 —图 4 , 其中图 1为快纵波相速度
和衰减的全频率曲线, 图 2 为慢纵波相速度和衰减
曲线, 图 3、图 4分别为流体位移与固相位移的振幅
比值的大小和相位.

气泡共振频率与声场驱动频率、气泡半径大

小等参数有关 [24]. 本文选取的参数下, 当气泡体

积分数为0—0.001范围内, 气泡的共振频率分布在
400—10000 kHz. 由图 1可以看出: 在气泡共振频
率处, 介质的相速度、衰减等参数出现高幅度变化,
这与文献 [24]的结果一致, 此不再敷述. 而人们更
关心的海底勘探、油气储层地下勘探等, 其频率范
围从几赫兹至几十千赫兹, 所以下文重点考察这一
频率范围含少量气流体饱和沉积岩中弹性波的传

播特性. 从图 1 可以发现, 当气泡体积分数为 0时,
该曲线与Biot模型结果一致, 这从理论公式中也可
以看出: 当ϕg = 0时, 气泡个数N = 0, ξ = 0, 则
(17), (18)式退化为Biot位移场方程. 随着气体体
积分数的增加, 快纵波的相速度变化幅度很大. 当
频率很低时, 快纵波的低频近似公式为

Vp1 =

√√√√√√√1

ρ

Kb +
4Gb
3

+
M

1 +M
ϕg · ϕ

P∞ + 4σ/(3R0)

.
(29)

当ϕg分别为 0, 0.00001, 0.0001, 0.001时, 由
(22)式计算得到的速度 (f = 10 Hz)分别为
1663.3, 1573.9, 1133.7, 497.53 m/s, 而由低频近似
(29)式求得的速度分别为 1653.3, 1564.5, 1127.3,
495.9 m/s. 近似公式给出了很好的近似值, 并直观
反映了快纵波速度与介质参数特别是与气体体积

分数及气泡半径的关系. 由图 1 (b)可知, 在低频区
域, 快纵波的衰减值随着气体体积分数的增加而逐
渐减小, 但变化幅度很小, 且可以看到其低频处的
弛豫峰值对应的频率不随着气体体积分数的变化

而变化.

10-1 100 101 102 103 104 105 106 107 108

103

104
(a)

φg

 0
10-5

10-4

10-3

φg

 0
10-5

10-4

10-3

V
p
1
/
m
Ss

-
1

Q
p

 

Frequency/Hz

10-1 100 101 102 103 104 105 106 107 108

Frequency/Hz

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101 (b)

-
1

图 1 快纵波的相速度和衰减

Fig. 1. Phase velocity and attenuation of the fast compressional waves.
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慢纵波的结果见图 2 , 随着气体体积分数的
增加, 慢纵波的相速度在低频变化较小, 在高
频范围变化较大,由慢纵波低频近似公式 Vp2 =√
2 (Kb + 4Gb/3) ·

κω

η
可以看出在低频范围,慢纵

波的速度与气体体积分数无关. 慢纵波的衰减值远
远大于快纵波的衰减值, 这也再次表明慢纵波具有
强衰减的特性; 对于含少量气体的情况, 慢纵波的
衰减值随着气体体积分数的增加也逐渐减小, 但变
化幅度较小.
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图 2 慢纵波的相速度和衰减

Fig. 2. Phase velocity and attenuation of the slow compressional waves.
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图 3 快、慢纵波引起的孔隙流体位移与固相位移的振幅比值的大小 (a) 快纵波; (b) 慢纵波
Fig. 3. Amplitude ratio of pore fluid displacement and solid displacement caused by fast and slow compressional
waves: (a) Fast compressional waves; (b) slow compressional waves.
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Fig. 4. Phase of amplitude ratio of pore fluid displacement and solid displacement caused by fast and slow compres-
sional waves: (a) Fast compressional waves; (b) slow compressional waves.
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由图 3可以看出, 在同一气体体积分数下, 随
着频率的增加, 快纵波的孔隙流体位移与固相位移
的振幅比值的大小逐渐升高, 慢纵波的逐渐减小.
随着气体体积分数的增加, 快纵波引起的孔隙流体
位移与固相位移的振幅比值的大小逐渐减小, 慢纵
波的逐渐增加, 且增加幅度相对较大. 此外, 也可
以看出气体体积分数的变化对慢纵波的所有频率

都有影响, 对快纵波低频影响小而对高频区域影响
较大, 这与相速度曲线随气体体积分数变化规律相
反. 结果表明,气体体积分数对快、慢纵波引起的孔
隙流体位移与固相位移的振幅比值影响较大. 慢纵
波可诱导较大的渗流 [3], 若考虑声电效应 [27], 这种
含少量气流体饱和介质将会诱导更强的震电信号.

由图 4可以看出, 快纵波的孔隙流体的胀缩比
固体的胀缩略有超前, 慢纵波孔隙流体的胀缩与固
体的胀缩反相. 此外, 随着气体体积分数的增加,
快纵波和慢纵波孔隙流体位移与固相位移振幅比

值的相位都逐渐减小, 但慢纵波变化的幅度较小,
与Biot理论的结果相差很小.

6 结 论

考虑孔隙流体中含有少量气泡, 且气泡在声波
作用下线性振动, 研究声波在这种孔隙介质中的传
播特性. 在气液不相溶条件下基于Biot理论, 结合
Commander给出的小振幅声波在含气泡液体中的
气泡线性振动模型, 在处理气体体积分数与液体压
强关系时没有用到等效密流体度模型, 而是采用了
直接代入的方法, 因而得到了更一般的声学理论模
型. 给出了修正的模量M ′, 得到了和Biot位移场
方程形式对应的含少量气泡情况的位移场方程, 可
以考查快、慢纵波及横波的传播特性. 同时, 本文
给出了快纵波的速度低频近似公式, 近似公式直观
反映了快纵波速度与介质参数,特别是与气体体积
分数及气泡半径的关系. 计算考查了声波在此孔隙
介质模型中的传播特性. 结果表明,少量气泡的存
在对孔隙介质的快、慢纵波的声速、衰减、两类波引

起的流体位移与固体位移关系都有影响, 其中对快
纵波的声速影响较大. 关于快纵波的研究结果与郑
广赢和黄益旺 [24]的结论一致. 从修正的动态模量
M ′来看, 气泡的振动改变了孔隙介质的动态弹性
模量, 所以导致声速的变化很大, 快纵波的速度低
频近似公式解析也给出了直观的表达. 同时,不同

频率下的气泡振动效应也是波衰减的另一个需要

考虑的因素. 本文给出的声学模型可以用于考察含
少量气体的流体饱和孔隙介质如海洋沉积岩中声

波传播特性. 本文的结果有待于实验的验证, 因此,
相关实验也是值得进一步开展的研究工作. 气泡振
动在海洋学中有着重大的意义, 本文研究的孔隙介
质流体中含有少量气泡的声学理论对地探开采、声

波测井等领域也有着重要的参考意义.
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Abstract

It is very important to understand the acoustical properties of porous medium. To study the relationship between
acoustical and other physical properties of porous medium will help us to use acoustical tools for determining the physical
properties of porous medium. Many researchers have paid much attention to the properties of acoustic wave propagation
in the gassy marine sediments based on the Biot model which is popularly used to predict the dispersion and attenuation
of sound in saturated porous medium. The patchy model which contains gas inside the spherical water predicts that the
existence of gas just has little effect on the propagation of acoustic wave in porous medium when the gas content is very
small. However, the presence of a small number of bubbles in a fluid saturated sediment will lead to different acoustic
responses. As is well known, the bubble vibration theory proposed by Keller and Miksis shows that a small number
of bubbles existing in the liquid will have a great influence on sound velocity and attenuation. Therefore, in order to
study the effect of a small amount of gas existing in fluid saturated porous medium on the property of acoustic wave
propagation, we investigate a bubbly liquid saturated porous medium and consider the case of the bubbles vibrating
linearly under the action of sound waves. First, we derive the continuity equation of the seepage according to the mass
conservation of the pore fluid and the relationship between porosity differentiation and pore fluid pressure differentiation.
Then, the bubble linear vibration theory given by Commander is used to deal with the time derivative of gas volume
fraction in the continuity equation of the seepage, The bubble linear vibration theory gives the relationship between
instantaneous bubble radius and background pressure of the medium. Through this relationship, we obtain the equation
of time derivative of gas volume fraction and time derivative of pore fluid pressure. Then, we combine the obtained
equation with the continuity equation of seepage, and obtain the modified continuity equation of seepage whose form is
similar to that of Biot model. Finally, the modified Biot’s equations for fluid saturated porous medium containing a
small amount of bubbly fluid is obtained. As is well known, an effective density fluid model for acoustic propagation in
sediments, derived from Biot theory, just can predict the acoustic properties of the fast compressional waves. However,
the present model can predict the acoustic properties of fast, slow compressional waves and shear waves propagating in
sediments. Through numerically calculating the dispersion, attenuation, amplitude ratios of pore fluid displacement to
solid displacement for fast and slow compressional waves, it is found that the existence of a small number of bubbles has
an influence on the acoustic properties of both the fast compressional waves and the slow compressional waves, especially
the velocity of the fast compressional wave. In addition, the low-frequency speed approximation formula for the fast
compressional wave is also presented. The approximate formula directly indicates the relationship between the velocity
of fast compressional wave and the parameters of porous medium such as the gas volume fraction and the bubble radius.
This study shows that the influence of a small number of bubbles in fluid saturated on acoustic wave propagation is
noticeable. The modified Biot model presented in this paper provides one model to study the properties of acoustic
waves in fluid saturated porous medium with a small number of bubbles.

Keywords: porous medium, bubbly liquid, Biot theory, elastic wave
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