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专题: 磁斯格明子

磁性斯格明子晶格的磁弹现象与机理∗

胡杨凡† 万学进 王彪‡

(中山大学中法核工程与技术学院, 珠海 519082)

( 2018年 2月 1日收到; 2018年 3月 31日收到修改稿 )

近年来, 人们在一些具有手性相互作用的磁性体材料及薄膜中成功观测到具有非平凡拓扑性质的二维自
旋结构, 称作磁性斯格明子. 在大部分情况下, 磁性斯格明子自发地聚集成一种晶格结构, 称作斯格明子晶格.
孤立的斯格明子由于其奇特的拓扑性质以及优异的电流驱动性质等 “局域化特征”受到人们的广泛关注. 与
此相对, 斯格明子晶格作为一种新颖的宏观磁性相, 可能与材料固有的多场耦合性质发生相互作用进而引发
许多奇特的宏观物理现象乃至新性质. 在此范畴内, 人们发现由于手征磁体内禀的磁弹耦合, 斯格明子晶格
不但对材料的力学性质产生影响, 而且在外力作用下自身具备 “层展的弹性性质”. 本文对相关现象进行梳理,
并基于一种针对B20族手征磁体磁弹耦合效应普遍适用的热力学唯象模型, 逐一简述对于不同类型的磁弹现
象如何建模分析, 进而给出其中一部分现象的实验与理论结果比对. 最后, 对这一领域的发展提出几个可供
进一步探索的方向.

关键词: 斯格明子晶格, 手征磁体, 磁弹耦合, 层展弹性
PACS: 62.20.de, 75.10.–b, 75.80.+q DOI: 10.7498/aps.67.20180251

1 引 言

斯格明子 (skyrmion)的概念最早由Tony
Skyrme [1,2]在核物理的范畴提出, 是指非线性
sigma模型的一个拓扑非平凡的孤子解. 随后人
们发现斯格明子出现在横跨宇观到微观的各个尺

度的物理体系中 [3−7]. 在非中心对称的铁磁性体
材料或薄膜结构中, 自旋在一定条件下自发地排列
成拓扑非平凡的磁性斯格明子, 大多数情况下它
们由于非共线的Dzyaloshinskii-Moriya (DM)相互
作用而得以稳定存在 [8−11]. 磁性材料中的二维斯
格明子有两种可能的构型, 分别是布洛赫型 [12−15]

(图 1 (a))与奈尔型 [16,17](图 1 (b)). 材料中具体出
现何种类型的斯格明子取决于系统的手性, 而手
征磁体中布洛赫型的斯格明子较为常见. 孤立斯

格明子的拓扑特征使其表现出稳定的 “粒子”性
质 [18−20], 是人们理解层展物质态存在与演化的突
破口. 同时, 斯格明子能够被极低密度的电流驱
动 [21,22]且能引发拓扑霍尔效应 [23−27], 对新型自
旋电子学器件以及高密度存储器件的研发至关重

要. 然而, 真实材料中发现的斯格明子大多数情况
下不会孤立存在, 而是自发结晶形成所谓的斯格明
子晶格 (SkX). 2009年, Mühlbauer等 [12]通过小角

度中子散射在MnSi体材料中首次发现自旋在特定
外场条件下形成了二维SkX. 此后, 人们在B20族
手征磁体的体材料 [28,29]以及薄膜 [13,14,19,30−32]中

大量地观测到稳定的SkX. 在纳米结构中, 人们能
够通过几何尺寸上的约束 [33−36]获得单个的斯格

明子, 然而随着结构尺寸的增加, 单个斯格明子迅
速演化为斯格明子团簇 (图 1 (c)), 进而变化为SkX
(图 1 (d)).
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图 1 二维斯格明子及其团簇、晶格 (a)布洛赫型以及 (b)奈尔型孤立斯格明子示意图; (c)纳米盘中孤立斯格明子随半径
增大逐渐变化为斯格明子团簇 [35]; (d)斯格明子晶格 [13]

Fig. 1. 2D skyrmions, skyrmions clusters and skyrmion lattices: (a) Bloch-type and (b) Neel-type isolated skyrmions;
(c) skyrmions in the nanometer disk which transform from isolated state into cluster state with increasing diameter
of the disk [35]; (d) skyrmion crystal [13].

长程有序的SkX [37]打破了孤立斯格明子的轴

对称, 与孤立斯格明子的粒子特征不同, 其物理实
质为相互耦合的自旋密度波 [38]. 作为一种宏观磁
相, SkX “弥散”在整个材料中, 因而导致材料本身
各种宏观性质发生变化, 诸如弹性常数 [39]、比热

容 [40]、磁电阻等 [41]. 与之相比, 孤立斯格明子对材
料宏观性质的影响往往可以忽略. 另一方面, 斯格
明子晶格的波本质使其可能出现的结构变得更加

丰富, 并且这种结构多样性从孤立斯格明子的角度
难以解释. 例如, 人们在实验上观测到斯格明子晶
格会发生所谓的结构相变 [29,42], 即从六角晶格变
化为四方晶格. 这类相变发生前后两种晶格的波矢
模长基本不变, 意味着晶格中的斯格明子有效半径
发生了跳变, 也就是说两种晶格中的斯格明子具有
截然不同的尺寸.

由于手征磁体内禀的磁弹相互作用, 材料内
部的斯格明子及其晶格在外力作用下引发丰富的

磁弹耦合现象, 一般来说可分为两类. 一类现象体
现外力对斯格明子及其晶格的影响. 首先, 此中研
究得最多的现象就是通过外力调整斯格明子晶格

相在磁场 -温度相图中稳定区域的大小. 人们在理
论 [43−46]与实验 [47−54]上都发现, 对材料施加单轴
拉伸或压缩可以达到这一目的. 对于薄膜结构, 可
以通过基底与薄膜之间的晶格失配施加应变, 从而

同样达到调节斯格明子晶格稳定性的目的 [31,55,56]

(见图 2 ). 其次, 单轴拉伸还能影响斯格明子的生
成、湮灭以及基本性质. Ghimire等 [57]通过第一

性原理计算发现较强的磁弹耦合相互作用可能使

材料出现非共线的磁性基态. Liu等 [58]发现单轴

应力能够将磁畴 “切”成斯格明子. Chen等 [59]发

现单轴拉伸可以改变斯格明子手性, 导致混合手
性斯格明子的出现. Li等 [60]发现可以通过对材料

施加应力控制斯格明子的生成以及在电流中的运

动轨迹. 最后, 外力还会导致SkX发生层展变形.
2015年, Shibata等 [28]通过洛伦兹透射电子显微镜

(TEM) 发现对FeGe 薄膜施加 0.3%的单向拉伸应
变后,材料内部的SkX出现了高达20%的单向层展
应变 (见图 4 (a)—(c)). 这一实验结果说明SkX具
有极好的 “层展弹性”, 且该性质独立于底层材料的
刚度. 随后这种层展弹性现象在MnSi中也得到验
证 [47,61]. Hu与Wang [62]推导了描述SkX 层展弹
性的线性本构方程, 构建了定量描述这一现象的解
析理论.

另一类现象体现SkX的出现对于材料自身力
学性质的影响. 首先, 磁弹耦合使得SkX总是伴随
着一个周期变化的内禀弹性场 [63]. 在自由边界上,
其中的内禀应力场的释放形成一个周期分布的凹

凸不平的表面构型, 称为SkX的表面形貌 [64]. 其
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次,当材料磁极化相变到斯格明子晶格相的过程中,
材料的弹性常数发生跳变 [39,65,66,67], Zhang等 [68]

在理论上构建了声子 -磁振子耦合理论对此进行了
解释. 最后, 材料的动力学性质 (声子谱)受到斯格
明子晶格的影响 [69,70]. 上述现象说明材料内部弹
性场与磁性斯格明子及其晶格之间相互影响, 其中
蕴含丰富的物理, 而对此的明晰是发展斯格明子及
其晶格 “应变工程”的基础.

在针对某个特定的材料中某种磁弹耦合现象

进行专门研究的过程中涌现出若干有效的理论方

法, 然而其中大部分方法局限性较大. 与此相对,
要建立一个针对某一类材料的各种磁弹耦合现象

普遍适用的理论则非常困难. Hu与Wang [71]基于

B20 族材料的对称性推导了包含必要高阶磁弹相
互作用的Landau-Ginzburg泛函, 并在此基础上定
量解释了与典型材料MnSi相关的若干磁弹耦合现
象, 在此方面推进了一步. 本文以这一套理论方法
为脉络, 首先分类梳理上述磁弹耦合现象, 再简述
如何基于这一理论研究相应的磁弹耦合问题, 并给
出相应实验与理论结果的对比, 最后给出斯格明
子磁弹耦合范畴内我们认为较为重要的几个发展

方向.

2 B20族手征磁体在磁场 -温度场 -弹性
场耦合作用下的朗道 -金兹堡泛函

针对手征磁体磁弹耦合现象的研究由来已久.
早期的理论工作主要可分为以下两类: 一类是基于
立方对称铁磁体的磁致伸缩理论 [72](称作K理论);
另一类是基于针对MnSi中的自旋密度波相 (或称
圆锥相)发展的磁致伸缩理论 [73](称作P理论). 然
而, 使用这两类理论解释许多与斯格明子及其晶
格相关的磁弹耦合现象却并不成功, 其主要原因

在于这两类理论使用的磁弹耦合相互作用泛函被

过度地地简化了. Hu与Wang [71]基于群论推导了

针对B20族手征磁体普遍适用的磁弹耦合相互作
用泛函, 除P理论中描述的泛函项外, 还包含了另
外两类高阶相互作用泛函项. 以此为基础, 它们拓
展了B20族手征磁体的朗道 -金兹堡自由能密度泛
函 [7,10,74], 适用于分析手征磁体在磁 -温 -弹耦合场
作用下的行为:

w(M , εij) =
3∑

i=1

A

(
∂M

∂xi

)2

+DM · (∇×M)

−B ·M + α(T − T0)M
2 + βM4

+ wan + wel + wme, (1)

其中M = [M1,M2,M3]
T表示磁极化向量; εij 表

示应变分量; T表示温度; Ms表示接近绝对零度

时测得的饱和磁极化; M2 = M2
1 + M2

2 + M2
3 .

方程 (1)中第一项源自交换相互作用, A表示其

强度; 第二项源自DM相互作用, D表示其强

度; 第三项表示外磁场B引起的Zeeman能密度;
α(T − T0)M

2 + βM4 表示自由能密度朗道展开的

二次以及四次项; wan, wel以及wme 分别表示各向

异性能密度、弹性能密度、以及磁弹耦合能密度. 它
们的表达式分别可展开为:

wan =

3∑
i=1

[
Ae

(
∂Mi

∂xi

)2

+AcM
4
i

]
, (2)

wel =
1

2
C11(ε

2
11 + ε222 + ε233)

+ C12(ε11ε22 + ε11ε33 + ε22ε33)

+
1

2
C44(γ

2
12 + γ2

13 + γ2
23), (3)

wme = wme0 + wme1 + wme2, (4)

其中

wme0 =
1

M2
s
[KM2εii + L1(M

2
1 ε11 +M2

2 ε22 +M2
3 ε33) + L2(M

2
3 ε11 +M2

1 ε22 +M2
2 ε33)

+ L3(M1M2γ12 +M1M3γ13 +M2M3γ23)], (5)

wme1 =
1

M2
s

6∑
i=1

LOifOi, (6)

wme2 =
1

M2
s

3∑
i=1

L2if2i, (7)

 fO1 = ε11(M1,2M3 −M1,3M2) + ε22(M2,3M1 −M2,1M3) + ε33(M3,1M2 −M3,2M1),
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fO2 = ε11(M3,1M2 −M2,1M3) + ε22(M1,2M3 −M3,2M1) + ε33(M2,3M1 −M1,3M2),

fO3 = ε11M1(M2,3 −M3,2) + ε22M2(M3,1 −M1,3) + ε33M3(M1,2 −M2,1),

fO4 = γ23(M1,3M3 −M1,2M2) + γ13(M2,1M1 −M2,3M3) + γ12(M3,2M2 −M3,1M1),

fO5 = γ23(M3,1M3 −M2,1M2) + γ13(M1,2M1 −M3,2M3) + γ12(M2,3M2 −M1,3M1),

fO6 = γ23M1(M3,3 −M2,2) + γ13M2(M1,1 −M3,3) + γ12M3(M2,2 −M1,1), (8)

f21 = γ23γ12M1M3 + γ23γ13M1M2 + γ12γ13M2M3,

f22 = γ2
23M

2
1 + γ2

12M
2
3 + γ2

13M
2
2 , f23 = M2(γ2

23 + γ2
12 + γ2

13). (9)

方程 (2)中第一项源自交换各向异性, Ae表示其强

度; 第二项源自磁晶各向异性, Ac表示其强度. 方
程 (4)将磁弹相互作用分为三部分, 其中wme0给出

的泛函形式与P理论一致, wme1与wme2则给出两

类高阶磁弹耦合相互作用, K,Li(i = 1, 2, 3), LOi

(i = 1—6), L2i (i = 1, 2, 3)等为磁弹耦合系数. 后
面会看到, wme1描述的部分对于理解材料弹性常

数C11以及C33随外磁场的变化至关重要, 而wme2

描述的部分对于理解材料弹性常数C44以及C66随

外磁场的变化至关重要. 从泛函展开的角度而言,
wme2是wme1的高阶项, wme1又是wme0的高阶项,
因此在讨论某些特定问题时wme2可忽略不计.

若材料的应变 εij被约束 (或说材料受到位移
约束), 则磁弹耦合对手征磁体平衡态性质的影响
可通过分析wme对于方程 (1)中其他他项的影响
获得. 例如, wme0中的项会影响朗道展开二次项

α(T − T0)M
2的系数. 在给定应变约束 εij时, 磁

弹耦合对平衡态性质的影响不仅依赖于材料的磁

弹耦合系数 (K, L1, L2, L3等), 更依赖于其与相应
热力学参数 (在本例中为α)的相对大小. 为方便讨
论, 可将方程 (1)给出的泛函重整化为如下的形式:

w̃(m, εij)

=

3∑
i=1

(
∂m

∂ri

)2

+ 2m · (∇×m)− 2b ·m

+ tm2 +m4 + w̃an + w̃el + w̃me, (10)

其中 w̃(m, εij) =
β

G2
w(M , εij), 而

r =
x

LD
, b =

B

B
, m =

M

M0
, LD =

2A

D
,

G =
D2

4A
, B = 2GM0,

M0 =

√
G

β
, t =

α(T − T0)

G
. (11)

x与r分别为重整化前后坐标矢量, 通过这一变换
得到的 w̃(m, εij)是无量纲化的磁极化m以及应变

εij的泛函, 且 w̃an, w̃el与 w̃me的表达式形式可通过

如下变换从方程 (2)—(9)直接导出:

Mi → mi, Mi,j → mi,j , Ae → Ãe, Ac → Ãc,

C11 → C̃11, C12 → C̃12, C44 → C̃44,
K

M2
s
→ K̃,

Li

M2
s
→ L̃i,

LOk
M2

s
→ L̃Ok,

L2i

M2
s
→ L̃2i,

(i, j = 1, 2, 3; k = 1, 2, · · · , 6). (12)

方程 (12)中的重整化系数与原系数之间满足

Ãe =
Ae
A

, Ãc =
Ac
β
, K̃ =

K

GM2
s
,

L̃1 =
L1

GM2
s
, L̃2 =

L2

GM2
s
, L̃3 =

L3

GM2
s
,

L̃2i =
L2i

GM2
s

(i = 1, 2, 3),

L̃Oi =
2LOi

DM2
s

(i = 1, 2, · · · , 6),

C̃11 =
β

G2
C11, C̃12 =

β

G2
C12,

C̃44 =
β

G2
C44. (13)

与方程 (1)相比, 方程 (10)的形式更具普适性. 此
时磁弹相互作用对斯格明子及其晶格的影响完全

取决于方程 (13)中列出的重整化系数.

3 斯格明子晶格相的波本质及其平衡
态性质

自斯格明子晶格相在手征磁体中被发现以

来, 一个备受争议的基本问题是应该将其理解为
耦合的自旋密度波还是拓扑磁性层展粒子的简单

堆砌. “粒子”派认为SkX中的斯格明子之间存在
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相互作用, 然而这种相互作用仅仅扰动了其中斯
格明子的边缘区域, 而每个斯格明子仍然具有一
个面内轴对称的 “核” [7,75]. 反之, “波动”派认为
被广泛观测到的具有六角对称的SkX可被近似为
一个常向量与三个具有不同波矢方向的自旋密度

波的叠加 [12,29,37]. 在大部分体材料 [12,28,29]与相

应薄膜 [13−15,30,31]中, 斯格明子都以晶格态存在;
同时人们还发现其他层展磁性粒子 (如双斯格明
子 [76,77]以及反斯格明子等 [78])均形成相应的晶态.
这些实验现象说明层展晶态的波 -粒本质争议具有
一般性. 同时, 这一问题的解答至少具有以下两重
显著的价值: 1) 层展晶态的波表述与粒子表述在
数学上互不相容, 因此只有解决这一议题才能明确
任何层展晶格的准确数学表达式; 2) 两种表述具
有不同的局部对称性, 因此这一议题的答案决定了
层展晶态中的粒子是否保持孤立层展粒子的许多

物理性质 (例如拓扑保护). 不考虑磁弹耦合作用
时 (即在方程 (10)中忽略 w̃an以及 w̃me), Hu [38]运

用泛函分析证明了任何长程有序的层展晶态具有

波本质, 也就是说这些状态对应的数学表达式可写
为一个傅里叶级数. 对于任一二维层展晶态, 其序
参量可写为如下形式的n阶傅里叶表述:

mFn = m0 +

n∑
i=1

ni∑
j=1

mqij eiqij ·r, (14)

其中ni表示第 i阶展开中波矢的个数; qij表示第 i

阶展开中第 j个波矢; |qi1| = |qi2| = |qi3| = · · · =
|qini | = siq; |mqi1 | = |mqi2 | = |mqi3 | = · · · =

|mqini
| = mqi, |q1j | < |q2j | < |q3j | < · · · < |qnj |.

si表示 i阶展开波矢模长与 1阶展开波矢模长 q的

比值, 为一个递增的正实数序列, 其取值与晶格结
构有关. 六角晶格对应的 si值见表 1 . 应注意方程
(14)以及下文中, i =

√
−1,与下标 i具有不同含义.

将方程 (14)形式的解代入方程 (10), 积分
后可得

w(mFn, εij)

= − (t− 1)2

4
− b2 + (m0 − b)2

+ wint + wper + wan + wme + wel, (15)

其中

w(mFn, εij) =
1

V

∫
w̃(mFn, εij)dV ;

wan, wme以及wel 具有类似的定义; 而

wint =
1

V

∫ (
m2

Fn +
t− 1

2

)2

dV,

wper =

n∑
i=1

ni∑
j=1

(m∗
qij

)TAijmqij .

这里m∗
qij表示mqij的复共轭, 而

Aij =


1 + (siq)

2 0 2iqijy
0 1 + (siq)

2 −2iqijx
−2iqijy 2iqijx 1 + (siq)

2

 , (16)

其中 |qij | = siq =
√

q2ijx + q2ijy, 这里 qijx与 qijy分

别为qij的x与y方向分量. Aij 对应三个不同的特

征值 (siq − 1)2, 1 + (siq)
2以及 (siq + 1)2, 它们的

相应单位特征向量可写为

Pij1 =
1√
2siq

[−iqijy, iqijx, siq]T,

Pij2 =
1

siq
[qijx, qijy, 0]

T,

Pij3 =
1√
2siq

[iqijy,−iqijx, siq]T.

因此mqij可以展开为

mqij = cij1Pij1 + cij2Pij2 + cij3Pij3, (17)

而

cijk = cre
ijk + icim

ijk, (18)

其中 cre
ijk与 cim

ijk 是实的待解变量. 假设 εij = 0, 任
意一种层展晶态解由变量m0, cre

ijk, cim
ijk 以及 q确

定, 它们的取值则通过对方程 (15)中的w(mFn, 0)

求极小值来确定. 运用方程 (17), wper可表述为

表 1 六角晶格对应傅里叶表述的详细信息

Table 1. Detail information related to the Fourier representation of hexagonal lattices.

下标 i取值 1 2 3 4 5 6 7 8

ni 6 6 6 12 6 6 12 6

si 1
√
3 2

√
7 3 2

√
3

√
13 4

qij 的可能取值 (1, 0) (0,
√
3) (2, 0) (2,

√
3) (3, 0) (0, 2

√
3) (1, 2

√
3) (4, 0)
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n∑
i=1

ni∑
j=1

[|cij1|2(siq − 1)2 + |cij2|2(1 + (siq)
2)

+ |cij3|2(siq + 1)2].

wper = 0对应的解是: q = 1; 对任意的 i, j, |cij2| =
|cij3| = 0; 而对 i ̸= 1, |cij1| = 0. 由于wper总是半

正定的, 并且wper中包含对于层展晶态的稳定性起

主导作用的交换相互作用以及DM相互作用, 因此
wper = 0的解往往可作为数值求解任意一种层展

晶态解的起点.
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图 2 (a) MnSi体材料磁场 -温度相图 [12], 其中A-phase指斯
格明子晶格相; (b) FeGe薄膜磁场 -温度相图 [31], 其中高亮且
标 SkX 的区域为稳定的斯格明子晶格相, 内插图高亮标注的
区域为FeGe体材料稳定的斯格明子晶格相
Fig. 2. (a) Magnetic field-temperature phase diagram of
bulk MnSi [12], in which A-phase stands for the skyrmion
lattice phase; (b) magnetic field-temperature phase dia-
gram of FeGe film [31], in which the region highlighted
and labeled with SkX is the stable skyrmion lattice phase,
the highlighted region in the inset represents the stable
skyrmion lattice phase of bulk FeGe.

4 材料的受力与变形对斯格明子晶格
性质的影响

手征磁体作为铁磁体中的一小类, 具备内禀的
磁弹耦合性质. SkX作为手征磁体中的磁极化可能
呈现的一种宏观状态, 必然受到外力作用的影响.

本节我们从两个方面探讨材料的受力与变形对磁

性SkX性质的影响.

4.1 外力与变形对斯格明子晶格稳定性

的影响

斯格明子晶格相最初在MnSi体材料中被发现
时 [12], 只能稳定存在于温度 -磁场相图右下方的一
个狭小的口袋状区域中. 随后, 人们在实验中观测
到在外延生长的Fe0.5Co0.5Si [13], FeGe [14,31]以及

MnSi [56]薄膜中, SkX在相图中的稳定区域与体材
料相比大大增加. 由于外延生长的薄膜与基底之
间总是存在失配应变, 这一实验现象由此成为应
力应变能够影响斯格明子晶格稳定性的第一个证

据. 在理论上, Butenko等 [43]在自由能密度泛函中

引入单轴各向异性项, 发现能够通过调控各向异性
的大小来稳定非中心对称的铁磁体中的斯格明子

晶格相, 并认为这一机制可以解释外延薄膜中斯格
明子晶格相的稳定性. 该理论的遗憾之处在于自由
能密度泛函中并不显含应变, 因此无法得知单轴各
向异性是如何通过外延薄膜受到的失配应变产生

的 [79]. 此后, Nii等 [48]在MnSi的单轴拉伸压缩实
验中得到更直接的证据: 单轴拉伸或压缩能够有效
地调节斯格明子晶格相在相图中的稳定区域. Hu
与Wang [71]基于第 2节给出的热力学模型定量解
释了这一实验结果, 我们在此简述其思路.

首先, 在给定的温度、磁场以及应力条件
下, 我们通过方程 (10)给出的自由能密度泛函求
出给定应力边界条件下的应变解. 由本构关系
σ̃ij = ∂w̃(m, εij)/∂εij , 有

σ̃11 = C̃11(ε11 − ε∗11) + C̃12(ε22 − ε∗22 + ε33 − ε∗33),

σ̃22 = C̃11(ε22 − ε∗22) + C̃12(ε11 − ε∗11 + ε33 − ε∗33),

σ̃33 = C̃11(ε33 − ε∗33) + C̃12(ε11 − ε∗11 + ε22 − ε∗22),
σ̃23

σ̃13

σ̃12

 = D


γ23 − γ∗

23

γ13 − γ∗
13

γ12 − γ∗
12

 , (19)

其中 σ̃ij表示重整化的应力分量, 满足 σ̃ij =
β

G2
σij .ε∗ij与γ∗

ij共同表征本征应变 (材料的总应变

为弹性应变与本征应变之和)的分量, 且具有如下
具体形式:
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ε∗11 = K∗m2 − L∗
1m

2
1 − L∗

2m
2
3 + L∗

O1(m3m1,2 −m2m1,3) + L∗
O2(m3m2,1 −m2m3,1) + L∗

O3m1(m2,3 −m3,2),

ε∗22 = K∗m2 − L∗
1m

2
2 − L∗

2m
2
1 + L∗

O1(m1m2,3 −m3m2,1) + L∗
O2(m1m3,2 −m3m1,2) + L∗

O3m2(m3,1 −m1,3),

ε∗33 = K∗m2 − L∗
1m

2
3 − L∗

2m
2
2 + L∗

O1(m2m3,1 −m1m3,2) + L∗
O2(m2m1,3 −m1m2,3) + L∗

O3M3(m1,2 −m2,1),
γ∗
23

γ∗
13

γ∗
12

 = D−1


σ∗
23

σ∗
13

σ∗
12

 , (20)

其中

D =


(C̃∗

44 + 2L̃22m
2
1) L̃21m1m2 L̃21m1m3

L̃21m1m2 (C̃∗
44 + 2L̃22m

2
2) L̃21m2m3

L̃21m1m3 L̃21m2m3 (C̃∗
44 + 2L̃22m

2
3)

 ,

σ∗
23 = − L̃3m2m3 + L̃O6m1(m2,2 −m3,3) +m2(L̃O4m1,2 + L̃O5m2,1)−m3(L̃O4m1,3 + L̃O5m3,1),

σ∗
13 = − L̃3m1m3 + L̃O6m2(m3,3 −m1,1) +m3(L̃O4m2,3 + L̃O5m3,2)−m1(L̃O4m2,1 + L̃O5m1,2),

σ∗
12 = − L̃3m1m2 + L̃O6m3(m1,1 −m2,2) +m1(L̃O4m3,1 + L̃O5m1,3)−m2(L̃O4m3,2 + L̃O5m2,3). (21)

在方程 (20), (21)中, 具有上标 “*” 的参数定义
如下:

K∗ =
−C̃11K̃ + C̃12(K̃ + L̃1 + L̃2)

(C̃11 − C̃12)(C̃11 + 2C̃12)
,

L∗
1 =

L̃1

C̃11 − C̃12

, L∗
2 =

L̃2

C̃11 − C̃12

,

L∗
O1 =

−C̃11L̃O1 + C̃12(−L̃O1 + L̃O2 + L̃O3)

(C̃11 − C̃12)(C̃11 + 2C̃12)
,

L∗
O2 =

C̃11L̃O2 − C̃12(L̃O1 − L̃O2 + L̃O3)

(C̃11 − C̃12)(C̃11 + 2C̃12)
,

L∗
O3 =

C̃12(L̃O1 + L̃O2)− (C̃11 + C̃12)L̃O3

(C̃11 − C̃12)(C̃11 + 2C̃12)
,

C̃∗
44 = C̃44 + 2L̃23m

2.

对于任意非共线的周期磁极化态, 弹性
应变的解都可以分解为均匀部分与周期部分:
εij = ε̄ij(m, σ̃ij) + ε̂ij(m, σ̃ij), 其中 ε̄ij(m, σ̃ij) =
1

V

∫
V
εijdV . 因此, ε̄ij(m, σ̃ij) 可通过对方程 (19)

进行体积分来求解, 而 ε̂ij(m, σ̃ij)的求解方法会在

5.1节介绍. 值得注意的是, 由方程 (19)可知即使材

料不受任何外力 (即 σ̃ij = 0), 材料内部均匀应变仍
然可解为 ε̄ij =

1

V

∫
V
ε∗ijdV . 由此公式求出的均匀

应变称作磁性材料的磁致伸缩应变.
其次, 选择一个特定的磁性相, 以斯格明子晶

格相为例,则m具有方程 (14)的形式. 将此具体形
式代入上面求出的 ε̄ij(m, σ̃ij)以及 ε̂ij(m, σ̃ij)的

表达式中, 再以 εij = ε̄ij(mFn, σ̃ij)+ ε̂ij(mFn, σ̃ij)

替代方程 (10)中的应变分量, 则推导后可得
w̃ = w̃(mFn, σ̃ij). 求w(mFn, σ̃ij)的极小值, 以
确定mFn.

再次, 对所有可能出现的磁性相 (如螺旋相、圆
锥相、铁磁相等), 重复上一步的求解过程. 然后比
较所有磁性相对应的自由能极小值, 找到其中的最
小值, 则对应的相就是给定磁场、温度以及应力条
件下的平衡态.

最后, 改变磁场以及温度条件, 重复上述过
程, 则最终可以得到给定应力条件下手征磁体的磁
场 -温度相图. 任意其他两个热力学参数构成的相
图可以用类似的方法求得.

表 2 MnSi体材料的热力学参数 [71]

Table 2. Thermodynamic parameters of bulk MnSi [71].

第一组参数

C11=283.3 GPa, C12=64.1 GPa, C44=117.9 GPa, A=1.27×10−23 J·A−2·m−1, D=1.14×10−14 J·A−2,
Ms =1.63×105 A·m−1, α=6.44×10−7 J·A−2·m−1·K−1, β=3.53×10−16 J·A−4·m, T0=26 K,
Ae=−0.05 A, Ac = 0

第二组参数

K=−2×107 J·A−2·m−1, L1=−0.70×106 J·A−2·m−1, L2=0.60×106 J·A−2·m−1, L3=1.65×106 J·A−2·m−1,
LO1=−0.57×10−4 J·A−2·m−2, LO2=1.15×10−4 J·A−2·m−2, LO3=−0.57×10−4 J·A−2·m−2,
L22=−1.01×108 J·A−2·m−1, L23=2.03×107 J·A−2·m−1.
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图 3 MnSi体材料在不同方向受单轴压缩对应的温度 -磁场相图的实验结果 [48]与理论计算结果 [71] (a)—(c)磁场方向沿 z轴, 压力作用
于 [1, 1, 0]T方向; (d)—(f)磁场与压力作用方向均沿 z轴; (g)—(i)磁场与压力作用方向均沿 [1, 1, 1]T方向; (j)—(m)磁场方向均沿 z轴,
压力方向 (j), (k)沿 z轴, (l), (m)沿 [1, 1, 0]T方向

Fig. 3. Experimental results [48] and theoretical calculation results [71] of temperature-magnetic field phase diagram of bulk MnSi
subjected to uniaxial compression in different direction: (a)–(c) The magnetic field is along z-axis, the pressure is along [1, 1, 0]T

direction; (d)–(f) the magnetic field and the pressure are all along z-axis; (g)–(i) the magnetic field and the pressure are all along
[1, 1, 1]T direction; (j)–(m) the magnetic field is along z-axis, the pressure is along (j), (k) z-axis, (l), (m) [1, 1, 0]T direction.
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基于这一思路, 可计算MnSi体材料在四种不
同条件的单轴压缩作用下的磁场 -温度相图 (见
图 3 (j)—(m)), 对比可知其与相应的实验结果 [48]

(见图 3 (a)—(i))定量地符合. 由此可得出结论:
面外单轴压缩缩小SkX在磁场 -温度相图中的稳
定区域, 而面内单轴压缩扩大斯格明子晶格在
磁场 -温度相图中的稳定区域. 进一步分析可
知 [71], 对这一现象起决定性作用的是 w̃me0中的

L̃1(m
2
1ε11 +m2

2ε22 +m2
3ε33)这一项.

4.2 斯格明子晶格的层展弹性力学

2015年, Shibata等 [28]发现FeGe薄膜在 0.3%
的单向拉伸应变作用下, 材料内部的SkX出现了高
达 20%的单向层展应变. 随后, 在针对MnSi的单
向拉伸实验中, Fobes等 [47]观察到类似的现象. 这
说明手征磁体底层的原子晶格与层展的SkX同样
具有 “弹性”, 即在外力作用下会发生变形, 且两种
晶格的弹性刚度相差较大 (对于FeGe来说相差两
个量级). Hu与Wang [62]在第2, 3节介绍的热力学
模型的基础上, 推导了描述斯格明子晶格 “层展弹
性”的线性本构方程, 并且将方程中的线性系数解
析表达为底层材料热力学参数的函数. 下面简介这
一理论的基本思想和结果.

在方程 (14)中我们给出斯格明子晶格的傅里
叶表述时, 曾给出了 |qi1| = |qi2| = |qi3| = · · · =
|qini | = siq, |mqi1 | = |mqi2 | = |mqi3 | = · · · =

|mini | = mqi的假设. 这一假设将SkX的结构固定
为六角晶格, 然而考虑材料自身的各向异性 (反映
在方程 (10)中的 w̃an), 或者外荷载的作用时, 这种
六角对称会被打破, 从而导致斯格明子晶格结构的
变形. 为了在数学上描述这种变形, 我们首先不失
一般性地选择q11, q12 作为斯格明子晶格的倒格
矢. 与原子晶格相仿, SkX 的倒格矢与正格矢之间
总是保持着如下的正交关系:

a1 · q11 = 2π, a1 · q12 = 0,

a2 · q11 = 0, a2 · q12 = 2π, (22)

其中 a1, a2 为斯格明子晶格的正格矢. 当晶格发
生变形时, 原始正格矢au

1 , au
2变化为变形后的正格

矢ad
1 , ad

2 . 根据柯西 -波恩定律 [80], 我们引入层展
应变 εe

ij (i, j = 1, 2)以及层展扭转角ωe, 将变形前
的正格矢映射到变形后的正格矢

ad
i =

 1 + εe
11 εe

12 + ωe

εe
12 − ωe 1 + εe

22

au
i (i = 1, 2), (23)

而层展应变与层展扭转角又可通过层展位移场

ue
i , (i = 1, 2)定义: εe

ij =
1

2
(ue

i,j + ue
j,i) (i, j = 1, 2),

ωe =
1

2
(ue

1,2 − ue
2,1). 将方程 (23)代入方程 (22), 变

形后的倒格矢qd
11与qd

12可表示为 εe
ij与 ωe 的函数,

而qd
13可通过关系qd

11 + qd
12 + qd

13 = 0求出. 对于
二维六角晶格, 不失一般性地假设qu

11 = q[0, 1]T,

qu
12 = q

[
−

√
3

2
,−1

2

]T
, 推导后可得

qd
11 =

q

s
[ωe − εe

12, 1 + εe
11]

T,

qd
12 =

q

2s
[−

√
3−

√
3εe

22 + εe
12 − ωe,−1− εe

11 +
√
3(εe

12 + ωe)]T, (24)

其中 s = 1 + εe
11 + εe

22 + εe
11ε

e
22 − (εe

12)
2 + (ωe)2. 在此基础上, 描述可变形斯格明子晶格相的独立变量可整

合为如下四个矢量:

εεεe = [εe
11, ε

e
22, ε

e
12, ω

e]T, (25)

ε̄εε = [ε̄11, ε̄22, ε̄33, γ̄23, γ̄13, γ̂12]
T, (26)

Uq = [U cq11
1 , U cq11

2 , U cq11
3 , U sq11

1 , U sq11
2 , U sq11

3 , U cq12
1 , · · · , U sq12

3 , U cq13
1 , · · · , U sq13

3 , U cq21
1 , · · · ]T, (27)

ma = [m01,m02,m03, c
re
111, c

re
121, c

re
131, c

re
112, · · · , cre

133, c
im
111, c

im
121, c

im
131, c

im
112, · · · , cim

133, c
re
211, · · · ]T. (28)

这里我们将弹性应变拆分为如下形式:

εij(r) = εij +
1

2

∑
q ̸=0

[−(U cq
i qj + U cq

j qi) sin q · r + (U sq
i qj + U sq

j qi) cos q · r], (29)
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其中 ε̄ij为均匀应变, 而周期应变由周期位移
场

∑
q ̸=0

(U cq cos q · r + U sq sin q · r)产生 (U cq =

[U cq
1 , U cq

2 , U cq
3 ]T, U sq = [U sq

1 , U sq
2 , U sq

3 ]T), 上述求
和遍历所有与磁极化存在相互作用的非零波矢q.
由方程 (27)和 (28)可知, 矢量Uq与ma的分量数

目依赖于傅里叶表述的阶数. 当n 6 3时, Uq含

18n个分量, 而mq含 18n + 3个分量. 因此, 手征
磁体在斯格明子晶格相的平均自由能密度可表示

成w(εεεe, ε̄εε,Uq,ma). 在给定温度与外磁场下, 可通
过对w求极小值确定平衡态时εεεe, ε̄εε,Uq,ma 对应

的取值.

为研究独立变量之间的线性耦合, 我们对系统
施加一个微扰场, 对应的线性本构关系可写为

dσe = Cedεεεe + hTdε̄εε+ κqdUq + gemdma,

(30)

dσ̄ = Cdε̄εε+ hdεεεe + gmdma, (31)

dba = µadma + (gm)Tdε̄εε

+ (ξm)TdUq + (gem)Tdεεεe, (32)

dF q = CqdUq + (κq)Tdεεεe + ξmdma, (33)

其中

σe = [σe
11, σ

e
22, σ

e
12, T e]T, (34)

σ̄ = [σ̄11, σ̄22, σ̄33, τ̄23, τ̄13, τ̄12, ]
T, (35)

ba = [b1, b2, b3, d
re
111, d

re
121, d

re
131, d

re
112, · · · , dre

133, d
im
111, · · · , dim

133, d
re
211, · · · ]T, (36)

F q =
1

2
(−σsq11

1l ql,−σsq11
2l ql,−σsq11

3l ql, σ
cq11
1l ql, σ

cq11
2l ql, σ

cq11
3l ql,−σsq12

1l ql,−σsq12
2l ql, · · · ,

σcq12
3l ql,−σsq13

1l ql, · · · , σcq13
3l ql,−σsq21

1l ql, · · · , σcq23
3l ql, · · · )T, (37)

而

Cij =

(
∂2w

∂εi∂εj

)
0

, hij =

(
∂2w

∂εi∂ε
e
j

)
0

, gm
ij =

(
∂2w

∂εi∂m
a
j

)
0

,

Ce
ij =

(
∂2w

∂εe
i∂ε

e
j

)
0

, κq
ij =

(
∂2w

∂εe
i∂U

q
j

)
0

, gem
ij =

(
∂2w

∂εe
i∂m

a
j

)
0

,

µa
ij =

(
∂2w

∂ma
i ∂m

a
j

)
0

, ξm
ij =

(
∂2w

∂Uq
i ∂m

a
j

)
0

, Cq
ij =

(
∂2w

∂Uq
i ∂U

q
j

)
0

. (38)

方程 (34)—(37)中定义的向量σe, σ̄, ba, F q分别

是εe, ε̄,Uq,ma对应的热力学共轭变量,其中的σe

分量称作层展应力分量, σ̄为矢量形式的均匀弹性
应力, ba的前三个分量为均匀外磁场分量, 其他分
量为周期变化的磁场的幅值, F q的分量与外加的

周期应力场有关. 而所有变量的前缀 “d”表示对变
量的小扰动. 方程 (30)—(33)给出描述斯格明子晶
格层展弹性变形的线性本构关系. 由这组方程可
知, 均匀应力场、周期应力场、均匀磁场、周期磁场
以及层展应力场均可导致斯格明子晶格的弹性变

形, 而对应的线性系数矩阵可通过方程 (38)给出的
定义由平均自由能密度w(εe, ε,Uq,ma)解析求得.
其中我们将Ce称为层展弹性刚度矩阵, 将h称为

层展压弹系数矩阵.
考虑一种特殊情形, 即系统只受到均匀应力荷

载扰动, 此时有 dσe = 0, dba = 0, dF q = 0. 而方

程 (30)—(33)可简化为

dεe = λdε̄, (39)

或者

dεεεe = λ(C∗ + h∗λ)−1dσ̄, (40)

其中

λ = −(Ce∗∗)−1(h∗)T, (41)

而

C∗ = C − gm(µa∗)−1(gm)T,

h∗ = h− gm(µa∗)−1(gem∗)T,

Ce∗∗ = Ce∗ − gem∗(µa∗)−1(gem∗)T,

Ce∗ = Ce − κq(Cq)−1(κq)T,

gem∗ = gem − κq(Cq)−1ξm,

µa∗ = µa − (ξm)T(Cq)−1ξm. (42)
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我们将方程 (41)定义的 4 × 6矩阵λ称作层展应变

率矩阵. 它表征受外力作用时, 底层材料应变与表
层斯格明子晶格层展应变之间的比值.

由于从现有实验结果难以获取FeGe完整的热
力学参数, 图 4中给出了FeGe薄膜层展变形的实
验结果 [28]与MnSi体材料层展变形的理论计算结
果的对比 [62]. 在针对MnSi体材料层展弹性的计算

中发现其层展弹性性质对于外磁场的变化非常敏

感. 值得注意的是, 随着外磁场的增加, MnSi内斯
格明子晶格的起主导作用的层展应变率矩阵系数

λij均会发生 “变号现象”, 也就是说, 在相同形式的
外力荷载作用下, 低场下的斯格明子晶格与高场
下的斯格明子晶格会表现出截然相反的层展变形

模式.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g)

图 4 (a)—(c)洛伦兹力TEM观测的FeGe薄膜在单向拉伸前 (a), (b), 后 (c)的斯格明子晶格 [28], 其中 (a)观测温度
260 K, (b), (c)观测温度 94 K; (d)—(g)理论计算MnSi体材料内的斯格明子晶格在受到应力作用前 (每张小图中黑色虚
线)、后 (边框实线)的魏格纳 -塞兹原胞示意图 [62], 图中背景颜色反映磁极化 z轴分量的空间分布, 分布箭头表示反映磁极
化面内分量的空间分布, 其中箭头长短表示面内极化分量大小; (d)—(f) 分别受到 x, y以及 z方向大小 0.02的单向拉伸变
形; (g)受到 xy平面内大小 0.02 的剪切变形
Fig. 4. (a)–(c) Observed Lorentz TEM images of the skyrmion lattices in FeGe film before (a), (b) and after (c)
uniaxial tension [28], the observation temperatures of (a) and (b), (c) are 260 K and 94 K, respectively; (d)–(g)
theoretically calculated Wigner-Seitz cell of skyrmion lattice in bulk MnSi before (region enclosed by black dotted
lines) and after (region enclosed by black full lines) stress loads [62], the background color reflects the magnitude
of z-component of magnetization, the arrows reflect the distribution and magnitude of in-plane components of
magnetization; (d)–(f) uniaxial tensile deformations of 0.02 along x-, y- and z-direction; (g) shear deformation of
0.02 in xy-plane.

5 斯格明子晶格对材料力学性质的
影响

由于材料的磁弹耦合效应, SkX的存在会反过
来影响带料的力学性质. 本节从两个方面分析这种
影响.

5.1 斯格明子晶格的内禀弹性场及表

面形貌

5.1.1 斯格明子晶格的内禀弹性场

在4.1节我们发现材料的磁弹耦合效应使其在
不受任何外力的情况下仍然会产生应变. 由于斯格

明子晶格相的极化随空间周期分布, 产生的应变包
含一部分均匀的磁致伸缩应变, 和一部分周期变化
的应变 [81]. 后者对应于一个随空间周期变化的本
征应变问题 [82], 其解析解由Hu和Wang [63]给出.
由该解析解可知斯格明子晶格相对应于一个非平

凡的周期应力, 因此在任意自由表面无法满足其自
由边界条件. 非平凡的周期应力在自由表面的释放
导致材料表面产生一个周期位移, 由此形成凹凸不
平的表面形貌. Wan等 [64]求解了这一问题的解析

解. 本小节我们简要介绍这两个问题的求解思路.
将本构方程 (19)代入到平衡方程中, 同时代入

小变形假设下的几何方程, 则有
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C̃11u1,11 + C̃44(u1,22 + u1,33) + (C̃12 + C̃44)(u2,12 + u3,13) = X1,

C̃11u2,22 + C̃44(u2,11 + u2,33) + (C̃12 + C̃44)(u1,12 + u3,23) = X2,

C̃11u3,33 + C̃44(u3,22 + u3,11) + (C̃12 + C̃44)(u2,23 + u1,13) = X3, (43)

X1 = C̃11ε
∗
11,1 + C̃12(ε

∗
22,1 + ε∗33,1) + C̃44(γ

∗
12,2 + γ∗

13,3),

X2 = C̃11ε
∗
22,2 + C̃12(ε

∗
11,2 + ε∗33,2) + C̃44(γ

∗
12,1 + γ∗

23,3),

X3 = C̃11ε
∗
33,3 + C̃12(ε

∗
22,3 + ε∗11,3) + C̃44(γ

∗
23,2 + γ∗

13,1). (44)

这里, Xi(i = 1, 2, 3)可看作由本征应变引起的体力.
假设磁极化m(r)及位移u(r)为空间周期函数, 表示为

m(r) =
∑
q

mq eiq·r, u(r) =
∑
q

Uq eiq·r, (45)

当系统不受外部力学载荷时, Uq可通过求解手征磁体的本征应变问题得到

Uq = K−1
q Xq, (46)

Kq = −


C̃11q

2
1 + C̃44(q

2
2 + q23) (C̃11 + C̃44)q1q2 (C̃11 + C̃44)q1q3

(C̃11 + C̃44)q1q2 C̃11q
2
2 + C̃44(q

2
1 + q23) (C̃11 + C̃44)q2q3

(C̃11 + C̃44)q1q3 (C̃11 + C̃44)q2q3 C̃11q
2
3 + C̃44(q

2
1 + q22)

 , (47)

Xq由X = [X1, X2, X3]
T =

∑
q

Xq eiq·r求得.

当系统的磁极化状态确定时, 其弹性场由方程
(46)完全确定. SkX或任意一种层展晶态的磁极化
可表示成如方程 (14)所示的一个傅里叶级数, 对于
每一个特定的波矢q, 可运用方程 (43)—(47)给出
的方法求出Uq, 从而最终解出对应的周期位移解.
由位移解u(r)可求出总应变 εij(r), 从而确定弹性
应变 εij(r)− ε∗ij , 并最终通过方程 (19)求出周期应
力解. 由方程 (20), (21), (44)可知本征应变引起
的体力X是磁极化m的非线性函数, 因此位移解
u(r)和应力解包含m的高阶项. Hu与Wang [63]采

取 “3Q”近似描述斯格明子晶格 [12], 求解了相应的
本征位移场与应力场, 发现后两者均由三个 “3Q”
周期场构成, 波矢模长分别为 q,

√
3q 以及 2q, 其中

q为极化 “3Q”波矢的模长.
可以证明 [63], SkX的本征位移解和应力解与

其磁极化分布具有相同的晶格矢量及周期. 对于
手征磁体, 该周期由DM相互作用及交换能密度决
定, 而与底层原子晶格的周期无关, 这直接证明处
于磁性斯格明子晶格相的材料发生了公度 -非公度
相变.

周期弹性场为平衡磁极化的函数, 因此会随着
温度和磁场变化. 温度从 0 K升高到临界温度时,
磁极化强度逐渐减小到零, “3Q”结构中的矢量也

会慢慢减小, 但其结构形貌几乎不发生变化. 另一
方面, 本征位移场 (如图 5 (a)—(d)所示)与应力场
对外加磁场的变化很敏感. 这种变化是由于波矢模
长为 q的 “3Q”本征位移场与应力场随着磁场的增
加会发生 “构型翻转”.

5.1.2 斯格明子晶格的表面构型

我们在 5.1.1小节求解了体材料在斯格明子晶
格相时的本征弹性场, 没有考虑表面边界条件的作
用. 本小节我们考虑表面自由边界条件的影响, 研
究半无限大立方螺旋磁体的弹性问题.

对于一个稳定在斯格明子晶格相的半无限大

材料, 为了满足应力自由边界条件, 必须在表面施
加与斯格明子引起的本征应力等大反向的面力:

F1

F2

F3

 = −


σ̃11 σ̃12 σ̃13

σ̃12 σ̃22 σ̃23

σ̃13 σ̃23 σ̃33



0

0

1

 = −


σ̃13

σ̃23

σ̃33

 , (48)

其中, σ̂i3(i = 1, 2, 3)由体材料本征应力解获得. 此
时处于斯格明子晶格相的半无限大立方螺旋磁体

的弹性场解可分解为两部分, 一部分为 5.1.1小节
求出的体材料本征弹性场的解, 另一部分则是在半
无限大体表面施加周期面力F 导致的弹性场. 对
于立方晶体而言, 后者可以使用艾里应力函数法求
解. 解的形式在平面内周期变化, 沿面外方向指数

136201-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 13 (2018) 136201

衰减并伴有周期振荡.
图 5 (e)—(h)分别表示4 K条件下0.1, 0.2, 0.3,

0.4 T时总的法向位移场. 如图所示, 斯格明子晶格
的表面构型由具有周期排列的鼓包与谷地构成. 与
本征弹性场类似, 此表面构型随外磁场的变化非常
敏感.

当材料中存在电流场 [21,83]或温度梯度场 [84]

时, 斯格明子会发生运动. 对于以速度v运动的斯

格明子, 描述其磁极化需引入平移变换r → r− vt,
则有m = m(r − vt). 相应地, 本征弹性场的解以
及表面构型的解也应将r变为r − vt. 因此, 本征
弹性场以及表面位移场随着斯格明子一起运动. 如

4.2节所述, 当材料受到力学荷载时, SkX会产生层
展变形. 变形SkX 的波矢可表达为层展应变的函
数. 此时, 波矢的变化直接影响本征弹性场以及表
面位移场对应的波矢. 也就是说, 它们随SkX的变
形而变形. 从材料力学性质的角度考虑, 这说明斯
格明子的出现赋予了材料新的力学性质. 反过来
从斯格明子的角度考虑, 材料内禀的磁弹耦合赋予
斯格明子这种磁性拓扑粒子 “力学性质”. 更广泛地
说, 拥有更丰富多场耦合性质的材料内部产生的斯
格明子将具备更多样的物理性质. 类似的例子是多
重铁性材料中发现的周期分布的电极化场构型 [85].
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图 5 (a)—(d) MnSi体材料内 SkX对应的内禀周期位移场随磁场的变化图 [63], 计算温度 4 K, 磁场 (a) 0.1 T, (b) 0.2 T,
(c) 0.3 T, (d) 0.4 T; (e)—(h) MnSi处于斯格明子晶格相时的表面构型随磁场的变化 [64], 计算条件与 (a)—(d)一一对应相同
Fig. 5. (a)–(d) Intrinsic periodic displacement fields corresponding to SkX in bulk MnSi in different magnetic field [63], the
calculation temperature is 4 K, the magnetic field is (a) 0.1 T, (b) 0.2 T, (c) 0.3 T, (d) 0.4 T; (e)–(h) surface configurations
of MnSi hosting skyrmion lattice phase in different magnetic field [64], the calculation conditions are the same as (a)–(d).

5.2 手征磁体材料弹性系数随磁场的变化

SkX对材料力学性质的影响还体现在材料弹
性系数在圆锥 -斯格明子晶格相变以及斯格明子晶
格 -圆锥相变的过程中会发生跳跃, 且各个系数的
变化规律各异. Hu与Wang [71]基于 2, 3节的热力
学框架构建了这一问题的分析方法, 下面简述其
思路.

根据热力学理论 [86], 方程 (10)给出了系统的
Helmholtz自由能密度, 可由此对应变求二阶偏导
得出材料在给定磁极化以及温度下的弹性系数:
(C̃ij)T,m =

∂2w

∂εi∂εj
(i, j = 1, 2, · · · , 6), 其中矢量ε

与方程 (26) 形式相同. 然而实际测量材料弹性常

数的环境却是在给定外磁场以及温度的条件下进

行的. 因此我们需要使用雅各比变换的方法 [87]通

过Helmholtz自由能密度求得给定温度、磁场下的
弹性系数. 具体求解方法如下.

假设在约化温度 t以及约化磁场b = [0, 0, b3]
T

作用下, 材料的平衡态是斯格明子晶格相. 则磁极
化可用n阶傅里叶表述写为 m = mFn(m03, cre

111,
cre
121, cre

131, cre
112 · · · , cre

133, cim
111, cim

121, cim
131, cim

112, · · · ,
cim
133, cre

211, · · · ), 其中m03的热力学共轭变量为 b3,
而 cre

111, cre
121, cre

131, cre
112, · · · , cre

133, cim
111, cim

121, cim
131,

cim
112, · · · , cim

133, cre
211, · · · 的热力学共轭变量为dre

111,
dre
121, dre

131, dre
112, · · · , dre

133, dim
111, · · · , dim

133, dre
211, · · · .

给定温度、磁场下的弹性常数可以推导为
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(C̃ijkl)t,b3,dre
111,··· =


[
∂(σij , b3, d

re
111, d

re
121, d

re
131, d

re
112, · · · , dre

133, d
im
111, · · · , dim

133, d
re
211, · · · )

∂(εkl,m03, c
re
111, c

re
121, c

re
131, c

re
112, · · · , cre

133, c
im
111, · · · , cim

133, c
re
211, · · · )

]
[
∂(εkl, b3, d

re
111, d

re
121, d

re
131, d

re
112, · · · , dre

133, d
im
111, · · · , dim

133, d
re
211, · · · )

∂(εkl,m03, c
re
111, c

re
121, c

re
131, c

re
112, · · · , cre

133, c
im
111, · · · , cim

133, c
re
211, · · · )

]

t,b3

. (49)

此表达式的复杂性随着傅里叶表述阶数n的增大而急剧升高. 对于最简单的 “3Q”表述, 我们有m =

mtripleQ(m0,mq1, q), 此时上式简化为

(C̃ijkl)t,b3,bq1 =

[
∂(σij , b3, bq1)/∂(εkl,m0,mq1)

∂(εkl, b3, bq1)/∂(εkl,m0,mq1)

]
t,b3

, (50)

将 σij =
∂w

∂εij
, b3 =

∂w

∂m0
以及 bq1 =

∂w

∂mq1
代入方程 (50), 有

(C̃ijkl)t,b3,bq1,εij=0 =
∂2w

∂εij∂εkl
+

1

∂2w

∂m2
0

∂2w

∂m2
q1

−
(

∂2ŵ

∂m0∂mq1

)2

[
∂2w

∂εij∂m0

(
∂2w

∂m0∂mq1

∂2w

∂εkl∂mq1

)

− ∂2w

∂εkl∂m0

∂2w

∂m2
q1

)
+

∂2w

∂εij∂mq1

(
∂2w

∂εkl∂m0

∂2w

∂m0∂mq1
− ∂2w

∂m2
0

∂2w

∂εkl∂mq1

)]
. (51)

图 6给出了上述理论计算的MnSi各个弹性常数随磁场的变化曲线 [71]以及对应的实验结果. 可以看到
所有参数的理论预报与实验测量定量符合.
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图 6 MnSi弹性常数随磁场变化的实验与理论 [71]结果对比 (a)实验测得C11与C33随磁场变化曲线 [39]; (b) 实验测得C44与C66

的变化量随磁场变化曲线 [66]; (d)—(f)理论计算的所有弹性常数变化量随磁场的变化曲线
Fig. 6. Comparison of experimental and theoretical results [71] of the MnSi elastic coefficients varying with magnetic field:
(a) Experimental measurement of C11 and C33 as a function of magnetic field [39]; (b) experimental measurement of C11 and
C33 as a function of magnetic field [66]; (d)–(f) theoretical calculation of elastic coefficients as a function of magnetic field.

6 展 望

综上所述, 对于磁性SkX的磁弹现象及其机理
的研究在近年来取得了长足的进展, 并越来越受到

关注. 然而, 现阶段这一领域的研究大多数有以下
三个局限性: 1)研究对象局限于简单的磁性斯格明
子晶格; 2)外力荷载局限于单轴拉伸; 3)研究问题
局限于静态问题. 我们认为对这三个局限的打破对
应于此新兴领域的三个发展方向.
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首先是研究对象的拓宽. 一方面, 导致斯格明
子等手性自旋层展结构出现的DM相互作用不仅
可以来源于体材料内禀的中心对称破缺, 也可以来
源于表面引起的中心对称破缺. 实际上, 表面或界
面导致的手性相互作用为新型手性层展结构的探

索打开了一扇新的大门. 薄膜与多层结构中陆续发
现大量新颖的层展自旋结构以及现象, 读者可参考
相关综述深入了解 [32,88−91]. 另一方面, 磁性斯格
明子并不一定只能出现在铁磁材料中. 近期人们成
功地在反铁磁体 [92−95] 和亚铁磁体 [96,97] 中观测到

斯格明子的存在, 且相应的动力学性质与铁磁材料
中的斯格明子存在显著差异. 这些新型手性自旋
结构是否存在与斯格明子类似的磁弹耦合现象以

及是否能够通过施加外力进行调控, 是亟待研究的
问题.

其次是荷载形式的多样化. 一种方式是施加造
成非均匀应力场的荷载形式, 例如考虑弯曲变形对
斯格明子晶格的影响, 又如考虑柱体扭转这种具有
手性的变形形式对材料内部斯格明子晶格的影响.
另一种方式是考虑材料内部缺陷或微结构引起的

局域弹性场对斯格明子及其晶格的影响. 对此, 实
验上已经知道材料内部的缺陷不但会使运动中的

斯格明子发生 “钉扎”现象 [98], 更可能产生新的自
旋准粒子构型 [99]乃至层展 “磁单极” [100]. 固体力
学广为人知的一个结论是: 远场作用下, 缺陷周围
必然出现奇异且迅速衰减的应力场. 因此, 斯格明
子及其晶格与缺陷的相互作用有可能以局域化的

应力、应变场为媒介, 其中物理机制的明晰对实际
材料中斯格明子及其晶格的性能调控非常重要.

最后是动力学相关问题的研究, 此方面问题的
探究也分为两个层次. 一是力学荷载作用下斯格明
子及其晶格在电流或温度梯度等外场作用下的动

力学行为. 上文已经提到, 外力作用为材料引入附
加的各向异性, 从而必然导致斯格明子动力学性质
乃至运动轨迹的各向异性. 基于简化的磁弹耦合
泛函, Li等 [60]在此方面进行了初步理论研究. 为
考虑更复杂的荷载形式以及获得更准确的定量结

论, 有必要基于本文综述的磁弹耦合泛函进行深入
探讨. 二是从根本上明晰斯格明子与声子等元激发
的动态耦合, 探究基于弹性波或声子振动驱动斯格
明子及其晶格的可能性. 在这方面, Ogawa等 [101]

在实验上发现激光脉冲驱动磁泡运动时是通过耦

合的声子与自旋波——称作磁弹耦合波——实现

的. Ivanov等 [69]解释中子散射实验与第一性原理

计算, 证实FeSi中出现的非共线磁性相导致材料声
子的重整化. Nepal等 [102]在理论上发现可以通过

反向传播的表面波驱动斯格明子. 整体上说此方向
的研究方兴未艾, 而这些现有的工作为我们进一步
探索提供了一定思路.
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Abstract
Recently, a novel two-dimensional spin structure with non-trivial topological properties, called magnetic skyrmion,

has been found in many chiral magnets. In most cases, magnetic skyrmions assemble spontaneously and form a lattice
structure, called magnetic skyrmion crystal (SkX). SkX, as a novel macroscopic magnetic phase, may interact with
different types of external fields through the intrinsic multi-field coupling of the material, resulting in many peculiar
physical phenomena. It is found that due to the intrinsic magnetoelastic coupling of chiral magnets, SkX not only
influences the mechanical properties of the materials, but also has “emergent elastic properties” when subjected to
external forces. In this review, we first introduce and categorize various types of SkX-related magnetoelastic phenomena,
and then introduce a unified theoretical framework to analyze these magnetoelastic phenomena. Specifically, we establish
the Landau-Ginzburg free energy functional with a comprehensive description of the magnetoelastic effect for B20 chiral
magnets obtained through symmetry analysis, and prove that SkX should be described by a Fourier series due to its
wave nature. We show quantitative agreement between theoretical results and experimental results for three types of
phenomena: 1) the temperature-magnetic field phase diagrams of MnSi suffering uniaxial compression, it is found that
uniaxial compression in the direction [0, 0, 1]T constricts the stable region of the skyrmion phase in the phase diagram,
while uniaxial compression in the direction [1, 1, 0]T extends the stable region of the skyrmion phase in the phase
diagram; 2) the emergent elastic behavior of SkX, it is found that this property derives from the magnetoelastic effect of
the underlying material, and the linear constitutive equation (with coefficient matrix λ) which determines the emergent
deformation of SkX, is briefly introduced; 3) the variations of elastic coefficients C11, C33, C44, and C66 with the external
magnetic field for MnSi, and the predictions of the variation of C12 and C13 are provided by the theory. Based on
the theoretical framework, the analytical solutions of the eigenstrain problems for chiral magnets hosting SkX and the
surface configuration of SkX in a half-space magnet are introduced. In this process, we show how to use the theoretical
framework to deal with different problems. Finally, we make a summary and suggest several directions for the future
development of this field.
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