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光束分离器是一个具有广泛应用的线性光学器件, 它在非经典量子态特别是纠缠态的制备中具有重要作
用. 基于单个光束分离器的表象表示, 本文进一步考察多个级联光束分离器的纠缠特性, 特别是结合有序算
符内的积分技术推导了级联光束分离器的正规乘积、紧指数表示及级联算符的表象表示. 作为应用, 本文利用
两个级联光束分离器获得了量子力学表象及其Schmidt分解, 并结合量子条件测量制备了 qubit态的叠加态.
本文的研究方法已被直接推广至多个光束分离器级联情况, 相关研究内容为多模纠缠态、多模 qubit 态的制
备提供了一种有效的途径, 且为由光束分离器组成的线性器件系统总作用的算符正规乘积及其紧指数表示提
供了一般方法.

关键词: 光束分离器级联算符, 多模纠缠态表象, 有序算符内积分技术, Schmidt 分解
PACS: 03.67.–a, 42.50.Dv, 03.65.Ud, 03.67.Mn DOI: 10.7498/aps.67.20180362

1 引 言

量子纠缠是量子物理中的一个奇异现象. 为
了验证量子态的非经典特性 (包括量子纠缠), 实现
不同的量子任务, 人们需要制备不同的量子态并
期望对其实现操控.作为一种线性光学器件, 光束
分离器是常用于量子态的制备及量子理论等领域

的思想实验和现实实验的手段, 也是大多数干涉
仪的关键部分. 此外, 光束分离器也是量子力学
中纠缠态表象制备的有效方法. 例如, 利用对称光
束分离器可以制备质心坐标Q1 + Q2及相对动量

P1 − P2的共同本征态 |η⟩, 它构成了一个完备的量
子力学表象 [1]; 该表象可用于构建复分数傅里叶变
换 [2]、纠缠分数傅里叶变换 [3,4], 通过经典尺度变换
|η⟩ → |η/µ⟩可构建双模压缩算符 [5]

S =
1

µ

∫
d2

η |η/µ⟩ ⟨η| ;

也可以用于描述系统与环境之间的纠缠. 基于该
表象可以方便有效地求解密度算符主方程, 得到密
度算符的Kraus算符和表示, 并可将特征函数归结
为态矢量与热纠缠态表象的内积, 从而为分布函数
(Wigner函数、特征函数)的时间演化提供了简便的
计算方法 [6]. 此外, 该表象在求解两体动力学问题、
量子隐形传态、量子密集编码、算符恒等式推导等

方面有着广泛应用 [5,7−11]. 当两个单模压缩真空态
输入光束分离器, 可获得双模压缩真空态. 该态在
量子密钥分发等方面有广泛应用 [12,13].

另一方面, 光束分离器也被广泛应用于量子信
息与量子计算中. 为了研究的方便, 人们常常用光
束分离器来模拟量子耗散, 如光束分离器一输入端
为真空用于模拟振幅衰减通道, 输入热态模拟有限
温度通道, 压缩热态输入模拟相位敏感的耗散通
道 [14]. 这些模拟与相应密度算符主方程的等价性
已被证明. 当光束分离器一端输入真空, 在一输出
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端进行条件光子数探测, 该过程可以用于实现光子
扣除, 从而制备若干非经典态、改善量子纠缠与量
子隐形传输保真度等 [15−18]. 此外, 多个光束分离
器的组合系统也具有广泛应用. 马赫 -曾德尔干涉
仪由两个光束分离器构成, 被广泛用于量子精密测
量 [19−21]; 两个共享一端 (前光束分离器一个输出
作为后一光束分离器的一个输入)的光束分离器组
合被用于实现有限维的量子态工程, 如可实现连续
量子态的截断、离散比特量子叠加态的隐形传输、

量子纠缠度改善与压缩度增强等 [22−24]; 两个级联
的马赫 -曾德尔干涉也被用于制备真空态与单光子
态的超叠加, 该方案比其他相关方案具有更高的测
量概率且具有更高抵抗环境的能力 [23]; 三个不对
称光束分离器组成的三个输入与三个输出的系统

可用于实现受控非门 [25,26]. 由n个光束分离器组

合系统, 如算符形式为

Bn−1,n

(
π

4

)
Bn−2,n−1

(
cos−1 1√

3

)
· · ·

B2,1

(
cos−1 1√

n

)
,

被用于获得多模 Einstein-Podolsky-Rosen纠缠态、
相干纠缠态表象等 [27, 28]. 最近, 利用光束分离器
算符在表象中的表示, 研究表明该算符可分解成多
个单模压缩算符、双模压缩算符的乘积 [29].

在以上的研究中, 一方面, 利用Heisenberg绘
景中光束分离器算符的变换关系获得量子力学纠

缠态表象及其Schmidt分解、光束分离器算符的正
规乘积表示等不够直接有效; 另一方面, 当多个光
束分离器组成复杂系统时, 计算输出量子态时 (在
Schrödinger绘景中)通常要逐步将光束分离器算
符作用于量子态上, 计算过程较为复杂. 基于此,
注意到在Heisenberg绘景中可直接给出总体算符
的变换矩阵以及借鉴压缩算符在坐标表象中自然

表示的思想, 本文结合有序算符内的积分技术直接
导出多个光束分离器级联总算符的正规乘积、紧指

数表示、坐标态表象中的表示. 同时, 基于多级联器
件制备新纠缠态表象, 直接导出它们的Schmidt分
解. 该研究方法可推广至线性器件甚至非线性器件
组成的任意系统中.

本文第二部分通过简要回顾单个光束分离器

的变换关系, 建立了Heisenberg绘景中湮没算符的
变换矩阵与Schrödinger绘景中产生算符的变换矩

阵的对应关系——二者可以通过简单的转置操作
联系. 这为绘景间的转换提供了直接途径. 同时,
结合有序算符内积分技术和量子力学表象理论, 推
导了单个光束分离器算符的正规乘积和紧指数表

示. 第三部分基于以上方法, 进一步考虑了两级联
光束分离器总算符的表象表示及其正规乘积, 并推
广至多个级联光束分离器算符情况. 第四部分以两
级联光束分离器为例, 考察了它们在量子力学表象
构建、基于条件测量产生非经典量子态方面的应用.
其中, 总算符的表象表示与正规乘积形式为计算提
供了很大便利. 最后是结论部分.

2 单个光束分离器的变换关系及变换
算符

2.1 单个光束分离器的变换关系

首先, 回顾一下单个光束分离器特点. 如
图 1所示, 单个光束分离器由两个输入端、两个
输出端构成. 用算符a1和a2表示输入场模, b1和

b2表示输出场模. 由于该过程是一个线性过程, 故
而输入输出关系可表示为(

b1
b2

)
= M

(
a1
a2

)
, (1)

M =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 , (2)

其中矩阵M为单个光束分离器对应的散射矩

阵——幺正变换矩阵. 为方便, (2)式中忽略了
相位因子项. 对于无损失光束分离器, 输入输出端
的总光子数必守恒, 即要求(

b†1 b†2

)(
b1
b2

)
=

(
a†1 a†2

)
M †M

(
a1
a2

)
, (3)

BS

a

a

b

b

图 1 单个光束分离器的输入输出示意图

Fig. 1. Simple diagram for input-output relation of
single beam splitter (BS).
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即要求M †M = I, M是幺正的. 需要注意的是,
这些表示描述的是输入与输出算符之间的关系, 即
在 Heisenberg绘景中讨论算符的演化. Heisenberg
绘景对于计算如平均光子数是方便的. 但在诸多情
况下, 我们感兴趣的是在输出端检测到光子数的概
率等. 因此, 在这种情况下就需要转到Schrödinger
绘景中来计算输出量子态. 输入量子态 |Ψin⟩与输
出量子态 |Ψout⟩可通过幺正算符U演化相联系, 即
|Ψout⟩ = U |Ψin⟩ . 在Schrödinger绘景中, 对于任意
算符OS, 平均值为⟨

OS⟩
out = ⟨Ψin|U†OSU |Ψin⟩ . (4)

由于算符平均值不依赖于具体的绘景, 即在
Heisenberg绘景中平均值与 (4)式相等, 则要求
Heisenberg绘景中算符OH 演化满足

OH = U†OSU. (5)

故由 (1)和 (5)式可知, 与光束分离器算符U所对应

的输入输出关系为

bi = U†aiU =

2∑
j=1

Mijaj , (6)

b†i = U†a†iU =

2∑
j=1

M∗
ija

†
j , (7)

Mij是 (2)式的矩阵元. 至此,我们并不知道算符U .
为了得到算符 U的具体形式或者输出态的具体形

式, 就需要将问题的讨论转到Schrödinger绘景中
去. 不失一般性, 设输入态为 |Ψin⟩ = f(a†1, a

†
2) |00⟩,

|00⟩为双模真空态, 则输出态为

|Ψout⟩ = Uf
(
a†1, a

†
2

)
|00⟩

= f
(
Ua†1U

†, Ua†2U
†
)
|00⟩ . (8)

(8)式最后一步中利用了光束分离器算符的线性特
征U |00⟩ = |00⟩, 以及U†U = I. 比较 (6)和 (8)式
易见, 在Heisenberg绘景和Schrödinger绘景中需
要计算的分别是变换U†aiU与Ua†iU

†. 那么, 这两
个变换之间是如何通过变换矩阵M相联系的呢?
注意到, 变换UOU†实际上是一个逆变换过程, 即
将原输出算符看成输入算符, 原输入算符看成输出
算符——交换了输入输出关系. 或者说, 以上这个
变换实现了算符 bj → aj的变换. 故而逆变换的输
入输出关系可写为(

a1
a2

)
= N

(
b1
b2

)
, (9)

其中散射矩阵N为变换UOU†所对应. 联立 (1)和
(9)式可得 (

a1
a2

)
= NM

(
a1
a2

)
. (10)

由此可见, N = M−1 = M †, 即有(
Ua1U

†

Ua2U†

)
= M †

(
a1
a2

)
(11)

或 (
Ua†1U

†

Ua†2U
†

)
=

(
M †)∗ (a†1

a†2

)
= MT

(
a†1
a†2

)
. (12)

显然,当已知变换U†aiU对应的矩阵M时 ((1)式),
则变换Ua†iU

†所对应的矩阵只需通过对矩阵M转

置即可 [30]. 这一简洁的关系为Heisenberg绘景和
Schrödinger绘景中变换关系的转换架起了直接的
桥梁, 即可在Heisenberg绘景中直接给出算符的变
换关系, 通过转置后直接应用于Schrödinger绘景,
而避免了Schrödinger绘景中一步一步的算符运算.
这一特征将在后面的计算中用到.

2.2 幺正变换算符U的表象表示及其正规

乘积

那么, 与变换关系式 (1)对应的幺正变换算
符U是什么呢? 下面, 利用量子力学表象理论
方法以及有序算符内积分技术来推导U的具

体形式. 设光束分离器两输入端为坐标算符

Q1 = (a1+a†1)/
√
2和Q2 = (a2+a†2)/

√
2的本征态

|q1⟩和 |q2⟩, 且Q1 |q1⟩ = q1 |q1⟩和Q2 |q2⟩ = q2 |q2⟩,
则输出量子态为

|Ψ⟩out = U |q1⟩ |q2⟩ , (13)

其中坐标态为

|qi⟩ = π−1/4 exp
{
−1

2
q2i +

√
2qia

†
i −

1

2
a†2i

}
|0⟩ .

(14)
利用 (12)式与

(
Ua†1U

† Ua†2U
†
)
=
(
a†1 a†2

)
M

以及U |00⟩ = |00⟩, 则输出态可表示为

U |q1⟩ |q2⟩ ≡ U

∣∣∣∣∣
 q1

q2

⟩

= π−1/2 exp
{

− 1

2

(
q1 q2

) q1

q2


+
√
2
(
a†1 a†2

)
M

 q1

q2


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− 1

2

(
a†1 a†2

)
MMT

 a†1

a†2

}
|00⟩ . (15)

注意到, 对于 (2)式给出的散射矩阵为实矩阵, 则
有MMT = MTM = I以及 |M | = 1, 故 (15)式
可改为

U |q1⟩ |q2⟩ ≡ U

∣∣∣∣∣
 q1

q2

⟩
=

∣∣∣∣∣M
 q1

q2

⟩
. (16)

(16)式右乘
⟨q1

q2

∣∣∣∣∣ ≡ ⟨q1| ⟨q2|且对变量 q1和 q2

积分, 注意到完备性关系∫ ∞

−∞
dqi |qi⟩ ⟨qi| = 1,

则幺正算符U在坐标表象中可表示为

U =

∫ ∞

−∞
dq1dq2

∣∣∣∣∣M
 q1

q2

⟩⟨ q1

q2

∣∣∣∣∣. (17)

进一步利用有序算符内积分技术可得U的正规乘

积形式为 [29]

U = : exp
{
(cos θ − 1)

(
a†1a1 + a†2a2

)
+
(
a†1a2 − a1a

†
2

)
sin θ

}
: . (18)

此即光束分离器算符的正规乘积表示. 通过 (18)式
U对 θ微商不难获得

d
dθU =

(
a†1a2 − a1a

†
2

)
U. (19)

故U的紧指数表示为

U = exp
{
θ
(
a†1a2 − a1a

†
2

)}
. (20)

3 级联光束分离器算符的表象表示及
正规乘积

3.1 两级联光束分离器算符的表象表示

首先, 考虑两个级联光束分离器算符的整体变
换关系及其坐标表象中的表示, 并由此推导级联光
束分离器算符的正规乘积. 两级联光束分离器如
图 2所示. 两个光束分离器的变换关系分别为(

b1
b′2

)
= M1

(
a1
a2

)
,

(
b2
b3

)
= M2

(
b′2
a3

)
, (21)

其中Mi =

 cos θi sin θi

− sin θi cos θi

, 或写成


b1

b2

b3

 = U†
tot-2


a1

a2

a3

Utot-2 = Mtot-2


a1

a2

a3

 ,

(22)
其中总散射矩阵Mtot-2为

Mtot-2 =


cos θ1 sin θ1 0

− cos θ2 sin θ1 cos θ1 cos θ2 sin θ2

sin θ1 sin θ2 − cos θ1 sin θ2 cos θ2

 .

(23)
按照推导 (17)式的方法直接可得两级联光束分离
器算符在坐标表象中的表示为

Utot-2 =

∫ ∞

−∞
dq1dq2dq3

∣∣∣∣∣Mtot-2


q1

q2

q3


⟩⟨

q1

q2

q3


∣∣∣∣∣. (24)

实际上, 按照单个光束分离器算符的坐标表示式
(17)亦可得 Utot-2的坐标表象中的表示式 (24).

a

a

b

b

BS BS

b

a

图 2 两个级联光束分离器示意图

Fig. 2. Simple diagram for two-cascaded beam splitters.

3.2 两级联光束分离器算符的正规乘积与

紧指数表示

利用有序算符内积分技术和坐标态 (14)式、积
分式 (24)并注意到 (Mtot-2)

T
Mtot−2 = I, 可得两

级联光束分离器算符的正规乘积为

Utot-2 =

: exp


(
a†1 a†2 a†3

)
(Mtot-2 − I)


a1

a2

a3


 : .

(25)

150301-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 15 (2018) 150301

(24)和 (25)式在纠缠态表象的制备及在给定
输入量子态时计算输出态时有方便有效的应

用. 利用算符恒等式 : exp
{
ã† (M − I) ã

}
: =

exp
{
ã† lnMã

}
可得

Utot-2 = exp


(
a†1 a†2 a†3

)
[lnMtot-2]


a1

a2

a3


 ,

(26)
此即级联光束分离器算符的紧指数表示. 通过对变
换矩阵Mtot-2进行对角化,可进一步获得 (26)式不
包含对数的具体形式.

3.3 多光束分离器级联

以上讨论可方便地推广至多光束分离器级联

的情况. 考虑如图 3所示的n个光束分离器的级联.
对于此类级联, 可知n个光束分离器对应的变换

矩阵为

M1 =



cos θ1 sin θ1 0 · · · 0

− sin θ1 cos θ1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . 0

0 0 0 · · · 1


, (27)

M2 =



1 0 0 · · · 0

0 cos θ2 sin θ2 · · · 0

0 − sin θ2 cos θ2 · · · 0
...

...
... 1 0

0 0 0 0
. . .


, (28)

以及

Mn =



1 0 0 · · · 0

0 cos θn sin θn · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . 0

0 0 0 − sin θn cos θn


. (29)

因此,总散射矩阵为Mtot-n=MnMn−1 · · ·M2M1,
它是一个n × n的实矩阵, 且满足 |Mtot-n| = 1与

(Mtot-n)
T
Mtot-n = I. 一旦n给定, 则可直接由矩

阵乘积给出Mtot-n的具体表示. 按照获得 (17)式
的方式, 可得n个级联光束分离器总算符在坐标表

象中的表示

a

a a

BS BS BSN

b

b

b

aN

bN

图 3 多个级联光束分离器示意图 (这里只列出了一种常见形式)
Fig. 3. Simple diagram for multi-cascaded beam splitters.
Here we show an example.

Utot-n =

∫ ∞

−∞
dn

q |Mtot-nq⟩ ⟨q| , (30)

其中

|q⟩ ≡

∣∣∣∣∣

q1

q2
...

qn


⟩

= |q1, q2, · · · , qn⟩

= π−
n
4 exp

{
−1

2
qTq+

√
2qTa†− 1

2

(
a†)T

a†
}
|0⟩ ,

(31)

以及
(
a†)T

=
(
a†1 a†2 · · · a†n

)
. 利用有序算符内的

积分技术以及积分公式 [31]∫ ∞

−∞
dn

x exp
{
−xTKx+ xTν

}
= πn/2 (detK)

−1/2 exp
{
1

4
νTK−1ν

}
, (32)

其中K是实对称且正定的n × n方阵, 可得 Utot-n

的正规乘积为

Utot-n

= π−n/2

∫ ∞

−∞
dn

q : exp
{
− 1

2
qTq

+
√
2qT (

MT
tot-na

† + a
)}

× exp
{
−1

2
[aTa+

(
a†)T

a†]−
(
a†)T

a

}
:

= : exp
{
1

2

(
MT

tot-na
† + a

)T (
MT

tot-na
† + a

)}
× exp

{
−1

2
[aTa+

(
a†)T

a†]−
(
a†)T

a

}
:

= : exp
{(

a†)T
(Mtot-n − I)a

}
: . (33)

相应的级联光束分离器总算符的紧指数表示则为

Utot-n = exp
{(

a†)T
(lnMtot-n)a

}
. (34)
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4 级联光束分离器算符的应用

下面, 考虑两级联光束分离器算符的表象表示
及正规乘积在量子力学纠缠态表象的构造、输出量

子态计算方面的应用. 实际上, 光束分离器的各种
组合在量子态的制备中十分易见. 以下的讨论方法
可直接推广至多光束分离器级联的情况, 这里仅以
两级联光束分离器为例.

4.1 量子力学表象的制备

首先, 利用级联光束分离器算符的表象表
示来构造纠缠表象. 注意到若 3个输入端均为
坐标态时, 并不能得到纠缠表象, 而是 3个坐标
态的直积态. 此外, 由 (17)式可知, 当 a1, a2模分

别输入坐标态时输出量子态仍然为坐标直积态,
而非纠缠态. 因此, 考虑 a1, a2, a3模分别输入坐

标态 |q⟩1 ,动量态 |p⟩2和坐标态 |χ⟩3, 即输入态为
|q⟩1 |p⟩2 |χ⟩3. 利用 (24 )式与坐标态、动量态内积
关系 ⟨q|p⟩ = eipq

/
√
2π 及 ⟨q|q′⟩ = δ(q − q′), 可得

输出态为

|Ψ⟩out = Utot-2 |q⟩1 |p⟩2 |χ⟩3

=

∫ ∞

−∞

dq2√
2π

eipq2 |q cos θ1 + q2 sin θ1⟩1

⊗ |q2 cos θ1 cos θ2 − q cosφ sin θ1 + χ sin θ2⟩2
⊗ |q sin θ1 sin θ2 − q2 cos θ1 sin θ2 + χ cos θ2⟩3 .

(35)
(35)式即为输出态 |Ψ⟩out在坐标表象中的Schmidt
分解. 可见, 当两个坐标态和一个动量态输入时,
可得到一类新的纠缠态表象, (35)式即是该纠缠态
在坐标表象中的表示. 那么, 该态具体形式是什么?
是什么算符的共同本征态呢? 利用坐标态的表达
式 (14), 直接积分 (35)式可得

|Ψ⟩out =
1

π3/4
exp

{
− 1

2
q†q +

√
2
(
a†)T

Mtotq

− 1

2

(
a†)T

MN̄MTa†
}
|000⟩ , (36)

其中, q† ≡ ( q ip χ ),
(
a†)T ≡

(
a†1 a†2 a†3

)
以及

N̄为对称矩阵,

N̄ =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 . (37)

此外, 由 (22)式可知

Utot-2


a1

a2

a3

U†
tot-2 = M †

tot-2


a1

a2

a3

 , (38)

Utot-2


a†1

a†2

a†3

U†
tot-2 = MT

tot -2


a†1

a†2

a†3

 , (39)

对于实矩阵有M †
tot-2 = MT

tot-2. 联立 (38)与 (39)
式可得

Utot-2


Q1

P2

Q3

U†
tot-2 =


Â1

Â2

Â3

 , (40)

其中
Â1

Â2

Â3

 ≡


Q1 cos θ1 −Q2 cos θ2 sin θ1 +Q3 sin θ1 sin θ2

P1 sin θ1 + P2 cos θ1 cos θ2 − P3 cos θ1 sin θ2

Q2 sin θ2 +Q3 cos θ2

 .

(41)
不难看出, (40)式中右边算符是可对易的. 由
(40)式直接可得本征方程

q

p

χ

Utot-2 |q⟩1 |p⟩2 |χ⟩3

=


Â1

Â2

Â3

Utot-2 |q⟩1 |p⟩2 |χ⟩3 . (42)

至此, 我们构建了一类新形式的三模纠缠态表
象, 它是正交完备的. 这一点可直接由表达式
Utot-2 |q⟩1 |p⟩2 |χ⟩3以及坐标态、动量态的完备性关
系得到; 也可利用有序算符内积分技术将正交性和
完备性分别写成

out ⟨Ψ |Ψ⟩out = δ (q − q′) δ (p− p′) δ (χ− χ′) (43)

和

1 =

∫ ∞

−∞

dqdχdp
π3/2

: e−(q−Â1)
2−(p−Â2)

2−(χ−Â3)
2

: .

(44)
即在正规乘积下, 量子态的完备性关系写成了一个
高斯型积分. 这也为构造量子力学表象提供了一
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个新的途径. 纠缠态表象在其他方面, 如构造压缩
算符、纠缠分数傅里叶变换以及纠缠分数压缩变换

等也有相关应用 [2−4]. 这些将在进一步工作中予以
讨论.

4.2 条件测量下输出量子态的计算

实际上, 级联光束分离器在量子信息处理、量
子态工程中是一种常用的线性器件. 结合光子数探
测、零差探测等可实现量子CNOT门、非高斯量子
态 (如压缩类 -Bell态)、qubit量子态的隐形传输及
量子测量精度的改善等. 在图 2中, 进一步考虑在
输出端 b2与 b3进行光子数探测, a1(a2)与a3分别

输入数态 |Ψ⟩12与相干态 |α⟩3, 那么测量后 b1输出

端对应于什么量子态呢? 实际上, 此过程可看成是
量子剪切 [32].

当 |Ψ⟩12 = |01⟩, 即a1(a2)分别输入真空态 |0⟩
和单光子态 |1⟩, a3 端输入相干态 |α⟩3 = exp{αa†3−
α∗a3} |0⟩3 = e−1/2|α|2+αa†

3 |0⟩3, 则总输入态为
|01α⟩123 ≡ |01⟩12 ⊗ |α⟩3. 输出端 b2与 b3光子数

探测态设为 |0⟩2和 |1⟩3 . 利用粒子数态的相干态表

示 |n⟩ =
1√
n!

∂n

∂βn
|β⟩

∣∣
β=0

(其中, |β⟩ = eβa
†
|0⟩为

未归一化相干态)及 (25)式可得 b1端输出态为

|Ψ⟩out = 3 ⟨1|2 ⟨0| U |01α⟩123

=
∂2

∂γ∗∂β
3 ⟨γ|2 ⟨0|U |0βα⟩123 β=γ∗=0

= e−
1
2 |α|

2
[
M32 +M12M33αa

†
1

]
× exp

{
M13αa

†
1

}
|0⟩1 , (45)

其中Mij为矩阵 (23)式的矩阵元. 将具体值代入
(45)式并令 θ1 → θ1 + π/2可得归一化输出态为

|Ψ⟩out =
1√

1 + |α|2 cot2 θ1 cot2 θ2

[
|0⟩

+ α cot θ1 cot θ2 |1⟩
]
. (46)

可见, 输出量子态中只包含了真空态与单光子态的
组合, 即相比于输入的相干态而言以上方式实现了
相干态的剪切. 特别地, 当 cot θ1 cot θ2 = 1时, 输
出态为 |0⟩ + α |1⟩ , 即留下了与输入相干态的前两
项完全相同的项. 有趣的是, 当第三模a3的输入态

为 |0⟩+ µ |1⟩, 不难看出, 通过调整两光束分离器的
透射与反射率可以获得与 |0⟩+ µ |1⟩相同的输出态.
故该方案也被用于量子隐形传输 [22].

当输入态为 |11⟩12 |α⟩3 ,探测端均测量单光子
态, 则输出态为

|Ψ⟩out = 23 ⟨11| U |11α⟩123

=
∂4

∂γ∗∂η∗∂β∂κ
23 ⟨ηγ|U |κβα⟩123 β=κ=γ∗=η∗=0

= e−
1
2 |α|

2

eαa
†
1M13

{
M22M31 +M21M32

+M12M23M11M33α
2a†21

+
[
M12 (M21M33 +M31M23)

+M11 (M23M32 +M22M33)
]
αa†1

}
|0⟩1 . (47)

将矩阵元Mij代入后可得归一化的输出态

|Ψ⟩out =
1√
Gf

{
|0⟩1 + α (2 cot 2θ2 cot 2θ1) |1⟩1

+
α2

√
2
|2⟩1

}
(48)(

Gf = 1 + 4 |α|2 cot2 2θ2 cot2 2θ1 +
1

2
|α|4

)
.

可见, 在 |Ψ⟩12 = |11⟩12以及两探测端均测量单光
子的情况下, 输出量子态只包含了 |0⟩ , |1⟩ , |2⟩, 即
实现了剪切. 特别地, 当2 cot 2θ2 cot 2θ1 = 1时,

|Ψ⟩out = |0⟩1 + α |1⟩1 +
α2

√
2
|2⟩1

恰好就是相干态的前三项. 此外, 当 cot 2θ2 = 0或

cot 2θ1 = 0, 有

|Ψ⟩out → [|0⟩+ α2

√
2
|2⟩],

即只要其中一个光束分离器是对称的, 则输出态
将只包含有 |0⟩ , |2⟩两个组分. 因此, 在该方案下,
非对称光束分离器是产生以上三组分叠加态的

必要条件, 且当 2 cot 2θ2 cot 2θ1 = 1满足时, 输出
态就是输入相干态的前三项. 这一结果要求不对
称的光束分离器. 有趣的是, 当第三模输入态为
|0⟩1 , |1⟩1 , |2⟩的任意叠加态时, 利用上述方案, 通
过调整光束分离器的透射率, 实现完全相同的叠加
态的输出是可能的.

5 结 论

光束分离器是一种应用十分广泛的线性器件,
其算符的输入输出关系可在Heisenberg绘景中方
便地得到, 特别是对于由多个线性器件组成的系
统,算符输入输出关系可利用单个变换矩阵的乘积
直接获得. 然而,在诸多情况下,如计算输出端检测
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到光子数的概率以及获得线性器件对应的幺正算

符表示及其表象表示等, 则需要转到Schrödinger
绘景中来计算输出量子态. 基于在Schrödinger绘
景和 Heisenberg绘景计算平均值的等价性, 建立
了Heisenberg绘景中的变换矩阵与 Schrödinger绘
景中变换矩阵的关系. 具体而言, Heisenberg绘景
中湮没算符的变换矩阵转置后就得到Schrödinger
绘景中的产生算符的变换矩阵. 这一简洁的关系
为Heisenberg绘景和Schrödinger绘景变换关系的
转换架起了直接的桥梁, 即可在Heisenberg绘景中
直接给出算符的变换关系, 通过转置后直接应用于
Schrödinger绘景, 而避免了Schrödinger绘景中一
步一步的算符变换运算.

基于以上两绘景中变换矩阵的联系并结合有

序算符内的积分技术, 本文首先给出了单个光束分
离器算符在坐标表象中的表示及其正规乘积形式

与紧指数表示. 此后, 进一步考察了两个级联光束
分离器算符的表象表示及正规乘积形式与紧指数

表示. 并推广至多光束分离器的组合情况. 相关研
究内容为多模纠缠态、多模qubit态的制备提供了
一种有效的途径, 且为由光束分离器组成的线性器
件系统总作用的算符正规乘积及其紧指数表示提

供了一般方法. 此外, 考察了两个级联光束分离器
在量子力学表象制备以及条件测量下制备叠加量

子态中的应用. 利用级联光束分离器的表象表示,
不但可以有效地给出纠缠态表象的Schmidt分解,
而且可知输入若为非经典的坐标态 (压缩无限大的
理想态)并不能得到纠缠态. 这就意味着, 向光束
分离器输入非经典态时并不总能获得纠缠态. 利用
级联光束分离器算符的正规乘积并结合条件测量,
可以方便地计算输出量子态, 如数态 |0⟩ , |1⟩ , |2⟩的
叠加态. 本文的处理方法可推广至其他线性器件组
成的复杂系统中. 今后, 将进一步讨论新纠缠态表
象在光学变换, 如小波变换、分数傅里叶变换中的
应用.
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Abstract

Beam splitter, as a kind of linear optics instruments, has many applications such as in quantum optics and quantum
information, including the preparation of nonclassical quantum states and entangled state representation. In Heisenberg
picture, on the one hand, the relation of input-output of beam splitter can be easily obtained. Especially for the multi-
cascaded beam-splitters, the input-output relation can also be directly obtained by the input-output relation of single
beam splitter. On the other hand, we often need to calculate the probabilities of detecting photon number in many
cases, thus we need to turn into Schrödinger picture for simplifying our calculation. Based on the equivalence between
both pictures, the relation between transformation matrixes connecting these two pictures is derived. That is to say,
the transform matrix corresponding to the Schrödinger picture can be obtained by transposing the transform matrix
in Heisenberg picture. This concise relation constructs a bridge connecting two pictures and simplifies our calculation
in the Schrödinger picture rather than step by step. Using the relation between transform matrixes of both pictures
and combining the technique of integration within ordered product of operator, we further consider the coordination
representation, normally ordering form and exponential expression of single beam-splitter. Then we further examine
the coordination representation, normally ordering form and exponential expression of two-cascaded beam-splitters. As
a generalization, the method is extended to the case of multi-cascaded beam-splitters. These investigations provide
an effective way to prepare multi-mode entangled states and qubit states. In addition, a general method is shown of
obtaining the total operator and its normally ordering form as well as Schmidt decomposition of the linear systems
consisting of beam-splitters. As applications, 2-cascaded beam-splitters is used to generate a new quantum mechanics
representation and prepare the qubit states with the help of conditional measurement. The Schmidt decomposition of
three-mode entangled state representation can be directly obtained by the coordination representation of 2-cascaded
beam-splitters, which shows the property of entanglement. In addition, based on this representation we can clearly see
that when the input states of first beam splitter are two coordinate states, the output states cannot be entangled. This
implies that although the coordinate states are nonclassical, the entangled state can not be prepared either. The new
proposed quantum mechanics representation will be further used to investigate the optical transformations, including
wavelet transformation, Fourier transform, fractional Fourier transform, et al. Therelevant discussion will be our aim in
the future research.

Keywords: multi-cascaded beam-splitter, entangled state representation, technique of integration within
ordered product of operator, Schmidt decomposition
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