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晶体表面的扩散和缺陷对晶体振动模式的影响是表面物理学研究的一个重要和基本的课题. 晶格振动
的频率对应于系统的能带. 由于晶格中原子的振动不是孤立的, 并且晶格具有周期性, 所以在晶体中形成格
波. 格波代表晶体中所有原子都参与的频率相同的振动, 又常称为一种振动模. 本文讨论在表面吸附位势系
数β0与晶体内部原子的周期位势系数β不同的情况下, 晶体表面吸附一个质量为m0(与晶格原子质量m不

同)的原子以后晶格的振动模. 采用不变本征算符方法, 严格地导出此振动模为ω =

√
2β(1− coshα)

~m , 其中

α = ln
[
−

mβ0 +m0(−2β + β0) +
√
β0

√
−4mm0β + (m+m0)2β0

2m0β

]
. 此结果表明, ω不但取决于吸附位势

与吸附原子的质量, 也与晶格原子的质量与内位势有关.

关键词: 振动模, 表面吸附位势, 不变本征算符
PACS: 03.65.–w, 42.50.–p, 63.20.–e DOI: 10.7498/aps.67.20180469

1 引 言

固体物理学主要研究固体的物理性质、微观结

构、固体中各种粒子运动形态和规律以及晶体的

振动模 [1]. 从理论体系来看, 包括微观理论与宏观
理论: 一方面在原子、分子水平上运用经典理论和
量子理论研究固体表面的组成, 原子结构及输运现
象、电子结构与运动及其对表面宏观性质的影响等;
另一方面在宏观尺度上, 从能量的角度研究一系列
的表面与界面现象, 在实验的基础上建立对应的基
本方程 [2,3]. 近年来, 由于各种功能器件的发展, 促
进了关于半导体陶瓷等各种功能材料表面与界面

的研究; 又由于各种新型复合材料的发展, 对表面
与界面的研究提出了新的课题. 因此, 关于各种材
料表面与界面物理、化学性质的研究, 已成为当前

高科技尖端科学领域中的重要组成部分, 是一个急
待开发的方向 [4,5].

表面物理与界面物理学的一个基本问题是晶

体表面吸附一个原子以后晶格振动的变化情况 [6].
晶格振动是指晶体中的原子在做集体振动, 其振动
的频率对应于系统的能级差 (能带). 由于晶体原子
间的相互作用, 原子的振动不是孤立的, 且晶格具
有周期性, 并以波的形式在晶体中传播, 形成所谓
的格波. 一个格波表示晶体所有原子都参与的频率
相同的 (简谐)振动, 常称为一种振动模. 晶体振动
模的研究一直受到国内外学者的广泛关注. 中国科
学技术大学基础物理中心的蒋最敏等 [7]利用解动

力学矩阵的方法计算了硅 (111)面不同层数体系的
所有表面振动模. 福州大学物理系的洪水力 [8]根

据分子晶体的特征, 应用空间群商群与点群同形原
理, 并配合结构分析方法, 直接对RbC8H5O4晶体
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中的内振动模按不可约表示相容关系进行对称性

分类. 华中理工大学物理系安忠等 [9]从计及了链

间相互作用项的Su-Schrieffer-Heeger (SSH)模型
出发, 讨论了相邻两条链间电子跃迁对反式聚乙炔
中孤子能谱及孤子附近的局域振动模的影响. 浙
江大学的李宏年等 [10]对单层纳米碳管振动模的拉

曼光谱进行了详细研究, 测量了单层纳米碳管的一
级、二级拉曼光谱, 通过与理论值对照, 对这些谱
线做了初步标定. 河北师范大学物理学院的谢尊
等 [11]基于扩展的二维SSH模型, 研究了库仑钉扎
作用对聚噻吩中双空穴极化子附近的局域振动模

的影响. Jumeau等 [12]对低密度聚乙烯中特定的自

由基CH2的拉曼振动模式进行了详细研究, 确定了
不同的非晶和结晶拉曼匹配. 晶格振动模的一般求
解方法是以牛顿运动学方程为基础写出晶格的振

动方程, 而后根据周期性条件设其有行波解代入求
解 [13−15]. 但是, 该方法在有表面杂质的情况下不
适用, 以至于在表面吸附位势系数β0与晶体内部

周期位势系数β不同的情况下, 晶体表面吸附一个
质量为m0(与晶格原子质量m不同)的原子以后晶
格的振动模一直未见文献报道. 本文采用文献 [16,
17]中提出的不变本征算符方法, 严格地推导出了
这种吸附情形下晶体振动模的详细表达式, 并讨论
了振动模与吸附原子质量和晶体内位势的变化关

系. 本文所用方法简洁明了, 无需涉及系统的具体
量子态和波函数.

2 不变本征算符方法

不变本征算符 [18,19](invariant eigen-operator,
IEO)方法来源于量子力学的Schrödinger方程与

Heisenberg方程的和谐 [20,21]. Schrödinger把 i~ d
dt

和哈密顿算符H看成等价, 因此在很多参考文献里
i~ d

dt被称为Schrödinger算子. Schrödinger方程为

i~ d
dtψ = Hψ. (1)

对于一个不显含时间的哈密顿量H

(
∂H

∂t
= 0

)
,

其定态Schrödinger方程为Hψ = Eψ. 在Heisen-
berg表象中时, 一个力学量算符Oe的时间演化受

Heisenberg方程支配, 即

i~ d
dtOe = [Oe,H]. (2)

如果算符 Ô满足

[Oe,H] = λOe, (3)

则有

i~ d
dtOe = λOe. (4)

方程 (4)可以看作是和能量本征态方程 (1) “平行”

的方程, 换句话说, 算符Oe在 i~ d
dt的作用下是 “不

变量”. 这样, 如果算符Oe满足 (3)式, 就称它为系
统的一个 “一阶”不变本征算符. 在波函数的定态
本征方程中, 本征值E即代表系统的能量. 而在引
入的算符本征方程中, 本征值λ与系统哈密顿量的

本征能谱有密切关系, 它对应的是系统的能级差.
为了说明这一点, 假设{|ϕ⟩i}是哈密顿量H的

本征态集合, 且构成Hilbert空间的完备集. |ϕ⟩a和

|ϕ⟩b是其中任意两个相邻的非简并本征态, 对应的
能量本征值分别为Ea和Eb, 即

H|ϕ⟩a = Ea|ϕ⟩a,H|ϕ⟩b = Eb|ϕ⟩b. (5)

再根据 (3)式有

a⟨ϕ|[Oe,H]|ϕ⟩b

= a⟨ϕ|(OeH −HOe)|ϕ⟩b

= (Eb − Ea)a⟨ϕ|Oe|ϕ⟩b = λa⟨ϕ|Oe|ϕ⟩b. (6)

由于Oe是非零算符, 必然存在 |ϕ⟩a和 |ϕ⟩b使得

a⟨ϕ|Oe|ϕ⟩b ̸= 0, 于是

λ = Eb − Ea = ∆E, (7)

即λ是系统的一个能级差. 例如, 一维谐振子的哈
密顿量H1为H1 = ~ω

(
a†a+

1

2

)
, 则

i~ d
dta = [a,H1] = ~ωa. (8)

所以a就是一维谐振子的哈密顿量H1的 “本征算
符”, 相应的本征值为ω, 也是系统的能级差, 这符
合已知量子力学中的结果.

按照 (2)式, 当做一次微商 d
dt还不满足算符方

程的话, 就再做第二次微商并再用海森伯方程, 若
能使下式成立,(

i~ d
dt

)2

Oe = [[Oe,H],H] = λOe, (9)

此时Oe称为 “二阶”不变本征算符. 由于
(

i~ d
dt

)2

对应于H2, 所以
√
λ就是两个相邻能级间的能隙.
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用类似于 (6)式的证法可以说明这一点, 即

a⟨ϕ|[[Oe,H],H]|ϕ⟩b

= a⟨ϕ|(OeH
2 − 2HOeH +H2Oe)|ϕ⟩b

= (Eb − Ea)
2
a⟨ϕ|Oe|ϕ⟩b = λa⟨ϕ|Oe|ϕ⟩b. (10)

当矩阵元 a⟨ϕ|Oe|ϕ⟩b ̸= 0, 两个态的能量间隔为
Eb − Ea =

√
λ.

对一个系统的哈密顿量H, 事先选定算符
Oe作为这个系统的不变本征算符, 按照 (3)式
从一阶开始做试探计算, 若做一次对易子就有
[Oe,H] = λOe, 那么该体系的能隙就是λ, 若做
一次和二次都不满足算符方程, 当做n次对易计

算后有(
i~ d

dt

)n

O = [[[O,H],H] · · · , H] = λO, (11)

那么该系统的能隙为 n
√
λ. 另外, 若二次计算后Oe

还不满足算符方程, 也许应选取其他的算符O′
e作

为本征算符再做试探.
借助 IEO方法, 充分利用海森伯方程, 则无须

涉及系统的具体量子态和波函数, 就可以简捷方便
地得到某些量子系统的能量本征值. 对于固体物理
中有复杂周期结构的哈密顿量, 用 IEO方法求系统
的准粒子谱颇为有效.

3 吸附原子的晶面作为半无限原子链
系统的振动模

图 1所示是一个半无限原子链系统, 一边无限
延伸, 另一边吸附一个原子, 质量为m0, 它不同于
原子链中的原子质量m, 只考虑相邻原子之间的相
互作用, 吸附原子的作用系数为β0, 内部作用系数
为β.

如图 1所示, 吸附原子后晶格的哈密顿量
为 [22,23]

m0

β0 β β β

m m m m

图 1 吸附原子、吸附常数不同于晶体内部的半无限原子

链模型

Fig. 1. The adatom and adsorption constant are dif-
ferent from those within the crystal of the semi-Infinite
atomic chain model.

H =
1

2m0
p20 +

1

2m

∞∑
n=1

p2n +
β0
2
(x0 − x1)

2

+
β

2

∞∑
n=1

(xn − xn+1)
2, (12)

其中P0是吸附原子的动量, Pn为其他原子的动量.
利用量子力学基本对易关系导出:

[P0, H] = −i~β0(x0 − x1), (13)

[x0,H] =
i

~m0
p0, (14)

[xn,H] =
i

~m
pn, (15)

[p1,H] = −i~β0(x1 − xo)− i~β(x1 − x2), (16)

[pn,H] = −i~β(2xn − xn+1 − xn−1), (17)

以及

[[p0,H],H]

=
P0β0
~m0

− P1β0
~m

=
β0
~

(
P0

m0
− P1

m

)
, (18)

[[p1,H],H]

=
β0
~m

p1 −
β0
~m0

p0 + β

(
p1
~m

− p0
~m

)
, (19)

[[pn,H],H] =
β

~m
(2pn − pn+1 − pn−1). (20)

设不变本证算符的形式为

O = ηp0 +

∞∑
n=1

e−nαpn, (21)

其中η, α为待定, 代入本征算符方程得到

~λO = [[O,H],H]

=

[[
ηp0 +

∞∑
n=1

e−nαpn,H

]
,H

]
. (22)

利用上述对易关系, (22)式化为

~λO = η
β0p0
m0

− η
β0p1
m

+ e−α

(
β0p1
m

− β0p0
m0

+
βp1
m

− βp2
m

)
+

∞∑
n=2

e−nα β

m
(2pn − pn+1 − pn−1), (23)

其中,
∞∑

n=2

e−nα β

m
pn−1

=

∞∑
n=1

e−(n+1)α β

m
pn
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=

∞∑
n=2

β

m
e

−(n+1)α

pn + e−2αp1, (24)

∞∑
n=2

e−nα β

m
pn+1

=
∞∑

n=3

e−(n−1)α β

m
pn

=
∞∑

n=2

β

m
e

−(n−1)α

pn − e−αp2. (25)

将 (24)和 (25)式代入 (23)式得到:

~λO =
β0
m0

(η − e−α)p0 + e−αβ0p1
m

− η
β0p1
m

+ e−αβp1
m

+
∞∑

n=2

e−nα β

m
2pn

−
∞∑

n=3

e−(n−1)α β

m
pn −

∞∑
n=1

e−(n+1)α β

m
pn

=
β0
m0

(η − e−α)p0

+

[
β0

(
e−α

m
− η

m

)
+
β

m
( e−α − e−2α)

]
p1

+
∞∑

n=2

β

m
[2e−nα − e

−(n+1)α

− e
−(n−1)α

]pn

=
β0
m0

(
1− e−α

η

)
ηp0

+

[
β0
m

(1− η eα) + β

m
(1− e−α)

]
e−αp1

+

∞∑
n=2

β

m
e−nα(2− e−α − eα)pn. (26)

比较本征算符的形式 (21)式得到

λ =
β0
~m0

(
1− e−α

η

)
=

β0
~m

(1− η eα) + β

~m
(1− e−α)

=
β

~m
(2− e−α − eα). (27)

所以根据 (10)式下的讨论可知, 振动模式为

ω =
√
λ =

√
β

~m
(2− e−α − eα)

=

√
2β(1− coshα)

~m
. (28)

由 (27)式可以连续求出:

η =

(
1− β

β0

)
e−α +

β

β0
, (29)

β0
m0

(
1− e−α

η

)

=
β0
m

(1− η eα) + β

m
(1− e−α). (30)

联立解方程 (29)和 (30)可得:

η =

m+m0 −
√
−4mm0β + (m+m0)2β0√

β0
2m0

,

(31)

α = ln
{
− 1

2m0β

[
mβ0 +m0(−2β + β0)

+
√
β0

√
−4mm0β + (m+m0)2β0

]}
. (32)

4 讨 论

1)当~ = 1,m ̸= m0, β = β0时, 代入 (32)式,
得到

eα = 1− m

m0
. (33)

则系统的振动模式为

ω =
√
λ =

√
2β(1− coshα)

m
. (34)

又由α0 > 0得出∣∣∣∣1− m

m0

∣∣∣∣ = eα0 > 1. (35)

由于m和m0都是正数, 上述不等式可以导出
m > 2m0, 这就是形成稳定振动模的吸附条件.

2)当~ = 1,m = m0, β ̸= β0时, 代入 (32)式,
得到

eα = −ε±
√
ε2 + ε, 其中ε =

β0 − β

β
. (36)

则系统的振动模式为

ω =
√
λ =

√
2β

m
(1− coshα). (37)

该结论与文献 [13—15]的结果完全一致.
为了得出有意义的结果, 有 | eα| > 1. 再代入

(36)式, 得到
β0
β
>

4

3
, (38)

这是形成稳定振动模必须的吸附条件.
为了详细研究振动模ω与晶体内部原子的势

常数β, 晶格原子质量m、吸附原子质量m0的变化

关系, 我们分别绘出了相应的图形.
在图 2中, 设定β0 = 0.5, m0 = 1, 做出了

m = 0.1, 0.2, 0.3, 0.7四种情况下的晶格振动模ω与

作用系数β的变化关系. 从图中可以看出: 1)在m0

固定的情况下, ω随着β的增加而增加, 在β趋向
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β0时ω趋向无穷大; 2)对于相同的β值, m值越大,
ω值越小.

在图 3中, 设定β0 = 0.5, β = 0.1, 做出了
m0 = 0.1, 0.2, 0.3, 0.7四种情况下的晶格振动模ω

与晶格原子质量m的变化关系. 从图中可以看出:
1)当作用系数β, β0固定, ω随着m的增加而减小,
最终趋于恒定值; 2)衰减速度以及恒定值的大小随
m0的增加而降低.

m/0.1 

m/0.2 

m/0.3 

m/0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

1

2

3

4ω

5

6

7

β

图 2 晶格振动模ω随作用系数 β的变化

Fig. 2. The relation between lattice vibration mode ω

and the coefficient β.
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图 3 晶格的振动模ω随晶格原子质量m的关系

Fig. 3. The relation between lattice vibration mode ω

and lattice atom mass m.
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图 4 晶格的振动模ω与吸附原子质量m0的关系

Fig. 4. The relation between lattice vibration mode ω

and absorbing atom mass m0.

在图 4中, 设定β0 = 0.8, m = 0.3, 做出了
m0 = 0.3, 0.5, 0.7, 1.0四种情况下的晶格振动模
ω与吸附原子质量m0的变化关系. 从图中可以发
现: 1)当m, β0固定时, ω随着β的增加而增加, 当
β = β0时, 趋向于无穷大; 2)对于不同的m0值, 在
β0 取较小值时, m0越小ω越大; 随着β0的增大,
m0越小ω 越大.

5 结 论

采用不变本征算符方法严格推导出了晶体表

面吸附一个质量为m0(与晶格原子质量m不同)的
原子以后晶格的振动模, 而且表面吸附势常数β0

与晶体内部势常数β不同, 严格地推导出了振动
模的表达式, 并分析了振动模ω与晶体内部原子

的位势β,晶格原子质量m、吸附原子质量m0的变

化关系. 发现: 1)在m0固定的情况下, ω随着β的

增加而增加, 在β趋向β0时ω趋向无穷大; 2)对于
相同的β值, m值越大, ω值越小; 3)当作用系数
β, β0固定, ω随着m的增加而减小, 最终趋于恒定
值; 4)衰减速度以及恒定值的大小随m0的增加而

降低; 5)当m, β0固定时, ω随着β的增加而增加,
当β = β0时, 趋向于无穷大; 6)对于不同的m0值,
在β0取较小值时, m0越小ω越大; 随着β0的增大,
m0越小ω越大.
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Abstract
The influence of diffusion and defects of crystal surface on the crystal vibration mode are an important and basic

subject in surface physics research. The frequency of lattice vibration corresponds to the energy band of the system.
Since the vibrations of the atoms in the crystal lattice are not isolated from each other, and the crystal lattice is periodic,
thereby forming a lattice wave in the crystal. The lattice wave represents that all the atoms in the crystal vibrate at an
identical frequency, which is often called a vibration mode. The lattice chain model has been studied as the vibrating
mode of phonon and the energy-band in solid state physics. The vibrating modes of the lattice chain model have
been analyzed with the Newton equation and the Born-von-Karman boundary condition in the literaure. In general,
it is difficult to solve this problem due to the complex nonlinear characteristic of the interactions between the matter
particles and the environment. Noting the complicacy in directly diagonalizing quantum Hamiltonian operator of a
long chain, we introduce the invariant eigenoperator method (IEO) for deriving the energy gap of a given crystal lattice
without solving its eigenstates in the Heisenberg picture. The Heisenberg equation is as important as the Schrödinger
equation. However, it has been seldom used for directly deriving the energy-gap in previous studies. Following the
Heisenberg’s original idea that most observable physical quantity in quantum mechanics is energy spectrum, Hong-yi
Fan, one of the authors of the present paper, developed the IEO method. This method provides a natural result of
combining both the Schrödinger operator and the Heisenberg equation. Using the IEO method, we study the vibration
modes of crystal lattice, which are affected by absorbing an atom with mass m0, which is different from the mass of
atom in the crystal. Moreover, the attractive potential constantβ0of the lattice surface differs from the inner constantβ.

With the help of invariant eigen-operator method, we deduce the vibration mode ω =

√
2β(1− coshα)

~m , where α =

ln
[
−

mβ0 +m0(−2β + β0) +
√
β0

√
−4mm0β + (m+m0)2β0

2m0β

]
. Our numerical results show that vibration mode ω

depends not only on the absorption potential and the mass of the absorbed atom, but also on the mass of the lattice
atom and the inner potential. In general, by discussing the vibration modes via some numerical solutions or approximate
methods, we show the relations between the system vibration modes with different parameters which describe the
environment influences. These results can deepen our understanding of quantum Brownian motion and demonstrate the
applicability of the IEO method.

Keywords: vibration modes, surface adsorption potential, invariant eigen-operator
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