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非齐次燃耗方程数值解法∗

付元光1)2) 邓力1)† 李刚1)

1) (北京应用物理与计算数学研究所, 北京 100088)

2) (中物院高性能数值模拟软件中心, 北京 100088)

( 2017年 12月 14日收到; 2018年 4月 13日收到修改稿 )

非齐次燃耗方程常用于描述具有显著核素迁移效应的核能系统中核素含量随时间的变化规律. 国内外许
多燃耗计算程序无法求解方程非齐次项含时的情况. 本文在方程非齐次项能够被有限阶关于时间的泰勒展开
逼近这一前提下, 研究了非齐次项含时情况下方程的两种解法. 首先通过Laplace变换推导出了方程基于线
性子链方法的解析解形式, 然后使用Carathéodory-Fejér方法计算出了方程矩阵级数解的近最佳Chebyshev
有理逼近式. 将两种方法在燃耗计算程序 JBURN中实现, 并进行了数值计算, 绝大部分计算结果符合很好,
部分结果在较长有效数字内仍能保持一致, 验证了方法的正确性和精度. 同时为求解具有其他非齐次项形式
的燃耗方程提供了一种思路.

关键词: 非齐次燃耗方程, Laplace变换, Carathéodory-Fejér方法, 近最佳Chebyshev有理逼近
PACS: 28.52.Av, 28.41.Vx, 28.41.Ak DOI: 10.7498/aps.67.20172650

1 引 言

核系统运行过程中, 核材料不断被辐照, 其核
素组成随时间发生着复杂变化. 在核反应堆物理计
算中, 通常用燃耗方程来描述核素含量随时间的变
化规律:

dNi

dt = − λiNi +
∑
j ̸=i

λijNj + fi,

Ni(0) = Ni0, i = 1, 2, · · · , n, (1)

其中n是材料中核素的种类; Ni是第 i种核素处于

任意时刻 t的含量; Ni0 是第 i 种核素初始时刻的

含量; λij是第 j种核素反应 (包括中子诱发、衰变
等)产生第 i种核素的转换系数; λi是第 i种核素发

生反应 (包括中子诱发、衰变等)的消亡系数; fi 是
第 i种核素的迁移率. 燃耗方程也可写成矩阵 -向
量形式

dN
dt = AN + fN(0) = N0, (2)

其中N是n维核素含量向量, N0是N在 t = 0时

刻的值, A 是由系数λij和λi构成的n × n维燃耗

矩阵. 在实际问题中, 燃耗方程包含数百至上千种
核素, 核素之间存在复杂的转换关系, 严格来讲, 描
述核素产生、消亡的系数λij和λi是随时间变化的,
但变化比较缓慢, 在适当的时间步长内, 可将λij和

λi视为常量, 使燃耗方程成为一阶线性常微分方程
组, 再通过数值方法进一步求解.

求解燃耗方程有两大技术路线, 其一是线性子
链方法 (TTA) [1−3], 通过解耦核素之间的转换关
系, 生成一系列线性子链, 再根据常微分方程理论
逐一解析求解每条链; 线性子链算法精度高, 但链
的构造过程十分耗时, 同时为保证算法稳定性, 需
要更费时的高精度浮点计算支持; 其二是矩阵方
法, 通过数值方法求解矩阵 tA的指数 etA, 主要有
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泰勒展开法 [4]、Krylov子空间法 [5]、切比雪夫有理

近似法 (CRAM) [6−8]、Padé近似法 [9]等, 矩阵方法
求解速度快很多, 部分方法与TTA精度相当. 目
前, 大部分燃耗数值计算程序主要借助以上算法
求解齐次燃耗方程问题 [10], 即在 (1)式中令 fi = 0,
这是由于在常见的核反应堆中, 不同空间区域之间
核素迁移不显著, 燃耗区相对独立, 求解齐次方程
已能够满足精度. 对于一些新型核能系统 (如熔盐
堆、液态散裂靶等), 具有显著的核素迁移, 必须求
解非齐次燃耗方程. 在众多程序中, ORIGEN [4]和

CINDER90 [11]是两款可以求解非齐次燃耗方程的

程序, 但仅能处理 fi 为常量的情况, 这种情况已能
够满足大部分实际应用需求. 对于CINDER90, 虽
然能给出正确解, 但计算耗时很长; 对于ORIGEN,
如果指定 fi < 0, 可能导致结果发散.

本文研究了非齐次项 fi具有特殊含时形式时

方程的解法, 在若干已有程序只能计算 fi为常量的

基础上, 扩展了 fi适用范围. 设 fi能够在 t = 0附

近 (t = t0类似, 只需要一个平移变换)通过有限阶
泰勒展开有效逼近, 即

f(t) =

m∑
l=0

tlal, (3)

其中al是展开项向量, 则非齐次燃耗方程变为

dN
dt = AN +

m∑
l=0

tlal. (4)

基于方程 (4)的形式, 本文使用了两种求解方法:
首先推导出了基于TTA方法的解析解形式, 然后
计算了基于矩阵方法的矩阵级数解的近最佳有理

逼近表达式, 通过不同方法的计算结果比对, 验
证了两种方法求解特定形式非齐次燃耗方程的

可行性.

2 理论推导

2.1 非齐次燃耗方程基于TTA方法的解

TTA方法的基本思想是将核素之间的复杂转
换关系解耦成若干线性链, 在一条线性链上, 一个
核素只能经由一个母核反应生成, 且该核素发生反
应只能生成一个子核, 只有链首核素具有迁移率和
初始核子密度, 其余核素都为 0. 这种简单的传递
关系和初始条件使得描述一条线性子链的微分方

程组可解析求解. 逐一求解每一条线性子链, 再把

每条链的贡献累加即得到结果. 描述一条线性子链
的微分方程组为

dN1

dt =−λ1N1 + f(t),

dN2

dt =−λ2N2 + γ1N1,

· · ·
dNn

dt =−λnNn + γn−1Nn−1,



N1(0)=N10,

N2(0)=0,

· · ·

Nn(0)=0,

(5)
其中n是链包含的核素数目; Ni是链上第 i个核素

在任意 t时刻的含量; γi是第 i个核素生成第 i+1个
核素的转换系数 (γi 6 λi). 若 (5)式中非齐次项

满足 f(t) =

m∑
l=0

tlal, 则方程组中第一个方程的非

齐次项变成m + 1项之和, 根据线性常微分方程
理论 [12], 方程组的解为 1个齐次方程组的通解和
另m+1个非齐次方程组的特解之和, 第 l个非齐

次方程的非齐次项正是 tlal. 若通解为Nbase, 特
解分别为N (l) (l = 0, · · · , m), 则方程组的解为

N(t) = Nbase +
m∑
l=0

N (l). 对第 l个非齐次方程组

进行Laplace变换, 设变换后的向量为n(l)(p), 其
第K个分量满足

n
(l)
K =

(
K−1∏
k=1

γk

)
· n(l)

1

K∏
k=1

(p+ λk)

, K = 2, 3, · · · , n, (6)

其中n
(l)
1 = Λ[tlal] =

al · l!
pl+1

, 代入 (6)式, 对比第

l−1个和 l个方程组间的关系, 有

n
(l)
K =

lal
al−1

· 1
p
n
(l−1)
K , K = 1, 2, · · · , n. (7)

再对 (7)式进行Laplace逆变换, 可得如下递推
关系:

dN (l)

dt =
lal
al−1

N (l−1), l = 1, 2, · · · ,m. (8)

(8)式说明第 l个和第 l − 1个非齐次方程组的解存

在递推关系. 综合上述推导得到解方程组的流程:
1)求解齐次方程组, 先对方程组的第一个方程

Laplace变换, 得到第一个变换分量, 并利用递推关
系 (6)式得到所有变换分量, 再对所有变换分量进
行Laplace逆变换, 得到Nbase;

2)求解非齐次方程组, 先解 l = 0的方程组, 类
似1)的流程, 得到N (0), 根据递推关系 (8)式, 再对
N (0)进行多次积分, 可算出全部N (l);
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3)将以上所有解相加, 得到最终解.
经过一系列推导, 可得到解的普通形式, 它给

出了一条线性链上任意一个核素在任意 t > 0时刻

的含量:

Nbase
1 (t) = N10 e−λ1t,

Nbase
K (t) = N10 ·

K−1∏
i=1

γi ·
K∑
j=1

e−λjt

K∏
i=1,i ̸=j

(λi − λj)

,



N
(l)
1 (t) =

al
(−λ1)l+1

[
e−λ1t −

l∑
i=0

(−λ1t)
i

i!

]
,

N
(l)
K (t) =

K−1∏
i=1

γi · l!al


l∑

n=0

[ K∑
j=1

(−1)n

λn+1
j

K∏
i=1,
i̸=j

(λi−λj)

· tl−n

(l − n)!

]
+

K∑
j=1

e−λjt

(−λj)l+1
K∏

i=1,
i̸=j

(λi − λj)

 ,

K = 2, 3, · · · , n, l = 0, 1, · · · ,m. (9)

在以上推导中做了λi ̸= λj的假设, 现实情况
中, 线性链上可能存在多对相同的核素, 使链出现
局部闭环,导致假设不满足. 为防止计算式发散,必
须进行处理. 一种方式是考虑λi = λj的情况运用

极限进行重新推导, 得到一组新的解析表达式 [2];
另一种方式是对相等的λi做微小的扰动∆λ, 人为
确保λi互不相等. 有研究表明 [13], 前者对计算精
度略有提升, 但会额外引入计算量, 后者对计算精
度影响不大. 本文选择相对更容易实现的后者.

2.2 非齐次燃耗方程基于有理近似方法

的求解

有理近似方法的基本思想是用一个有理分式

在 rk(x)某个区域上逼近目标函数 f(x), 如

f(x) ≈ rk(x) =
Pk(x)

Qk(x)
, (10)

其中Pk, Qk是k阶实多项式, 无公因子, 一般情况
下令Qk常数项为1. (10)式也可以写成如下形式:

f(x) ≈ rk(x) = α0 +

k∑
i=1

αi

x− θi
, (11)

其中α0 =
pk
qk

, pk, qk分别是Pk, Qk的最高次项系

数, {θi}是Qk互不相等的零点, αi =
Pk(θi)

Q′
k(θi)

. 有理

分式逼近的优点在于通过较低的阶数k就能达到

较高精度, 在函数奇异点附近或无限开区间等情况
下, 有理逼近仍能发挥作用 [14].

矩阵函数同样可以用关于矩阵的有理分式逼

近, 根据矩阵函数的定义可以将 (11) 式推广到矩
阵 [15], 即

f(A) ≈ rk(A) = α0I +

k∑
i=1

αi(A− θiI)
−1, (12)

其中I是单位矩阵. 如果k是偶数, 则{θi}, {αi}分
别是k/2个共轭数对, (12) 式的运算可以减半, 变
为

f(A) ≈ α0I + 2Re
( k/2∑

i=1

αi(A− θiI)
−1

)
.

对于燃耗方程 (4) 式, 若方程的初始条件为
N(0) =N0, 将其代入如下递推式:

Nm+1 = N0 +

∫ t

0

(
ANm +

m∑
l=0

tlal

)
dt,

m = 0, 1, · · · , (13)

可求出N1, 再用N1求出N2, 一直进行下去, 直到
m → ∞, 得矩阵级数形式的解 [16]

N(t) =

( ∞∑
n=0

(tA)n

n!

)
N0

+

m∑
l=0

(
tl+1

∞∑
n=0

(tA)n

(n+ l + 1)!
al

)
. (14)

在实际燃耗问题中, 有些核素的衰变非常快, 致使
消亡系数很大, 有些问题中时间步长 t也会取很大,
使得 ∥tA∥ > 1020, 直接求解矩阵 tA的上述级数展

开不可承受. 如果找到相应的有理逼近式, 就能避
开直接求解的困难. 定义和函数Hl(x)满足:

Hl(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
= ex, l = −1,

Hl(x)=

∞∑
n=0

xn

(n+ l + 1)!
=

ex −
l∑

n=0

xn

n!

xl+1
,

l = 0, 1, · · · ,m,

(15)
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如能找到Hl(x)的有理逼近式, 根据 (12) 式, 可将
级数求和转换成有限项计算:

N(t) = H−1(tA)N0 +
m∑
l=0

N (l)(t),

N (l)(t) = tl+1Hl(tA)al

≈ tl+1

[
α
(l)
0 Ial+

k∑
i=1

α
(l)
i (At−θ

(l)
i I)−1al

]
,

(16)

其中 {α(l)
i }, {θ(l)i }是和函数Hl(x)对应的有理逼

近式系数. 求解N (l)转化成求解k个线性方程组

(At− θ
(l)
i I)x = al.

实函数一般具有惟一的最佳有理逼近 [14],
称为最佳Chebyshev有理逼近, 寻找方法主要
有Remez方法 [17], Carathéodory-Fejér方法 [18−20]

(CF方法)等. Remez方法的基本思路是在区间
[−1, 1]上选定 2k + 2个Chebyshev多项式零点
{cn}, n = 1, · · · , 2k + 2, 在这些点上目标函
数和有理逼近式的残差以 δ水平交替变换, 即
f(cn) −

Pk(cn)

Qk(cn)
= (−1)nδ, n = 1, · · · , 2k + 2, 由

于Pk有 k + 1个未知系数, Qk有 k个, 连同 δ, 共
2k + 2个未知数, 正好和方程数相等, 于是可求
出所有系数和 δ, 如果 δ过大则需要调整 {cn}的
位置, 并继续求解方程, 直至 δ收敛到期望水平.
Remez 方法是一种迭代过程, 需要求解非线性方
程组, 计算量大, 难收敛. CF方法的基本思路是
在区间 [−1, 1]上用Chebyshev多项式展开目标函
数, 用展开系数构造Hankel 矩阵, Carathéodory-
Fejér定理具体给出了目标函数和最佳有理逼近
式的残差的具体形式, 它可以用Hankel矩阵的特
征值和特征向量表示, 进而通过残差求出最佳有
理逼近式. 事实上, CF方法求出的仅是最佳逼
近式的一个近似逼近, 由于近似逼近向最佳逼近
的收敛速度很快,可认为二者基本等效 [14]. CF方法
的实现流程较为复杂, 但不需要迭代, 数值稳定性
好. CF方法一般在 [−1, 1]区间上求解目标函数的
最佳有理逼近式, 对于燃耗矩阵 tA, 有研究表明 [6]

一般情况下其特征值分布在复平面负x轴上或附

近, 因而需要得到目标函数在 (−∞, 0)上的近似式,
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图 1 ∆(t) = Hl − r14的图像 (a) H−1 的∆(t); (b) H0的∆(t); (c) H1的∆(t); (d) H2 的∆(t)
Fig. 1. Curves of ∆(t) = Hl − r14: (a) ∆(t) of H−1; (b) ∆(t) of H0; (c) ∆(t) of H1; (d) ∆(t) of H2.
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用以计算 tA的矩阵函数, 为此可进行变换x =
t− 1

t+ 1
, t ∈ [−1, 1], 进而对目标函数 f

(
t− 1

t+ 1

)
使

用CF 方法, 再代回x即求出目标函数 f(x) 在

(−∞, 0)上的最佳逼近式.
本工作借鉴文献 [18]所述流程, 用C语言和高

精度浮点计算库第三方库实现了CF方法. 目前只
计算了Hl(x)在 l = −1, 0, 1, 2情况下的最佳有理逼

近式, 每个和函数的逼近阶数k从 2算到 20. 最佳
有理逼近的精度按O(9.29−k)收敛 [18], k取值过小
无法保证精度, 过大则增加计算量, k 取 14是相对

表 1 Hl(x)的 14阶有理逼近式系数
Table 1. Rational approximation coefficients of order 14 of Hl(x).

i
αi θi

实部 虚部 实部 虚部

H−1

0 1.8321743856× 10−14 0 — —

1 9.4390253107× 10−3 −1.7184791958× 10−2 3.7032750494× 100 1.3656371871× 101

2 −7.1542880636× 10−5 1.4361043349× 10−4 8.8977731864× 100 1.6630982619× 101

3 −3.7636003878× 10−1 3.3518347029× 10−1 2.0875863824× 10−1 1.0991260561× 101

4 4.8071120988× 100 −1.3209793837× 100 2.2697838292× 100 8.4617379730× 100

5 −2.3498232091× 101 −5.8083591297× 100 3.9933697105× 100 6.0048316422× 100

6 4.6933274488× 101 4.5643649768× 101 5.0893450605× 100 3.5888240290× 100

7 −2.7875161940× 101 −1.0214733999× 102 5.6231425727× 100 1.1940690463× 100

H0

0 6.8944296383× 10−16 0 — —

1 6.5440260117× 10−1 −1.2832270822× 100 3.2515207076× 100 8.8794008802× 100

2 1.6950103692× 10−5 1.8407950619× 10−5 −7.8095944003× 100 1.7439142275× 101

3 −2.2224782352× 10−3 −3.1546051373× 10−3 −2.6587124072× 100 1.4320672417× 101

4 1.7992885377× 10−2 1.2021513848× 10−1 8.0133602893× 100 1.1529259279× 101

5 −7.5350149609× 100 3.0951732326× 100 4.9527072954× 100 6.3037280204× 100

6 2.2963504666× 101 9.0186818220× 100 6.0329668674× 100 3.7686693138× 100

7 −1.6598679663× 101 −3.9025784287× 101 6.5586170606× 100 1.2541312162× 100

H1

0 2.5860425352× 10−17 0 — —

1 3.6420239133× 10−6 −9.2035937454× 10−7 −6.7252445980× 100 1.8243806841× 101

2 −7.0770448365× 10−4 8.1357657951× 10−6 −1.6178085302× 100 1.4980160449× 101

3 2.1924468602× 10−2 1.4503399864× 10−2 1.8089893892× 100 1.2061284941× 101

4 −7.4824534498× 10−2 −3.4919861979× 10−1 4.2328282861× 100 9.2905928669× 100

5 −1.4055474074× 100 1.7544045749× 100 5.9140006024× 100 6.5966963198× 100

6 7.3181555355× 100 4.6367472900× 100 6.9807011890× 100 3.9443101677× 100

7 −6.3590039997× 100 −1.1445940055× 100 7.4994941162× 100 1.3126685690× 100

H2

0 1.0424303869× 10−18 0 — —

1 1.9374329403× 10−7 −4.9978918548× 10−7 −5.6459608951× 100 1.9042087366× 101

2 −7.8802249107× 10−5 8.9993464310× 10−5 −5.8091337715× 10−1 1.5632223146× 101

3 5.0276772354× 10−3 −6.3806574131× 10−4 2.8144884163× 100 1.2585289979× 101

4 −5.3568120678× 10−2 −5.4356106161× 10−2 5.2143137665× 100 9.6939773637× 100

5 −1.3483618592× 10−1 5.0061190526× 10−1 6.8778501466× 100 6.8830675570× 100

6 1.7474494601× 10−0 −3.3047758178× 10−1 7.9329343986× 100 4.1155264000× 100

7 −1.8139942222× 10−0 −2.7037097557× 100 8.4459610094× 100 1.3696470588× 100
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折中的做法. 表 1列出了k = 14时, Hl(x)对应的

最佳有理逼近系数, 取 11位有效数字 (实际计算

中算到了 30位有效数字); 图 1是Hl

(
t− 1

t+ 1

)
和 14

阶最佳有理逼近式 r14

(
t− 1

t+ 1

)
在 t ∈ [−1, 1]内的

绝对误差∆(t)的图像, 可看出误差以α0水平振荡;
图 2是Hl(x)与最佳逼近式最大误差随逼近阶数k

的变化情况, 可看出当 l越大, 误差越小, 说明越大
的 l对应的Hl(x)越容易收敛.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

H-1↼x↽

H0↼x↽
H1↼x↽

H2↼x↽

图 2 Hl-rk最大绝对误差随 k的变化情况

Fig. 2. Maximum absolute error of Hl－ rkvarying
with order k.

2.3 方法适用范围

以上方法都是基于非齐次项满足 f(t) =
m∑
l=0

tlal推导出的, 在许多情况下, 非齐次项需要

用非常高阶的泰勒展开逼近, 甚至不能被有限阶泰
勒展开很好地逼近, 这时使用上述方法计算量非常
大, 可能还会失效. 不过, 以上方法的推导过程为
更一般情况的处理提供了一种思路, 沿用上述方
法流程, 有可能求解非齐次项 f(t)为其他形式时的

情况.
对于线性子链方法, 仍旧从方程N ′

1 =

−λ1N1 + f(t)入手, 对于一些初等函数形式
的 f(t)(如 e−at, sin (at), δ(t), e−at sin(bt)等), 其
Laplace变换后为有理分式形式, 于是N1(t)的

Laplace变换也是有理分式, 这种情况下往往存
在初等函数形式的Laplace逆变换, 可求出N1, 进
而求出所有Nn. 然而对于更一般的 f(t), 对方程
Laplace变换时可能存在不可积的情况, 使方法
失效.

对于有理近似方法, 可以先寻找和燃耗方程
(2)具有相同形式的代数方程 y′ = −λy + f(t)的一

个特解h(t), 只要h(t)在问题所关心的 t范围内有

界、无奇异, 对于任意 t能明确给出h(t)的值, 无论
h(t)是何种形式, 即便h(t)可能存在不可积的情形,
都可以通过CF方法求出h(t)的一个最佳有理逼近

式, 从这一点讲有理近似方法的通用性比TTA方
法要好. 但需要说明, 对于不同h(t), 达到期望的逼
近精度所需要的有理逼近式阶数也不同, 有些h(t)

需要非常高的逼近阶数, 这会增大计算量. 本文求
出了 f(t) = tl, l = 0, 1, · · · ,m情形下的h(t), 用14
阶逼近就可以达到很高的逼近精度, 但对其他形式
的 f(t) 未必够用.

本文只从操作实现上论述方程求解的可能性,
对于更多形式的 f(t)是否可解, 限于作者水平无法
系统展开. 对一些实际工程问题, 如液态散裂靶的
运行, 由于束流轰击散裂靶的强度随时间变化并不
剧烈, 散裂产物的累积速率相对恒定, 可近似认为
非齐次项为常数项, 本文所述方法能够胜任求解.

3 数值实验

将以上算法集成到了北京应用物理与计算数

学研究所开发的燃耗计算程序JBURN中, 通过两
个数值算例验证程序功能的正确性. 首先是一个小
型矩阵问题, 矩阵规模为 6 × 6, 非齐次项展开到 2
阶. 各系数和初始条件详细如下:

A =

−10−7 0.5×10−6 0.5×10−6 0.005 0 0

0 −10−3 0 3 0 0

0 0 −2× 10−4 0.01 0 0

0 0 0 −60 10−6 0

0 0 0 0 −1 0.05

1 0 0 0 0 −104


,

a0 =



0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

1.1


× 10−6, a1 =



0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2


× 10−12,
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a2 =



0.01

0.01

0.02

0.03

0.05

0.08


× 10−18, N(0) =



1

1

1

1

1

1


,

其中A的特征值全为负, 最大特征值和最小特
征值差距 11个量级, 且A能够对角化. 计算

t = 105, 106, 107时刻的解, 此情况下 tA的范数

约为 109—1011. 若A的特征值对角阵和特征向量

阵为Λ和P , 即A = PΛP−1, 代入 (15) 式易得
Hl(tA) = PHl(tΛ)P−1, 根据矩阵函数定义 [15],

Hl(tΛ)也是对角阵, 它的每个元素可由 tΛ的每个

元素代入Hl(x)中直接求出, 以这种方法得到的结
果作为基准, 分别使用TTA和有理近似方法求解,
结果列于表 2 . 可以看出, 两种数值解法与参考解
所得结果相差很小, 有些完全一致, 验证了方法的
正确性.

第二个算例基于真实的核素反应数据库, 计算
MOX核材料经5.3075×1015 cm−2·s−1大小的中子

通量密度辐照 20天后各种核素的含量, 材料的具
体成分和各种展开系数列于表 3 , 其中正展开系数
表示核素不断地由外界补给, 负展开系数表示核素
向外界流出.

表 2 小型矩阵问题在不同时刻的解

Table 2. Solution of small matrix problem at different time.

时间/s Ni TTA 有理近似 参考解

105

N1 1.004226147× 100 1.004226147× 100 1.004226156× 100

N2 3.786166617× 10−4 3.786166618× 10−4 3.786166618× 10−4

N3 2.786101341× 10−3 2.786101341× 10−3 2.786101341× 10−3

N4 1.300260013× 10−8 1.300261847× 10−8 1.300260013× 10−8

N5 6.021385725× 10−6 6.021385742× 10−6 6.021385766× 10−6

N6 1.004227367× 10−4 1.004227367× 10−4 1.004227376× 10−4

106

N1 1.103453663× 100 1.103453663× 100 1.103453749× 100

N2 7.802988826× 10−4 7802988829× 10−4 7.802988828× 10−4

N3 5.535761548× 10−3 5.535761548× 10−3 5.535761548× 10−3

N4 2.525012381× 10−3 2.525014262× 10−8 2.525012381× 10−8

N5 7.442277976× 10−6 7.442277999× 10−6 7.442278299× 10−6

N6 1.103456003× 10−4 1.103456004× 10−4 1.103456089× 10−4

107

N1 9.762646602× 100 9.762646616× 100 9.762646617× 100

N2 5.309448118× 10−3 5.309448121× 10−3 5.309448121× 10−3

N3 3.748849797× 10−2 3.748849797× 10−2 3.748849797× 10−2

N4 1.700010618× 10−7 1.700010618× 10−7 1.700010368× 10−7

N5 6.221330803× 10−5 6.221330887× 10−5 6.221330356× 10−5

N6 9.762663701× 10−4 9.762663716× 10−4 9.762663720× 10−4

表 3 MOX燃耗算例计算初始条件
Table 3. Initial conditions of MOX burnup example.

核素 初始含量/1024 0阶展开系数/1024 s−1 1阶展开系数/1024 s−2

7Li 2.1457× 10−2 2.1457× 10−9 1.0729× 10−16

19F 4.6375× 10−2 1.5458× 10−9 1.1594× 10−16

232Th 5.5332× 10−3 1.1066× 10−10 9.2220× 10−18

233U 3.4816× 10−5 −4.9737× 10−13 −4.3520× 10−20

238U 6.6150× 10−4 −7.3500× 10−12 −6.6150× 10−19
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核反应数据库中包含 3400种核素, 因此矩阵
A的规模为 3400 × 3400, tA的范数约为 1030. 用
数值方法求解 tA的特征值和特征向量耗时且不

稳定, 因此无法像算例一一样给出参考解, 仅给出
TTA方法和有理近似方法的计算结果, 其中核素
含量小于 10−24时强制设为 0. 图 3给出了 3400种
核素的计算结果, 并给出计算相对偏差, 从图中可
以看出, 绝大部分核素含量的计算结果符合得很
好, 偏差小于 10%. 进一步统计, 3400种核素中有

1251种核素含量不为 0, 其中 26个核素的偏差大于
10%. 303个核素偏差在0.1%—10%之间, 481个核
素偏差在 10−3%—0.1%之间, 441个核素的偏差小
于10−3%. 表 4列出了工程计算中几种重要重金属
和裂变产物核素的含量对比情况, 可以看出, 对于
重核而言, 计算偏差非常小, 偏差最大的 243Am也
只有 5.91 × 10−2%; 对于裂变产物而言偏差稍大,
但偏差最大的 151Sm也不超过 1%, 说明两种方法
的精度足够满足工程应用需求.

0 20000 40000 60000 80000 100000
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10-20

10-15

10-10

10-5

100

/
1
0
2
4

10-15

10-10

10-5
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10-1
100
101
102

/
%

TTA

图 3 两种方法计算MOX材料燃耗结果与相对偏差
Fig. 3. Results and relative error of MOX burnup calculated by two methods.

表 4 重要重金属与裂变产物核素含量

Table 4. Quantity of important actinides and fission products.

核素 TTA/1024 有理近似/1024 相对偏差/% 核素 TTA/1024 有理近似/1024 相对偏差/%

232Th 5.6824× 10−3 5.6824× 10−3 0 3H 6.9774× 10−8 6.9760× 10−8 0.020
233Th 6.2940× 10−8 6.2940× 10−8 5.55× 10−7 95Mo 1.3665× 10−9 1.3687× 10−9 0.161
231 Pa 1.4331× 10−8 1.4331× 10−8 3.20× 10−5 99Tc 6.8515× 10−8 6.8664× 10−8 0.218
233 Pa 4.2875× 10−5 4.2875× 10−5 5.60× 10−7 103Ru 2.9771× 10−8 2.9779× 10−8 0.026
233U 4.3915× 10−5 4.3915× 10−5 1.60× 10−7 109Ag 1.9122× 10−9 1.9244× 10−9 0.637
234U 9.1326× 10−7 9.1326× 10−7 8.23× 10−7 135Xe 3.8515× 10−9 3.8516× 10−9 0.004
235U 6.5423× 10−9 6.5455× 10−9 4.89× 10−2 133Cs 6.3634× 10−8 6.4231× 10−8 0.938
236U 4.1101× 10−10 4.1103× 10−10 4.87× 10−3 143Nd 3.1877× 10−8 3.2044× 10−8 0.524
238U 6.4513× 10−4 6.4513× 10−4 7.12× 10−12 145Nd 6.3707× 10−8 6.3736× 10−8 0.046
239U 3.0259× 10−9 3.0259× 10−9 1.66× 10−6 147Sm 7.3746× 10−11 7.3512× 10−11 0.318
237Np 8.9305× 10−10 8.9305× 10−10 7.09× 10−4 149Sm 1.1664× 10−8 1.1725× 10−8 0.512
238Pu 9.7469× 10−12 9.7470× 10−12 1.06× 10−3 150Sm 7.6066× 10−10 7.6400× 10−10 0.439
239Pu 2.1135× 10−6 2.1135× 10−6 1.06× 10−6 151Sm 5.7715× 10−9 5.8163× 10−9 0.776
241Pu 7.7276× 10−10 7.7276× 10−10 2.21× 10−6 152Sm 3.9795× 10−9 3.9833× 10−9 0.094
241Am 5.4425× 10−13 5.4425× 10−13 4.82× 10−7 153Eu 1.8711× 10−9 1.8726× 10−9 0.082
243Am 1.0136× 10−14 1.0142× 10−14 5.91× 10−2 155Gd 1.9500× 10−12 1.9525× 10−12 0.128
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在计算耗时方面, TTA方法耗时约 85 s, 有理
近似方法仅耗时 0.8 s, 显著快于TTA方法, 主要
原因是TTA方法需要通过回溯算法搜索构造线性
子链, 本问题中构造出 300多万条核素链, 成为最
耗时的因素. 一般而言, 对于考虑重金属裂变的
问题, 线性子链个数会相当庞大, TTA方法耗时
会显著高于有理近似方法; 对于纯粹的核素衰变
问题, 只需要若干个线性子链就能描述, 这时TTA
方法则会显著快于有理近似方法. 有理近似方法
耗时主要在解线性方程环节, 根据 (12)式, 方程的
个数和有理逼近式阶数成正比, 对不同问题, 在相
同逼近阶数下, 有理近似方法求解速度没有显著
波动.

4 结 论

本文初步研究了非齐次燃耗方程的两种数值

解法, 用以求解方程非齐次项含时的情况. 在非齐
次项能够被有限阶泰勒展开逼近的条件下, 首先
基于Laplace变换推导出了方程基于线性子链方法
的解析表达式, 然后使用CF方法计算了矩阵级数
解的近最佳有理逼近式. 使用不同方法计算两个
数值算例, 结果符合很好, 验证了方法的正确性与
精度. 本文的方法在计算精度和效率上能够满足
工程计算要求. 方法的实现流程也为非齐次燃耗
方程的求解提供了一种思路, 在后续工作中, 可借
鉴上述方法, 求解含有其他形式非齐次项的燃耗
方程.
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Abstract
The inhomogeneous burnup equation is often used for describing the time evolution of nuclides’ depletion in nuclear

systems which have a significant nuclide migration effect. However, lots of burnup calculations codes only deal with
the homogeneous cases instead of the inhomogeneous ones, among them there are a few codes that can work only
when the inhomogeneous term of the equation is constant. Based on the condition that the inhomogeneous term can be
approximated by finite-order Taylor expansion, two methods are introduced to solve the inhomogeneous burnup equation
whose inhomogeneous term is time dependent. For the first method, the transmutation trajectory analysis method is
used to decompose the connections between nuclides into linear chains, for one chain the analytical solution is derived
strictly by using the Laplace transform. For the second method, a solution of the inhomogeneous equation in the form
of summation of infinite matrix series is first derived, and then the sum function of the series is found. Furthermore, the
different-order nearly-best rational approximation function of the sum function is found by using Carathéodory-Fejér
method. The error between the sum function and the rational function fluctuates in a certain range without exceeding a
limit value, while the maximum error decreases exponentially with the order of rational function increasing. By adopting
the nearly-best rational approximation, the summation of infinite matrix series converts into a finite expansion of matrix
fraction, which is much easier to deal with. These two methods are implemented in the burnup calculation code JBURN
and numerical tests are done through using two examples. The first example is a small-scale matrix example and the
result shows that the results from the two methods agree well in at least 6 decimal precision together with the results from
the reference solution. The second example is a large-scale problem based on real nuclides’ reaction database, and the
result shows that less than 1% among all nuclides have a deviation larger than 10% between two methods, while about 8%
nuclides have a deviation larger than 0.01% and the remaining ones have a deviation smaller than 0.01%. These results
validate the correctness and accuracy for each of the two methods. Finally, this paper provides a possible implementation
process for solving inhomogeneous burnup equations which have other time-dependent forms of inhomogeneous term.

Keywords: inhomogeneous burnup equation, Laplace transform, Carathéodory-Fejér method,
near-best Chebyshev rational approximation
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