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氢化杂质和厚度效应对高斯势量子点中二能级

体系量子跃迁的影响∗
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在计及氢化杂质和厚度效应下, 分别选取抛物线型限定势阱和高斯函数型限定势阱描写盘型量子点中电
子的横向限定势和纵向限定势, 采用Lee-Low-Pines-Pekar变分法推导出量子点中电子的基态和第一激发态
能量本征值和本征函数, 以此为基础, 构造了一个二能级结构, 并基于二能级体系理论, 讨论了电子在磁场作
用下的量子跃迁. 结果表明, 高斯函数型限定势比抛物线型限定势更能精准反映量子点中真实的限定势; 量
子点的厚度对电子的跃迁概率的影响不凡; 电声耦合强度、介电常数比、磁场的回旋频率、高斯函数型限定势
阱的阱深和阱宽等对电子基态与第一激发态声子平均数、能量以及量子跃迁的影响显著.

关键词: 量子点, 氢化杂质, 高斯函数型限定势阱, 量子跃迁
PACS: 78.67.Hc, 71.38.–k, 63.20.kd DOI: 10.7498/aps.67.20180341

1 引 言

近年来, 量子点的奇特光学性质和输运特性持
续受到人们的重视, 已成为材料科学和凝聚态物理
中的一个热点领域, 出现了许多新的实验研究 [1−4]

和理论研究 [5−8]工作报道. 但仍有一些有价值的
课题亟待研究. 1)关于量子点存在厚度的问题. 不
难看出, 人们对量子点的理论研究大多都未考虑量
子点的厚度所带来的影响, 其结果无疑是比较粗糙
的. 2)关于量子点限定势的描写. 在许多研究中,
单参量抛物线型限定势阱被用来描述量子点中电

子的限定势 [9−12]. 然而, 抛物线型限定势阱既没
有有限的深度也没有范围可言, 是一种过于简化
了的模型, 不能很好地反映真实的限定势. 一些实
验结果的限定势应采用非抛物形的阱状势 [13], 如
密度矩阵势或非对称三角势 [14]、高斯函数型限定

势阱 [15]等, 其中高斯函数型限定势阱是一个很好

的近似, 它平滑并具有有限深势阱和有限的阱宽.
Adamowski等 [16]研究了在假想高斯函数型限定势

阱束缚下的两电子量子点系统, 并讨论了它的抛物
近似. Xie [17]计算了高斯函数型限定势阱中两电子

量子点的能谱. 谷娟和梁九卿 [13]利用数值矩阵对

角化的方法计算了高斯函数型限定势束缚下施主

中心量子点系统能谱并讨论了其特性. 但这些工作
均未考虑介质的极化效应. 3)关于极化效应对电子
态的影响. 当计及量子点厚度时, 由于强量子受限
效应的存在, 使得极化效应表现得更为明显 [18,19],
毫无疑问, 量子点的厚度引起的介质的极化效应对
量子点中电子态的影响不可忽视. 最近, Xiao [20]

研究了RbCl反对称高斯函数型限定势量子阱量子
比特的电场效应, Khordad等 [21]研究了非对称高

斯函数型限定势量子阱中束缚极化子基态和寿命

的温度依赖性. 4)近几年引入高斯限定势阱研究低
维结构电子态的性质在量子阱结构已有不少出色

的工作报道 [14,20−23], 但是, 相关研究在量子点结
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构领域甚少, 尤其是研究电磁场对高斯函数型限定
势量子点中电子态变迁的影响的工作尚未报道. 本
文在计及量子点厚度和氢化杂质束缚情形下, 分别
选取抛物线型限定势阱和高斯函数型限定势阱描

写盘型量子点中电子的横向限定势和纵向限定势,
采用Lee-Low-Pines-Pekar变分法研究了电子在外
磁场作用下的量子跃迁问题.

2 理论模型与变分计算

考虑一个处于盘状量子点中与介质中的体纵

光学 (longitudinal optics, LO)声子场相互作用的
电子. 建立笛卡尔坐标系, 盘的中心轴线在Oz轴

上, 底面处于垂直于Oz轴的x-y平面上. 在坐标原
点处掺入一氢化杂质并施加沿 z轴方向的磁场B.
采用抛物线型限定势阱

VP(ρ) =
1

2
mbω

2
0ρ

2 (1)

描述电子在垂直于磁场方向的限定势, 其中mb是

电子的带质量, ρ是电子在x-y平面上的位矢, ω0为

量子点的横向受限强度, R0[=
√
~/(mbω0)]为抛物

线型限定势范围; 采用非对称高斯函数型限定势阱

VG(z) =

−V0 exp
(
− z2

2L2

)
, z > 0

∞, z < 0

(2)

描写电子在磁场方向的限定势, 其中, V0表示高斯
函数型限定势阱的阱深且V0 > 0; L表示其阱宽,
亦称量子点的厚度. 这样, 磁场中量子点内电子 -氢
化杂质 -LO声子场相互作用体系的哈密顿量可以
写为 [20,21]

H =
1

2mb

(
px − β2

4
y

)2

+
1

2mb

(
py +

β2

4
x

)2

+ VP(ρ) + VG(z) + VC(r) +
∑
k

~ωLOb
+
k bk

+
∑
k

(vkbk eik·r + H.c.), (3)

式中, VC(r) = − e2/(ε∞r)为库仑势, 其余各量的
物理意义与文献 [20, 21]相同.

为利用变分技术得到体系的能量本征值和本

征函数, 首先, 将哈密顿量H右边写成两部分

H = H0 +H ′, (4)

这里

H0 =
p2

2mb
+ VP(ρ) + VG(z) + VC(r)

+
∑
k

~ωLOb
+
k bk +

∑
k

[vkbk exp(ik · r)

+ v∗kb
+
k exp(−ik · r)], (5)

H ′ =
β4

32mb
ρ2 +

β2

4mb
Lz,(

Lz = −i~ ∂

∂ϕ
, β2 = 2mbωc

)
, (6)

式中ωc = 2eB/(mbc)为磁场的回旋频率, B为磁
感应强度. 然后, 再讨论变分函数U−1H0U在 |Φ⟩
态中的期待值问题, 按照变分原理,

δH̄0 = δ⟨Φ|U−1H0U |Φ⟩ = 0, (7)

这里

U = exp
[∑

k

(fkb
+
k − f∗k bk)

]
(8)

是Lee-Low-Pines幺正变换 [24], 其中, fk和 f∗k为变

分参数, |Φ⟩是体系的试探波函数. 假设对于体系
的基态和第一激发态, 高斯函数近似成立, 则依据
Pekar类型变分法 [25−27], 分别选取体系的基态试
探波函数 |Φ0⟩和第一激发态试探波函数 |Φ1⟩为

|Φ0⟩ = ψ0(ρ, z)|0ph⟩,

ψ0(ρ, z)=
√

2λ0π
−1/4 exp

[
− 1

2
λ20(ρ

2+z2)
]
, (9)

|Φ1⟩=ψ1(ρ, z)|0ph⟩,

ψ1(ρ, z)=2π−1/4λ
3/2
1 z exp

[
− 1

2
λ21(ρ

2+z2)
]
,

(10)

其中λ0和λ1为变分参数; ψ0(ρ, z)和ψ1(ρ, z)分别

表示电子轨道运动的基态和第一激发态试探波函

数; |0ph⟩是声子的真空态, 由 bk|0ph⟩ = 0确定.
将 (5)式和 (8)—(10)式代入 (7)式中, 可分别

确定变分参数 fk(λ0)和 fk(λ1)为:

fk(λ0) = − v∗k
~ωLO

exp
(
− k2

4λ20

)
, (11)

fk(λ1) = − v∗k
~ωLO

exp
(
− k2

4λ21

)
×
[(

1− k2z
4λ21

)
+

2√
π

ikz
λ1

]
. (12)

利用这些变分参数, 并经过冗长的计算, 得到
电子 -氢化杂质 -LO声子相互作用体系的基态 (第
一激发态)平均声子数N0(N1)和能量E0(E1)分别

如下:

N0 =
∑
k

|fk|2 =
1

2

(
2

π

)1/2

αrpλ0,
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N1 =
∑
k

|fk(λ1)|2

=

(
49

60

√
2

π
+

4

3

√
2π

π2

)
αrpλ1, (13)

E0 =
3~2λ20
4mb

+
mbω

2
0

2λ20
− V0

2

(
1 +

1

2L2λ20

)−1/2

−
√

2

π
αλ0rp~ωLO− 4√

π

λ0rp
1− η

α~ωLO, (14)

E1 =
5~2λ21
4mb

+
mbω

2
0

2λ21
− V0

2

(
1 +

1

2L2λ21

)−3/2

− 8

3
√
π

λ1rp
1− η

α~ωLO

−
(
49

60

√
2

π
+

4

3

√
2π

π2

)
αλ1rp~ωLO, (15)

其中 η =
ε∞
ε0
称为介电常数比, rp =

√
~

2mbωLO

称为极化子的有效半径. 由 (9)式和 (14)式提供的
基态能量和波函数以及由 (10)式和 (15)式给出的
第一激发态能量和波函数, 可以构造一个二能级
体系. 在存在外磁场情况下, 可以讨论电子由基
态向第一激发态的量子跃迁. 根据二能级体系理
论 [14,28], 电子的跃迁概率密度可写为

Q =

(
|H01|
~Ω

)2

sin2

(
Ω

2
t

)
, (16)

其中Ω =
√
ω2
01 + |H01|2/~2/2, ω01 = (E1 + E′

1 −
E0 − E′

0)/~, H01 = ⟨Φ0|H ′|Φ1⟩, E′
0 = ⟨Φ0|H ′|Φ0⟩,

E′
1 = ⟨Φ1|H ′|Φ1⟩.

3 结果与讨论

为了揭示极化子的基态 (第一激发态)平均声
子数N0(N1)和能量E0(E1)以及跃迁概率Q随介

电常数比 η、磁场的回旋频率ωc、电声耦合强度

α、高斯函数型限定势阱深V0和阱宽L以及振荡

周期 t的变化规律, 我们给出了数值仿真结果, 如
图 1 —图 9所示. 图中分别以 rp, ωLO, (ωLO)

−1和

~ωLO作为长度, ωc, t和能量的单位.
图 1分别描写了极化子基态和第一激发态平

均声子数N0和N1在不同介电常数比 η下随抛物

线型限定势阱范围R0的变化. 图 1表明, 在相同
条件下, N0 > N1, 这一结果符合统计物理规律.

由图 1可以看出, N0和N1随R0的增加而减小, 这
是因为随着R0的增大, 电声相互作用由于粒子横
向运动空间的增大而减小, 导致电子周围平均声
子数减小; 在给定R0下, N0和N1随 η的增加而增

大, 这是因为 η越大, 电子与氢化杂质间库仑势
VC ∝ −(1 − η)−1越强, 由此产生的晶体附加极化
增大, 因而推高电子周围的平均声子数增大.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3.2

4.0

4.8

5.6

6.4

7.2

8.0

N1

N0

η=0.5

η=0.7

η=0.9

L/⊲rp, α=7.0

V0=5.0hωLO

N

R0⊳↼rp↽

图 1 平均声子数N 在不同介电常数比 η下随抛物线型

限定势阱范围R0的变化

Fig. 1. Mean number of phonons N as a function of
the range R0 of the parabolic confinement potential
well (PCPW) at different dielectric constant ratio η.

图 2表示声子数N0和N1在不同阱深V0下随

阱宽L的变化. 由图 2可以看出, 在L的不同区域

内, N0和N1随L的变化形式有所不同. 1)当L较

大时, N0和N1随L的减小而单调增大. 这是因为
随着L的减小, 电声相互作用由于粒子纵向运动空
间被压缩而增强, 导致电子周围平均声子数增加.
2)当L较小时, N0和N1随L的减小而增大至一个

最大值. 这是一种量子现象, 量子点的厚度越小,
量子尺寸效应越明显 [18,19]. 3) N0和N1随L的减

小而增大至一最大值后又迅速减小. 这意味着当
量子点的厚度很薄时, LO声子效应不再占主导作
用, 此时应该考虑表面光学声子或界面光学声子效
应 [29], 这超出了本文的研究范围. 4)在L给定时,
N0和N1随V0的增加而增大. 这是因为纵向约束
势增大, 意味着介质的极化增强, 亦即电子周围平
均声子数就增多.
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图 2 平均声子数N 在高斯函数型限定势阱不同阱深 V0

下随其阱宽L的变化

Fig. 2. Mean number of phonons N as a function of
the well width L at different well depth V0 of the asym-
metric Gaussian functional confinement potential well
(AGFCPW).
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图 3 基态 (第一激发态)能量E0(E1)在不同介电常数比

η下随范围R0的变化

Fig. 3. The ground (the first excited) state energy
E0(E1) as a function of the range R0 of the PCPW at
different dielectric constant ratio η.

图 3 表示了基态 (第一激发态)能量E0(E1)在

不同介电常数比 η下随抛物线型限定势阱范围R0

的变化. 由图 3可以看出, E0和E1 随R0的减小而

增大, 这是因为一般来说E0 < 0, E1 < 0, 但是抛物
线型限定势阱VP > 0且VP ∝ 1/R4

0; 在给定R0下,
E0和E1随 η的增加而减小, 这是因为在含氢化杂
质的晶体或纳米结构中, 电子被库仑势 (VC < 0)束
缚于氢化杂质中 [30−32], 且η越大, 氢化杂质对电子
的限定势VC ∝ −(1 − η)−1越强, 致使电子的能量
越低.

图 4 描述了能量E0(E1) 在不同阱深V0下随

阱宽L的变化. 由图 4可以看出, |E0| > |E1|, |E0|
和 |E1|随L的增加而增大, 增大的幅度随L的增

加而趋缓; 同时, 在给定L下, |E0|和 |E1|随V0的

增加而增大. 这是由于高斯函数型限定势阱函数
VG(z) < 0, 而且 |V (z)|随L或V0增加而增大所致.

图 5 描述了跃迁概率Q在不同介电常数比 η

下随抛物线型限定势范围R0的变化. 由图 5可以
看出: Q随R0的缩小而减小. 这是因为随着抛物
线型限定势阱范围的减小, 电子在x − y平面内的

受限增大, 致使电子状态的稳定性提高而改变它的
难度增大. 当R0较小 (R0 < 2.2rp)时, Q随R0的

减小而减小的幅度较大; 当R0较大 (R0 > 2.2rp)
时, Q随R0的减小而减小的幅度很小. 在给定R0

下, Q随 η的增大而减小. 这是因为 η越大, 氢化杂

质对电子的库仑限定势VC ∝ −(1 − η)−1越强, 致
使电子态的变化越难.

图 6 表示了概率Q在不同阱深V0下随阱宽L

的变化. 由图 6可以看出, 在L的不同区域内, Q随
L的变化形式有所不同: 当L较大 (L > 1.3rp)时,
Q随L的减小而单调减小, 这一结果与图 5所示的
Q随抛物限定势范围R0的缩小而减小的规律相似;
但是, 当L较小 (L < 1.3rp)时, Q随L的变化而振

R0/⊲rp, η=0.2, α=7.0
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图 4 基态 (第一激发态)能量E0(E1)在不同阱深 V0下

随阱宽L的变化

Fig. 4. The ground (the first excited) state energy
E0(E1) as a function of the well width L at different
well depth V0 of AGFCPW.
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荡变化. 这是一种量子现象, 因为按照量子理论,
阱宽L越小, 量子尺寸效应越加明显. 比较图 6与
图 5不难看出, 图 6 给出的跃迁概率Q随高斯限定

势范围L的变化规律, 无论从量子力学理论看, 还
是从实验结果 [13]的检验看, 都比图 5给出的跃迁
概率Q随抛物限定势范围R0的变化规律更加合理

和符合实际. 不过, 当限定势范围 (R0和L)的取
值较大时, 二者的变化规律基本一致, 这是因为当
z/L ≪ 1时, 高斯函数型限定势阱可以用抛物线型
限定势阱近似. 总之, 对量子点限定势下的电子态
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图 5 跃迁概率Q在不同介电常数比 η下随抛物线型限定

势阱范围R0的变化

Fig. 5. The transition probability Q as a function of
the range R0 of PCPW at different dielectric constant
ratio η.
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图 6 跃迁概率Q在高斯函数型限定势阱不同阱深 V0下

随阱宽L的变化

Fig. 6. The transition probability Q as a function
of the well width L at different well depth V0 of the
AGFCPW.

及其变化而言, 不考虑量子点的厚度所带来的影
响, 其结果无疑是比较粗糙的, 亦即无论是对量子
点输运性质还是光学性质的研究, 考虑量子点厚度
的影响是有实际意义的; 与此同时, 高斯函数型限
定势比抛物线型限定势更能精确地反映量子点真

实的限定势. 由图 6还可以看出, 对于给定的L, Q
随V0的增加而减小. 这是因为VG(z) < 0时, V0 越
大, 电子的能量越低, 电子的状态就越稳定.

图 7 表示了概率Q在不同耦合强度α下随介

电常数比 η的变化. 由图 7可以看出, Q随 η的增大

而减小的幅度随α的减小而增大, 这是因为α越大,
意味着电声相互作用越强, 致使电子周围声子平均
数越多, 电子的自陷越深, 电子态发生跃迁的难度
就越大. 由此可见, 在研究量子点中电子态的变化
时不能忽略声子 (介质的极化)效应的影响.

η
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图 7 概率Q在不同耦合强度α下随介电常数比 η的变化

Fig. 7. The probability Q as a function of the dielectric
constant ratio η at different electron-phonon coupling
strength α.

图 8描述了概率Q在不同耦合强度α下随磁

场的回旋频率ωc的变化. 由图 8可以看出, 当
ωc = 0时, Q = 0, Q随ωc的增大而周期性振荡

上升, 这都表明施加外磁场是电子态发生量子跃迁
的必要条件. 由图 8还可以看出, Q随ωc的增大而

周期性振荡上升的形态受到α的显著影响, Q的振
荡周期随α的增大而增加, 而振荡的幅度随α的增

大而减小.
图 9分别表示了跃迁概率Q在不同介电常数

比 η和不同磁场的回旋频率ωc下随振荡周期 t的

变化. 由图 9可以看出, Q随 t的变化而做周期性

振荡. 这是因为电子跃迁概率Q的时间演化规律由
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图 8 概率Q在不同耦合强度α下随磁场的回旋频率 ωc

的变化

Fig. 8. The probability Q as a function of the resonant
frequency ωc of the magnetic field at differentelectron-
phonon coupling strength α.
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图 9 概率Q在 (a) 不同介电常数比 η和 (b) 不同磁场的
回旋频率ωc下随振荡周期 t的变化

Fig. 9. The probability Q as a function of the period
t of oscillation at different (a) dielectric constant ratio
η and (b) resonant frequency ωc of the magnetic field.

(16)式描写所致, 从物理上讲, 这是电子状态随时
间的变化必须满足其波动方程 (薛定谔方程)的必
然结果. 由图 9不难发现, Q随 t做振荡变化的形态

受到η和ωc的显著影响: Q振荡的幅度和周期均随
η的增大而减小; Q振荡的幅度和频率均随ωc增大

而增加.

4 结 论

在计及氢化杂质和厚度效应下, 分别选取抛
物线型限定势阱和高斯函数型限定势阱描写盘型

量子点中电子的横向限定势和纵向限定势, 采用
Lee-Low-Pines-Pekar变分法研究了电子在磁场作
用下的量子跃迁. 数值结果表明: 高斯函数型限定
势比抛物线型限定势更能精准反映量子点中电子

真实的限定势; 量子点的厚度对电子的跃迁概率的
影响不凡; 电声耦合强度α、介电常数比 η、磁场强

度B、非对称高斯函数型限定势阱的阱深V0、阱宽

L对电子的能量、声子平均数、能量以及跃迁概率的

影响显著.
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Abstract

Considering hydrogen-like impurity and the thickness effect, the eigenvalues and eigenfunctions of the electron
ground state and first exited state in a quantum dot (QD) are derived by using the Lee-Low-Pines-Pekar variational
method with a parabolic confinement potential well (PCPW) and an asymmetric Gaussian functional confinement
potential well (AGFCPW) serving as the transverse and longitudinal confinement potential, respectively. Based on the
above two states, a two-level system is constructed. Then, the electron quantum transition affected by a magnetic field
is discussed in terms of the two-level system theory. The numerical calculations indicate that the electron transition
probability Q deceases with the range R0 of the PCPW decreasing. With R0 decreasing, the amplitude of the transition
probability Q decreases greatly when R0 is small (R0 < 2.5rp), but the decrease becomes small when R0 is large
(R0 > 2.5rp). The transition probability Q decreases with the dielectric constant ratio η increasing. For different values
of the well width L of the AGFCPW, the change forms of the transition probability Q with the well width L are different:
the transition probability Q decreases monotonically with the decreasing of the well width L when L is large (L > 1.3rp),
which is similar to the trend of the transition probability Q changing with the range R0 of the PCPW, but the oscillation
of the transition probability Q is small with the decreasing of the well width L when L is small (L < 1.3rp). Whereas,
both changes are consistent basically when the range of the confinement potential (the value of R0 or L) is large since
the AGFCPW can be approximated by the PCPW when z/L ≪ 1. For the electronic state and its change in the QD
with a confinement potential, in any case, the results are rough without regard to the influence arising from the thickness
of the QD. This shows that the AGFCPW is more accurate than the PCPW in reflecting the real confinement potential.
This conclusion is in accordance with the experimental results. In addition, the transition probability Q decreases with
increasing V0. The amplitude of the transition probability Q decreasing with increasing the dielectric constant ratio η

is enlarged with reducing the coupling strength α. This indicates that the phonon (the polarization of the medium)
effect cannot be ignored when investigating the change of the electronic state in the QD. The transition probability Q

periodically oscillates and goes up with increasing the cyclotron frequency ωc. The external magnetic field is a kind
of inducement causing the quantum transition of electronic state. The transition probability Q periodically oscillates
and goes up with increasing the cyclotron frequency ωc, and is affected dramatically by the coupling strength α: with
increasing the coupling strength α, the oscillation period of Q increases, but the oscillation amplitude decreases. In
a word, the transition probability of the electron is influenced significantly by some physical quantities, such as the
coupling strength α, the dielectric constant ratio η, the resonant frequency of the magnetic field ωc, the well depth V0,
and the well width L of AGFCPW.

Keywords: quantum dot, hydrogen-like impurity, asymmetric Gaussian functional confinement potential
well, quantum transition
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