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基于有限元法的光子并矢格林函数重整化及其在

自发辐射率和能级移动研究中的应用∗

赵运进1) 田锰1) 黄勇刚1)† 王小云1) 杨红1) 米贤武2)

1) (吉首大学物理与机电工程学院, 吉首 416000)

2) (怀化学院电气与信息工程学院, 怀化 418000)

( 2018年 5月 6日收到; 2018年 7月 19日收到修改稿 )

任意微纳结构中量子点的自发辐射率和能级移动均可用并矢格林函数表达. 当源点和场点在同一位置
时, 格林函数的实部是发散的. 为解决这一发散问题, 可采用重整化格林函数方法. 本文提出一种计算重整化
格林函数和散射格林函数的方法. 该方法利用有限元, 计算点电偶极子的辐射场, 将其在量子点体积内做平
均得到重整化的并矢格林函数, 减去均匀空间中解析的重整化格林函数, 得到重整化的散射格林函数. 在均
匀空间情况下, 本方法所得数值结果与解析解一致. 将该方法应用到银纳米球系统, 以解析的散射格林函数
作为参考, 结果表明该方法能准确处理散射格林函数的重整化问题. 将该方法应用到表面等离激元纳米腔中,
发现有极大的自发辐射增强和能级移动, 且该结果不依赖于量子点的体积. 这些研究在光与物质相互作用领
域具有积极的意义.

关键词: 有限元法, 重整化格林函数, 自发辐射率, 能级移动
PACS: 31.15.–p, 42.50.Pq, 42.50.Nn, 32.70.Jz DOI: 10.7498/aps.67.20180898

1 引 言

根据量子电动力学 [1−3], 自发辐射和能级移动
来源于量子点与电磁环境的相互作用. 近年来, 人
们设计了各种人工微纳结构来调控它们, 如光子晶
体 [4−13]、金属纳米结构 [14−21]等. 对于表面等离激
元金属纳米结构, 在金属和电介质界面处可产生表
面等离激元共振, 能将光场压缩到纳米尺度, 极大
地改变了附近量子点的自发辐射和能级移动特性,
譬如: 单分子荧光增强 [14]、表面等离激元增强发光

二极管 [15]、单分子探测 [16,17]、等离激元纳米激光

器 [18,19]、拉曼散射增强 [20,21] 等. 对于量子点距离
金属表面很近的情况, 相互作用的强度甚至能够超
过辐射和非辐射的损耗, 使系统进入强耦合区域,
导致了很多新奇的量子现象 [22−25].

理论上, 自发辐射率及能级移动可用并矢格林
函数来表达 [26,27] (即Γ (r;ω) = 2d2ℑ[n·G(r; r;ω)·
n]/~ε0; ∆(r;ω) = −d2ℜ[n ·G(r; r;ω) ·n]/~ε0, 其
中, Γ (r;ω)为自发辐射率, ∆(r;ω)为能级移动).
当源点与场点的位置相同时, 格林函数的实部是一
个发散的量, 数值计算会遇到困难. 为处理这样发
散的非物理的能级移动问题, 一种方法是将格林函
数分解为均匀部分 (发散, 可解析处理 [28−34])和散
射部分, 将均匀空间的贡献归结于跃迁频率, 而只
考虑散射场的贡献, 用散射格林函数来代替总的格
林函数, 该方法是最自然的重整化方式. 2018年,
我们利用基于有限元的COMSOL Multiphysics软
件, 通过计算有纳米结构和均匀空间两种情况下偶
极子辐射场的差, 准确获得了任意微纳结构中的
散射格林函数 [26]. 值得注意的是点电偶极子辐射
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场依赖于人为设定的网格大小, 因此, 在两次计算
辐射场时, 只有采用相同的网格, 才能消除发散的
部分.

数值技术上, 不仅有限元方法会导致点电偶极
子辐射场依赖于网格大小, 时域有限差分方法也有
类似的问题. 2012年, van Vlack等 [35]利用时域有

限差分法研究耗散系统中的自发辐射问题, 证实该
方法得到的偶极子辐射场是点电偶极子所在的网

格内的平均场. 物理上, 该发散来源于点电偶极子
模型, 考虑量子点的实际大小, 在量子点体积内取
平均的重整化方式被广泛采用 [34−36]. 时域有限差
分法采用直角矩形网格, 其差分格式会不可避免地
导致台阶近似, 相比之下, 有限元法可以应用在更
复杂和更精细的纳米结构中, 其网格划分方式更加
灵活, 能更好地拟合曲面结构, 可精确地仿真电磁
场的急剧变化. 另外, 我们已经证实 [26], 利用有限
元可求解任意微纳结构中的散射格林函数问题. 基
于以上考虑, 如果有限元方法能准确处理均匀空间
格林函数的重整化问题, 则可利用该方法准确处理
任意微纳结构中格林函数的重整化问题. 不同于散
射格林函数方法, 该方法只需一次仿真, 能极大地
减少计算量.

本文介绍了自发辐射和能级移动相关的理论

和格林函数重整化及其有限元计算方法; 在均匀
空间和纳米球系统中利用基于有限元的COMSOL
Multiphysics软件, 证实该算法的可应用性和准确
性; 将该方法应用到球 -平板纳米腔系统, 研究自发
辐射和能级移动问题.

2 理论及算法验证

2.1 自发辐射率和能级移动的并矢格林函

数表示

根据量子电动力学 [33], 耗散吸收介质中二能
级原子与电磁场相互作用, 电偶极近似下Hamilto-
nian可写为:

H = H0 +HI,

H0 =

∫
d3r

∫ ∞

0

dω~ωf̂ †(r, ω) · f̂(r, ω)

+ ~ω0|e⟩⟨e|,

HI = −
∫ ∞

0

dω[|e⟩⟨g|d · Ê(r0, ω) + H.c.], (1)

其中, H0是未相互作用部分, 包含电磁场部分
和原子部分; HI是原子与场之间的相互作用;
d = ⟨g|d̂|e⟩ = dn为原子的跃迁偶极子矩阵元,
其大小和方向分别为 d和n; f̂ †(r, ω)和 f̂(r, ω)

表示电磁场和介质的产生和湮灭场算符, 满
足: [f̂i(r, ω), f̂

†
j (r

′, ω′)] = δijδ(r − r′)δ(ω − ω′);
[f̂i(r, ω), f̂j(r

′, ω′)] = [f̂†
i (r, ω), f̂

†
j (r

′, ω′)] = 0; ω0

和r0为原子的跃迁频率和位置; |e⟩和 |g⟩分别表示
原子的激发态和基态. 考虑局域响应介质 [22−25],
当相对介电函数 ε(r, ω) = εR(r

′, ω) + iεI(r
′, ω)的

实部和虚部满足Kramers-Kronig关系, 相对磁导
率为1时, 电场算符可以表示为:

Ê(r, ω) = i
√

~
πε0

∫
d3r′

√
εI(r′, ω)G(r, r′, ω)

· f̂(r′, ω),

Ê†(r, ω) = − i
√

~
πε0

∫
d3r′

√
εI(r′, ω)

·G∗(r, r′, ω) · f̂ †(r′, ω), (2)

其中, ε0为真空介电常数, 光子并矢格林函数
G(r, r′, ω)满足 [26,27]:

∇×∇×G(r, r′, ω)− ε(r, ω)
ω2

c2
G(r, r′, ω)

=
ω2

c2
Iδ(r − r′), (3)

I为单位并矢.
假设原子初始时刻处于激发态, 由于旋

波近似, 系统的粒子数守恒, 系统相关的态
|a⟩和 |b(r, ω)⟩分别为: |a⟩ = |e, 0⟩和 |b(r, ω)⟩ =

|g⟩f̂ †(r, ω)|0⟩. 则系统状态可写为

|Ψ(t)⟩ = a(t)|a⟩+
∫ ∞

0

dω
∫

d3rb(r, ω, t)|b(r, ω)⟩

≡ U(t)|a⟩.

为求解 a(t) = ⟨a|U(t)|a⟩, 可利用投影算符
方法 [37,38]. 利用推迟超前格林函数G±(ω) =

lim
η→0+

G(z = ω ± iη), 其中, G(z) = (z − H/~)−1,

则时间演化算符为

U(t) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
dω[G−(ω)−G+(ω)] exp(−iωt).

定义投影算符P = |a⟩⟨a|及其补空间投影算
符Q = I − P , 其中 I为恒等算子, 根据恒等式
(z −H/~)G(z) = I, 可得:
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PG(z)P = ~
P

~z − PH0P − ~PR(z)P
, (4)

~R(z) = HI +HI
Q

~z −QH0Q−QHIQ
HI. (5)

由方程 (4)可得格林函数矩阵元Gaa(z) =

⟨a|G(z)|a⟩ = 1/(z − ω0 − Raa(z)), 其中Raa(z) =

⟨a|R(z)|a⟩. 依据格林函数理论, 格林函数的奇点,
即方程 z − ω0 − Raa(z) = 0的解为系统的本征值,
其实部对应着系统能级, 虚部对应着衰减快慢. 将
电场的表达式 ((2)式)代入 (1)式, 利用 (5)式, 则
能移算符矩阵元为: R±

aa(ω) ≡ limη→0+⟨a|R(z =

ω± iη)|a⟩ = ∆(r0, ω)± Γ (r0, ω)/2. 经过进一步的
推导, 可得:

Γ (r;ω) =
2d2ℑ[n ·G(r; r;ω) · n]

~ε0
, (6)

∆(r;ω) = − d2ℜ[n ·G(r; r;ω) · n]
~ε0

+
d2ω

~ε0

∫ +∞

0

dξn ·G(r; r; iξ) · n
ω2 + ξ2

,

(7)

其中, ℑ和ℜ分别表示虚部和实部, d和n仍然为

(1)式中跃迁偶极矩阵元d = dn的大小和单位方

向矢量.
在弱耦合情况下, 即Γ (r;ω)和∆(r;ω) 远小

于原子的跃迁频率ω0, 且是频率的缓变函数
时, Γ (r;ω)和∆(r;ω)可近似为Γ = Γ (r;ω0)和

∆ = ∆(r;ω0), 此时, 时间演化算符矩阵元为,

Uaa(t) =

lim
η→0+

1

π

∫ +∞

−∞
dω (Γ/2 + η)

(ω − ω0 −∆)2 + (Γ/2 + η)2

× exp(−iωt).

此时, Γ和∆表示自发辐射率和能级移动. 本文称
Γ (r;ω)和∆(r;ω)为自发辐射率和能级移动.

值得注意的是, 能级移动公式 (7)中第二项非
常小, 本文主要考虑第一项, 即

∆(r;ω) = −d2ℜ[n ·G(r; r;ω) · n]
~ε0

, (8)

此时, 自发辐射率和能级移动的表达式与文献 [26,
27]一致. (6)式和 (8)式是本节的主要结果, 下节将
说明其中的格林函数需用重整化的表达式代替.

2.2 并矢格林函数的重整化及其有限

元计算

2.2.1 并矢格林函数的重整化及其与自发辐
射率和能级移动的关系

本小节主要目的是阐明自发辐射率 ((6)式)中
的并矢格林函数需用其重整化的表达式, 而能级移
动 ((8)式)中的并矢格林函数需用重整化的散射格
林函数代替, 下面我们具体说明.

依电磁理论, 并矢格林函数可用点电偶极子的
辐射场表示. r0处点电偶极子P = dδ(r − r0)在r

处的场为

E(r;ω) =
1

ε0

∫
V

[G(r, r′;ω)] · P (r′;ω)dV ′

=
G(r, r0;ω) · d

ε0
, (9)

点电偶极子处的场E(r0;ω) = lim
r→r0

E(r;ω) =

G(r0, r0;ω) · d/ε0是发散的, 因此G(r0, r0;ω)是

发散的. 具体而言, 在无耗介质中, 格林函数的
实部ℜ[n · G(r0, r0;ω) · n]是发散的, 另外, 当量
子点的位置r0处于有耗介质中, 格林函数的实部
ℜ[n ·G(r0, r0;ω) ·n]和虚部ℑ[n ·G(r; r;ω) ·n]均
是发散的 [35], 这将导致不符合物理的能级移动和
自发辐射率.

为解决以上发散问题, 可采用实腔模型, 即用
一个无耗的小体积∆V (理论上通常为球形或者小
立方体)表示量子点所在的区域, 其相对介电常数
为 εB, 量子点的跃迁偶极矩位于该小体积的中心
r0, 用重整化的电场, 即∆V 中平均局域场表示量

子点所感受到的场 [35].

Ereg(r0;ω) ≡
1

∆V

∫
∆V

E(r;ω)dr. (10)

类似于文献 [36]的处理, 设 r0处∆V 内的极

化强度为P (r;ω), 则∆V 内 r处的电场可用散

射格林函数Gscatt(r, r
′;ω)和均匀空间格林函数

Ghom(r, r′;ω)表达为

E(r;ω)

=
1

ε0

[ ∫
∆V

Gscatt(r, r
′;ω) · P (r′;ω)dV ′

+ lim
Vδ→0

∫
∆V−Vδ

Ghom(r, r′;ω) · P (r′;ω)dV ′

− L · P (r;ω)

εB

]
, (11)
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其中Vδ为r′处一个无限小的体积元, 且对于立方
型或者球形体积∆V [28],

L = I/3. (12)

由于散射格林函数是空间的缓变函数, (11)式
中Gscatt(r, r

′;ω) ≈ Gscatt(r, r0;ω), 利用此关系,
并将 (11)式代入 (10)式, 则电场在∆V 内的平均

值, 即重整化电场变为

Ereg(r0;ω) =
Greg

scatt(r0, r0;ω) · d
ε0

+
M · d
ε0∆V

− L · d
ε0εB∆V

, (13)

其中, d为∆V 内的偶极矩, d =

∫
∆V

P (r;ω)dr.

重整化的散射格林函数为

Greg
scatt(r0, r0;ω)

=
1

∆V

∫
∆V

Gscatt(r, r0;ω)dV. (14)

对于半径为 a的球形体积∆V = 4πa3/3, 波数
k =

√
εBω/c, 则M为 [36]:

M =
2

3εB
[[1− ika] e ika − 1]I. (15)

定义重整化的格林函数:

Greg(r0, r0;ω)

= Greg
scatt(r0, r0;ω) +

M

∆V
− L

εB∆V
, (16)

则 (13)式, 即重整化的电场也可写为

Ereg(r0;ω) =
Greg(r0, r0;ω) · d

ε0
. (17)

由 (11)式可知, 偶极子的辐射场为散射场和均
匀空间辐射场的和, 其中第一项代表散射场, 第二
和第三项代表均匀空间的辐射场. 重整化后, 即
(13)式中的第一项为重整化的散射场, 可写为

Ereg
s (r0;ω) =

Greg
scatt(r0, r0;ω) · d

ε0
, (18)

第二和第三项为重整化的均匀空间辐射场, 可写为

Ereg
0 (r0;ω) =

Greg
0 (r0, r0;ω) · d

ε0
, (19)

其中, 重整化均匀空间格林函数为

Greg
0 (r0, r0;ω) =

M

∆V
− L

εB∆V
. (20)

由 (17)—(19)式, 利用d = dn, 重整化的电场
与重整化的格林函数分量只相差系数, 因此, 本文

不特别指明的情况下, 重整化的电场和重整化的格
林函数具有相同的意义.

对比电场的重整化形式 ((17)式)和未重整化
的形式 ((9)式), 由于原子感受到的场需由重整化
的场替换 (此时作用于点电偶极子的辐射反作用场
为ERR = iℑ[Greg(r0, r0;ω)] · d/ε0, 该场阻碍偶极
子的振荡, 详细解释请参阅文献 [34]), 则自发辐射
率中的格林函数应当采用重整化的格林函数. 此
时, (6)式变为

Γ (r0;ω) =
2d2ℑ[n ·Greg(r0, r0;ω) · n]

~ε0
, (21)

与文献 [35]一致.
对于能级移动, 通常将均匀空间的贡献归结于

量子点的跃迁频率 (均匀空间中的能级移动可解析
处理, 详细处理方法见文献 [3]), 本文只考虑散射体
的存在对能级移动的影响. 此时, (8)式变为

∆(r0;ω) = −d2ℜ[n ·Greg
scatt(r0, r0;ω) · n]
~ε0

. (22)

(21)和 (22)式是计算自发辐射率和能级移动
的一般表达.

2.2.2 有限元方法及其在重整化并矢格林函
数计算中的应用

由 (17)式可知, Greg(r0, r0;ω)可通过重整化

的偶极子辐射场Ereg(r0;ω)得到. 具体的计算流
程如下: 首先求解r0处以频率ω沿n方向振荡的

点电偶极子P = dnδ(r − r0)所产生的辐射场

E(r;ω), 随后求该辐射场E(r;ω)在∆V 内的平均

值,即计算重整化的电场Ereg(r0;ω)((10)式),进一
步, 由 (17)式可得重整化格林函数

Greg(r0, r0;ω) · n = ε0E
reg(r0;ω)/d,

由 (16)式可得重整化的散射格林函数

Greg
scatt(r0, r0;ω)=Greg(r0, r0;ω)−

M

∆V
+

L

εB∆V
,

其中, 对于球形∆V , M和L的表达式见 (15)和
(12)式.

由以上可知, 计算Greg(r0, r0;ω)和Greg
scatt(r0,

r0;ω)的关键是计算点电偶极子的辐射场及其在

∆V 内的平均值. 因此, 原则上能计算点电偶极子
重整化辐射场的数值方法均可用于计算重整化的

格林函数和散射格林函数. 本文拟用有限元法计
算, 下面简要介绍有限元算法以及利用基于有限元
的COMSOL Multiphysics软件实现以上计算过程.
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有限元方法是一种基于变分法的离散化数值

技术, 在电磁场及纳米光子学领域具有广泛的应
用 [39,40]. 文献 [41]详细介绍了有限元方法计算线
电流源的辐射场, 为方便, 我们简要概括其要点.
依频率域麦克斯韦方程, 电流元J(r, ω)产生的辐

射场E(r, ω)满足:[
∇× 1

µr
∇×−k20ε(r)

]
E(r, ω)

− iωµ0J(r, ω) = 0. (23)

为仿真无限大的空间, 需将空间截断, 在边界
处通常采用吸收边界条件, 使得电磁波入射到边界
处无反射. 为此, 通常在计算边界外设定吸收区域
(完全匹配层PML), 通过设置特定的各向异性吸收
材料或者采用复坐标系拉伸形式的波方程, 使得电
磁波在该区域无反射地衰减.

依有限元理论, 对于任意试探函数F (r, ω), 则
方程 (23)的解等价于求以下泛函的极值点,

L =

∫
V

[
∇× 1

µr
∇×−k20ε(r)

]
E(r, ω)

× F ∗(r, ω)dV

−
∫
V

iωµ0J(r, ω) · F ∗(r, ω)dV. (24)

由以上可知, 有限元方法解的是以上积分
方程, 能处理数学上的点源情况, 即J(r, ω) =

nδ(r − r0).
为求解方程 (24), 将空间离散成连续的子域,

然后将解E(r, ω)和试探函数F (r, ω)用子域上的

局域矢量基函数Nj(r)做展开, 如:

E(r, ω) =
N∑
j=1

EjNj(r), F (r, ω) = Np(r),

则方程 (24)转换成线性方程组:
N∑

k=1

MjkEk = bj . (25)

求解以上线性方程组, 可得电场展开系数Ek,

进而得到原方程的解 E(r, ω) =

N∑
j=1

EjNj(r). 由

于Nj(r)可选择高阶函数形式, 能较高精度地处理
复杂的几何结构 [39−41], 使得有限元方法特别适用
于纳米光子学领域.

利用基于有限元的COMSOL Multiphysics [42]

软件的射频模块, 以上利用有限元求解点电偶极
子辐射场及其平均值的过程可方便实现. 该软件

提供了点电偶极子模块, 考虑长度为 la(la ≪ λ)
的线电流I, 其偶极矩为d = −iIla/ω (注意, 软件
采用时谐因子 e iωt, 由J = ∂P /∂t可得极化强度

P (r, ω) = J(r, ω)/iω, 进而得到

d =

∫
P (r, ω)dV =

∫
J(r, ω)/iωdV = −iIla/ω,

另外, 此时谐因子与之前理论部分所采用的时谐因
子 e−iωt不同, 因此, 解析计算时应取d = iIla/ω,
而且对于电场, 应当将软件所得到的场取复共
轭, 以下软件计算所得的场均是指取复共轭后
的结果), 点电偶极子是长度 la趋近于 0而保持
I和 la的乘积不变的极限情况, 在仿真过程设
Ila = 1 A·m, 此时由

∫
J(r, ω)dV = Ila可知,

电流密度可写为J(r, ω) = nδ(r−r0), 则极化强度
为P (r, ω) = J(r, ω)/iω = nδ(r−r0)/iω. 另外,该
软件还提供了PML吸收边界处理模块, 可仿真无
限大空间. 更重要的是软件也提供了方便的网格剖
分方式以及灵活的基函数类型. 文献 [43]所提供的
模型文件详细展示了利用COMSOL Mutiphysics
软件计算点电偶极子的辐射场.

综上所述, 利用有限元计算重整化格林函数
和重整化散射格林函数的计算步骤分为以下四步:
1) 设点电偶极子沿n方向, 利用类似于文献 [43]的
方法计算辐射场; 2)将偶极子的辐射场在以点偶极
子为中心, 半径为a的小球体内做积分得到重整化

的辐射场; 3)利用 (17) 式得到重整化的格林函数
分量; 4)利用 (16)式将重整化格林函数减去解析的
重整化均匀空间格林函数, 得到重整化的散射格林
函数分量.

2.2.3 算法验证——均匀空间及金属纳米
球系统

为证实以上重整化格林函数的有限元计算方

法的可靠性, 首先研究重整化格林函数有解析解的
真空情况. 依2.2.2小节计算步骤可知, 计算重整化
格林函数的关键在于计算点电偶极子的辐射场. 为
简便, 设点电偶极子处于坐标原点, 其极化方向沿
着 z方向, 考虑对称性, 计算区域可选为球的四分
之一 (尽管此处情况可利用二维旋转轴对称性的求
解方法, 为不失一般性, 本文仍然用三维模型计算;
另外由于对称性, 实际的偶极矩为软件设定的偶
极矩的四倍, 因此在利用软件计算时, 点电偶极子
的强度设为Ila = 0.25 A·m). 详细计算过程如下:
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1) 建模及求解域剖分, 建立如图 1所示的计算空
间, 设中心处点电偶极子振荡频率为ω = 2.75 eV
(此处及以后用ω表示~ω), 中间蓝色网格密集区域
为重整化的小球体, 其半径为a (采用四面体网格
剖分, 网格尺寸设定见表 1计算说明), 中间空气层
的厚度为波长λ (采用四面体网格剖分, 最大网格
尺寸为λ/10), 最外层为PML吸收边界层, 其厚度
为 0.25λ (采用 10层扫掠网格), 用以截断无限大的
空间; 2) 设定材料参数及边界条件, 根据情况设定
求解域中的材料介电函数, 在xz和 yz截面上采用

完美磁导体边界条件. 通过COMSOL Mutiphysics
求解, 可得到点电偶极子辐射场在空间的分布, 将
其在偶极子源附近小球体内做平均, 可得重整化的
辐射场.

PML

Source A

Vacuum

z

xy

图 1 真空重整化格林函数有限元计算模型图 利用对称

性, 只仿真四分之一个球, xz和 yz截面上采用完美磁导

体边界条件, 点电偶极子源处于球心处, 中间网格加密蓝
色区域为重整化区域, 在该区域中, 我们考虑两种不同的
网格尺寸

Fig. 1. Models for calculating the renormalized
Green’s function in vacuum. The simulation domain
is reduced to one quarter for symmetry considera-
tion. The point dipole source located at the center
is thought to be polarized along the z-axis. Perfect
match layer (PML) is used to truncate the infinite
space and perfect magnetic conductor conditions are
used in the xz and yz planes. There is a small sphere
region which is used to renormalizing the radiation
field.

在偶极子源附近, 即重整化区域内, 采用两
种不同的网格尺寸: 一般网格精度 (最大网格尺
寸为 0.4 nm)和精细网格精度 (最大网格尺寸为
0.05 nm). 偶极子处的辐射场的 z方向分量Ez实部

和虚部如表 1的第 1列和第 2列所示, 发现源点处
的偶极子辐射场虚部强烈地依赖于网格, 源点处网

格尺寸变小时, Ez虚部由−5.7563 × 1024 V/m变
为−7.3745 × 1026 V/m, 有两个数量级的变化 (见
表 1第 2列数据), Ez实部几乎不变. 通过仿真, 当
我们进一步减小源点附近的网格尺寸时, 辐射场虚
部变得越来越大, 而其实部变化很小, 暗含着源点
处辐射场的虚部发散; 当网格过于密集 (例如, 小于
0.001 nm)时, 不能得到收敛的结果. 这主要是由
于辐射场的虚部对应格林函数的实部 (见 (9)式, 其
中偶极矩为d = iIla/ω), 而当源点和场点在同一
位置时, 均匀空间格林函数的实部是发散的. 综上
可知, 有限元计算得到的点电偶极子的辐射场依赖
于计算过程中设定的网格尺寸, 其值不具有确定的
意义.

考虑重整化, 即对以上电场在以偶极子为中
心、半径为 a的小球体内做平均, 当 a = 1 nm,
Ereg

z (r0;ω)的计算结果如表 1的第 3和第 4列所示,
发现重整化的辐射场实部与未重整化情况几乎没

有差别, 更重要的是其虚部不再随网格尺寸的改变
而变化, 获得收敛的结果 (见表 1第4列).

为将以上收敛结果与解析解相比较, 利用
(19)式, 其中Greg

0 (r0, r0;ω)((20)式)中的M和L

见 (15)和 (12)式, 在以上参数即 a = 1 nm和偶
极矩d = iIla/ω情况下, 得到重整化电场解析
解的实部和虚部分别为 (−3.8813 × 1015 V/m)和
(−2.1508 × 1021 V/m), 发现解析结果与有限元结
果 (表 1第 3和第 4列)符合得非常好, 误差在千分
之三以内. 以上结果表明, 有限元能计算均匀空间
中的重整化电场 (即重整化的格林函数).

下面, 考虑不同的半径a (0.05—1 nm), 重整
化电场实部和虚部分别如图 2 (a)和图 2 (b)所示,
黑色实线表示解析解 ((19)式, 其中Greg

0 (r0, r0;ω)

((20)式)中的M和L见 (15)和 (12)式), 红色空心
圆圈表示有限元结果 ((10)式, 其中E(r, ω)由有限

元软件计算得到). 我们发现: 有限元法的数值结果
与解析解符合得很好. 为展示有限元结果与解析解
的差别, 在插图中展示了相对误差, 即用数值解与
解析解的差除以解析解, 发现辐射场实部的相对误
差小于0.004%, 虚部的相对误差在0.3%左右, 进一
步证实有限元方法能处理均匀空间中并矢格林函

数的重整化问题.
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表 1 真空中点电偶极子的辐射场: 1, 2列为不重整化的有限元结果; 3, 4列为重整化的结果 (依 (10)式计算), 其中
ω = 2.75 eV, a = 1 nm
Table 1. Radiation field of point electric dipole in homogeneous space. Results are obtained by finite element method
with perfect matched layer (COMSOL Multiphysics software). Around the dipole source, two different levels of mesh
size are used, for example finer mesh grid and general mesh grid. The first two columns are for electric fields at
the dipole location and the last two columns are the renormalized ones over a sphere with radius a = 1 nm. The
real (imaginary) part of the radiation field corresponds to the imaginary (real) part of the Green function. Here,
ω = 2.75 eV and the dipole strength is d = 1 [A·m]/jω.

网格精细程度
不重整化 重整化

Real(Ez)/V·m−1 Imag(Ez)/V·m−1 Real(Ez)/V·m−1 Imag(Ez)/V·m−1

一般网格 −3.8930× 1015 −5.7563× 1024 −3.8928× 1015 −2.1505× 1021

精细网格 −3.8930× 1015 −7.3745× 1026 −3.8928× 1015 −2.1507× 1021

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-3.96

-3.87

-3.78

0 0.5 1.0

-0.004

-0.002

0(a)

R
e
n
o
rm

a
li
z
e
 r

e
a
l 
E

/
1
0

1
5
 V
·
m

-
1
 

R
e
n
o
rm

a
li
z
e
 i
m

a
g
 E

/
1
0

2
5
 V
·
m

-
1
 

a/nm

a/nm

 COMSOL

 Analytical

E
rr

o
r/

%

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.8

-1.2

-0.6

0

0 0.5 1.0
-0.32

-0.31

-0.30

 COMSOL

 Analytical

(b)

E
rr

o
r/

%

图 2 均匀空间中重整化的点电偶极子辐射场 红色空心

圆圈表示有限元结果 ((10)式), 黑色实线为解析解 ((19)
式), 插图为数值解与解析解的相对误差, 对于不同的量子
点半径 a, 发现有限元结果与解析解符合得很好
Fig. 2. Renormalized radiation field of electric point
dipole in vacuum. Red circle are for our Finite Ele-
ment method (Eq. ( 10 )) and black solid line repre-
sents analytical results (Eq. ( 19 )). It’s found that
results by Finite Element method agree well with the
analytical ones for different quantum dot sizes.

接下来, 展示我们的算法在重整化散射格林
函数求解中的应用. 量子点位于一个银纳米球
外, 模型如图 3所示. 设背景为真空, 其介电常
数 ε1 = 1, 银的介电常数由Drude模型给出 [26,27],

即:ε2(ω) = ε∞ − ω2
p/(ω

2 − iγω), 在这里 ε∞ = 6,
ωp = 7.89 eV, γ = 0.051 eV, 设银纳米球半径
ra = 20 nm, 量子点距离银纳米球表面为 l = 2 nm,
偶极矩方向沿着纳米球的径向, 重整化体积仍然用
半径为a的球体表示.

A

x

z

Silver

ε2

ε1

Air

l

ra

a

图 3 纳米球系统中重整化格林函数的仿真示意图 量子

点 ‘A’ 在银纳米球附近, 考虑量子点的实际大小, 用半径
为 a的小球代替, 量子点的中心距离球表面为 l, 设跃迁偶
极矩的极化方向沿着银纳米球的径向; 银纳米球半径设为
ra = 20 nm, ε1和 ε2分别是空气的和银的介电常数

Fig. 3. Model of nano-sphere system used to calcu-
late the renormalized Green function. A quantum dot
‘A’ is placed near a silver nano-sphere, where a repre-
sents the radius of the quantum dot and l is its cen-
ter to the surface of silver nano-sphere. For simplic-
ity, the transition dipole moment is set to be polar-
ized along the radial direction of the nano-sphere and
the radius of the nanosphere is ra = 20 nm. The
relative permittivity for air and silver are ε1 = 1

and ε2(ω) = ε∞ − ω2
p/(ω

2 − iγω) with ε∞ = 6,
ωp = 7.89 eV, γ = 0.051 eV, respectively.

计算结果如图 4 (a)和图 4 (b)所示. 黑色实
线描述的是解析的点电偶极子的散射场 (解析
散射格林函数见文献 [26, 27]), 红色空心圆圈描
述的是本文提出的有限元方法得到的点电偶极

子的重整化散射场. 其求解步骤为: 首先求点
电偶极子的辐射场E(r, ω), 利用 (10)式将其重整
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化, 得到Ereg(r0;ω), 再利用 (17)式得到重整化的
格林函数Greg(r0, r0;ω), 随后利用 (18)式 (其中,
Greg

scatt(r0, r0;ω) 由 (16)式即

Greg
scatt(r0, r0;ω) = Greg(r0, r0;ω)−

M

∆V
+

L

εB∆V

表示), 我们得到重整化的散射场Ereg
s (r0;ω). 结果

表明, 即使在量子点离金属纳米结构表面距离很近
且重整化体积较大 (如半径为a = 1 nm)时, 重整
化散射格林函数与解析散射格林函数仍然符合得

很好, 这证实散射格林函数是空间的缓变函数, 重
整化散射格林函数与量子点中心处的散射格林函

数相等. 因此, 通过数值计算, 证实有限元法能够
准确计算重整化散射格林函数.
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图 4 纳米球系统中的散射场 黑色实线描述解析的点电

偶极子的散射场, 可通过解析散射格林函数或者利用有结
构和无结构情况下两次有限元仿真的差值得到 [26]; 红色
空心圆圈代表本文的一次有限元仿真得到的点电偶极子

的重整化散射场, 其中, a = 1 nm; 可以看到重整化散射
场与量子点中心处的散射场符合得很好

Fig. 4. Scattering field of point electric dipole in nano-
sphere system. The black solid line is for the an-
alytical result, which is obtained by analytical scat-
tering Green function method or by the difference of
two different finite element runs for every frequency
point [26]. The red circles represent the renormalized
scattering fields by this work. Here, the radius of the
quantum is a = 1 nm. We see that the renormalized
scattering fields agree well with the scattering fields at
the center of the quantum dot.

不同于我们最近的类似的工作 [26], 此方法只
需要一次仿真, 通过计算重整化的电场, 得到重整
化的格林函数, 将其减去解析的均匀空间的重整化
格林函数, 能得到重整化的散射格林函数, 而之前
的工作需要两次有限元仿真, 利用有结构和均匀空
间两种情况下偶极子的辐射场的差得到散射场, 进
而得到散射格林函数. 值得强调的是, 尽管有限元
方法能准确计算偶极子的辐射场, 但是对每一个频
率点, 解线性方程组 ((25)式)所需的计算资源较多
(例如: 对于本例所示的纳米球系统, 采用对称性后
大约需要 40 GB内存, 在我们的塔式工作站 “Intel
(R) Xeon (R) E5-2697 v3”上需30 min左右). 通过
以上对比, 容易看到, 相比于之前的方法, 本方法不
需计算均匀空间中的辐射场, 计算量约减小一半.

3 算法应用——球 -平板纳米腔中的
自发辐射和能级移动

综上可知, 采用点电偶极子源, 通过一次有限
元仿真, 能精确处理格林函数和散射格林函数的
重整化问题. 本节利用该方法, 研究球 -平板表面
等离激元纳米腔中自发辐射和能级移动问题 [23,44]

自发辐射和能级移动由 (21)和 (22)式表示. 图 5是
球 -平板模型的示意图, 无限大的银平板上方有一
个银纳米球, 其半径为 ra = 20 nm, 离银板的距离
为 g, 量子点在银纳米球和银板的正中间, 其偶极矩
设为 24D ≈ 0.5 e·nm, 设极化方向沿着垂直于银板
的方向.

ra

Silver
ε2

ε2

ε1

Silver
Air

ag

图 5 球 -平板纳米腔系统的原理图 ra = 20 nm的银纳
米球置于无限大的银板上方, 银纳米球与银板之间的距离
是 g, 量子点放在球和板的正中间, 量子点的极化方向沿
着垂直于银平板表面的方向, 量子点的半径为 a

Fig. 5. Schematic diagram for the nano-cavity. A sil-
ver nano-sphere with radius ra = 20 nm is above a
silver planar. The gap between them is g. A quan-
tum dot with radius a is placed at the center and is
assumed to be polarized normal to the planar.
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图 6 球 -平板纳米腔系统中的归一化自发辐射率和能级移动 考虑不同的量子点半径 a, 其中 a = 0对应利用散射格林函

数的结果, a ̸= 0 对应利用重整化的散射格林函数的结果, (a)和 (b)为 g = 4 nm的结果, (c)和 (d)为 g = 2 nm 的结果
Fig. 6. Spontaneous emission rate and the energy level shift of a quantum emitter in plasmonic gap nano-cavity. We
consider different sizes of the quantum emitter. a = 0 represent the results by the method in Ref. [26]. Accordingly,
results for a ̸= 0 is by our renormalized scattering Green function method. (a) and (b) Are for large gap g = 4 nm,
(c) and (d) are for a small gap g = 2 nm.

当球和平板间的间隙为 g = 4 nm时, 自发
辐射和能级移动分别见图 6 (a)和图 6 (b). 我们
考虑了三种不同的量子点半径, 其中黑色实线为
量子点半径a = 0 nm时 (即未采用重整化, 即文
献 [26]所示的通过两次仿真得到散射格林函数)
的结果, 红色虚线 (蓝色空心圆圈)为量子点半径
a = 0.5 nm (a = 1.5 nm)时的结果. 我们发现:
当量子点体积较小时 (a = 0.5 nm), 其结果与利
用严格散射场 (a = 0 nm时表示未重整化)得到的
结果符合得很好, 此结论对于更小的球 -平板距离
情况下也适用 (g = 2 nm情况见图 6 (c)和图 6 (d));
当量子点非常大时 (半径a = 1.5 nm), 体积对自
发辐射和能级移动的影响仍然较小 (对比图 6 (a)
和图 6 (b)中蓝色空心圆圈与黑色实线). 这些结
果表明, 量子点的体积对自发辐射和能级移动的
影响较小. 另外, 类似于文献 [26], 我们也发现纳
米腔的最低阶共振模式频率 (偶极模式, 图 6 (a)
和图 6 (c)的第一个峰所对应的频率)相对于单球

情况发生了红移, 且空隙距离越小, 红移越明显,
这一现象可通过模式杂化理论解释 [45]. 更重要
的是, 我们发现了极大的自发辐射增强和能级移
动, 例如, 当 g = 2 nm时, 在偶极共振频率附近,
自发辐射率增强因子高达Γ/Γ0 ≈ 4.3 × 105, 能
级移动可达∆ ≈ −320 meV, 在高阶共振频率附近
(ω = 2.995 eV), Γ/Γ0 ≈ 2.02×106, ∆ ≈ 1000 meV
此能级移动可与原子的跃迁频率相比拟, 不难想
象, 由于∆ ∝ d2 ((22)式), 进一步增大偶极矩的大
小, 此能级移动能超越原子的跃迁频率, 能使系统
进入超强耦合区域, 系统中可能会出现本征能量为
负值的束缚态 [46].

4 结 论

本文提出了一种利用有限元计算重整化格林

函数的方法. 该方法通过计算点电偶极子的辐射
场, 并将其重整化, 得到重整化的格林函数, 减去均
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匀空间重整化格林函数的解析解, 可求得重整化的
散射格林函数. 应用该方法到均匀空间中, 数值解
与解析解一致, 证明该方法能处理均匀空间中格林
函数的重整化问题; 在纳米球系统中, 我们发现重
整化散射格林函数与解析散射格林函数也一致, 证
实该方法能处理散射格林函数的重整化问题. 相比
于文献 [26]所示的方法, 本方法约减小一半的计算
量. 应用该方法到球 -平板纳米腔系统中, 发现自发
辐射和能级移动与量子点的体积关系不大, 因此,
利用我们的方法, 不需要精确的量子点的大小就能
获知系统中自发辐射和能级移动的特性; 另外, 在
此系统中, 我们发现了极大的自发辐射率的改变和
能级移动, 例如, 当球离板很近 (g = 2 nm)时, 在
高阶共振频率附近 (ω = 2.995 eV), 自发辐射增强
因子Γ/Γ0 ≈ 2.02× 106, 能级移动∆ ≈ 1000 meV.
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Renormalization of photon dyadic Green function by
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Abstract
The spontaneous emission rate and the energy level shift of a quantum dot in any micro-nanostructures can be

expressed by the classical dyadic Green’s function. However, the real part of the dyadic Green’s function is divergent,
when the source point and the field point are at the same position. This leads to an unphysical divergent level shift.
Theoretically, the dyadic Green’s function can be decomposed into a homogeneous part and a scattering part. Tradition-
ally, the homogeneous field contribution is introduced into the definition of the transition frequency and the only need
is to consider the effect of the scattering part which is non-divergent. Another renormalization method is to average
the Green tensor over the volume of the quantum dot. In this work, a finite element method is proposed to address
this problem. The renormalized dyadic Green function is expressed by the averaged radiation field of a point dipole
source over the quantum dot volume. For the vacuum case, numerical results of the renormalized Green tensor agree well
with the analytical ones. For the nanosphere model, the renormalized scattering Green tensor, which is the difference
between the renormalized Green tensor and the analytical renormalized one in homogeneous space, agrees well with the
analytical scattering Green tensor in the center of the quantum dot. Both of the above models clearly demonstrate
the validity and accuracy of our method. Compared with the previous scattering Green function method where two
different finite element runs are needed for one frequency point, our renormalization method just needs one single run.
This greatly reduces the computation burden. Applying the theory to a gap plasmonic nano-cavity, we find extremely
large modifications for the spontaneous emission rate and the energy level shift which are independent of the size of the
quantum dot. For frequency around the higher order mode of the nano-cavity, spontaneous emission enhancement is
about Γ/Γ0 ≈ 2.02× 106 and the energy level shift is about ∆ ≈ 1000 meV for a dipole moment 24D. These findings are
instructive in the fields of quantum light-matter interactions.

Keywords: finite element method, renormalized Green function, spontaneous emission rate, energy level
shift
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