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表面弹性对含可溶性活性剂垂直液膜排液的影响∗

叶学民 李明兰 张湘珊 李春曦†

(华北电力大学, 电站设备状态监测与控制教育部重点实验室, 保定 071003)

( 2018年 5月 25日收到; 2018年 7月 3日收到修改稿 )

针对含可溶性活性剂的垂直液膜排液过程, 在考虑表面弹性作用的基础上, 采用润滑理论建立了液膜厚
度、表面速度、表面和内部活性剂浓度的演化方程组, 通过数值计算分析了表面弹性和活性剂溶解度耦合作用
下的液膜演化特征. 结果表明: 表面弹性是影响可溶性活性剂垂直液膜排液过程中必不可少的因素. 排液初
期, 随表面弹性增加, 液膜初始厚度增大, 表面更趋于刚性化. 随排液进行, 弹性不同的液膜呈现不同的典型
排液特征: 当弹性较小时, 液膜上部表面张力高, 下部表面张力低, 产生正向的马兰戈尼效应, 与重力作用相
抗衡. 当弹性较大时, 膜上部表面张力低, 下部表面张力高, 产生逆向的马兰戈尼效应, 促使液膜排液加速, 更
易发生失稳. 活性剂溶解度通过控制液膜表面的活性剂分子吸附量, 进而影响表面弹性: 当活性剂溶解度较
大时, 液膜厚度较小, 很快发生破断; 随溶解度降低, 液膜稳定性增加, 初始表面弹性也随之增大, 并随液膜变
薄逐渐接近极限膨胀弹性值.

关键词: 垂直液膜, 可溶性活性剂, 表面弹性, 溶解度, 排液过程
PACS: 47.61.–k, 47.85.mf, 47.61.Fg, 47.55.dk DOI: 10.7498/aps.67.20181020

1 引 言

表面活性剂广泛应用于包括镀膜、磁流体、新

生儿呼吸窘迫综合症表面活性剂替代疗法、泡沫浮

选等工业和生物医学领域 [1−4]. 其分子由亲水的头
部与疏水的尾部组成, 该结构决定了活性剂更倾向
于吸附在液体表面形成活性剂分子单层 [5]. 研究
表明, 由于活性剂分子的结构和特性, 液滴或液膜
中加入活性剂将改变表面张力, 从而改变其表面弹
性 [6].

Gibbs弹性定义为E = dγ/d(lnA), 表征对
外部干扰的 “抵抗”能力. 对于不溶性表面活性
剂, 可忽略液膜表面和内部的活性剂吸附和解
吸附现象 [7]. 当表面发生扰动时, 一定量的活性
剂分子分布在更大的面积, 此时由表面活性剂质
量守恒AΓ = c可得d(lnA) = −d(lnΓ ), 则表面
弹性随表面张力与活性剂浓度而变化, 其定义式

为E = −dγ/d(lnΓ ), 为马兰戈尼 (Marangoni)弹
性 [5]. 自Mysels [8]的开创性工作以来, 多名学者对
含不溶性活性剂的垂直液膜排液进行了研究 [9,10].
Schwartz和Roy [11]在考虑不溶性表面活性剂的情

形下, 结合润滑理论建立了两端固定的垂直液膜排
液模型, 重现了实验中液膜排液过程的诸多特征,
如液膜形状和黑膜的出现等. Seiwert等 [12]通过建

立垂直液膜排液的定常偏微分方程组分析了表面

弹性对提拉液膜厚度的影响, 发现随表面弹性与表
面张力的比值E/γ增大, 提拉膜厚度增加, 并最终
达到恒定值, 此时液膜厚度与Frankel定律一致. 前
期本课题组先后研究了分离压和表面黏度对垂直

液膜排液过程的影响, 指出分离压与表面黏度均可
增加液膜的稳定性 [13], 且表面弹性在排液过程中
也有较大影响. 其后在考虑分离压作用的基础上,
应用润滑理论建立了含不溶性活性剂液膜的排液

模型, 并分析表面弹性对液膜稳定性的影响 [14],
提出排液初期增加表面弹性可提高液膜厚度,
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降低表面速度和促使液体逆流从而减缓排液过程.
对于垂直液膜排液过程, 可溶性活性剂较不溶

性活性剂的应用更广泛 [15]. 当活性剂浓度低于临
界胶束浓度 (critical micelle concentration, CMC)
时, 活性剂分子以单体形式存在于液膜表面和内
部, 且二者间存在吸附和解吸附现象. 已有研究表
明, 活性剂的溶解度和吸附系数均对系统稳定性有
重要影响 [1]. 在数值模拟方面, Lin等 [16]应用广义

的Frumkin模型结合非线性耦合演化方程组对可
溶性表面活性剂液膜稳定性进行研究, 表明随吸
附系数Ks及内部Peclet数的增加, 表面活性剂的
溶解度提高, 致使膜系统变得不稳定. Yiantsios和
Higgins [15]在分析可溶性活性剂薄膜的马兰戈尼

不稳定机制时, 指出当活性剂溶解度较高时系统稳
定性变差. 而实验方面由于活性剂溶解度数据不易
测得, 因此验证不同溶解度的活性剂液膜稳定性较
难. 史东等 [17]研究阴/阳离子表面活性剂复配体系
的物化性能时, 发现当活性剂溶液出现网络结构的
棒状胶束、絮团或沉淀时即达到溶解的饱和值. 罗
娟等 [18]对聚电解质复合物溶解性的研究表明, 随
碳链长度增加, 表面活性剂在水中的溶解度呈下降
趋势. 而Bergeron [19]认为活性剂碳链增加, CMC
值会降低, 即活性剂CMC值在一般情形下与溶解
度具有一致性.

由于不同溶解度影响活性剂在液膜表面的吸

附量, 因此对于弹性的定义更为复杂, 目前已提出
多种见解. Monroy等 [20]认为受液体内部膨胀和

扩散效应的强耦合作用, 表面膨胀模量在可溶性
活性剂溶液中起重要作用, 并用激励毛细波技术
(excited capillary waves technique)测得阳离子表
面活性剂溶液的膨胀黏弹性, 发现膨胀黏弹性随
表面活性剂链长和内部浓度的增加而提高. 当压
缩频率较低时, 表面与内部活性剂总能达到平衡;
频率较高时, 接近不溶性活性剂情形. Lucassen
和Tempel [21]首次提出膨胀弹性与振荡频率和活

性剂浓度的表达式: ε(ω, c) = ε0
1 +Ω

1 + 2Ω + 2Ω2
,

Ω =

√
D

2ω

∂c

∂Γ
, 式中 ε0为振荡频率较高时的膨胀

弹性, 此时表面活性剂表现为不溶性质. Santini
等 [22]采用两种不同振荡液滴张力计测量了较大范

围的频率值对非离子表面活性剂溶液的膨胀黏弹

性的影响, 表明低频时内部活性剂浓度越高, 活性
剂吸附量越大, 将显著降低表面张力梯度, 则表面

弹性越小. 高频时弹性随表面吸附量增加而提高,
与Beneventi等 [23]观点一致.

Georgieva等 [24]通过测量表面张力变化研究

表面膨胀弹性, 提出活性剂为不溶性分子时, Gibbs
弹性为EG = −dγ/d(lnΓ ); 当活性剂可溶时, 用
Gibbs吸附方程可计算表面活性剂浓度与内部浓度
的关系: Γ = − dγ

RT d(ln c)
. Wang和Yong [25,26]利

用薄膜压力平衡 (thin film pressure balance)技术
研究液膜排液稳定性时定义了可溶性活性剂溶液

的表面弹性为E =
4RTΓ 2

c(H + 2dΓ/dc) , 式中R为气

体常数, T为绝对温度, H为液膜厚度. Lucassen-
Reynders等 [7]在测量与Gibbs弹性接近的表面膨
胀模量时, 提出EG与极限膨胀弹性 ε0(不溶性活性
剂弹性)关系式为EG =

2ε0
1 + (h/2)(dc/dΓ )

, 且认

为活性剂浓度较低时, EG接近 ε0, dc/dΓ可变为
c/Γ , ε0随表面活性剂的种类和浓度不同发生改变.

此外, Karakashev和 Ivanova [27]对比了含离

子与非离子型活性剂的薄液膜排液速率, 指出表
面弹性对表面速度的影响较大, 控制液膜表面的
流动性可促使液膜刚性化. Champougny等 [28]用

Langmuir槽法测量了不同浓度 (均高于CMC)的
C12E6活性剂溶液的表面弹性, 表明随活性剂浓度
增加, 弹性值降低, 对应的提拉液膜初始厚度也随
之减小. Seiwert和Cantat [29]假定膜厚方向活性

剂浓度均匀且表面和内部活性剂浓度相互平衡,
在忽略重力情形下, 建立了关于液膜厚度、表面
速度和表面及内部活性剂浓度的定常偏微分方程

组, 分析了活性剂特性对提拉液膜厚度的影响及与
Frankel定律的差别. 发现α (α = rmcCMC/ΓCMC)

较大时, 活性剂溶解度提高, 内部活性剂浓度变得
不可忽略, 表面张力变化较小, 此时可认为表面弹
性E较小, 液膜厚度偏离Frankel定律较多.

综上所述, 表面弹性和溶解度是影响可溶性活
性剂液膜排液过程极其重要的因素, 但由于活性剂
分子在液膜表面与内部的扩散能力以及不同溶解

度活性剂在液膜表面的吸附量对表面张力梯度影

响较大, 使得表面弹性对排液的影响在理论上研究
较为复杂. 前人研究多集中在实验方面, 尚缺乏理
论上的深刻认识. 且对含可溶性活性剂液膜的研究
多为固体基底的液膜, 而非悬垂液膜的排液过程.
为此, 本文在考虑液膜含可溶性活性剂的基础上,
建立垂直液膜排液模型, 分析表面弹性和溶解度对
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排液过程的作用, 揭示垂直液膜排液过程的内在机
理, 进而丰富泡沫稳定性的理论研究.

2 理论模型

图 1为顶端固定, 底端与活性剂溶液池相连的
垂直液膜流动示意图. 可溶性表面活性剂分布在整
个液膜, 假设液体为不可压缩流体, 忽略表面蒸发
对排液过程的影响. 液膜初始厚度为 y = ±h(x, t),
且关于 y = 0对称, 因此只需考虑 y >0一侧液膜演
化过程即可.

D

g

y֒w

x֒u

y/h↼x֒t↽

图 1 垂直液膜排液过程示意图

Fig. 1. Schematic diagram of a vertical film drainage.

2.1 控制方程

控制方程包括连续性方程和运动方程:

ux + wy = 0, (1)

ρ(ut + uux + wuy)

=− px + µ(uxx + uyy) + ρg, (2)

ρ(wt + uwx + wwy)

=− py + µ(wxx + wyy), (3)

式中ρ, p, µ, g分别为液体的密度、压力、动力黏度
和重力加速度; 下角标代表对该变量求偏导 (下同).

边界条件为

y = 0, uy = w = 0. (4)

在自由界面 y = h(x, t)处, 满足动力学边界条
件和应力平衡边界条件:

w = ht + hxu, (5)

n · T · n = 2Hγ + 2H(κs + µs)∇ · υs, (6)

n · T · τ = γs
xτ + (κs + µs)τ · ∇2 · υs, (7)

式中, n和 τ 分别为液膜表面处的单位法向矢

量和切向矢量; T 为应力张量, 其一般形式为
T = −pI + µ(∇υ + ∇υτ ), 其中 I为单位张量;
上标 s代表液膜表面; H和γ分别是液膜表面曲率

和张力; υ = (u,w); κs和µs分别代表液膜表面膨

胀黏度和剪切黏度; ∇和∇2分别代表哈密尔顿算

子和拉普拉斯算子.
为简化模型, 假定表面张力与活性剂浓度为线

性关系 [28], 即

γ = γ0 + ∂Γγ(Γ − Γ0), (8)

式中∂Γ γ为表面张力随活性剂浓度变化曲线的斜

率, γ0为初始表面张力, Γ0为初始活性剂浓度. 定
义表面弹性E = −Γ0∂Γγ, 则 (8)式可变为

γ = γ0 − E

(
Γ − Γ0

Γ0

)
. (9)

因考虑可溶性活性剂且浓度远低于CMC, 则
表面弹性与极限膨胀弹性 ε关系为 [5−7]

E =
ε

1 + (h/2)(c/Γ )
, (10)

表面和内部活性剂浓度的控制方程为

Γt + (Γus
x) = DsΓxx + JΓc, (11)

ct + ucx + wcy = Db(cxx + cyy), (12)

JΓc = k1c
s − k2Γ, (13)

式中Γ 和 c分别为液膜表面和内部活性剂浓度,
JΓc为吸附通量, k1和 k2分别为吸附率和解吸附

率, Ds和Db为表面和内部扩散系数, cs为运动到

表面处的内部活性剂分子浓度.

2.2 无量纲化

采用如下无量纲变换式, 上标 “∧ ”表示无量纲
变量:

(x, y, h) = l(x̂, δŷ, δĥ), (u,w) = U(û, δŵ),

t =
l

U
t̂, p =

µU

δ2l
p̂, Γ = Γ0Γ̂ , γ = γ0γ̂,

(E, ε) =
µU

δ
(Ê, ε̂), (κs + µs) =

µU/h0

U/l2
Ŝ,

c =
Γ0

βh0
ĉ =

k2Γ0

k1
ĉ, Ks =

k2l

U
, (14)

式中, δ = h0/l ≪ 1, 满足润滑理论; h0为初始液

膜厚度; l为动态弯月面长度; D为弯月面半径, 且
满足 l = (h0D

2)1/3; β为难溶性系数, β → 0, 活
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性剂高度可溶, β → ∞, 接近不溶状态; 特征速度
U = ρgh2

0/µ.
将 (14)式代入 (1)—(13)式中进行无量纲化,

结合润滑理论略去二阶小量. 由连续性方程和运动
方程可得

ûx̂ + ŵŷ = 0, (15)

0 = −p̂x̂ + ûŷŷ + 1, (16)

0 = −p̂ŷ. (17)

由运动学边界条件和应力平衡边界条件可得

ŵ = ĥt̂ + ĥx̂û, (18)

− p̂ = ĥx̂x̂, (19)

ûŷ = −ÊΓ̂x̂ + Ŝûx̂x̂. (20)

由可溶性活性剂表面弹性和极限膨胀弹性关系

式可得

Ê =
ε̂

1 + (ĥ/2)(ĉ/βΓ̂ )
. (21)

由表面和内部活性剂浓度可得

Γ̂t̂ + (Γ̂ û)x̂ =
1

Pe
Γ̂x̂x̂ +Ks(ĉ− Γ̂ ), (22)

ĉt̂ + ûĉx̂ + ŵĉŷ =
1

Peb

(
ĉx̂x̂ +

1

δ2
ĉŷŷ

)
. (23)

对内部活性剂浓度, 假设活性剂在垂直流动方
向上扩散速度很快 [30], 即该方向浓度几乎无变化,
可将 c分解为平均量 c1和很小扰动量 c2, 采用截面
平均法, 可得

ĉ1t̂ + ûĉ1x̂

=
1

ĥPeb
(ĥx̂ĉ1x̂ + ĥĉ0x̂x̂)−

β

h
(ĉ1 − Γ̂ ). (24)

经推导可得液膜厚度 ĥ, 液膜表面速度 û, 表面活性
剂浓度 Γ̂和内部活性剂浓度 ĉ1的偏微分演化方程

组为 (为描述方便, 省略上标 “ ∧ ”和下角标 “1”) :

ht +

[
hus

2
+

1

12
h3(hxxx + 1)

]
x

= 0, (25)

Sus
xx − ε

1 + (h/2)(c/βΓ )
Γx +

1

2
(hxxx + 1)h

− us

h
= 0, (26)

Γt + (Γus)x =
1

Pe
Γxx +Ks(c− Γ ), (27)

ct +

[
1

12
(hxxx + 1)h2 +

us

2

]
cx

=
1

hPeb (hxcx + hcxx)−
β

h
(c− Γ ), (28)

式中 ε和β分别代表表面弹性和溶解度的影响, 即
排液过程将受上述因素的影响或控制. 将 (25)式去
掉非定常项ht和重力项 (1/12h3)x, (26)式中去掉
重力项1/2h后,并将β设置为无穷大,吸附系数Ks

设置为 0, 即可简化成Seiwert等 [12]所给不溶性活

性剂垂直液膜排液模型. 若只将β设置为无穷大,
吸附系数Ks设置为0, 也可简化为本课题组前期提
出的不溶性活性剂垂直液膜排液模型 [14]. (27)式
中Ks(c − Γ )为无量纲活性剂吸附通量, 下文中用
JΓc表示.

2.3 边界条件

液膜顶端 (x = 0)固定在框架上, 液膜厚度恒
定, 且无液体流动,

h(0, t) = 1, us(0, t) = 0. (29)

液膜底端 (x = L)与液池相连接, 并形成弯月
面, 由Young-Laplace方程 [31]可知, 该处液膜厚度
的一阶及二阶导数满足

hx(L, t) = 10,

hxx(L, t) = {2[δ−1 − hx(1 + δ2h2
x)

−1/2]

× (1 + δ2h2
x)

3}1/2. (30)

顶端无表面活性剂流动,

Γx(0, t) = cx(0, t) = 0. (31)

2.4 初始条件

液膜厚度和活性剂浓度初始条件为

h(x, 0) =g0 + (g1 − g0)x/L,

0 6 x 6 L, (32)

Γ (x, 0) =c(x, 0) = m0 + (m1 −m0)x/L,

0 6 x 6 L, (33)

式中m0 = 0.5, m1 = 1.0.

3 数值模拟

采用FreeFem程序求解演化方程组 (25)—
(28)式, 根据液膜流动尺度选取 0 < x < 37.5 的一
维区域, 在满足精度和效率的前提下, 将计算域划
分为100个均匀网格参照文献 [9, 28, 32], 文中所取
参数和范围如表 1所列, 下文模拟中无量纲参数的
选取均以此为基础.
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表 1 典型尺度及无量纲参数范围

Table 1. Typical scale and dimensionless parameters in experiments.

有量纲参数 符号 典型值或范围 无量纲参数 定义 取值

动态弯月面长度 l 0.036 mm (0.01—0.5 mm) 小量 δ = h0/l 0.028

初始液膜厚度 h0 1 µm (0—100 µm) 内部Pelect数 Peb = Ul/Db 0.03—300

极限膨胀弹性 ε 0—1000 mN/m 极限膨胀弹性 ε̂ = εδ/(µU) 0—3000

动力黏度 µ 10 mPa·s 难溶性系数 β = k1/(k2h0) 0.1—100

流速 U 0.77 mm/s (0.24—1.8 mm/s) 吸附系数 Ks = k2l/U 0.01—100

4 模拟结果与分析

本文考虑表面弹性对可溶性活性剂垂直液膜

排液过程的影响, 且 (21)式表明表面弹性由液膜厚
度、极限膨胀弹性、溶解度和浓度控制. 由此, 溶解
度和极限膨胀弹性在垂直液膜排液过程中的耦合

作用不可或缺, 下文首先对不同溶解度的液膜进行
分析, 然后再考虑一般溶解度时极限膨胀弹性对排
液的影响.

4.1 溶解度对垂直液膜排液的影响

本节首先给出难溶性系数β = 20, 吸附系数
Ks = 1, 极限膨胀弹性 ε = 10, 表面和内部Pelect
数分别取Pe = 100, Peb = 100的液膜排液演化特
征. 然后分析β取不同值时溶解度对液膜排液影

响, 如无特殊说明其余参数保持不变.
图 2为难溶性系数β = 20, 吸附系数Ks = 1

时 (活性剂溶解度较低, 表面与内部活性剂浓度较
快达到平衡)的垂直液膜排液特征. 排液初期, 由
于重力作用较大, 液膜迅速变薄 (图 2 (a)), 并产生
4个排液特征区: 1) 液膜顶端固定在固体线框, 且
满足Young-Laplace方程 [31], 由此产生一弯月面;
2) 中间区域液膜较平滑, 曲率几乎为零; 3) 在液
膜底端, 液体在重力、表面张力及毛细抽吸等相
互作用下发生振荡而产生毛细波 [33]; 4) 与液池
相连处同样形成一弯月面. 此时表面速度较大
(图 2 (b)), 流体带动表面活性剂流向底端 (图 2 (c)
和图 2 (d)). t = 1时, 活性剂在液膜表面的底部囤
积, 并在x = 30以下发生活性剂解吸附现象, 而上
部由于活性剂浓度降低, 液膜内部活性剂吸附到表
面, 促使液膜表面和内部活性剂浓度再次达到平衡

(图 2 (e)). 活性剂重新分布致使液膜上部表面张力
大, 下部表面张力小, 由此产生与重力相反的马兰
戈尼效应. 随演化进行, 马兰戈尼效应逐渐增强,
表面速度不断降低, 并在 t = 10时出现表面速度停
滞点 (图 2 (b)). 停滞点下部, 马兰戈尼效应强于重
力作用, 表面速度为负值, 出现逆流现象, 停滞点上
部重力仍占主要作用. 而在 t = 100时, 几乎整个液
膜表面速度均为负值. Langevin [6]指出对于含可

溶性表面活性剂的液膜排液过程, 较薄液膜比较厚
液膜的弹性更大, 这与图 2 (f)中的特征一致.

为进一步研究具有不同溶解度的表面活性剂

的液膜演化特征, 图 3和图 4显示了β = 1, 10, 20
时在典型时刻下的液膜厚度和表面速度. β = 1时,
活性剂溶解度较高, 液膜排液最快; β = 10和 20
时, 液膜更易发生逆流, 液膜存续时间较长. 图 5为
β = 1, 10, 20时表面弹性随时间的变化, 液膜排液
初期 (t 61), 表面弹性几乎保持不变, 活性剂溶解
度越低, 初始表面弹性值越大. 随排液进行, 弹性
均逐渐增大并最终无限接近极限膨胀弹性值 ε. 由
上述可知, β值增加, 活性剂溶解度降低, 初始表面
弹性和液膜厚度随之增大, 表面速度降低, 液膜稳
定性提高.

Saulnier等 [34]选用两种非离子表面活性剂

C12E6和β-C12G2进行垂直液膜排液实验, 并验
证两种活性剂溶液产生的薄膜稳定性. 结

果表明, 在毛细数为 10−6—10−4范围内, 两种
活性剂薄膜排液时间相差无几, 但破裂前
C12E6薄膜厚度为 80 nm, β-C12G2薄膜厚度为

20 nm. Angarska等 [35]同样研究了C12E6和β-
C12G2不同比例时混合溶液产生泡沫膜的稳定

性, 表明在 1 CMC浓度, 薄膜半径为 0.05 mm限
定范围内, β-C12G2 : C12E6 = 50 : 1配比时的泡沫
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图 2 液膜排液特征 (a)液膜厚度; (b)表面速度; (c) 表面活性剂浓度; (d)内部活性剂浓度; (e)吸附通量; (f)表面弹性
Fig. 2. Characteristics of film drainage: (a) Film thickness; (b) surface velocity; (c) surfactant concentration at the
surface; (d) surfactant concentration in the film; (e) the adsorption-desorption flux; (f) surface elasticity.
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图 3 不同 β值时初期和后期液膜厚度对比

Fig. 3. Film thickness at the early and late stages of evolution at different β values.
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Fig. 4. Film velocity at the early and late stages of evolution at different β values.
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图 5 不同 β值时最大表面弹性的变化

Fig. 5. Variation of maximum elasticity at different β

values.

变薄速率α (lnh = lnh0 − αt)为 0.036 m/s, 而β-
C12G2 : C12E6 = 1 : 1时变薄速率为 0.028 m/s.
由表 2可知C12E6和β-C12G2的难溶度数据分别

为 0.1和 0.0018 m, 即C12E6较β-C12G2更难溶于

水, 两实验均证实含C12E6的薄膜比含β-C12G2的

更稳定. 另外, Santini等 [22]通过实验证实了含

β-C12G2比含C10E4的泡沫膜更稳定, 即活性剂溶
解度降低, 系统稳定性提高. Bergeron [19]用开放

型探针和HBM型传感器测得阳离子表面活性剂
CnTAB, n = 10, 12, 14时CMC值分别为 70, 20,
4 mmol/L, 通过测得的表面张力和活性剂浓度关
系计算表面弹性分别为 45, 47, 61 mN/m, 并测量
其对应的分离压. 结果表明碳链长度增加有利于提
高系统稳定性, 活性剂CMC与溶解度具有良好的
一致性 [17,18,36,37], 进一步证实了随活性剂溶解度
降低, 初始表面弹性增大、系统稳定性提高, 并与本
文所得结论一致.

表 2 某些非离子活性剂的吸附速率参数

Table 2. Adsorption rate parameters of some nonionic surfactants.

活性剂
Γ∞

/mol·m−2

Adsorption
coefficient

ζ/m3·mol−1·s−1

Adsorption
rate constant

k1 = ζΓ∞/m·s−1

Desorption
coefficient
k2 = α/s−1

表面活性

α/ζ/mol·m−3

计算所得

难溶度

数据/m
文献

C12E4 4.66× 10−6 30 14× 10−5 1056× 10−5 0.013∗ Kumar等 [38]

C12E6 3.48× 10−6 4.0 1.4× 10−5 14.0× 10−5 0.1∗

C12E8 2.67× 10−6 12 3.2× 10−5 29× 10−5 0.11∗

C10E8
1.804× 10−10

mol/cm2

4.2× 106

cm3/(mol·s)
5.5× 10−4 0.0138∗ Hsu等 [39]

C10E4 3.85× 10−6 3.57× 10−3 0.00107# Santini等 [22]

β-C12G2 5× 10−6 2.78× 10−3 0.0018#

注: *表示数据由 k1/k2计算得到; #表示数据由 Γ∞/(α/ζ) 计算得到.

4.2 极限膨胀弹性对垂直液膜排液影响

本节首先给出难溶性系数β = 1, 吸附系数
Ks = 1, 极限膨胀弹性 ε = 10, 表面和内部Pelect
数分别取Pe = 100, Peb = 100的液膜排液演

化特征. 然后分析 ε取不同值时, 极限膨胀弹性
对液膜排液影响, 如无特殊说明其余参数保持
不变.

图 6给出了极限膨胀弹性 ε = 10时的排液演
化过程. 演化初期, 表面速度较大, 流体在重力作
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用下迅速向下排液, 并带动活性剂流向底端, 形
成的表面张力梯度产生马兰戈尼效应将弱化重力

作用, 使表面速度不断减小, 液膜逐渐达到刚性化
(图 6 (b)). t = 1时, 液膜中上部分表面活性剂浓度
低于内部浓度, 内部活性剂分子吸附到表面, 吸附
通量为正值. 而底部浓度分别为Γ = 5.6, c = 1.4,
活性剂分子在表面的囤积促使活性剂解吸附现象

发生, 此时吸附通量为负值 (图 6 (e)). 活性剂分子
在内部与表面的交换和内部流体携活性剂汇入液

池的协同作用使活性剂浓度及其梯度不断降低, 因
而马兰戈尼效应弱于重力作用, 活性剂几乎无法发
生逆流现象. 表面弹性E随排液进行不断增大, 但
因溶解度略高, 其值始终低于β = 20时的弹性值
(图 6 (f)和图 2 (f)).

  10 15

h









x

t/

t/

t/

t/

t/

t/

(a)

ε=10

0 5 10 15

us

0

10

20

30

x

(b)

    4 5 6

Γ









x

(c)

0 1 2 3 4

c

0

10

20

30

x

(d)

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

JΓc

0 2 4 6 8 10 12

E

(f)

0

10

20

30

x

(e)

0

10

20

30

x

图 6 液膜排液特征 (a)液膜厚度; (b)表面速度; (c) 表面活性剂浓度; (d)内部活性剂浓度; (e)吸附通量; (f)表面弹性
Fig. 6. Characteristics of film drainage: (a) Film thickness; (b) surface velocity; (c) surfactant concentration at the surface;
(d) surfactant concentration in the film; (e) the adsorption-desorption flux; (f) surface elasticity.

图 7为不同位置处的液膜厚度演化特征. 从
图 7可看出, 初期排液较快, 在表面达到刚性化后,
液膜上部出现黑膜, 厚度几乎不再发生变化, 并随
时间不断向下延伸. Berg等 [40]将线粗 4 mm的金
属框以 1.6 mm/s的速度从含有 2% 十二烷基硫酸

钠 (sodium dodecyl sulfate, SDS)和 4%甘油的混
合溶液池提出, 并测量提拉膜中间部位的液膜厚
度. 用本文 (14)式对其实验所得随时间演化的液
膜厚度进行无量纲化, 并与本文模拟结果进行对比
(如图 7 (b)所示). 实验所得排液时间无量纲化为
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1.2 × 103, 与本文排液时间保持在同一个量级, 且
实验值与模拟结果变化趋势相同, 但实验所得黑膜
厚度较小. 其原因之一是实际液膜排液时黑膜厚度
h∗与初始厚度h0比值过小, 如按真实比例选取 δ,
则计算过程耗时过长, 因此模拟中对无量纲液膜厚
度进行了适度放大.
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(b)

图 7 特征位置处液膜厚度演化过程

Fig. 7. Evolution of film thickness at typical position.

由图 8可知, 随 ε值增大, 液膜表面弹性也随
之增加, 即不同 ε值的液膜排液特征与表面弹性对

液膜排液的影响具有一致性. 为进一步研究表面
弹性对可溶性活性剂液膜排液过程的影响, 图 9和
图 10显示了极限膨胀弹性 ε取值不同时在典型时

刻下的液膜厚度和表面速度. 由图 9可知, t = 10
时, 与 ε = 1, 10, 100, 1000相对应的液膜厚度依次
增加, 表面速度依次降低; 且 ε = 100, 1000情形下
的液膜出现逆流现象, 弹性值越大, 逆流现象越明
显. 在 t = 100前液膜始终保持随 ε增大, 厚度增
加、表面速度降低的特征. 此时弹性较小的液膜流
动性更强, 表面活性剂迅速流向底端, 活性剂吸附
和解吸附现象更明显 (图 11 (a)和图 12 (a)).
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图 8 不同极限膨胀弹性值时液膜表面弹性对比

Fig. 8. Surface elasticity of evolution at different ε

values.

而当 t >100时, 液膜排液便不再遵循上述规
律. 此时较大弹性 (ε = 100, 1000)与较小弹性
(ε = 1, 10)的液膜具有不同的排液特征: 弹性较
小时, 液膜始终未发生逆流. 当 t = 500, x > 30
时, ε = 10的液膜表面活性剂浓度及梯度均较
大 (图 11 (b)), 正向的马兰戈尼效应略强, 此时
液膜厚度较 ε = 1更厚 (图 9 (d)), 表面速度较小
(图 10 (d)). x < 30时, ε = 10的液膜表面活性剂
浓度梯度与上部相反, 因而表面速度略大于 ε = 1

的液膜表面, 液膜厚度在x = 30附近出现较大差
值. 而当弹性较大时, 排液后期液膜上部活性剂吸
附现象更明显 (图 12 (b)). 此时由于上部活性剂分
子从液膜内部吸附至表面, 底部活性剂分子由表面
解吸附至内部, 致使液膜上部活性剂浓度较高, 下
部较低 (图 11 (d)), 产生逆向的马兰戈尼效应, 促使
液膜向下排液. 此时, ε = 100, 1000比 ε = 1, 10
排液速率更快, 液膜更薄 (图 9 (d)和图 10 (d)). 因
ε = 1000比 ε = 100的液膜浓度低, 表面吸附量较
少, 液膜排液更为迅速. 由此可知排液初期随表面
弹性增加, 液膜厚度增大, 流动性减弱; 但排液后期
较大弹性值的液膜因产生逆向的马兰戈尼效应, 排
液更快, 液膜稳定性降低.

Langevin [6]指出含可溶性活性剂的较薄液膜

比较厚液膜的弹性更大, 且对扰动的阻力更小, 与
不溶性活性剂特征相反. Karakashev和Nguyen[41]

用Scheludko电池装置对不同浓度的SDS (CMC
为7.5 mmol/L)和十二烷醇 (dodecanol) 的混合溶液
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图 9 不同极限膨胀弹性值时液膜厚度演化过程

Fig. 9. Film thickness of evolution at different ε values.
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图 10 不同极限膨胀弹性值时表面速度演化过程

Fig. 10. Surface velocity of evolution at different ε values.
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产生的水平薄液膜进行排液实验, 并通过测量表
面活性剂吸附量计算表面张力与表面弹性. 发现
3.5 mmol/L SDS+10 mg dodecanol和 7 mmol/L
SDS + 20 mg dodecanol的液膜表面弹性分别为
52.1和 81.6 mN/m, 排液进行到第 12 s时, 前者
液膜厚度约为 29 nm, 后者液膜厚度约为 30 nm,
而后期液膜分别于 27和 23 s破裂, 破裂前的厚度
为 22和 17 nm. Wang和Yoon [25]分别将加入 5 ×

10−5 mmol/L的NaCl的甲基异丁基甲醇 (MIBC)
和聚丙二醇 (PPG-400)的容量瓶摇动后产生大量
泡沫. 并通过测量表面活性剂浓度和临界液膜厚度
计算弹性值. 发现当表面张力为63 mN/m时, 二者
的表面弹性分别为12和200 mN/m, 平衡时液膜厚
度为 110和 100 nm, 泡沫存续时间分别为 7和 3 s,
进一步证实了可溶性活性剂弹性越大, 排液后期液
膜更容易失稳, 这与图 9呈现的特征一致.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Γ

0

10

20

30

x

t/

(a)

0 0.05 0.10 0.15 0.20

Γ

0

10

20

30

x

t/

(b)

ε=1

ε=10

ε=100

ε=1000

图 11 不同极限膨胀弹性值时初期和后期表面活性剂浓度对比

Fig. 11. Surfactant concentration at the early and late stages of evolution at different ε values.
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图 12 不同极限膨胀弹性值时初期和后期吸附通量对比

Fig. 12. Adsorption-desorption flux at the early and late stages of evolution at different ε values.
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图 13 ε = 10时可溶性活性剂与不溶性活性剂对比 (a) 液膜厚度; (b)表面速度
Fig. 13. Evolution of soluble surfactant and insoluble surfactant film at ε = 10: (a) Film thickness; (b) surface
velocity.
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因前人所用实验方法及弹性计算公式各不相

同, 且实验中所用不同活性剂特性有很大差别, 如
活性剂分子结构、活性剂分子质量及单分子面积、

亲水亲油基种类等均对液膜稳定性有显著影响, 由
此本文模拟结果只与部分实验结果定性一致.

图 13对比了含可溶性活性剂与不溶性活性剂
两种情形下的液膜厚度与表面速度. 由图 13可知,
在整个排液过程中含可溶性活性剂的液膜厚度较

含不溶性的液膜厚度更小, 表面速度更大, 并在后
期形成的黑膜更薄, 且几乎不发生逆流现象. 上述
特征与Lin等 [16]所得的可溶性活性剂液膜更容易

失稳结论一致.

5 结 论

表面弹性是影响可溶性活性剂垂直液膜排液

过程中必不可少的因素. 排液初期, 随表面弹性增
加, 液膜初始厚度增大, 表面更趋于刚性化. 随排
液进行, 较大弹性的液膜与较小弹性的液膜具有不
同的排液特征: 当弹性较小时, 活性剂分布使液膜
上部表面张力较大, 下部表面张力较小, 产生正向
的马兰戈尼效应, 与重力作用相抗衡, 抑制液膜排
液. 当弹性较大时, 由于液膜上部活性剂吸附到表
面与液膜下部表面活性剂解吸附到内部的协同作

用增强, 液膜下部表面张力较大, 上部表面张力较
小, 产生逆向的马兰戈尼效应, 促使液膜排液加速,
液膜厚度变薄, 更易发生失稳.

可溶性活性剂的溶解度不同致使液膜表面的

活性剂分子吸附量有显著差异, 活性剂吸附量以及
在液膜表面的分布不同产生不同的表面张力梯度,
进而影响表面弹性. 当活性剂溶解度较大 (β → 0)
时, 液膜极不稳定, 很快发生破断. 随溶解度降低
(β增大), 液膜稳定性增加, 表面速度降低, 且更易
发生逆流, 液膜表面更倾向于刚性化. 初始表面弹
性也随之增加, 并随液膜变薄逐渐接近极限膨胀弹
性值.
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Effect of surface elasticity on drainage process of vertical
liquid film with soluble surfactant∗
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Abstract
The aim of the present paper is to investigate the gravity-driven draining process containing soluble surfactant when

considering the coupling effects of surface elasticity and surfactant solubility. A nonlinear coupling evolution equation
including liquid film thickness, surface velocity and surfactant concentration (both on the surface and in the bulk) is
established based on the lubrication theory. Assuming that the top of liquid film is attached to the wireframe and the
bottom is connected to a reservoir, the drainage evolution is simulated with the software called FreeFem. The effects
of surface elasticity and solubility on liquid film draining are discussed under their coupling. The simulation results
show that the surface elasticity is an indispensable factor in the process of liquid film drainage with soluble surfactant,
and the surfactant solubility also has an important influence on the process. At the initial stage of liquid draining, the
initial thickness of liquid film increases with increasing surface elasticity, and the surface tends to be more rigid; with the
drainage proceeding, the liquid film with high and low elasticity illustrate different notable draining features: in the case
of low surface elasticity, the distribution of surfactant forms a surface tension gradient from top to bottom on the film
surface, leading to positive Marangoni effect that counteracts gravity. However, in the case of high elasticity, the film
surface presents a surface tension gradient from bottom to top, resulting in a reverse Marangoni effect, which accelerates
the draining and makes the film more susceptible to instability. The solubility of surfactant dominates the number of
adsorbent molecules on the film surface, which affects the surface elasticity. When the solubility of the surfactant is great
(β → 0), the film is extremely unstable, and it breaks down quickly. As the solubility decreases (namely, β increases),
the stability of the film increases, and the initial surface elasticity also rises. The surface elasticity gradually approaches
to the limiting dilational elasticity modulus due to the film being thinner.

Keywords: vertical film, soluble surfactant, surface elasticity, solubility, drainage process
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