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和Hamilton-Jacobi方法类似, Vujanović场方法把求解常微分方程组特解的问题转化为寻找一个一阶
拟线性偏微分方程 (基本偏微分方程)完全解的问题, 但Vujanović场方法依赖于求出基本偏微分方程的完
全解, 而这通常是困难的, 这就极大地限制了场方法的应用. 本文将求解常微分方程组特解的Vujanović场
方法改进为寻找动力学系统运动方程第一积分的场方法, 并将这种方法应用于一阶线性非完整约束系统
Riemann-Cartan位形空间运动方程的积分问题中. 改进后的场方法指出, 只要找到基本偏微分方程的包含m

(m 6 n, n为基本偏微分方程中自变量的数目)个任意常数的解, 就可以由此找到系统m个第一积分. 特殊
情况下, 如果能够求出基本偏微分方程的完全解 (完全解是m = n时的特例), 那么就可以由此找到系统全部
第一积分, 从而完全确定系统的运动. Vujanović场方法等价于这种特殊情况.

关键词: 场方法, 第一积分, Riemann-Cartan空间, 非完整约束系统
PACS: 45.20.Jj, 02.40.Yy DOI: 10.7498/aps.67.20171583

1 引 言

Hamilton-Jacobi方法是求解Hamilton正则方
程的重要方法, 其特点之一是把求解常微分方程
组通解的问题转化为寻找一个一阶非线性偏微分

方程 (Hamilton-Jacobi方程)完全解的问题. 经典
Hamilton-Jacobi方法本质上体现了完整保守系统
Hamilton正则方程与Hamilton-Jacobi方程特征曲
线之间的关系, 因而被广泛应用于经典力学、几何
光学、流体力学、粒子物理、广义相对论、量子力

学、宇宙学、最优控制、化学等诸多研究领域. 但由
于存在非常严苛的限制, 经典Hamilton-Jacobi方

法很难直接推广至非完整或非保守系统中 [1]. 20
世纪 80年代, 南斯拉夫学者Vujanović [2−4]提出了

用于处理完整非保守问题的场方法, 和Hamilton-
Jacobi方法类似, 这种方法把求解常微分方程组
满足初始条件特解的问题转化为寻找一个一阶拟

线性偏微分方程 (基本偏微分方程)完全解的问题.
由于没有像Hamilton-Jacobi方法那样强的限制条
件, Vujanović场方法很快被推广至非完整系统、
Birkhoff系统和可控力学系统等诸多研究领域中,
取得了一系列重要研究成果 [5−19]. 但Vujanović
场方法在实际应用中仍然存在一个基本困难, 即
Vujanović场方法依赖于求出基本偏微分方程的完
全解, 而这通常是很困难的.
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本文把Vujanović场方法改进为寻找动力学系
统第一积分的场方法. 改进后的场方法只要能够
找到基本偏微分方程的包含若干个任意常数的解

(完全解是此类解中包含有最多数目任意常数的特
例), 那么就可以由此找到系统若干个第一积分. 特
殊地, 如果能够求出基本偏微分方程的完全解, 那
么就可以由此找到系统全部第一积分, 从而完全确
定系统的运动, Vujanović场方法等价于这种特殊
情况.

然后本文使用改进后的场方法来积分

Riemann-Cartan空间中的运动方程. 在我们已
有的研究中已经指出 [20−24], 对一些比较复杂的
一阶线性定常齐次非完整约束系统, 可以先用一
阶线性非完整映射把系统的位形空间约化为低维

Riemann-Cartan空间, 从而使问题得以简化. 本文
简要介绍了用一阶线性非完整映射构造非完整约

束系统在Riemann-Cartan位形空间中运动方程的
方法, 然后用改进后的场方法就有可能找到系统的
若干个第一积分.

2 场方法及其改进

Vujanović场方法指出, 对于描述力学系统运
动的形如

ẋi = ui(xj , t) (i, j = 1, 2, · · · , n) (1)

的常微分方程组, 如果把x1看作是其他xi和时间 t

的函数, 那么就可以构造出形如
∂x1

∂t
+

∂x1

∂xr
ẋr − u1(xj , t) = 0

(r = 2, · · · , n) (2)

的基本偏微分方程. 如果能够找到基本偏微分方
程 (2)的一个完全解

x1 = u(t, xr, Ci)

(r = 2, · · · , n; i = 1, 2, · · · , n), (3)

其中Ci为任意常数, 并将初始条件

xi(0) = xi0 (i = 1, 2, · · · , n) (4)

代入完全解 (3)中求出其中任意一个常数, 例如C1,
代回完全解 (3), 得到

x1 = x1(t, xr, CA, xi0)

(A, r = 2, · · · , n; i = 1, 2, · · · , n), (5)

那么将 (5)式和 (n− 1)个代数方程

x1(t, xr, CA, xi0)

∂CA
= 0

(A, r = 2, · · · , n; i = 1, 2, · · · , n) (6)

联立后解出全部xi就可得到常微分方程组 (1)的满
足初始条件的特解.

可以将上述求常微分方程组特解的场方法改

进为寻找力学系统第一积分的如下命题.
命题1 对描述力学系统运动的形如 (1)式的

常微分方程组, 如果把x1看作是其他xi和时间 t

的函数, 就可以构造出形如 (2)式的基本偏微分方
程. 如果能够找到基本偏微分方程的一个包含m

(m 6 n)个独立的任意常数CB 的解

x1 = u(t, xr, CB)

(r = 2, · · · , n; B = 1, 2, · · · ,m), (7)

则只需将该解中任意 (m − 1)个常数固定, 就可以
得到系统的一个第一积分; 重复这一操作, 分别将
该解中不同的 (m − 1)个常数固定, 即可得到系统
如下m个独立的第一积分:

x1 = uα(t, x
r, CB)

(r = 2, · · · , n; α,B = 1, 2, · · · ,m), (8)

其中, 每一个第一积分中除Cα外其他CB都固定.
特别地, 如果解 (7)是基本偏微分方程的一个完全
解, 即m = n, 那么用上述方法就可以得到系统的
全部n个独立的第一积分, 并可由此完全确定系统
满足初始条件的特解.

要想证明命题 1, 首先注意到把解 (7)中任意
(m − 1)个常数固定, 所得结果 (即 (8)式中的任意
一个)包含一个任意常数, 且仍然是基本偏微分方
程的解, 因而一定满足描述系统运动的微分方程
组 (1), 因此 (8)式中的任意一个等式都是系统的一
个第一积分. 再考虑到解 (7)中常数CB的独立性,
即可知 (8)式中的m个等式是相互独立的. 综上可
知 (8)式是系统m个独立的第一积分. 证毕.

命题 1扩展了场方法的适用范围. 如果试图用
Vujanović场方法直接求出系统满足初始条件的特
解, 则必须要找到基本偏微分方程 (2)的包含n个

独立的任意常数的完全解, 对大多数问题而言这是
一件非常困难的任务; 在很多情况下, 虽然不能找
到完全解, 但却有可能找到基本偏微分方程 (2)的
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包含m (m 6 n)个独立的任意常数的解, 此时根据
命题1就可以得到系统m个独立的第一积分.

例1 Chaplygin雪橇的惯性运动 [5].
系统的Lagrange函数和约束方程分别为

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
kφ̇2, ẏ = ẋ tanφ, (9)

令 q1 = x, q2 = φ, q3 = y, 可得系统Chaplygin方
程的显式表达为

q̈1 + tan(q2) · q̇1q̇2 = 0, q̈2 = 0. (10)

令x1 = q1, x2 = q2, x3 = q̇1, x4 = q̇2, 则由
(10)式可得

ẋ1 = x3, ẋ2 = x4,

ẋ3 = − tan(x2)x3x4, ẋ4 = 0, (11)

考虑到初始条件

xα(0) = xα0 (α = 1, 2, 3, 4), (12)

容易求出

x4 = x40, x2 = x20 + x40t. (13)

代入 (11)式的第一和第三式可得

ẋ1 = x3, ẋ3 = − tan(x20 + x40t)x40x
3. (14)

令x1 = u(t, x3), 则与 (14)式对应的基本偏微分
方程为

∂u

∂t
+

∂u

∂x3
[− tan(x20 + x40t)x40x

3]− x3 = 0.

(15)

该基本偏微分方程的一个通解为

x1 = c1+

(
c2

cos(x20+x40t)
+

tan(x20+x40t)

x40

)
x3,

(16)

其中 c1和 c2为任意常数. 依次固定 c1和 c2, 例如分
别取 c1和 c2为零, 即可得到如下两个第一积分:

x1 =

(
c2

cos(x20 + x40t)
+

tan(x20 + x40t)

x40

)
x3,

(17)

x1 = c1 +
tan(x20 + x40t)

x40
x3. (18)

由此即可直接解出

x1 =
c1 sin(x20 + x40t)

c2x40
+ 1,

x3 =
c1 cos(x20 + x40t)

c2
. (19)

可以验证 (19)式确实是 (14)式的通解, 利用初始
条件确定常数 c1和 c2后即得满足初始条件的特解,
所得结果和文献 [5]中的结果一致.

例2 沿x轴做一维运动的质点, 所受非保守

力为− t

x

dx
dt +

1

x

(
dx
dt

)2

+ 1, 求质点的运动.

质点的运动方程为

d2x

dt2 +
t

x

dx
dt − 1

x

(
dx
dt

)2

− 1 = 0, (20)

这是一个非线性非齐次二阶常微分方程, 按照通常
的方法很难直接求出其通解.

用场方法求解, 设u =
dx
dt = u(x, t), 代入

(20)式可得基本偏微分方程
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

tu

x
− u2

x
− 1 = 0. (21)

我们无法求出该基本偏微分方程的完全解, 但容
易验证

u = c1x+ t (22)

是 (21)式的包含一个任意常数的解. 根据命题 1,
该解就是系统的一个第一积分, 所以有

dx
dt = c1x+ t. (23)

由此可得

x = c2 ec1 t − t

c1
− 1

c21
. (24)

3 场方法在积分Riemann-Cartan空间
中运动方程中的应用

本节中所有 i, j, k = 1, 2, · · · , n; µ, ν, σ, π =

1, 2, · · · ,m; α, β, γ = 2, · · · ,m; m < n.
对于受到 (n−m)个一阶线性定常齐次非完整

约束的系统, 从它的n维欧式位形空间 [X]出发, 利
用一个隐含非完整约束的不可积一阶线性映射

ẋi = biµω
µ, (25)

可以把位形空间 [X]映射为一个有挠率的
Riemann-Cartan空间 [Π], 其中 ẋi为系统在位形

空间 [X]中的速度, ωµ为由映射 (25)所定义的系统
的一个准速度. 由映射 (25)可以计算出Riemann-
Cartan空间 [Π]的度规和联络分别为

gµν = δijb
i
µb

j
ν , (26)

Γσ
µν = gσπδijb

i
πb

j
µ,ν . (27)
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描述系统运动的运动方程为

Dωµ

dt = ω̇µ + Γµ
νσω

νωσ = gµνbiνFi, (28)

其中Fi为系统所受外力. 将 (25)和 (28)式联立, 就
得到了由 (n+m)个方程所构成的Riemann-Cartan
空间 [Π]中描述系统运动的完备的一阶常微分方
程组.

用场方法求解上述常微分方程组, 需要将
(n + m)个变量 ẋi和ωµ中的一个, 例如ω1, 看作
是依赖于其他变量和时间 t的场函数, 即取

ω1 = u(t, xi, ωα), (29)

则有

ω̇1 =
∂u

∂t
+

∂u

∂ωα
ω̇α +

∂u

∂xi
ẋi. (30)

由 (25)和 (28)式, 可得对应的基本偏微分方程为
∂u

∂t
+

∂u

∂ωα
(gανbiνFi − Γα

νσω
νωσ) +

∂u

∂xi
biµω

µ

− (g1νbiνFi − Γ 1
νσω

νωσ) = 0. (31)

根据命题 1, 如果能够找到基本偏微分方程 (31)的
包含h(h 6 n+m)个独立任意常数的解, 就能确定
出系统的h个第一积分. 特殊情况下, 如果能够找
到包含 (n +m)个独立任意常数的完全解, 就可以
由 (n +m)个独立的第一积分和 (n −m)个约束完
全确定系统的运动.

例3 受非完整约束 (x1+x2+x3)ẋ1− ẋ3 = 0

的质点, 所受非保守力为

F1 =
(x1 + x2 + x3)(x1 + x2 + x3 + 1)

(x1 + x2 + x3)2 + 1
(ẋ1)2

+
(x1 + x2 + x3)

(x1 + x2 + x3)2 + 1
ẋ1ẋ2,

F2 = 0, F3 = (x1 + x2 + x3)F1,

求质点的运动.
质点带乘子的Lagrange方程为

ẍ1 = F1 + λ(x1 + x2 + x3),

ẍ2 = F2,

ẍ3 = F3 − λ,

(32)

和非完整约束联立后可以解得乘子为

λ =
−ẋ1(ẋ1 + ẋ2 + ẋ3)

(x1 + x2 + x3)2 + 1
. (33)

代入 (32)式即得消去乘子后的方程, 该方程很难直
接求解.

取一阶线性非完整映射

ẋi = biµω
µ, (34)

式中, b11 = 1, b22 = 1, b31 = x1 + x2 + x3, 其他 biµ =

0. 由 (26)和 (27)式计算出系统对应的Riemann-
Cartan位形空间 [Π]的度规和联络分别为

g11 = (x1 + x2 + x3)2 + 1, g22 = 1,

其他 gµν = 0, (35)

Γ 1
11 =

(x1 + x2 + x3)(x1 + x2 + x3 + 1)

(x1 + x2 + x3)2 + 1
,

Γ 1
12 =

(x1 + x2 + x3)

(x1 + x2 + x3)2 + 1
,

其他 Γσ
µν = 0, (36)

代 入 (28)式 并 和 (34)式 联 立 后 可 得 系 统 在
Riemann-Cartan位形空间 [Π]中的运动方程为

ẋ1 = ω1, ẋ2 = ω2,

ẋ3 = (x1 + x2 + x3)ω1,

ω̇1 = 0, ω̇2 = 0. (37)

显然, (37)式是一个可以直接求解的常微分方程组,
但为了验证命题 1的结论, 下面仍然采用场方法来
求解.

为了一次得到系统全部独立的第一积分, 对问
题不加任何简化, 直接将 (37)式代入 (30)式中, 所
得基本偏微分方程为

∂ω1

∂t
+

∂ω1

∂x1
ω1 +

∂ω1

∂x2
ω2

+
∂ω1

∂x3
(x1 + x2 + x3)ω1 = 0. (38)

基本偏微分方程的一个完全解为

ω1 =
(c1ω

2 − c2tω
2 + c2x

2 + c4x
1 + c5) ex1 − ω2

(c4t− c3) ex1 + (x1 + x2 + x3 + 1)
.

(39)

将完全解中五个独立的任意常数中的任意四个固

定, 例如都取为零, 即可得到系统的五个独立的第
一积分:

ω1 =
c1ω

2 ex1 − ω2

x1 + x2 + x3 + 1
, (40)

ω1 =
(−c2tω

2 + c2x
2) ex1 − ω2

x1 + x2 + x3 + 1
, (41)

ω1 =
ω2

c3 ex1 − (x1 + x2 + x3 + 1)
, (42)

ω1 =
c4x

1 ex1 − ω2

c4t ex1 + (x1 + x2 + x3 + 1)
, (43)
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ω1 =
c5 ex1 − ω2

x1 + x2 + x3 + 1
. (44)

将这五个第一积分和约束方程联立后即可完全确

定粒子的运动, 所得结果与直接求解 (37)式的结果
相同. 从五个第一积分中消去两个准速度即得质点
的运动方程, 代入 (32)和 (33)式即可验证结果的正
确性.

例4 受非完整约束 (x2+x3)ẋ1−x1ẋ3 = 0的

质点, 所受非保守力为

F1 =
1

x1
(ẋ1)2(1− ẋ2) +

(x2 + x3)

(x1)2 + (x2 + x3)2
ẋ1ẋ2

− 1

t+ 1
ẋ1,

F2 =
1

x1
ẋ1, F3 =

x2 + x3

x1
F1,

求质点的运动方程.
质点带乘子的Lagrange方程为

ẍ1 = F1 + λ(x2 + x3),

ẍ2 = F2,

ẍ3 = F3 − λx1,

(45)

和非完整约束联立后可以解得乘子为

λ =
−ẋ1ẋ2

(x1)2 + (x2 + x3)2
, (46)

代入 (32)式即得消去乘子后的方程. 可以看出该方
程很难直接求解, 但利用一阶线性非完整映射的方
法和改进后的场方法可以得到两个第一积分.

取一阶线性非完整映射

ẋi = biµω
µ, (47)

式中, b11 = x1, b22 = 1, b31 = x2 + x3, 其他 biµ = 0.
由 (26)和 (27)式计算出系统对应的Riemann-

Cartan位形空间 [Π]的度规和联络分别为

g11 = (x1)2 + (x2 + x3)2, g22 = 1,

其他 gµν = 0, (48)

Γ 1
11 = 1, Γ 1

12 =
(x2 + x3)

(x1)2 + (x2 + x3)2
,

其他 Γσ
µν = 0. (49)

代 入 (28)式 并 和 (34)式 联 立 后 可 得 系 统 在
Riemann-Cartan位形空间 [Π]中的运动方程为

ẋ1 = x1ω1, ẋ2 = ω2, ẋ3 = (x2 + x3)ω1,

ω̇1 = − ω1

t+ 1
− ω2(ω1)2, ω̇2 = ω1. (50)

我们无法求解 (50)式, 但在此基础上用场方法可以
得到两个第一积分.

应用场方法, 由 (50)式后两式可得与之对应的
基本偏微分方程为

∂ω1

∂t
+

∂ω1

∂ω2
ω1 +

ω1

t+ 1
+ ω2(ω1)2 = 0. (51)

设ω1 = f1(ω
2) · f2(t), 代入基本偏微分方程可得

df1
dω2

+ f1ω
2 = c,

df2
dt +

f2
t+ 1

= −c · f2
2 . (52)

如果能直接解出 (52)式, 就能得到基本偏微分方程
的一个完全解, 但这一步比较麻烦. 注意到如果令
(52)式中的 c = 0, 则可以很容易求得基本偏微分
方程的如下只包含一个任意常数的解:

ω1 =
c1

t+ 1
· exp

(
− 1

2
(ω2)2

)
. (53)

由命题 1可知, 这是系统的一个第一积分. 将
(53)式代入 (50)式中的第五式, 可得∫

exp
(
1

2
(ω2)2

)
dω2 = c1 ln(t+ 1) + c2, (54)

和 (53)式联立, 消去 c1后即得系统第二个第一

积分:∫
exp

(
1

2
(ω2)2

)
dω2

= ω1 exp
(
1

2
(ω2)2

)
(1 + t) ln(1 + t) + c2. (55)

由 (50)式中的后两式可直接验证两个第一积分的
正确性.

4 结 论

Vujanovi场方法依赖于求出基本偏微分方程
的完全解, 而这通常是很难的, 这就极大地限制了
场方法的应用. 本文把Vujanovi场方法改进为寻
找动力学系统第一积分的场方法. 改进后的场方
法不仅计算相对简单, 而且具有更大的灵活性. 如
果可以求出基本偏微分方程的完全解, 则改进后的
场方法等价于Vujanovi场方法. 但更一般地, 根据
改进后的场方法, 只要能够找到基本偏微分方程
的包含任意常数的解, 即使不是完全解, 也能由此
直接得到动力学系统的若干个第一积分, 这必将
拓宽场方法的适用范围. 此外, 本文介绍了用一阶
线性非完整映射构造一阶线性非完整约束系统在
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Riemann-Cartan位形空间中运动方程的方法, 并
用改进后的场方法研究了Riemann-Cartan空间中
运动方程的积分问题, 通过算例可以看出这是研究
某些非完整非保守运动问题的一种有效方法. 最后
需要指出的是, 尽管本文只是应用改进后的场方法
求解了一些非完整系统和非保守系统的例子, 但可
以看出, 只要采用和文献 [5—19]完全相似的方法,
就可以把改进后的场方法应用于Vacco动力学系
统、Birkhoff系统、变质量系统、相对运动的力学系
统、可控力学系统、相对论系统、转动相对论系统等

研究领域.
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Abstract
Like the Hamilton-Jacobi method, the Vujanović field method transforms the problem of seeking the particular

solution of an ordinary differential equations into the problem of finding the complete solution of a first order quasilinear
partial differential equation, which is usually called the basic partial differential equation. Due to no need of the strong
restrictive conditions required in the classic Hamilton-Jacobi method, the Vujanović field method may be used in many
fields, such as non-conservative systems, nonholonomic systems, Birkhoff systems, controllable mechanical systems, etc.
Even so, there is still a fundamental difficulty in the Vujanović field method. That is, for most of dynamical systems, it
is hard to find the complete solution of the basic partial differential equation. In this paper, the Vujanović field method
is improved into a new field method. The purpose of the improved field method is to find the first integrals of the motion
equations, but not the particular solutions of the motion equations. The improved field method points out that for a
basic partial differential equation with n independent variables, m (m 6 n) first integrals of a dynamical system can be
found as long as a solution with m arbitrary constants of the basic partial differential equation is found. In particular,
if the complete solution (the complete solution is a special case of m = n) of the basic partial differential equation is
found, all first integrals of the dynamical system can be found. That means that the motion of the dynamical system
is completely determined. The Vujanović field method is just equivalent to this particular case. The improved field
method expands the applicability of the field method, and is simpler than the Vujanović field method. Two examples are
given to illustrate the effectiveness of the method. In addition, the improved field method is used to integrate the motion
equations in Riemann-Cartan space. For a first-order linear homogenous scleronomous nonholonomic system subjected to
an active force, its motion equation in its Riemann-Cartan configuration space can be obtained by a first order nonlinear
nonholonomic mapping. Since the motion equations in Riemann-Cartan configuration space contain quasi-speeds, they
are often considered to be difficult to solve directly. In this paper we give a briefing of how to construct the motion
equations of a first order linear nonholonomic constraint system in its Riemann-Cartan configuration space, and how
to obtain the first integrals of the motion equations in the Riemann-Cartan configuration space by the improved field
method. This is an effective method to study some nonholonomic nonconservative motions.

Keywords: field method, first integral, Riemann-Cartan space, nonholonomic constraint system
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