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在具有密度跃层的分层流体中, 采用沿水槽中纵剖面对称布置电导率探头阵列的方法, 对 1个球体和 2个
不同长径比细长体在拖曳运动下激发内波的时空特性进行了系列实验. 结果表明: 存在一个与长径比近似为
线性关系的临界Froude数Frc, 当Fr < Frc 时, 内波相关速度均与物体运动速度一致, 体积效应内波为主控
内波, 内波波高均随拖曳速度增大而先增大后减小, Lee波峰值对应速度随长径比增大而增大; 当Fr > Frc

时, 内波相关速度均小于物体运动速度, 其相关速度Froude数Friw均在 0.43—1.18之间的一个条带内变化,
尾迹效应内波为主控内波, 内波波高均随拖曳速度增大而近似线性增大. 此外, 从波形结构上看, 体积效应内
波关于水槽中纵剖面是对称的, 而尾迹效应内波关于水槽中纵剖面是不对称的. 结合上述实验结果, 在已有
针对拖曳球产生内波的等效源理论模型基础上, 针对体积效应内波, 提出了不同长径比模型的等效源移动速
度和体积的设置方法; 针对尾迹效应内波正对称和反对称这一特性, 提出了正对称组合源和反对称组合源理
论模型及其参数设置方法. 所得计算结果在波高、波形结构和波系分布上与实验结果符合良好, 表明了所提出
的理论模型及其参数设置方法的合理性和有效性.

关键词: 分层流体, 内波, 等效源, 拖曳细长体
PACS: 47.55.Hd, 47.27.wb, 47.35.–i, 47.54.De DOI: 10.7498/aps.67.20170920

1 引 言

自 20世纪中期, 对密度分层流体中运动物体
及其尾迹产生的内波问题一直是国内外水动力

学及海洋遥感探潜反潜等方面的研究者所感兴趣

的 [1]. 从拖曳体产生内波相关速度的角度 [2], 可
以将密度分层流体中拖曳体产生的内波分为两大

类: 一类是体积效应内波, 它是由物体本身排水
体积及其尾部跟随拖曳体做定常运动的分离泡共

同产生的; 另一类是尾迹效应内波, 它是由物体
尾部湍流尾迹或脱落涡以及混合区的重力塌陷等

产生的.
对拖曳体激发内波而言, 体积效应内波与

尾迹效应内波的转换或占优问题与Froude数
Fr = U/(DNmax)密切相关, 其中U和D分别是

物体运动速度和最大回转直径, Nmax为密度分

层流体的最大浮频率. 针对球体的实验研究发
现 [2−7]: 当Fr < Frc = 2.0时, 体积效应内波占优;
而当Fr > Frc 时, 尾迹效应内波占优. 考虑到实
际水下航行体通常是一个细长体, 赵先奇等 [8]实验

研究了长径比λ = L/D = 9的拖曳圆柱体, 结果表
明, 临界Froude数Frc不再近似为2.0, 而是近似为
4.0. 王进等 [9] 以长径比为7的细长回转体 (一端为
流线型而另一端为钝体型)为对象, 研究了头部和
尾部形状对转捩后内波波高随拖曳速度的变化规

律. 同时期,王进等 [10]又以3个不同长径比 (λ = 1,
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4, 9)实验模型为对象进行了实验研究, 并结合前
述实验结果 [8,9], 拟合出临界Froude数Frc与长径

比λ近似满足线性关系Frc = 0.2391λ+1.7579, 且
转捩后内波波高随拖曳速度线性增大的规律与长

径比无关. 最近, 王宏伟等 [11]通过对称布置电导

率探头阵列方法, 对长径比为7.7的细长回转体 (也
是一端为流线型而另一端为钝体型)在密度跃层下
方5个不同潜深处运动产生内波特性进行了实验研
究, 结果表明, 轴对称细长回转体产生的尾迹效应
内波关于物体中纵剖面是不对称的, 内波波高随潜
深呈指数衰减, 并给出了定量表达.

对于定常运动物体产生体积效应内波, 理论上
可以用定常移动的点源或偶极子来模拟 [12−21],
其中又以Milder [19]提出的模型最为成熟. 在

Milder [19]的模型中, 其利用二维Fourier变换得到
水平波数域上的内波控制方程, 结合 “刚盖假设”
得到上下刚性边界条件, 求解内波控制方程对应
的特征值问题, 结合对应的Green函数, 通过卷积
和留数定理, 得到波数域上位移表达式, 最后通过
Fourier逆变换得到空间域上的位移场. 该方法能
估算有限深任意密度分层流体中匀速运动物体生

成内波垂向位移场. Robey [2]利用Milder [19]模型

进行了数值计算, 给出了圆柱体源对称轴长度、直
径以及移动速度的方法, 并与实验获得的内波波
形结构及波高进行了比较, 结果符合良好. 尤云祥
等 [20]尝试将圆柱体源改为椭球体源, 改进对称轴
长度的表达, 与Robey [2]实验结果比较, 结果也符
合很好.

在尾迹效应内波方面, 已有很多实验文献报
道 [2−11,22−26]; 在理论和数值研究方面, 也有学者
进行了探索性研究 [2,20,26−33]. Dupont和Voisin [32]

提出移动振荡球形源模型, 模拟物体尾部周期性涡
泄生成内波问题, 与实验结果比较, 在内波波系及
波形方面, 两者符合良好; 但是该模型是在浮力频
率为常数和无界条件下导出的, 对于分层环境和边
界适应性较差. Robey [2]利用Milder [19]定常内波

模型, 将尾流等效为圆柱体模型, 结合实验得到的
内波相关波速和尾流增长规律, 给出了尾流等效圆
柱体移动速度、长度和直径的方法, 并与实验结果
进行了比较, 内波波高分布与实验符合良好, 但波
形结构有些差异. 梁川等 [33]受尾流周期性涡泄现

象启发, 提出移动脉动源方法, 丰富了内波波形波
系的表达, 但在波高方面并未做研究. 尤云祥等 [20]

指出, 理论和数值的研究结果很难与实验完全符

合, 在不同方面存在差异, 这是由于尾迹激发源成
分较为复杂, 不仅有周期性涡泄、湍流等随机脉动
问题, 还包括各种不稳定结构、内波破碎及混合与
塌陷等.

需要指出的是, 目前有关水下运动物体激发内
波特性研究尚有不完善之处. 其一, 目前的等效源
理论模型是针对拖曳球的, 而对拖曳细长体产生体
积效应内波激发源的参数设置等问题, 迄今尚不清
楚. 其二, 王宏伟等 [11]的最新实验研究结果表明:
轴对称细长回转体在拖曳运动下产生的尾迹效应

内波关于物体中纵剖面是不对称的, 分解后发现即
存在正对称成分又存在反对称成分, 而在已有理论
模型研究中, 移动奇性源 (点源、偶极子以及等效质
量源等)的设置都是轴对称的, 这对于上述实验结
果的预测是不合适的. 其三, 已有细长体模型是圆
柱体 [8]或只有一端为流线型的回转体 [9−11], 而实
际潜艇头部和尾部应均为流线型, 对于此类细长体
的实验研究仍未见报道.

有鉴于此, 本文在王宏伟等 [11]的最新实验研

究启发下, 同样将电导率探头在整个横剖面内对
称布置, 对 1个球体 (直径为 10 cm)和 2个头部和
尾部均为流线型的细长回转体 (最大回转直径均为
10 cm而长度分别为50 cm和80 cm)在拖曳运动下
产生内波特性进行了实验研究; 同时, 本文在尤云
祥等 [20]针对拖曳球生成内波的等效质量源理论模

型的基础上, 结合上述 3个模型的实验结果, 提出
了不同长径比模型的体积效应激发源的参数设置

方法以及尾迹效应激发源的正对称和反对称等效

源的组合设置及其参数设置等具体方法.

2 实验系统及方法

实验在解放军理工大学重力式分层流水槽系

统中进行, 该系统由水槽主体、分层流制取系统、循
环拖曳系统、内波动态测量系统和实验模型等组

成, 实验系统示意图及相关说明见文献 [11], 不再
赘述. 实验模型为 1个球体和 2个细长回转体, 特
征直径均为D = 10 cm, 细长回转体模型均由一个
长为11 cm的流线型头部及一个长为12 cm的流线
型尾部制作而成, 总长度L分别为 50和 80 cm, 如
图 1所示. 模型内部中空, 用于配重. 若将球体看
作长径比为 1的模型, 则两个细长体模型的长径比
分别为λ = L/D = 5和8. 为下文陈述方便, 将这3
个模型按长径比从小到大依次简称为model A, B
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和C. 采用双线循环拖曳法驱动实验模型, 其拖曳
方法与文献 [11]一致.

图 1 两个细长体模型照片 (model B, model C)
Fig. 1. Photograph of two slender bodies (model B,
model C).

为下文陈述方便, 建立直角坐标系 oxyz. 水
槽长度方向为x轴, 宽度方向为 y轴, 深度方向为 z

轴, oz轴垂直向下为正, oxz面为水槽中纵剖面. 本
文实验采用强跃层分层流体. 实验中, 首先快速注
入密度为1000 kg/m3的淡水至厚度为25 cm, 静置
一段时间后, 通过水槽底部的两个蘑菇型圆盘进水
口缓慢地注入密度为 1022 kg/m3的盐水, 直到总
水深h = 80 cm. 利用电导率探头, 采用垂直下降
的方式, 测量水槽中密度分层流体的密度剖面及浮
频率剖面, 结果如图 2所示. 其中, 浮频率由下式
定义:

N(z) =

√
g

ρ

∂ρ

∂z
, (1)

式中, g为重力加速度, ρ为密度垂向分布. 因 z轴

向下, 故式中省略负号. 由图 2 (a)可知, 在本实验
分层流体系统中, 上层为厚度约 20 cm的密度均匀
层; 中间层为厚度约 15 cm的密度连续分布的过渡
层; 下层为厚度约 45 cm的密度均匀层. 考虑到密
度垂向剖面随实验变化, 取实验过程中某次工况下
的剖面作为示意图, 密度分层流体的最大浮频率在
水面下 zP = 25 cm处, 并在Nmax = 1.86 rad/s附
近变化.

图 3给出了实验中电导率探头布置示意图, 在
水槽长度方向不同x轴位置布置两组电导率探头

阵列, 所有探头的垂向位置均位于 z = zP处; 第一
组阵列沿着水槽宽度 y方向对称布置 23个电导率
探头, 用P0, P±1, · · · , P±11对各探头进行编号, 每
个探头沿 y方向间隔∆y1 = 5 cm, 探头P0在水槽

横向正中间处. 该组电导率探头阵列用来测量模型
运动产生内波的时空特征. 第二组阵列在沿着水槽
宽度 y方向对称布置 8个电导率探头, 其 y轴位置

分别与第一组的P±2, P±4, P±6和P±8探头对应,
将其分别编号为Q±2, Q±4, Q±6和Q±8, 各探头沿

y方向间隔∆y2 = 10 cm, 并与第一组探头在x方

向的间距为∆x = 146 cm. 该组探头用来测量分析
模型运动产生内波沿 ox轴方向传播的相关速度.

ρ/kgSm-3
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/
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图 2 (a)密度及 (b)浮频率剖面
Fig. 2. Profiles of (a) density and (b) buoyancy fre-
quency.

P

Dy

Dx

y
x

o

Dy

图 3 坐标系及探头布置示意图

Fig. 3. Schematic of the coordinate system and ar-
rangement of probes.

将实验模型置于自由面下 d = 37 cm处, 即
实验模型中心轴线距离电导率探头为 12 cm. 在
每次实验中, 电导率探头采样时间均为 10 min,
然后等待约 40 min, 再进行下一个工况的实
验. 实验模型的运动速度范围为 6 6 U 6
160 cm/s, 对应的Froude数Fr = U/(DNmax)的
范围为 0.33 6 Fr 6 10.1, Reynold数Re = UD/ν
的范围为 6000 6 Re 6 160000. 其中, ν为模型回
转中心所在深度处背景流体的运动学黏性系数. 在
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每次实验后, 最大浮频率的值略有变化. 为此, 在
每次实验前重新测量一次密度剖面, 以获得浮频率
的最大值, 用来计算相应的Froude数Fr.

3 理论模型

对于密度分层流体中拖曳体激发内波问题, 无
论是拖曳体自身排水体积产生的体积效应内波, 还
是其尾部湍流尾迹等产生的尾迹效应内波, 其激发
源都相当于某种体积效应, 理论上均可用具有一定
移动速度和体积的等效源Q(x, y, z, t)来简化处理.

假设流体是无黏不可压缩的, 物体运动激发的
内波是小振幅的. 将等效源Q加入到连续性方程

中, 在Boussinesq近似下, 可将内波线性化方程简
化到随体坐标系 (x̄, y, z)中为 [2,19,20]

Us
∂2

∂x̄2

[
∂2η

∂z2
+∆hη

]
+N2∆hη

= − Us
∂2Q

∂x̄∂z
, (2)

其中∆h为水平Lapalace算子, η为垂向位移, Us为

源的移动速度, x̄ = x− Ust.
对于内波问题, 由于它引起的水面位移很小,

可做 “刚盖”处理, 因此垂向位移满足边界条件
η = 0 (z = 0, h). 记 η̄为 η关于水平变量 (x̄, y)

的二维Fourier变换, 水平波数矢量为k, 其纵向和
横向分量分别为kx和ky, k = (k2x + k2y)1/2为k的

幅值, 则 (2) 式经过二维Fourier变换后为 [2,20]

∂2η̄

∂z2
+ k2

(
N2

ω2
− 1

)
η̄ = Q̄

∂δ(z − z0)

∂z
,

η̄ = 0 (z = 0, h), (3)
其中ω = kxUs为移动质量源产生内波的频率.

上述定解问题对应的特征值问题为 [2,20]

∂2ϕ

∂z2
+ k2

(
N2

ω2
− 1

)
ϕ = 0,

ϕ = 0 (z = 0, h). (4)
对给定的k, 特征值问题 (4)有无数个离散的

特征值ωm和归一化特征函数ϕm (m = 1, 2, 3, · · · ),
每一个离散值对应一个内波模态. 在求得特征值
ωm(k)后, 内波相速度 cpm与群速度 cgm可以分别

表示为 [2,20]

cpm = ωm(k)/k; cgm = dωm(k)/dk. (5)
为求得内波垂向位移场, 需定义Green函数

G(z; z0)满足如下方程
[2,19]:

∂2G

∂z2
+ k2

(
N2

ω2
− 1

)
G = δ(z − z0);

G = 0 (z = 0, h). (6)
特征函数系 {ϕm}在 [0, h]上是一个完备的正交系,
由此可得 [2]

G(z; z0) = − 1

k2

+∞∑
m=1

ω2ω2
m

ω2 − ω2
m

ϕm(z)ϕm(z0). (7)

再由 (3), (6)和 (7)式可求得水平波数空间下的垂
向位移解为 [2,20]

η̄(kx, ky, z) =
1

k2

+∞∑
m=1

Q̄ω2ω2
m

ω2 − ω2
m

ϕm(z)ϕ′
m(z0). (8)

(8)式中, ϕm(z)是观测深度处的特征函数值, 其深
度与实验中电导率探头所在深度 (也即最大浮频率
所在深度 zP)对应; 而ϕ′

m(z0)是移动源回转中心所

在深度的特征函数导数值, 其深度与实验模型中心
所在深度对应.

对于等效质量源的设置, 尤云祥等 [20]设计了

一个移动速度为Us的椭球体模型, 设椭球长轴为
2a, 椭球回转直径为 2b, 其在x = Ust+ ξ处截面积

可表示为 [20]

S(ξ) = πb2a(1− ξ2/a2) (|ξ| 6 a). (9)
则移动源Q可表示为 [20]

Q = Us

[ ∫ a

−a

q(ξ)δ(x̄− ξ)dξ
]
δ(y)δ(z − z0), (10)

其中 q(ξ) =
dS(ξ)

dξ .

实验研究表明 [11], 体积效应内波关于水槽中
纵剖面几乎是对称的, 因此用 (10)式中与物体几何
形状相近的等效源来模拟体积效应内波的激发源

是合理的. 尤云祥等 [20]仅给出了针对拖曳球的参

数设置方法, 而针对细长体模型, 该等效源中的参
数如何设计是本文的创新之处.

实验研究还表明 [11], 尾迹效应内波关于水槽
中纵剖面是不对称的, 通过奇偶分解法发现其既有
对称成分也有反对称成分. 为此, 对尾迹效应内波
激发源, 分别设计为关于水槽横剖面 y方向一对正

对称的激发源组合和一对反对称的激发源组合, 如
图 4所示. 具体表达式如下:

Q1 = Us

[ ∫ a

−a

q(ξ)δ(x̄− ξ)dξ
]

× [δ(y − b1) + δ(y + b1)]δ(z − z0), (11)

Q2 = Us

[ ∫ a

−a

q(ξ)δ(x̄− ξ)dξ
]

× [δ(y − b2)− δ(y + b2)]δ(z − z0), (12)
其中Q1为一对正对称的激发源组合, Q2为一对

反对称的激发源组合. 这里仍借用椭球体源, 即
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q(ξ) =
dS(ξ)

dξ , S(ξ)的表达式同 (9)式是一致的,

只是回转半径 b分别用 b1和 b2代替. 比较 (10)—
(12)式可知, 正对称等效源组合相当于将回转半径
为 b1的等效源分别沿 y轴正负方向平移 b1个单位

后再相加组合而成, 相当于 y方向两个对称源叠加;

而反对称等效源组合相当于将回转半径为 b2的等

效源分别沿 y轴正负方向平移 b2个单位后再相减

组合而成, 相当于 y方向源汇叠加.

x

a/Leddy a/Leddy

b b

y

Leddy

Deddy

Ueddy << U

U

b/D

a

x

y

⇁Q

⇁Q

⇁Q

֓Q

图 4 拖曳细长体的体积效应和尾迹效应激发源示意图

Fig. 4. Schematic of the body-effect and wake-effect sources for towed slender body.

对于 (8)式, 逆变换只能在一个维度上有理论解, 而另一个维度需要数值计算. 已有理论 [2,19,20]通常将

kx做Fourier逆变换回 x̄, 并利用留数定理得到

η̃(x̄, ky, z) =
i

2Us

+∞∑
m=1

Q∗(ωm)c3pmk

1− cpmcgm/U2
s
ϕm(z)ϕ′

m(z0) e−iωmx̄/Us . (13)

利用关系式ky =
√
k2 − (ωm/Us)2, 先把 η̃(x̄, ky, z)中被积函数变为ky的等间距离散函数, 再采用快速

Fourier逆变换进行数值求解, 即可得到垂向位移 η(x, y, z).
对于体积效应等效源, 选择 (10)式, 则 (13)式的具体形式为 [20]

η̃(x̄, ky, z) =
2πb2ai
Us

+∞∑
m=1

sin(ωma/Us)/(ωma/Us)− cos(ωma/Us)

(ωma/Us)2

×
Q∗(ωm)c3pmk

1− cpmcgm/U2
s
ϕm(z)ϕ′

m(z0) e−iωmx̄/Us . (14)

对于尾迹效应等效源, 选择正对称组合源时, 则 (13)式的具体形式为

η̃1(x̄, ky, z) =
2πb21ai
Us

+∞∑
m=1

sin(ωma/Us)/(ωma/Us)− cos(ωma/Us)

(ωma/Us)2

×
c3pmk

1− cpmcgm/U2
s
ϕm(z)ϕ′

m(z0) e−iωmx̄/U × 2 cos(kyb1). (15)

当选择反对称组合源时, 则 (13)式的具体形式为

η̃2(x̄, ky, z) =
2πb22ai
Us

+∞∑
m=1

sin(ωma/Us)/(ωma/Us)− cos(ωma/Us)

(ωma/Us)2

×
c3pmk

1− cpmcgm/U2
s
ϕm(z)ϕ′

m(z0) e−iωmx̄/U × 2i sin(kyb2). (16)
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比较 (14)—(16)式可得, 正对称组合源所得
结果表达式 (15)比体积效应激发源所得结果
表达式 (14)多出了 2 cos(kyb1)乘积因子, 而反对
称组合源所得结果表达式 (16)比 (14)式多出了
2i sin(kyb2)乘积因子. 而等效源的移动速度和尺寸
的确定依赖于实验结果, 将在下一节中详细阐述.

4 实验结果与分析

本节重点研究不同长径比模型在拖曳下运动

产生两类内波的转捩特性, 转捩前后两类内波的波
高变化规律和位移场特性以及转捩前后两类内波

的时空特征及其对称性等问题, 为理论模型提供先
验参数.

4.1 内波相关速度

关于内波速度的说法较多, 包括内波波致流
速、线性相速度和非线性相速度等 [34], 也包括前文
提到的相速度和群速度等, 但本节的内波相关速度
与上述速度有所不同, 它只是用来表征内波相对于
运动物体是否定常. 本节参照Robey [2]对于内波

相关速度的测量方法, 设P和Q是位于水槽同一纵
剖面上前后布置的两个电导率探头, 探头位于水下
同一个深度,两个探头之间的纵向距离为∆x. 对各
探头测到的密度扰动时历进行相关性分析, 记∆t

为相关性峰值对应的时间, 此即内波从起始探头P
传播到另一个探头Q所需的时间, 定义内波相关速
度为Uiw = ∆x/∆t.

在图 5中, 给出了 3个模型生成内波相关速度
Uiw随拖曳速度U变化特性的实验结果, 其中虚线
表示Uiw = U . 由图 5可知: 存在一个临界拖曳速
度Uc(竖线所示), 当U < Uc时, 在水槽不同纵剖面
上, 内波相关速度均与实验模型的拖曳速度一致,
表明模型拖曳扰动产生内波相对模型的运动是定

常的; 当U > Uc时, 在水槽不同纵剖面上, 内波相
关速度均出现突然下降的现象, 而且要远小于模型
的拖曳速度, 表明此时模型拖曳扰动产生内波相对
模型的运动是非定常的. 进一步观察发现, 3个模
型的临界速度不同, 分别为Uc = 36, 50和60 cm/s.

对拖曳球扰动产生内波的转捩特性问题,
Robey [2]利用具有强跃层的温度分层水槽, 针
对直径D = 10 cm的球体, 得到临界Froude数
Frc = Uc/(DNmax) ≈ 2.0. 王进等 [9,10]利用具

有强跃层的密度分层水槽, 进一步研究了回转

直径D = 7 cm的 4个不同长径比 (λ = 1, 4, 7
和 9)的轴对称回转拖曳体产生内波的转捩特性问
题, 发现Frc与长径比λ之间存在线性增长关系

Frc = 0.2391λ+1.7579.
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图 5 内 波相关速度 Uiw 随拖曳速度 U 的变化

(a) model A; (b) model B; (c) model C
Fig. 5. Internal wave correlation velocity Uiw ver-
sus towing speed U : (a) model A; (b) model B;
(c) model C.

本文实验模型回转直径为D = 10 cm, 最大
浮力频率随着实验进行会逐渐减小, 大致范围为
Nmax ≈ 2.0—1.6, 由平均密度剖面得到的最大浮力
频率Nmax ≈ 1.86 rad/s. 将上述3个临界速度无量
化, 得到Frc ≈ 1.94, 2.69, 3.23, 经过线性拟合得到

Frc = 0.185λ+ 1.76. (17)

本文结果同样表明, 长径比对两类内波之间的
转捩特性有明显影响, 长径比越大, 临界Froude数
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Frc越大. 但本文拟合得到的Frc与λ的线性关系

与王进等 [9,10]得到的线性关系略有不同, 本文斜率
略偏小. 注意到本文细长回转体模型头部和尾部
均为流线型, 而王进等 [9,10]的细长回转体模型只有

头部为流线型. 所以本文细长体模型有效长度其
实小于总长, 这使得体积效应内波向尾迹效应内波
转捩的临界Froude数Frc偏小. 再者, 本文细长回
转体的回转直径大于王进等 [9,10]细长回转体的回

转直径, 在同样尺度的水槽下, 本文模型产生内波
受到水槽边壁和底部等反射的影响比王进等 [9,10]

要大. 虽然两者线性关系存在略微差异, 但两者对
Frc随长径比λ增大而线性增大这一规律的预测是

一致的.
进一步观察发现,转捩后, 3个模型的内波相关

速度Uiw均在 8—22 cm/s之间的一个条带内, 无量
纲化得到Friw = Uiw/(DNmax) = 0.43—1.18. 结
果表明, 转捩后长径比对尾迹效应内波相关速度的
影响很小.

4.2 内波波高

对内波波高的统计方法, 在文献 [2, 7—10]中,
主要采用某个传感器处内波位移时历的峰 -峰幅值
作为波高, 但这一峰 -峰幅值究竟是相邻峰 -峰幅值
最大值, 还是最大峰与最大谷的差值, 并没有给出
明确的说法. 且文献 [2, 7—10]只选取某个探头处
的峰 -峰值作为该速度下的波高, 而未考虑空间上
其他探头处的波高, 因此有一定局限性.

本文对第一组 23个探头采集到的密度扰动信
号取其前 100 s的时间序列, 将采集到的密度扰动
信号换算为相应的内波位移信号, 分别取最大峰与
最大谷的差值作为该探头的波高H(y), 得到无量
纲波高H(y)/H0在横剖面上的分布, 如图 6所示,
其中H0 = H(0), 为中间探头 y = 0处的波高, 图中
实线为B = 0.2 m的如下高斯函数

H(y)/H0 = e−y2/(2B2). (18)

高斯分布是正态分布的别称, 其半宽值B

相当于正态分布中的标准差, 可以为下文平
均波高的统计提供理论依据. 由图 6可知: 在
−0.25 m < y < 0.25 m范围内, 在不同长径比
下, H(y)/H0随 y变化的散点图近似与高斯分布一

致; 但在−0.25 m < y < 0.25 m范围外, H(y)/H0

随 y变化的散点图与高斯分布偏离很大, 这主
要与水槽侧壁导致的内波反射有关. 由此可

见, 在前 100 s的时间内, 拖曳模型产生内波在
−0.25 m < y < 0.25 m范围内, 受水槽侧壁的影
响较小. 为此, 采用如下方法统计内波波高: 在
−0.25 m < y < 0.25 m范围内, 对 9个电导率探头
P0, P±1, P±2, P±3和P±4所得内波位移时历的最

大峰 -峰幅值进行统计, 取其平均值为内波波高, 记
为Hm.
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图 6 转捩前波高H(y)/H0随 y轴分布 (a) model A;
(b) model B; (c) model C
Fig. 6. Distribution of wave height H(y)/H0 along
y-axis before transition: (a) model A; (b) model B;
(c) model C.
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图 7给出了 3个模型产生内波波高Hm随拖曳

速度U的变化规律的实验结果. 由图 7可知, 对不
同长径比模型, 在各自转捩速度前, 内波波高随拖
曳速度变化规律均为先增大后减小, 而在各自转
捩速度后, 内波波高随拖曳速度增大而近似线性
增大. 记转捩前波高峰值对应速度为Up, 则 3个
模型的Up分别为 10, 14和18 cm/s, 无量纲化得到
Frp = Up/(DNmax) = 0.54, 0.75和0.97. 关于Lee
波波高 (波幅)随拖曳Fr的变化规律, 已有实验研
究 [2,5,8−11]均得到先增大后减小这一规律. 对于拖
曳球, Chomaz等 [5]在盐分层流体中得到Lee波峰
值对应Frp = 0.5—0.6; Robey [2]在温度分层流体

中得到Frp = 0.7—0.8; 本文拖曳球Frp = 0.54,
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图 7 内波波高Hm随U的变化 (a) model A; (b) model B;
(c) model C
Fig. 7. Internal wave height Hm versus U : (a) model A;
(b) model B; (c) model C.

与文献 [2, 5]实验结果基本一致, 说明这些规律是
普适的. 细微的差异可能跟密度剖面等的测量误
差导致Nmax变化较大有关. 王进等 [9,10]对回转直

径D = 7 cm的 4个不同长径比 (λ = 1, 4, 7, 9)的
轴对称回转拖曳体的实验研究发现, 细长体的波高
随Fr的变化规律同球体相似, 也是先增大后减小,
Lee波峰值对应Frp与长径比λ之间也存在线性增

长关系Frp = 0.0957λ + 0.7254. 本文结果同样是
Frp随λ增大而增大, 经过线性拟合可得

Frp = 0.061λ+ 0.47. (19)

本文结果同样表明, 长径比对Lee波峰值对应
Froude数Frp有明显影响. 但本文拟合得到的Frp

与λ的线性关系与王进等 [9,10]得到的线性关系略

有不同, 本文斜率略偏小. 原因同上一节转捩点随
长径比变化规律的解释相同, 仍然是有效长度不同
而导致的差异. 进一步观察还可以发现, 转捩后,
3个模型内波波高随拖曳速度增大而近似线性增
大, 且线性增大的斜率几乎一致. 这意味着, 转捩
后长径比对尾迹效应内波波高的影响很小.

4.3 内波时空形态特征

为下文陈述方便, 首先介绍移动源致内波的等
相线理论 [13]. 记 (cpm)0为第m模态的内波临界相

速度, 当内波激发源移动速度Us > (cpm)0时, 该模
态内波只有散波; 当Us < (cpm)0 时, 该模态内波
既有散波又有横波. 在本文实验所获密度分层流
体的浮频率剖面下, 经计算可得前两个模态的临界
相速度分别为 18.1 cm/s和 3.7 cm/s. 本文实验中
拖曳速度的范围为 6—160 cm/s, 该速度范围均大
于第二模态及更高阶模态内波的临界相速度. 因
此, 在本文实验工况下, 二阶及更高阶模态内波只
有散波.

在图 8中, 给出了model B在不同速度下运动
产生内波时空形态特征的实验结果. 其中, 前 6个
速度为转捩前的情况, 后 4个速度为转捩后的情
况, Lee波峰值对应速度Up = 14 cm/s, 临界速度
Uc = 50 cm/s. 此外, 图中横坐标为水槽宽带方向,
范围为 [−0.55, 0.55](单位为m), 纵坐标为时间, 范
围为 [0, 120](单位为 s).

首先分析转捩前的内波时空形态特征. 当
U = 6, 8, 10 cm/s时, 可以观察到两个模态的波系,
其中外层波系为第二模态内波, 由于U > (cp2)0,
因此只有散波, 且张角变化较小; 内层波系为第
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一模态内波, 由于U < (cp1)0, 因此既有散波也
有横波, 且散波张角随速度的增大而增大. 当
U = 14 cm/s时, 第二模态内波很弱, 主要为第一
模态内波, 由于此时U仍小于 (cp1)0, 第一模态内
波既有散波也有横波. 当U = 20, 34 cm/s时, 由于
U > (cp1)0, 因此第一模态内波只有散波, 而且其
张角随U的增大变化较小.

在转捩后, 实验模型的速度均大于 (cp1)0. 根
据等相线理论 [13], 此时内波将只有散波而没有横
波. 但由图 8 (g)—(j)可见, 转捩后的内波既有散波
又有横波, 而且随着拖曳速度的增大, 其空间形态

特征变化较小. 进一步观察图 8 (e)—(f), 可以发现:
在转捩前内波时空形态特征图中, 也存在这种既有
横波又有散波且空间形态特征变化较小的内波, 而
且随着拖曳速度的增大, 其影响逐渐显著. 由此可
见, 转捩后尾迹效应内波为主控内波, 其主要特征
表现为: 既有横波又有散波, 而且内波时空形态特
征相似. 同时, 在转捩前, 虽然体积效应内波为主
控内波, 但在拖曳速度较大时, 尾迹效应内波也是
存在的. 由图 8还可发现, 转捩前, 体积效应内波关
于水槽中纵剖面是对称的; 转捩后, 尾迹效应内波
关于中纵剖面是不对称的.

     

     

y/m y/m y/m y/m y/m

y/m y/m y/m y/m y/m

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

t/
s

(a)U=6 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(b)U=8 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(c) U=10 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(d)U=14 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(e) U=20 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(f)U=34 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(g) U=50 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(i)U=80 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(j)U=100 cm/s

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

(h)U=60 cm/s

图 8 model B在不同速度下的内波时空波形结构
Fig. 8. Time-space internal wave patterns at different towing speeds for model B.

5 理论计算与实验结果比较

体积效应内波的产生机制可归结为物体本身

及其回流区产生的排水效应, 由于这两类激发源均
跟随物体一起运动, 因此体积效应内波相对于物体
的运动是定常的. 尾迹效应内波的产生机制较为复
杂, 包括湍流涡激发的随机内波, 尾迹塌陷产生的
内波以及晚尾迹扰动产生的内波等. 本文实验结果
表明: 当Fr < Frc时, 体积效应内波为主控内波;

当Fr > Frc时, 体积效应内波会迅速衰减直至消
失, 此时尾迹效应内波会取代体积效应内波而成为
主控内波. 而且尾迹效应激发源并不跟随物体一起
运动, 其运动速度要远小于模型的拖曳速度, 其密
度扰动具有时空随机性. 在利用 (14)—(16)式计算
运动物体的激发内波垂向位移场时, 移动源的速度
Us、回转直径 2b(或 2b1与 2b2)、长度 2a等是关键参
数. 本节尝试利用上一节实验结果, 分别对转捩前
的体积效应内波激发源和转捩后的尾迹效应内波

激发源的参数设置给出具体确定方法, 并与实验结
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果进行比较分析.

5.1 转捩前比较

首先确定转捩前的等效源参数. 已有研究 [2,20]

和本文实验结果均表明: 转捩前, 内波相关速度
Uiw等于物体拖曳速度U , 内波的运动相对于拖曳
体是定常的, 因此移动源的速度Us可取为Us = U ,
这时内波的激发源就是物体的体积效应.

等效源的几何尺寸与运动物体尺寸及其尾部

流场是相关的. 针对拖曳球的实验结果, Robey [2]

设计了一个圆柱体形等效源, 转捩前, 取移动源
回转直径 2b = D (球直径)与长度 2a = 3D这两

个几何尺寸, 后者所得计算结果与实验结果符合
更好. 尤云祥等 [20]改进移动源的表达, 转捩前,
仍取移动源的回转直径 2b = D, 但将长度取为
2a = c(2Fr)nD, 其中, 常数 c和n取三组不同组合,
得到计算结果更加符合Robey实验结果. 目前对细
长体激发体积效应内波的激发源的尺寸设置未见

报道. 考虑到拖曳体尾部仍有一定长度的跟随物体
一起定常移动的分离泡, 为简化处理, 将分离泡的
长度取为 2D, 因此, 本文对细长体的体积效应内波
激发源的尺寸设置如下:

2a = L+ 2D = (λ+ 2)D,

2b = D. (20)

图 9即为转捩前利用本文 (14)式的椭球回转
体模型和 (20)式中等效源的尺寸参数获得的内波
垂向波高计算结果与实验结果比较图, 同时给出
了等效源的长度恰为拖曳体长度的计算结果. 由
图 9可知, 对于model A, 无论从波高值上, 还是
Lee波峰值对应速度Up的预报上, a/b = 3的计算

结果比a/b = 1的计算结果与实验结果的符合程度

更高. 这意味着, 拖曳球的体积效应不仅包含其体
积本身, 还包含跟随它一起做固定移动的分离泡,
与已有的研究结果相一致 [2]. 对于本文中研究的
细长体, 根据理论模型, 以a/b = 5和a/b = 8的假

设所得结果分别与model B和model C的实验结
果符合程度更高, 即细长体的等效源长度恰好与其
本身长度相等, 并不需要在模型中考虑分离泡的作
用. 对这种现象的一个合理的解释是: 本研究中的
细长体头部和尾部均为流线型, 其尾流中分离泡的
作用区域和强度都要小于球体的尾流, 故在设定模
型参数时, 并不需要额外增加长度.

综上所述, 对拖曳球的体积效应的模拟, 等效
源的尺寸取为a/b = 3比a/b = 1更为合理; 对本文
具有流线型头部和尾部的细长体模型的体积效应

的模拟, 等效源的尺寸取为a/b = λ更为合理.
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图 9 转捩前实验与计算所得内波波高比较

Fig. 9. Comparison of experimental and numerical internal wave height before the transition.
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下面比较分析移动源产生内波波形结构与波

系分布等特征. 图 10给出了model A在转捩前6个
速度下, 由 (14)式计算获得的内波垂向位移的波
形结构图, 同时给出了实验结果. 其中, 计算波形
图为前三个模态的计算结果. 图中横坐标和纵坐
标的说明与图 8一致. 由图 10可知, 从波形结构和
波系分布角度, 两者符合都很好. 计算结果没有边
壁反射, 比实验波形结构图更加清晰. 当U = 6,
8, 10 cm/s时, 可以明显地观察到两个模态的波系,
其中外层为第二模态的波, 由于U > (cp2)0, 因此
只有散波; 内层为第一模态的波, 由于U < (cp1)0,
因此既有散波也有横波. 当U = 14, 18 cm/s时,

第二模态内波逐渐减弱, 当U = 18 cm/s时, 第二
模态内波几乎不可见; 随着拖曳速度的增大, 第一
模态内波张角逐渐增大, 由于此时U仍小于 (cp1)0,
因此既有散波也有横波. 当U = 20 cm/s时, 由于
U > (cp1)0,因此只有散波,而实验波形图中间隐约
出现一类张角较小的波系, 该波系既有横波也有散
波, 这一波系在计算波形图中没有体现, 这是尾迹
效应内波逐渐显现所造成的. 但从相关波速上看,
仍然以体积效应内波为主, 这也说明了图 9中理论
模型预测结果与实验结果符合很好但稍有差异的

原因. 其他两个细长体模型的比较规律类似, 鉴于
篇幅, 不再赘述.
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图 10 model A转捩前实验与计算所得波形图比较
Fig. 10. Comparison of experimental and numerical internal wave pattern before the transition for model A.

为进一步比较计算与实验的符合程度, 从
图 10中取出 y = −0.2 m处的位移波动的时历进行
比较, 如图 11所示, 仅取前 100 s的时历进行分析.
由图 11可知: 当速度较小时, 计算所得位移波动时
历在周期、相位和振幅上与实验结果都符合很好,
尤其是前 5个周期内; 当速度增大至U = 18 cm/s

时, 两者在一段时间后出现差异, 计算结果在约 5
个波动周期后趋于平静, 而实验结果在整个时间历
程都存在波动, 这是实验模型尾部逐渐出现的尾迹
效应内波所引起的. 理论上, 在 (cp1)0 < U < Uc

时, 计算波形图中没有横波, 而实验波形图中出现
横波, 这是两者在波形图上产生差异的本质. 尽管
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如此, 从波高的量值及变化趋势上, 如图 9所示, 计
算结果与实验结果符合很好. 这意味着, 转捩前,

本文理论模型及其参数设置在波高及其变化趋势

预测上是合理的, 在波形预测上也是大致符合的.
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图 11 model A转捩前在 y = −0.2 m处实验和计算所得位移时历比较

Fig. 11. Comparison of experimental and numerical time series at y = −0.2 m before the transition for model A.

5.2 转捩后比较

其次确定转捩后的等效源参数. 已有研

究 [2−11]和本文实验结果均表明: 转捩后, 内波
相关速度Uiw小于物体拖曳速度U , 内波的运动相
对于拖曳体是非定常的. 因此移动源的速度Us可

取为Us = Uiw, 这时内波的激发源就是物体的尾迹
效应.

尾迹效应内波激发源的尺寸与拖曳体尾迹中

一类大尺度湍流相干涡结构相关. 由文献 [5, 6]
可知, 水下拖曳体尾迹中主控涡的 Strouhal数
St = fD/U = 0.16—0.2, 其中, f为主控涡的频

率. 如果取St = 0.16, 那么可得主控涡的流向长

度近似为Leddy = U/f ≈ 6.25D, 激励频率近似为
f = Ueddy/Leddy ≈ 0.16Ueddy/D, 其中Ueddy(< U)
为主控涡移动速度. 由文献 [11]和本文实验结
果可知, 转捩后内波相关速度Froude数Friw在

一个条带内变化, 条带均值约为 1.0. 为此, 将
Friw近似取为 1.0, 转捩后内波相关速度近似为
Uiw = FriwDNmax ≈ DNmax. 将主控涡移动速
度取为内波相关速度, 即Ueddy = Uiw, 那么可得
f ≈ Nmax/(2π), 这正好近似为密度分层流体最
大浮频率. Robey [2]取St = 0.2, Friw ≈ 0.8, 则
主控涡的流向长度近似为Leddy = U/f ≈5D, 转
捩后内波相关速度近似为Uiw = FriwDNmax ≈
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0.8DNmax, 将主控涡移动速度取为内波相关速度,
仍可得 f ≈ Nmax/(2π).

对移动源的回转直径, 可用湍流尾迹增长公式
进行估算 [2]:

2b/D = c
√
U/Ueddy, (21)

其中 c为待定常数. 在Robey [2]圆柱体模型中,
c = 0.25; 在尤云祥等 [20]回转椭球体模型中,
c = 0.4. 两者所使用的理论模型有所差异, 因
此系数有所差异, 可见常数 c是一个需要与实验比

较而确定的常数. 而且在本文尾迹效应激发源理论
模型中, 既有正对称组合源, 也有反对称组合源, 因
此与已有理论模型 [2,20]是有区别的. 这里, c1对应
b1, 反映正对称组合源回转直径待定系数; c2对应
b2, 反映反对称组合源回转直径待定系数.

对图 8中波形图存在非对称性这一现象, 可通
过对称位置处时历的和平均或差平均来获取正对

称部分和反对称部分的信号. 为此, 将∆z分解为

关于 y的偶函数和奇函数两个成分:

∆zs = [∆z(y) + ∆z(−y)]/2;

∆za = [∆z(y)−∆z(−y)]/2. (22)

(22)式中, ∆zs关于 y为偶函数, 该函数描述关于水
槽中纵剖面对称的内波成分; ∆za关于 y为奇函数,

该函数描述关于水槽中纵剖面反对称的内波成分.
图 12给出了利用本文 (15)式的正对称源组合

和 (16)式的反对称源组合模型获得的拖曳体产生
内波的垂向波高计算结果, 同时给出了利用 (22)式
分解后的实验结果. 所有计算中, 移动源的速度
Us = 10 cm/s (在转捩后相关速度范围内), 移动源
的长度 2a = 5D. 而对于移动源的回转直径 2b的
设置, 根据 (21)式, 正对称激发源中待定系数 c1均

为 0.22; 反对称激发源中待定系数 c2分别为 0.32,
0.29和 0.29. 由图 12可知, 无论是正对称的波高还
是反对称的波高, 计算结果从趋势预测上与实验结
果符合较好. 对同一个实验模型, 系数 c1 < c2, 但
正对称的计算结果大于反对称的计算结果, 这正是
(15)和 (16)式中的激发源分别多出了 2 cos(kyb1)
和 2i sin(kyb2)乘积因子造成的结果. 由此表明, 从
波高预测上, 上述正反对称源的组合设计是合理
的. 对于正对称的计算结果与实验结果的比较, 3
个实验模型的系数相同, 这进一步说明长径比对正
对称的尾迹效应内波波高的影响很小. 而对于反对
称的比较结果, 细长体的系数略小于球体的, 说明
流线型的头部和尾部结构使得细长体尾迹产生的

反对称内波成分略小于球体尾迹产生的反对称内

波成分.
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图 12 转捩后实验与计算所得内波波高比较 (S代表正对称; As代表反对称)
Fig. 12. Comparison of experimental and numerical internal wave height after the transition. S represents
symmetry and As represents antisymmetry.

034701-13

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 3 (2018) 034701

下面比较分析移动源产生内波波形结构与波

系分布等特征. 以model C为例, 图 13分别给出了
当U = 60, 80 cm/s时, 由上述正对称和反对称激
发源组合计算获得的内波正反对称波形图, 同时给
出了由 (22)式分解所得的正反对称实验波形图. 其
中, 正对称计算波形图中叠加了Us = U的体积效

应内波. 由图 13可知, 转捩后实验波形图中主要存
在两类V形波系, 其中外层张角较大的V形波系相
对于水槽中纵剖面是对称的, 这是体积效应内波的
成分; 内层张角较小的V 形波系既有正对称成分,
也有反对称成分, 这是移动速度较慢的尾迹效应内
波. 正对称源的计算波形图在波形和波系上与实验

结果符合很好, 但反对称源的计算波形图与实验结
果有些差异, 但从图 12波高的预测上来看, 反对称
等效源的设置仍然是合理的.

从图 13实验结果还可进一步发现: 转捩后尾
迹效应内波还会出现塌陷现象. 但计算结果中并
没有反映出这一塌陷内波. 实际上, 运动物体激发
内波成分是复杂的, 尤其是转捩后尾迹效应内波的
激发源更是无法归结为哪一类激发源, 既有大尺度
湍流尾迹产生内波, 也有混合区塌陷产生内波, 且
在有限尺寸的水槽内, 水槽边壁导致的内波反射叠
加, 使得某些内波波系或增强或减弱, 这也是理论
计算无法预测的.

U=60 cm/s

U=80 cm/s

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

y/m

0-0.5 0.5

0

20

40

60

80

100

120

t/
s

0

20

40

60

80

100

120

t/
s

0

20

40

60

80

100

120

t/
s

0

20

40

60

80

100

120

t/
s

图 13 model C转捩后实验与计算所得波形图比较

Fig. 13. Comparison of experimental and numerical internal wave pattern after the transition for model C.

6 结 论

在具有密度跃层的分层流体中, 采用沿水槽中
纵剖面对称布置电导率探头阵列的方法, 对 1个球
体和 2个不同长径比流线型细长体在拖曳运动下
激发内波时空特性进行了系列实验. 结果表明: 存

在一个与长径比为线性关系的临界Froude数Frc,
当Fr < Frc时, 拖曳体产生的内波相对于拖曳模
型是定常的, 这种内波称为体积效应内波 (Lee波);
Fr > Frc 时, 拖曳体产生的内波相对于拖曳模型
是非定常的, 且内波波形中既有正对称成分也有反
对称成分, 这种内波称为尾迹效应内波.

根据实验结果, 从内波激发源的角度, 采用在
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线性化质量方程中添加一个具有一定移动速度和

体积的等效源的方法, 结合内波垂向位移特征值问
题, 利用Fourier变换, 建立了计算不同长径比拖曳
体生成内波垂向位移场的一种理论模型.

针对不同长径比拖曳体生成体积效应内波, 提
出了计算移动源速度、回转直径和长度的方法; 针
对尾迹效应内波中既有正对称也有反对称这一特

性, 提出了正对称和反对称的等效源组合方法及其
相应的参数设置方法. 利用上述方法获得的内波波
高、波形结构和波系分布等计算结果, 与实验结果
均符合良好, 表明所建立的理论模型及其参数设置
是合理的和有效的.

实际潜艇通常是靠螺旋桨等推进装置运动的,
这时如何来确定两类内波的转捩特性, 并如何设计
移动源及参数设置等问题, 将在后续研究中做进一
步探索性研究.
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Abstract
In this paper, we perform experiments on the time-space characteristics of internal waves generated by horizontally

towed bodies with three aspect ratios in a stratified fluid with a halocline. By the real-time measurements of conductivity
probe arrays which are arranged symmetrically in the transverse section of the stratified fluid tank, it is shown that the
transition between the body-generated internal wave and the wake-generated internal wave is related to a critical Froude
number Frc, which is linearly dependent on the aspect ratio. For Fr < Frc, the correlation velocities of internal waves
are consistent with the towing speeds of the towed bodies, indicating that such internal waves in this range are dominated
by the body-forced effect. The heights of such body-generated internal waves first increase with the increase of Fr until
Fr reaches a certain value of Frp, which is also linearly dependent on the aspect ratio, and then decrease. For Fr > Frc,
the correlation velocities of internal waves are noticeably lower than the towing speeds, indicating that such internal
waves in this range are dominated by the wake-forced effect, and that the Froude numbers with respect to the correlation
velocities of such internal waves vary in a range from 0.43 to 1.18. The heights of such wake-generated internal waves
nearly linearly increase with Fr increasing regardless of the aspect ratio. Moreover, the patterns of body-generated
waves are symmetric, while the patterns of wake-generated waves are not symmetric. Based on the experimental results
and the equivalent source method which has been proposed to simulate the internal waves generated by a towed sphere,
a new equivalent source method is developed to calculate the internal waves generated by towed slender bodies. For the
body-generated waves, the method of designing the speed, length and diameter of the equivalent source is proposed. The
symmetrical and anti-symmetrical equivalent source and their speed and size are also proposed for the wake-generated
waves. The numerical results are in good accordance with the experimental results in the heights and patterns of waves,
indicating that such a theoretical method and its parameter settings are reasonable and effective.

Keywords: stratified fluid, internal waves, equivalent sources, towed slender body
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