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线性不可逆热力学框架下一个无限尺寸热源而

有限尺寸冷源的制冷机的性能分析∗

张荣 卢灿灿 李倩文 刘伟 白龙†

(中国矿业大学物理科学与技术学院, 徐州 221116)

( 2017年 9月 11日收到; 2017年 10月 29日收到修改稿 )

如何优化工作在有限尺寸的热源与冷源之间的热设备的性能是有限时间热力学领域的一个重要课题. 本
文在线性不可热力学框架下, 结合有限时间热力学理论, 研究了一个无限尺寸热源而有限尺寸冷源的制冷机
的工作过程, 解析性地推导了紧耦合条件下平均输入功率以及制冷系数表达式, 并且进一步讨论了该制冷机
的性能. 发现平均输入功率与制冷时间不存在明确的优化关系, 而且输入功率的增加导致制冷系数单调减小,
但辐射能的增加致使制冷系数增强. 研究结果对于深入理解实际的热力学过程具有一定的工程实践性价值.

关键词: 制冷机, 辐射能, 输入功率, 制冷系数
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1 引 言

当前, 能源的存储和利用已经成为全世界
所面临的一个重要问题. 由于不可再生能源的
日益枯竭 (例如:石油, 煤炭, 天然气等), 有效利
用不可再生和可再生能源已经成为节约能源和

维持社会可持续发展的重要途径之一. 热机作
为一种将热能转换为机械能的装置, 自发明以
来一直在人们的工农业生产和生活中发挥着重

要作用. 值得注意的是, 热机 (包括制冷机)的
效率 η(制冷系数 ε) 会受到卡诺定理的限制, 即
η 6 ηC = 1 − Tc/Th[ε 6 εC = Tc/(Th − Tc)], 这
里Th和Tc分别是高低温热源的温度, ηC和 εC分

别是卡诺效率和卡诺制冷系数. 然而, 由于卡诺热
机 (制冷机)的工作过程是准静态过程, 导致其输出
(输入)功率为零, 这使得基于卡诺循环的热设备的
使用受到了极大制约. 20世纪 50—70年代, Yvon,
Chambadal, Novikov, Curzon和Ahlborn等研究了
工质与高低温热源接触满足有限时间的热转移过

程 [1,2], 并给出了有限时间条件下的热机在最大功
率时的效率, 即所谓CA效率 ηCA = 1 −

√
Tc/Th,

他们的先驱性工作标志着有限时间热力学的诞生.
随后, 有限时间热力学与线性不可逆热力学的等价
性被证明 [3], 这进一步丰富了有限时间热力学的科
学内涵. 目前, 有限时间热力学因其理论的实用性
已经成为热力学研究的一个活跃领域 [4−12].

众所周知, 人们对于热机 (制冷机)的研究通常
是假设热源的尺寸无限大 (或者高低温热源的温度
保持不变)的条件下进行的. 而事实上, 这种理想
化的条件使得对于热机 (制冷机)的性能优化缺乏
一定的工程实用性. 基于有限时间热力学方法, 一
些研究表明高低温热源的尺寸对于热机性能有着

重要影响 [13−16]. 高低温热源均为有限尺寸情况下
的热机研究给出了一个内可逆循环热机性能的优

化关系 [17]. 基于线性不可逆热力学方法, 高温热源
尺寸有限而冷源尺寸无限情况下的研究表明: 在紧
耦合条件下热机的最大输出功为有效能的一半, 相
应的效率也是基于辐射能定义的最大热力学效率

的一半 [18]. 一个关于高低温热源均为有限尺寸的
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热机性能的系统性研究给出了热机工作在线性响

应和非线性响应区域的优化途径 [19,20]. 因此, 热源
有限尺寸的热设备的性能研究因其具有工程实践

性价值已经成为有限时间热力学研究领域的一个

重要课题。

然而, 目前人们更多关注有限尺寸热源 (或冷
源)热机的性能优化问题, 而对于高温热源尺寸无
限而冷源尺寸有限的制冷机的性能研究较少, 其实
该制冷过程对应于一个有限尺寸的物体 (冷源)被
冷却到一个指定的目标温度而外部环境 (热源)温
度保持不变的一个热力学过程, 这也是在工程实践
中的常见过程. 本文基于线性不可逆热力学理论,
结合有限时间热力学方法, 研究了一个有限尺寸低
温热源的制冷机 (保持高温热源无限)的工作执行,
解析性地给出了该制冷机在紧耦合条件下的输入

功率和制冷系数的表达式, 并且进一步讨论了该制
冷机的性能优化问题. 本文的研究结果有助于人们
深入理解制冷机的实际工作过程.

2 物理模型和公式

本文的制冷机模型如图 1所示, 假设该制冷机
冷源的初始温度为Tc0, 制冷的目标温度为Tcf, Th

为高温热源的温度 (保持不变), T是冷源在制冷过
程中的温度, CV = CV(T )为冷源的等体热容量.
当外界输入无限小功 dA时, 工质从冷源吸收的无
限小热量为 dQc, 则该制冷机在工作过程中外界的
输入功A为

A =

∫
dA =

∫ dQc
εT

>
∫ dQc

εTC
, (1)

其中, εT 是制冷系数, εTC 为对应该过程的卡诺制冷
系数. 一个闭合的热力学系统与其外界周围环境构
成一个复合热力学系统, 外界对这个复合热力学系
统所做的最小功就是制冷机的辐射能. 因此, 外界
输入制冷的最小功 (也称辐射能)E为

E ≡
∫ dQc

εTC
= −

∫ Tcf

Tc0

CV dT
εTC

=

∫ Tcf

Tc0

(
1− Th

T

)
CV dT

= Ucf − Uc0 + Th(Sc0 − Scf), (2)

这里Ui(Si)(i = c0, cf)是冷源在初态和末态的内能
(熵). 在计算过程中使用了如下定义:

Ucf − Uc0 ≡
∫ Tcf

Tc0

CV dT,

Scf − Sc0 ≡
∫ Tcf

Tc0

CV
T

dT. (3)

这样, 制冷系数 ε可以表示为

ε =
Qc
A

=
Uc0 − Ucf

A
6 Uc0 − Ucf

E

=
1

−1 +
Th(Sc0 − Scf)

Uc0 − Ucf

≡ εmax. (4)

其中, εmax是工程上的最大热力学制冷系数. 当
CV → ∞时 (对应于一个等温过程), 则 (Uc0 −
Ucf)/Tc0 = Qc/Tc0 = Sc0 − Scf, 这样, εmax即为

卡诺制冷系数 εC = Tc0/(Th − Tc0).

J3

Th

P

J2

T֒ CV

图 1 无限尺寸热源 (温度为 Th)而有限尺寸冷源的制冷
机示意图 这里, T 为 t 时刻冷源的温度, CV为冷源的等

体热容量

Fig. 1. Schematic plot of a refrigerator with an infinite-
sized hot reservoir (temperature Th) and a finite-sized
cold one. Here, T is the temperature of the cold reser-
voir at time t, and CV is a heat capacity at constant
volume.

基于局域平衡假设的线性不可逆热力学是一

个较为完备的理论, 能够描述近平衡态情况下宏观
热力学系统的非平衡演化过程. 因此, 利用线性不
可逆热力学方法, 本文研究的制冷机的热力学流和
力之间的关系可以表示为:

J1 = ẋ = L11X1 + L12X2, (5)

J2 = Q̇c = L21X1 + L22X2, (6)

Lij(i, j = 1, 2)是Onsager系数, 并且L12 = L21.
J1 = ẋ表示粒子流密度, J2 = Q̇c为工质从冷源吸

收的热流, “˙”表示对时间的导数. 整个系统的熵产
生率为

σ = J1X1 + J2X2 =
Q̇h
Th

− Q̇c
T

=
Q̇c + Ȧ

Th
− Q̇c

T

=
Ȧ

Th
+ Q̇c

( 1

Th
− 1

T

)
> 0. (7)
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根据热力学第二定律, Onsager系数满足如下
条件:

L11 > 0, L22 > 0,

L11L22 − L12L21 > 0. (8)

令 Ȧ = Fẋ (F 为广义外力, 例如:电场力, 化
学力), 由此可以得到如下关系: X1 = F/Th,
X2 = 1/Th − 1/T , Ȧ = JhXhTh > 0. 根据方程
(5)和 (6),

J2 =
L21

L11
J1 + L22X2(1− q2), (9)

其中, q2为耦合系数

q2 =
L12L21

L11L22
, q2 ∈ [0, 1]. (10)

则流入高温热源的热流J3可以表示为

J3 = Ȧ+ J2

=
Th
L11

J2
1 +

L12Th
L11T

J1 + L22X2(1− q2). (11)

利用方程 (9)和 (11), 功率 Ȧ可以进一步表示为

Ȧ = J3 − J2 =
Th
L11

J2
1 +

L12

L11

1

εTC
J1. (12)

从初始时刻 (t = 0)到最终时刻 (t = τ)的整个制冷
过程中, 外界输入的总功可写为

A =

∫ τ

0

Ȧdt =
∫ τ

0

(J3 − J2)dt

= Ucf − Uc0 +

∫ τ

0

J3(t)dt, (13)

这里利用了如下公式:

Qc =

∫ τ

0

J2(t)dt = −
∫ τ

0

(CVṪ )dt

=

∫ Tc0

Tcf

CV dT = Uc0 − Ucf. (14)

最后, 外界输入的平均功率 (P )和制冷系数 (ε)分
别表示为

P =
A

τ
=

∫ τ

0

J3(t)dt

τ
− (Uc0 − Ucf)

τ
, (15)

ε =
Qc
A

=
Uc0 − Ucf∫ τ

0

J3(t)dt− (Uc0 − Ucf)

. (16)

3 结果与讨论

从方程 (15)和 (16)可以看出, 在制冷时间 (τ)
固定的情况下,对制冷机的性能优化可以转化为对

于积分项

[∫ τ

0

J3(t)dt
]
的研究. 在制冷机过程中,

冷源内能的变化可以表示为

CV
dT
dt = CVṪ = −J2. (17)

结合方程 (9), J1(t)可以表示为

J1(T, Ṫ ) = −L11CVṪ

L21
− L22L11X2

L21
(1− q2).

(18)
将方程 (18)代入方程 (11), J3(t)可以写为

J3(T, Ṫ ) = − ThCVṪ

T
+

ThC
2
VṪ

2

L22q2

+
2CVṪX2Th(1− q2)

q2

+
L22ThX

2
2 (1− q2)

q2
. (19)

优化制冷机的目的就是使外界输入功最小, 进而
达到提高制冷系数的目的. 这一过程就是使积分

项

[∫ τ

0

J3(t)dt
]
最小化, 并满足A > 0. 根据欧拉

-拉格朗日方程:
d
dt

(
∂J3(T, Ṫ )

∂Ṫ

)
− ∂J3(T, Ṫ )

∂T
= 0, (20)

可以得到如下表达式

2ThC
2
VT̈

L22
+ Ṫ 2 ∂

∂T

(ThC
2
V

L22

)
= 0, (21)

这里我们用到了紧耦合条件 q2 = 1. 因为在线性不
可逆热力学中, 广义流与广义力满足线性关系, 热
力学系统的重要信息反映在Onsager系数中, 并且
Onsager系数之间的关系可以通过耦合因子 q2反

映出来 [见方程 (10)], 而紧耦合条件通常也是热机
工作的最佳条件 [3,21,22].

方程 (21)可以进一步写为
d
dt

( Ṫ 2C2
V

L22

)
= 0. (22)

积分方程 (22), 可以得到
CVṪ√
L22

= α, (23)

α 为积分常数. 对方程 (23)积分, 可以得到

α =

∫ Tcf

Tc0

CV√
L22

dT

τ
=

β

τ
. (24)

利用方程 (3), (19), (23)和 (24),积分
∫ τ

0

J3(t)dt可

以写为∫ τ

0

J3(t)dt = Th

[ ∫ τ

0

(
−CVṪ

T
+ α2

)
dt
]

= Th(Sc0 − Scf) +
Thβ

2

τ
. (25)
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将方程 (25)代入方程 (15)和 (16), 平均功率和制冷
系数可以表示为：

P =
A

τ

=
Th(Sc0 − Scf) + (Ucf − Uc0)

τ
+

Thβ
2

τ2

=
E

τ
+

Thβ
2

τ2
, (26)

ε =
Qc
A

=
Uc0 − Ucf

Th(Sc0 − Scf) + (Ucf − Uc0) +
Thβ

2

τ

=
Uc0 − Ucf

E +
Thβ

2

τ

. (27)

从方程 (26)可以看出, 平均功率P随着时间的增加

呈现单调递减趋势, 不存在平均功率P关于时间 τ

的最优值. 这与文献 [8]所述的高温热源无限而低
温热源有限的热机情况不同, 在那里最优功为辐射
能的一半. 当 τ → ∞时, 则P → 0 (对应于准静态
过程), 此时 ε = εmax = εC. 实际上, 对于一个真实
的制冷过程, 要求 τ > 0且为有限值, 利用方程 (26)
并且令Σ = Thβ

2, 可以得到

τ =
E

2P

(
1 +

√
1 +

4ΣP

E

)
. (28)

将方程 (28)代入方程 (27)并利用方程 (4), 可以得
到制冷系数 ε与功率P的关系为

1

ε
=

1

εmax
+

2ΣP

E
(
1 +

√
1 +

4ΣP

E

)
(Uc0 − Ucf)

.

(29)
关系 (29)式为进一步认识制冷系数与平均功

率以及辐射能之间的关系提供了有力工具. 为了
能够更直观地反映制冷系数 ε与P之间的关系, 考
虑到制冷机真实的工作过程, 我们选择则一组参
数: εmax = 3, Σ = 30 kJ·s, τ = 30 s. 给定辐射能
(E)后, 可以根据方程 (26)和 (27)粗略地估算出P

的最小值和 (Uc0 − Ucf)的最大值. 这样, 不同辐射
能 (E)条件下,制冷系数 (ε)随着平均功率 (P )的演
化行为清晰地反映在图 2中. 从图 2可以看出, 随
着P的增加, ε呈现出明显的单调递减的特征. 同
时注意到, E的增加导致了制冷系数 ε的增强. 这
样的行为可以理解如下: 当P较小时, 意味着时间
τ很大, 整个制冷过程趋近于准静态过程, 制冷系
数 ε处于较大值, 特别是当P → 0时, ε → εmax(如
图 2所示). P的增加意味着 τ的减少, 制冷过程逐

渐远离准静态过程而接近于不可逆的真实过程, 这
导致制冷系数呈现出逐渐减小的特征. 与之相反,
辐射能的增加使得 ε呈现出增加的特征. 从 (26)式
可以看出, 当平均功率P 保持不变时, E的增大意
味着 τ的增加, 这导致制冷过程的进程缓慢, 表现
出越来越趋近于准静态行为, 因此 ε 呈现出增加行

为. 从上述分析可以看出, 对于一个低温热源有限
的制冷过程, 必须根据周围环境的实际情况和热设
备的具体参数来设计制冷方案, 以合适的输入功率
达到较佳的制冷目的.

4 8 12 16 20 24 28
2.80

2.85

2.90

2.95

3.00

E=30 kJ

E=60 kJ

E=90 kJ
ε

P/kJ⋅s-1

图 2 E取不同值时制冷系数 ε与功率P 的关系 其中,
εmax = 3, Σ = 30 kJ·s, τ = 30 s
Fig. 2. The coefficient of performance ε versus the
power P for different E. Here, εmax = 3, Σ = 30 kJ·s,
τ = 30 s.

4 结 论

工作在有限尺寸的高低温热源之间的热设备

的性能优化是有限时间热力学领域中的一个重要

研究课题. 本文提出了一个高温热源保持不变而低
温热源为有限尺寸的制冷机模型, 结合有限时间热
力学和线性不可逆热力学理论详细地分析了该制

冷机的特性. 我们解析性地给出了在制冷目标温度
一定情况下的外界输入功率和制冷系数表达式, 并
且进一步讨论了这种较为真实的热力学过程. 发现
在环境 (高温热源)温度不变而冷源温度变化的情
况下, 外界的输入功率与制冷时间的关系不存在明
确的优化关系, 这是与高温热源尺寸有限而冷源尺
寸无限的热机工作过程的一个显著区别. 进一步发
现制冷系数随着输入功率的增加呈现出单调减小

的特征, 而辐射能的增加导致了制冷系数的增强.
这种输入功率与制冷系数的变化关系是不可逆过

程和准静态过程相互竞争的反映. 本文的研究结果
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不仅有助于深入理解高温热源尺寸无限而冷源尺

寸有限的制冷机的工作过程, 而且对于在工程热力
学上如何根据具体情况来设计热装置进而达到优

化制冷也有帮助. 本文的方法也可以应用到热泵性
能的研究. 另外, 时间反演破坏会导致紧耦合条件
不再成立, 更多的物理内容有待进一步研究.
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Abstract

How to optimize the performances of heat devices operating between finite-sized heat sources and sinks has become

a very important issue in the field of finite-time thermodynamics. In this paper, a physical model of the refrigerator

operating between an infinite-sized hot reservoir and a finite-sized cold one is proposed, and by using the principles of

finite-time thermodynamics and the theory of linear irreversible thermodynamics, we present the analytical expressions

of the input power and the coefficient of performance (COP) under the tight-coupling condition, and analyze the per-

formance characteristics of the refrigerator in detail. When the temperature of the cold reservoir is changed with fixing

the environment temperature (the temperature of the hot reservoir), it is found that there does not exist a well-defined

optimal relation between the input power and a duration time τ of the refrigerating process, which is a remarkable dif-

ference from the working process of a heat engine operating between a finite-sized hot reservoir and an infinite-sized cold

one. We further find that the COP exhibits the monotonically decreasing trend with the increase of the input power, but

the increase of the exergy leads to the enhancement of the COP. This feature can be understood as follows: when P is

small, this means that the duration time τ is large, thus the refrigerating process approaches to the quasistatic operation,

which induces the large COP. In particular, when P → 0, the COP ε → εmax. The increase of P implies the reduction

of τ , thus the refrigerating process keeps away from the quasistatic process and approaches to the actual irreversible

process, which causes the COP to decrease. On the contrary, ε shows the increasing trend with the increase of the exergy

E. This is because the increase of E means the enhancement of τ at fixing the input power P , which corresponds to

a slow refrigerating process. As a result, E exhibits the increasing behaviors due to the emergence of the quasistatic

process. From the above analyses, we can find that an appropriate proposal to optimize the refrigerating performance of

heat devices should be based on the actual parameters and the real external environment, thus it is possible to obtain

the optimal refrigerating objective at the expense of the suitable input power. These results are not only helpful in the

in-depth understanding of the refrigerator operating between an infinite-sized hot reservoir and a finite-sized cold one,

but also of great engineering interest in designing realistic heat deices. Our method can also generalize the investigation

of heat pumps. In addition, when the tight-coupling condition is false due to the breaking of time-reversal symmetry,

there needs to be further consideration about it from the angle of physics.

Keywords: refrigerator, exergy, input power, coefficient of performance
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