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一种具有隐藏吸引子的分数阶混沌系统的

动力学分析及有限时间同步∗

郑广超† 刘崇新 王琰

(西安交通大学电气工程学院, 电力设备电气绝缘国家重点实验室, 西安 710049)

( 2017年 10月 31日收到; 2017年 11月 23日收到修改稿 )

对于具有隐藏吸引子的混沌系统, 既有文献大多只针对整数阶系统进行分析与控制研究. 基于Sprott E
系统, 构建了仅有一个稳定平衡点的分数阶混沌系统, 通过相位图、Poincare映射和功率谱等, 分析了该系统
的基本动力学特征. 结果显示, 该系统展现出了丰富而复杂的动力学特性, 且通过随阶次变化的分岔图可知,
系统在不同阶次下呈现出周期运动、倍周期运动和混沌运动等状态, 这些动力学特征对于保密通信等实际工
程领域有重要的研究价值. 针对该具有隐藏吸引子的分数阶系统, 应用分数阶系统有限时间稳定性理论设计
控制器, 对系统进行有限时间同步控制, 并通过数值仿真验证了其有效性.

关键词: 隐藏吸引子, 分数阶, 混沌, 有限时间同步
PACS: 05.45.–a, 05.45.Df, 05.45.Gg DOI: 10.7498/aps.67.20172354

1 引 言

自 19世纪 60年代Lorenz [1]首次提出混沌系

统以来, 发现了大量的三维混沌系统, 如Rössler系
统 [2], Chen系统 [3], Liu系统 [4]以及其他一些典型

三维混沌系统 [5−8], 这些混沌动力学系统在保密通
信学、经济学、工程学等领域得到了广泛的应用. 在
混沌系统中, 存在的吸引子一般分为两种, 自激吸
引子和隐藏吸引子. 自激吸引子由不稳定的平衡
点产生, 而隐藏吸引子的吸引盆与任何不稳定的平
衡点均不相交. 长期以来, 人们认为混沌系统的吸
引子与其平衡点之间存在着密切的联系, 混沌判定
的定性准则也主要是通过Shilnikov定理 [9]来进行,
即混沌的产生至少需要一个不稳定的平衡点, 同
时这个不稳定的平衡点也对应着混沌系统中的一

个吸引子. 然而, 自从Leonov和Kuznetsov [10]基

于Chua系统发现隐藏吸引子以来, 许多学者对具
有隐藏吸引子的混沌系统产生了极大的兴趣, 取得

了很多成果 [11−17]. 这些特殊的混沌系统仅有一个
稳定平衡点 [11,12], 甚至没有平衡点 [13,14]或者有无

穷多平衡点 [15], 这对传统混沌判定的准则提出了
新的挑战. 此外, 由于混沌吸引子不能用一般的数
值分析方法来寻找, 在一定程度上增加了混沌系统
动力学行为的复杂性和不易预测性, 这对于实际工
程应用, 尤其是保密通信领域有重要的理论研究价
值. 目前, 对于具有隐藏吸引子的混沌系统的研究,
既有文献大多是关于整数阶系统的研究, 关于分数
阶系统的研究相对较少.

分数阶微积分几乎与整数阶微积分有一样长

的历史, 但是由于缺乏实际工程应用背景, 分数阶
微积分的发展相对缓慢. 直到近三十年来, 人们发
现用分数阶微积分描述复杂的系统时, 其物理意义
更清晰, 表述更简洁, 特别是当研究对象本身带有
分数阶特性时, 能更好地揭示对象的本质及其行为
特性, 由此分数阶微积分逐渐得到人们的重视, 其
在工程领域和物理方面的应用成为了研究的热点.
长期以来, 由于缺乏有效的数学工具来描述许多实
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际物理系统的无限记忆功能和遗传特性, 几乎所有
的系统都采用整数阶模型来描述, 这在很大程度上
忽略了系统的真实性. 分数阶系统作为整数阶系统
的推广, 具有普遍意义, 能更清晰地描述系统的物
理特性, 且具备特有的历史记忆功能.

随着对分数阶混沌系统的研究不断深入, 人们
认识到分数阶混沌系统的同步在保密通信和信息

科学等领域的应用前景比整数阶混沌系统更加广

泛 [18]. 自从1990年美国海军实验室Pecora和Car-
roll [19]提出了混沌同步概念和方法以来, 随着混沌
同步研究的不断深入, 混沌同步已成为混沌和控制
领域的研究热点, 许多有效的混沌同步控制方法相
继被提出. 然而, 由于分数阶混沌系统实现同步的
复杂性, 相比整数阶系统, 对分数阶混沌系统的同
步控制的研究起步较晚. 2003年, 李春光等 [20]通

过数值仿真第一次实现了分数阶混沌系统的同步,
这极大地激发了人们对分数阶混沌系统同步问题

开展研究的兴趣, 提出了更多实现分数阶混沌系统
的同步方法 [21−24]. 其中, 针对分数阶混沌系统有
限时间同步问题, 赵灵冬等 [24]提出了分数阶系统

有限时间稳定性理论, 实现了分数阶系统有限时间
同步, 且与完全同步对比效果十分显著.

基于以上研究, 考虑将分数阶微积分推广到具
有隐藏吸引子的系统中, 并实现有限时间同步, 这
对混沌技术在实际工程领域的应用有重要的研究

价值, 尤其是在保密通信领域, 可以实现更复杂的
动力学行为, 提高通信系统的安全度.

本文基于Sprott E系统, 构建了一种仅有一个
稳定平衡点的分数阶混沌系统, 其在不同阶次下会
处于周期、倍周期和混沌状态, 分析了该系统的一
些基本动力学行为, 如平衡点、吸引子、Poincare映
射和分岔等. 另外, 运用分数阶有限时间同步控制
理论实现了同步控制并进行了数值仿真.

2 分数阶系统模型及动力学分析

2.1 分数阶微分概述

在分数阶微积分的研究过程中, 对微分和积
分概念提出了许多种定义 [25], 主要有Grunwald-
Letnikov (G-L)定义、Riemann-Liouville (R-L) 定
义以及Caputo定义等, 其中Riemann-Liouville定
义和Caputo定义较为常用, Riemann-Liouville定
义多用于纯数学领域中, Caputo 定义更适用于工

程应用领域, 适合分数阶微分方程初始值问题的
描述.

一般在实际应用中常用Caputo定义, 且Ca-
puto定义可取非同质的初始条件. 本文采用Ca-
puto分数阶微分定义.

定义1 Caputo分数阶微分定义为

C
aD

q
t f(t) =

1

Γ(n− q)
×
∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)q−n+1
dτ, (1)

式中C表示此定义为Caputo分数阶微分定义, q

为微分算子的阶次, n为大于 q的最小整数, 且
n − 1 < q < n, t, a分别为运算的上下限, Γ(·) 为
Gamma函数.

Caputo分数阶微分相关的性质如下.
性质1 [25]

C
aD

q
tx

u =
Γ(u+ 1)

Γ(u+ 1− q)
xu−qC

aD
q
tx. (2)

考虑一般的分数阶微分方程可描述为

C
aD

q
tx(t) = Ax(t). (3)

该方程的通解为

x(t) = x(0)Eq(Atq),

其中Mittag-Leffter函数为

Eq(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(qk + 1)
. (4)

2.2 系统模型及平衡点

Sprott E系 统 最 早 是 由 美 国 学 者 J.
C. Sprott [26]通过计算机穷举法发现的, 由两个
二次非线性项的五项多项式组成, 是最简的三维混
沌系统之一, 其物理实现相对容易. Sprott E系统
在平衡点处的特征根中有一对共轭的纯虚根, 通过
对系统加入小的扰动项, 很容易使这对共轭的纯虚
根转变成为一对具有负实部的共轭特征根, 从而使
系统具有稳定的特征根, 且能够使系统的混沌特性
保留下来. 在实际应用中, 混沌系统很容易受小干
扰的影响而使特征根的性质发生变化, Sprott E系
统便是符合这种情况的典型混沌系统之一. 文献
[12]基于Sprott E系统构建了一种具有一个稳定平
衡点的整数阶混沌系统, 并通过相轨迹图、时域图、
李雅普诺夫指数图和频率谱进行了分析. 本文在此
基础上, 将其推广到分数阶, 构造一种含隐藏吸引
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子的新分数阶混沌系统:

dqx

dtq = yz + a,

dqy

dtq = x2 − y,

dqz

dtq = 1− 4x,

(5)

式中 q为系统 ((5)式)的阶次, 且 0 < q 6 1, a为加
入的系统参数, 取a = 0.005.

令 (5)式右侧为0, 得到系统的平衡点方程为
yz + a = 0, �

x2 − y = 0, �

1− 4x = 0.

(6)

通过求解 (6)式得到系统仅具有一个平衡点
O(0.25, 0.0625,−0.08).

在此平衡点O处, 系统的雅可比矩阵为

J =

 0 −0.08 0.0625

0.5 −1 0

−4 0 0

 . (7)

令其特征多项式det(λI −J) = 0, 得到相应的
特征值为

λ1 = − 0.96736,

λ2,3 = − 0.01632± 0.50810i. (8)

观察 (8)式中三个特征值的实部可见, λ1为负

实数, λ2和λ3的实部均为负数, 因此可以确定平衡
点O为一个稳定的平衡点. 且经后面的混沌特性分
析可知, 系统 ((5)式)是一个混沌系统, 其吸引子类
型为隐藏吸引子. 由Shilnikov定理 [9]可知, 系统产
生混沌的条件要求至少存在一个不稳定的平衡点,
同时吸引子也来源于这个不稳定的平衡点, 而这类
具有隐藏吸引子的混沌系统的出现, 对传统的混沌
判定准则提出了新的挑战.

2.3 混沌特性分析

分岔图是非线性动力学研究中的一个重要

工具, 可以显示系统随某个参数的动力学变化.
以系统 ((5)式)的阶次 q为变化量, 令初始值为
[x(0), y(0), z(0)] = (0.5, 0, 0.2), 得到状态变量x随

着阶次变化的分岔图, 如图 1所示, 此分岔图采用
最大值法绘制.

观察图 1可知, 系统 ((5)式)处于混沌运动状
态的阶次范围很小, 大部分区域都是稳定状态, 并

且到了一定数值后, 对于阶次变化非常敏感. 当
q < 0.987时, 系统的运行轨迹趋于一稳定值, 表明
系统的运动特性是稳定的. 当 0.987 6 q < 0.990

时, 系统发生倍周期分岔. 当0.990 6 q 6 1.000时,
系统已完全进入混沌运动状态.

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
q

x

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲



图 1 变量 x随阶次 q变化的分岔图

Fig. 1. Bifurcation diagram of variable x with order q.

通过相轨迹图、Poincare映射、功率谱进一
步分析系统的非线性动力学特征. 结合对分岔图
的分析, 取 q = 0.990, 初始值 [x(0), y(0), z(0)] =

(0.5, 0, 0.2), 进行数值仿真分析.
首先, 取仿真时间Tsim = 500 s, 步长h =

0.005, 利用预估校正数值算法, 得到系统的相轨
迹图和变量x的时域图分别如图 2和图 3所示. 显
然, 系统 ((5)式)处于混沌状态, 同时表现出单涡卷
特性, 且具有一个混沌吸引子, 由伸展的螺旋运动
和折返的单向运动组成, 其随机性主要在于折返
运动的不确定性. 该系统仅有一个稳定平衡点, 按
照Shilnikov定理 [9]要求至少存在一个不稳定的平

衡点才会出现混沌的判定标准, 该系统不会出现混
沌, 然而图 2和图 3表现出显著的混沌行为, 也与
图 1分岔图的表现相对应, 因此系统 ((5)式)是一
个分数阶混沌系统.

取 z = 0的截面, 得到系统 ((5)式)的Poincare
截面图, 如图 4所示, 可以看出其Poincare截面由
沿着不可数点的两条线构成, 对应着吸引子伸展的
螺旋运动, 具有分形结构的密集分布特点. 取采样
频率为 1.5 Hz, 仿真时间Tsim = 1000 s, 得到系统
((5)式)的功率谱如图 5所示, 可以看出系统的功率
谱是连续谱, 且无明显的峰值. 由此, 从Poincare
截面和功率谱进一步得出系统处于明显的混沌

状态.
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图 2 系统 ((5)式)的相轨迹图 (a)在 x-y-z空间; (b)在 x-y平面上; (c)在 x-z平面上; (d)在 y-z平面上
Fig. 2. Phase portraits of system (Eq. (5)): (a) In the x-y-z state space; (b) in the x-y plane; (c) in the x-z
plane; (d) in the y-z plane.
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Fig. 3. Time series of state variable x.
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图 4 z = 0时 x-y平面上的Poincare映射
Fig. 4. Poincare mapping on x-y phase plane with z = 0.
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图 5 功率谱

Fig. 5. Frequency spectrum.
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3 分数阶系统有限时间同步

3.1 分数阶系统有限时间稳定性理论

分数阶混沌同步在保密通信领域具有更大的

潜力, 得到了人们的广泛关注, 各种分数阶混沌同
步方法被提出, 如Lyapunov方程法、驱动 -响应法、
广义同步法、线性分离投影同步法等. 其中, 赵灵
冬等 [24]提出了一种分数阶系统有限时间稳定性理

论, 能够实现同步误差在有限时间内稳定, 具有同
步速度快、鲁棒性强等优点. 本文运用分数阶系统
有限时间稳定性理论实现系统同步控制.

定理1 [24] 考虑一般的分数阶系统, 满足

xC
aD

q
tx

T =
Γ(2)

Γ(2 + α)
C
aD

q
tx(x

q)T 6 −k(xxT)α, �

α <
q + q2

2
, k > 0, (9)

式中状态变量 x = [x1, x2, · · · , xn], xq =

[xq
1, x

q
2, · · · , xq

n]. 此时分数阶系统的状态变量x

将会在有限时间 t内趋于零, 即系统达到稳定状态,

t =

v(0)q− 2α
1+q

Γ

(
1 + q − 2α

1 + q

)
Γ(1 + q)

Γ

(
1 + 2q − 2α

1 + q

)
kΓ(2 + q)


1
q

,

(10)

式中v = x(xq)T.
引理1 当满足a, b > 0且 0 < c < 1时, 可得

如下不等式:

(a+ b)c 6 ac + bc. (11)

令系统 ((5)式)为驱动系统, 其中 q = 0.99, 则
相应的响应系统为

dqx1

dtq = y1z1 + a− u1, �

dqy1
dtq = x2

1 − y1 − u2, �

dqz1
dtq = 1− 4x1 − u3�,

(12)

式中u1, u2, u3为根据定理1所加入的控制器.
设 e1 = x1 − x, e2 = y1 − y, e3 = z1 − z为

驱动系统 ((5)式)与响应系统 ((12)式)的同步误差,

则得到误差系统为

dqe1
dtq = y1e3 + ze2 − u1, �

dqe2
dtq = x1e1 + xe1 − e2 − u2,

dqe3
dtq = −4e1 − u3.

(13)

由定理1, 设计相应的控制器u1, u2, u3:
u1 = x1e2 + xe2 + keβ1 , �

u2 = ze1 + keβ2 , �

u3 = y1e1 − 4e1 + keβ3 ,

(14)

式中k和β为控制器的相关参数.
加入 (14)式的控制器后, 分数阶误差系统

((13)式)可以在有限时间 t内达到稳定,

t =
[
e(eq)T]q− 1+β

1+q

Γ

(
1+q− 1+β

1+q

)
Γ(1+q)

Γ

(
1+2q− 1+β

1+q

)
kΓ(2+q)


1
q

,

(15)

式中e = [e1, e2, e3], eq = [eq1, e
q
2, e

q
3].

证明 由误差系统 ((13)式)和所设计控制器
((14)式), 得到同步误差为

dqe1
dtq = y1e3 + ze2 − x1e2 − xe2 − keβ1 , �

dqe2
dtq = x1e1 + xe1 − e2 − ze1 − keβ2 , �

dqe3
dtq = −4e1 − y1e1 + 4e1 − keβ3 .

(16)

根据 (9)式推导可得
Γ(2)

Γ(2 + α)

dq

dtq
[
e1 e2 e3

] [
eq1 eq2 eq3

]T

=
[
e1 e2 e3

] [ dq

dtq e
q
1

dq

dtq e
q
2

dq

dtq e
q
3

]T

= y1e1e3 + ze1e2 − x1e1e2 − xe1e2 − keβ+1
1

+ x1e1e2 + xe1e2 − e22 − ze1e2 − keβ+1
2

− 4e1e3 − y1e1e3 + 4e1e3 − keβ+1
3

= − e22 − keβ+1
1 − keβ+1

2 − keβ+1
3

6 − keβ+1
1 − keβ+1

2 − keβ+1
3

= − k(e21)
β+1
2 − k(e22)

β+1
2 − k(e23)

β+1
2 . (17)

050502-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 5 (2018) 050502

由引理1的不等式得

− (e21)
β+1
2 − (e22)

β+1
2 − (e23)

β+1
2

6 − (e21 + e22 + e23)
β+1
2 . (18)

因此可得

Γ(2)

Γ(2 + α)

dq

dtq
[
e1 e2 e3

] [
eq1 eq2 eq3

]T

6 − k(e21 + e22 + e23)
β+1
2

= − k

([
e1 e2 e3

] [
e1 e2 e3

]T
)β+1

2

= − k(eeT)
β+1
2 . (19)

显然, (19)式满足定理 1的条件, 故误差系统
((13)式)可以在有限时间 t内达到稳定, 即驱动 -响
应系统在有限时间内实现同步,

t =
[
e(eq)T]q− 1+β

1+q

Γ

(
1+q− 1+β

1+q

)
Γ(1+q)

Γ

(
1+2q− 1+β

1+q

)
kΓ(2+q)


1
q

,

(20)

式中e = [e1, e2, e3], eq = [eq1, e
q
2, e

q
3].

3.2 数值仿真

采用MATLAB R2017a进行数值仿真,用预估
校正法求解微分方程. 令仿真的步长 t∆ = 0.001,
仿真时间Tsim = 12 s, 分数阶系统的阶次取
q = 0.99, 驱动系统 ((5)式)和响应系统 ((12)式)
的初值分别取为 [x(0), y(0), z(0)] = (0.5, 0, 0.2)及

[x1(0), y1(0), z1(0)] = (1.2, 0.3, 2). 设计控制器的
相关参数取值为k = 1.5, β = 0.8. 根据这些参数
编写程序, 得到误差系统和各状态变量同步情况的
仿真图, 如图 6和图 7所示.

e
i

e

e

e

2.0

1.5

1.0

0.5

0
0 1 2 3

t/s
4 5 6

图 6 同步误差曲线图

Fig. 6. Synchronization error curves.

由图 6可以看出, 加入控制器后误差系统 e1,
e2和 e3在 3 s内均能收敛于零点, 即误差系统达到

稳定状态, 由图 7也可看出, 驱动系统和响应系统
的各状态变量在 3 s内达到了完全同步状态, 由此
可见设计的控制器效果非常显著.
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图 7 加入控制器后各状态变量同步图 (a)变量 x-x1;
(b)变量 y-y1; (c)变量 z-z1
Fig. 7. Synchronization phase plots of state variables
with controller added: (a) x-x1; (b) y-y1; (c) z-z1.

4 结 论

基于Sprott E系统, 构建了仅有一个稳定平衡
点的分数阶混沌系统, 研究含有隐藏吸引子的分数
阶混沌系统, 通过平衡点、吸引子、Poincare映射和
分岔等详细分析了该系统的基本动力学行为. 基
于分数阶有限时间同步控制理论, 设计了有限时间
同步控制器, 实现了带有隐藏吸引子分数阶混沌系
统的同步控制, 数值仿真结果证实了该方法的有效
性. 构建的分数阶混沌系统具有以下特点和优势:
首先, 用分数阶微积分进行描述和研究, 其物理意
义更清晰, 描述更精确, 能更好地揭示对象的本质
及其行为特性; 其次, 构建的改进分数阶Sprott E
系统在平衡点处有一对具有负实部的共轭特征根,
系统具有稳定的平衡点, 吸引子类型为隐藏吸引
子; 最后, 构建的分数阶混沌系统具有更复杂、更丰
富的混沌动力学特性, 参数选择范围更大、更加灵
活, 且系统对这些参数的变化较为敏感, 这样在构
造混沌振荡器应用于保密通信、图像加密等实际领

域时, 密钥更多更复杂, 增强了不可预测性, 提高了
应用中的可靠性和安全性.
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Abstract
Shilnikov criteria believe that the emergence of chaos requires at least one unstable equilibrium, and an attractor

is associated with the unstable equilibrium. However, some special chaotic systems have been proposed recently, each
of which has one stable equilibrium, or no equilibrium at all, or has a linear equilibrium (infinite equilibrium). These
special dynamical systems can present chaotic characteristics, and the attractors in these chaotic systems are called
hidden attractors due to the fact that the attraction basins of chaotic systems do not intersect with small neighborhoods
of any equilibrium points. Since they were first found and reported in 2011, the dynamical systems with hidden attractors
have attracted much attention. Additionally, the fractional-order system, which can give a clearer physical meaning and
a more accurate description of the physical phenomenon, has been broadly investigated in recent years. Motivated by
these two considerations, in this paper, we propose a fractional-order chaotic system with hidden attractors, and the
finite time synchronization of the fractional-order chaotic systems is also studied.

Most of the researches mainly focus on dynamic analysis and control of integer-order chaotic systems with hidden
attractors. In this paper, based on the Sprott E system, a fractional-order chaotic system is constructed by adding an
appropriate constant term. The fractional-order chaotic system has only one stable equilibrium point, but it can generate
various hidden attractors. Basic dynamical characteristics of the system are analyzed carefully through phase diagram,
Poincare mapping and power spectrum, and the results show that the fractional-order system can present obvious chaotic
characteristics. Based on bifurcation diagram of system order, it can be found that the fractional-order system can have
period attractors, doubling period attractors, and chaotic attractors with various orders. Additionally, a finite time
synchronization of the fractional-order chaotic system with hidden attractors is realized based on the finite time stable
theorem, and the proposed controller is robust and can guarantee fast convergence. Finally, numerical simulation is
carried out and the results verify the effectiveness of the proposed controller.

The fractional-order chaotic system with hidden attractors has more complex and richer dynamic characteristics
than integer-order chaotic systems, and chaotic range of parameters is more flexible, meanwhile the dynamics is more
sensitive to system parameters. Therefore, the fractional-order chaotic system with hidden attractors can provide more
key parameters and present better performance for practical applications, such as secure communication and image
encryption, and it deserves to be further investigated.

Keywords: hidden attractor, fractional order, chaos, finite-time synchronizing
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