
引力彩虹时空中Kerr黑洞的熵谱和面积谱
刘成周 邓岳君 骆叶成

Entropy spectrum and area spectrum of Kerr black hole in gravity's rianbow

Liu Cheng-Zhou Deng Yue-Jun Luo Ye-Cheng

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 67, 060401 (2018) DOI: 10.7498/aps.67.20172374
在线阅读View online: http://dx.doi.org/10.7498/aps.67.20172374
当期内容View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2018/V67/I6

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

Kerr-Newman黑洞隧穿辐射的新研究
New studies of tunneling radiation from Kerr-Newman black holes
物理学报.2014, 63(18): 180401 http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.180401

用新乌龟坐标变换研究动态Kerr黑洞的Hawking辐射
Hawking radiation in a dynamical Kerr black hole using a new tortoise coordinate
物理学报.2011, 60(9): 090403 http://dx.doi.org/10.7498/aps.60.090403

砖墙模型不能给出黑洞熵

The brick-wall model unapplicable to the calculating of black hole entropy
物理学报.2011, 60(8): 080402 http://dx.doi.org/10.7498/aps.60.080402

利用新的整体嵌入方法研究高维旋转黑洞的Hawking效应和Unruh效应
A new global embedding approach to study Hawking and Unruh effects for higher-dimensional rotation
black holes
物理学报.2011, 60(8): 080403 http://dx.doi.org/10.7498/aps.60.080403

无截断薄膜模型与Dirac场的黑洞熵
The thin film model without cutoff and the black hole entropy of Dirac field
物理学报.2011, 60(6): 060401 http://dx.doi.org/10.7498/aps.60.060401

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.67.20172374
http://dx.doi.org/10.7498/aps.67.20172374
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2018/V67/I6
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract60938.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract18923.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract18720.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract18721.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract18465.shtml


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 6 (2018) 060401

引力彩虹时空中Kerr黑洞的熵谱和面积谱∗
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( 2017年 11月 2日收到; 2017年 12月 25日收到修改稿 )

利用黑洞的绝热不变性, 研究了引力彩虹时空中Kerr黑洞的熵谱和面积谱. 首先, 在引力彩虹时空背景
下, 计算了Kerr黑洞的绝热不变作用量, 并将其与玻尔 -索末菲量子化条件相结合, 给出了黑洞的熵谱. 得到
的熵谱没有引力彩虹时空本身具有的粒子能量依赖性, 且是与经典Kerr黑洞中原始贝肯斯坦熵谱相同的等
间距熵谱. 然后, 根据黑洞热力学第一定律和黑洞熵谱, 给出了与原始贝肯斯坦谱不同的面积谱. 该面积谱是
非等间距的, 而且有对黑洞面积的依赖性, 但不依赖于探测粒子的能量. 面积谱表明, 随着黑洞面积的减少,
面积间隔逐步变小; 当黑洞达到普朗克尺度时, 面积量子可降为零. 这表示黑洞面积不再减少, 黑洞出现辐射
剩余. 而在忽略色散关系的修正效应或在大黑洞极限下, 面积谱的修正项可以忽略, 引力彩虹Kerr黑洞面积
谱可以回归到原始贝肯斯坦谱. 此外, 对引力彩虹时空Kerr黑洞的熵进行了讨论, 得到了带有面积倒数修正
项的黑洞熵, 分析了黑洞熵的量子修正与面积谱量子修正的一致性.

关键词: 引力彩虹黑洞, 绝热不变性, 量子效应
PACS: 04.70.Dy, 04.60.Bc, 04.62.+v DOI: 10.7498/aps.67.20172374

1 引 言

黑洞的熵谱和面积谱是黑洞量子性质的重

要内容. 通过考虑黑洞吸收或释放试验粒子, 贝
肯斯坦 (Bekenstein)首先提出了最小面积增量为
∆A = ε~的黑洞事件视界的等间距面积谱 [1,2]. 其
中, ε是一个无量纲常数, ~为普朗克常量, 且采用
了 c = G = 1的自然单位制. 进一步, 贝肯斯坦指
出, 对于一个均匀缓慢演化的黑洞, 视界面积是一
个绝热不变量 [3,4]. 也就是说, 相比于外部的扰动
变量, 黑洞自身的面积变化是非常缓慢的. 根据
Ehrenfest原理, 任何经典的绝热不变量都对应一
个有离散谱的量子属性. 这样可以得出黑洞面积是
量子化的, 面积量子是 ε~. 并且, 用这种方法得出
的面积增量是

∆A = 8π~. (1)

将贝肯斯坦面积谱 (1)与黑洞的贝肯斯坦 -霍金
(Bekenstein-Hawking, B-H)公式

Sbh =
A

4~
(2)

相结合, 则可得到等间距的黑洞熵谱

∆S = 2π. (3)

将黑洞视界面积的绝热不变性和黑洞的准正

则模相结合, Kunstatter [5]提出了一个黑洞绝热不

变变量公式. 该公式表明, 对于一个能量为E和

扰动频率为ω(E)的系统而言, 自然地有一个绝热
不变量

I =

∫ dE
ω(E)

. (4)

黑洞的准正则模是黑洞受外界扰动时产生的一系

列由黑洞本身参数确定的特征频率 [6]. 作为一个半
经典极限, 可以把一个具有跃迁频率的黑洞考虑为
一个周期性的绝热经典系统, 且该经典系统的周期
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由黑洞的准正则模给出. 这样, 通过玻尔 -索末菲
量子化通则, 可得到作用量 I = 2πn~, 由此可计算
出黑洞熵谱和面积谱. 应当指出, 利用准正则模研
究黑洞量子化的方法是由Hod [7,8]首先提出的. 基
于玻尔的对应原理, Hod认为, 黑洞的高阻尼准正
则模对应于系统的量子跃迁, 并且渐近的准正则模
的实部对应于黑洞的量子跃迁频率. 这样, 让黑洞
的能量变化等于辐射能量, 就可以得到黑洞的面积
谱. 进一步, Maggiro [9]认为, 在半经典的极限下,
黑洞的跃迁频率应当对应作为复数的准正则模的

绝对值. 而对处于高激发态的黑洞, 准正则模的虚
部远大于实部, 从而黑洞的特征频率应该来自准
正则模的虚部. 这是黑洞量子化的准正则模方法
的一个重要进展. 另外, 文献 [10]也较早地指出用
准正则模的虚部给出黑洞的特征频率. 利用准正
则模的虚部给出黑洞的特征频率, 将其代入 (4)式
的绝热不变量, 并对该绝热不变量进行量子化, 可
以得到与原始贝肯斯坦谱 (1)式一致的黑洞面积
谱 [9,11,12]. 利用黑洞准正则模和绝热不变性相结
合, 对黑洞量子化和黑洞光谱学, 在多种时空中进
行了广泛研究 [13−21].

另外, 受贝肯斯坦关于黑洞面积是一个绝热
不变量观点的启发, 在黑洞量子谱的研究方面, 人
们还提出了不同的获得黑洞绝热不变量的公式和

方法 [22−27]. 其中, 通过考虑粒子在事件视界上
的隧穿, Majhi和Vegenas [27]给出黑洞的一个绝热

不变量

I =

∫
pidqi =

∫∫ pi

0

dp′idqi

=

∫∫ p0

0

dp′0dq0 +
∫∫ pr

0

dp′rdqr, (5)

其中 pi是坐标 qi的共轭动量, q0 = τ是欧氏时间,
qr = r是径向坐标. 对于不带电的静态球对称黑
洞, 将玻尔 -索末菲量子化通则应用于作用不变量
(5)式, 得到了 (3)式所表示的黑洞熵谱 [27]. 这样,
通过给出一种绝热不变性, Majhi和Vegenas [27]提

出了研究黑洞量子化的一种简便方法. 利用这种方
法, 不使用黑洞的准正则模就可以得到黑洞的量子
化谱. 考虑作用变量的正则不变性, (5)式的绝热不
变量被表述为 [28]

I =

∮∫
dpidqi, (6)

其中 qi是欧氏空间中的动力学自由度. 这里的积分
路径是封闭的, 回路靠近且包围事件视界. 在静态

球对称时空中, 利用绝热不变量 (6)式, 可得到与利
用 (5)式一致的黑洞熵谱与面积谱 [28]. 利用 (5)和
(6)式, 在不同时空中计算和分析黑洞的绝热不变
的作用量, Majhi和Vegenas的方法得到了应用和
推广 [27−32]. 在不同的时空中, 均得到了 (3)式的等
间距熵谱, 但在考虑黑洞熵的量子修正等引力量子
效应时, 得到的面积谱是非等间距的, 出现了对面
积量子 (1)式的修正和偏离.

本文将Majhi和Vegenas研究黑洞光谱学的方
法应用到引力彩虹时空中的Kerr黑洞. 引力彩虹
时空具有通过粒子能量依赖性体现的时空量子效

应. 本文的主要目的是考察时空的能量依赖性对转
动时空光谱学的影响. 通过给出引力彩虹Kerr黑
洞的绝热不变量公式 (6)并对其量子化, 不考虑黑
洞的准正则模, 得到了黑洞的熵谱和面积谱. 结果
表明, 引力彩虹Kerr黑洞的熵谱没有粒子能量的
依赖性, 是与原始贝肯斯坦谱 (3)式相同的等间距
谱. 然而, 受时空量子效应的影响, 面积谱是依赖
于黑洞面积的非等间距谱. 结果表明, 随着黑洞面
积的减少, 面积间隔将减少. 而当忽略时空的量子
效应时, 面积谱可以回到等间距的原始贝肯斯坦谱
(1)式. 通过分析面积谱, 给出了普朗克量级的黑洞
最小面积. 而且得到当黑洞达到最小面积时, 面积
间隔为零, 这表示黑洞辐射的停止和黑洞剩余的出
现. 与黑洞熵谱一致的是, 面积谱也没有粒子能量
的依赖性. 对引力彩虹Kerr黑洞的熵进行了讨论,
得到了包含修正项的黑洞熵表达式. 可以看出, 黑
洞熵的修正与黑洞面积谱的修正均来自时空的量

子效应, 具有内在一致性. 本文第 2部分简要介绍
引力彩虹时空; 第三部分计算引力彩虹Kerr黑洞
的作用量和熵谱; 第四部分给出Kerr黑洞的面积
谱, 并讨论黑洞剩余和黑洞熵; 最后是总结和讨论.
文中采用G = KB = c = 1的自然单位制.

2 引力彩虹时空

引力彩虹是时空量子化的一种具体体现. 实
现引力与量子理论的统一是当前理论物理面临的

重大挑战. 一般认为, 存在一个具有普朗克长度量
级的最小长度单元是量子引力的一个基本特征 [33],
这可从量子引力的基本理论和结果中得到体现. 作
为量子引力理论的两个主要候选者, 弦理论 [34,35]

和圈量子引力 [36]均给出了具有普朗克长度量级的
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最小可观测长度. 另一方面, 黑洞物理是量子引力
理论的重要试验场. 考虑引力的量子效应, 用半经
典方法研究黑洞物理的量子修正, 有可能为量子引
力理论的最终形成提供有价值的借鉴和参考. 这方
面有许多新的尝试和进展 [37−46].

最小可观测长度的存在引发了对狭义相对论

的修改, 并导致了修改狭义相对论的出现 [47−51].
修改狭义相对论不但要求存在不变的最高速

度——光速, 而且要求有不变的最高能量——普
朗克能量, 因此也被称为双狭义相对论. 作为修改
狭义相对论的主要内容, 通常的能量动量不变关系
式被修改为

E2f2(E/EP)− p2g2(E/EP) = m2, (7)

其中, E表示粒子的能量, EP为普朗克能量, p和m

分别为粒子的动量和质量. 可以看出, 在修改狭义
相对论中, 具有不同能量的粒子将具有不同形式的
能量动量关系式, 也就说, 修改的色散关系是能量
依赖的.

修改的色散关系是在动量空间进行定义的, 为
了给出与该非线性的动量变换定理所在的动量空

间对偶的坐标空间, 提出了彩虹度规 [52,53]. 彩虹度
规可以通过要求动量和无限小位移的缩并满足线

性不变关系而得到. 相应的平直时空度规可表示为

ds2 = − dt2
f2(E/EP)

+
(dxi)2

g2(E/EP)
. (8)

(8)式表明, 时空线元以粒子的能量为参量, 用不同
能量的粒子作探测粒子, 将会对时空有不同的有效
描述, 该能量依赖的度规族被称为彩虹度规. 这就
是说, 与动量空间对偶的不是单一的时空, 而是一
个能量依赖的时空族. 将彩虹度规推广到包含引力
的情况, 就可以得到引力彩虹 [53]. 在引力彩虹时空
中的Schwarzschild黑洞度规为

ds2 = −
1− 2M

r
f2(E/EP)

dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

g2(E/EP)
dr2

+
r2

g2(E/EP)
dΩ2, (9)

其中, M表示黑洞的质量. 与平直的彩虹度规类
似, 在引力彩虹时空中, 通常的经典Schwarzschild
黑洞时空被由E/EP作为参数的单参度规族所取

代. 这样, 弯曲时空几何就获得了具有能量依赖性
的有效描述.

引力彩虹的能量依赖性体现了引力彩虹的

时空量子效应, 而且是通过能量函数 f(E/EP)和

g(E/EP)来具体表示. 对于修改的色散关系和引
力彩虹中能量函数的具体函数形式, 已有多种方
案被提出 [54]. 但是, 在不同的方案中, f(E/EP)和

g(E/EP)都将在低能极限下趋于 1. 这样, 修改的
色散关系式就可以在低能极限下回归到通常的能

量动量关系式, 引力彩虹也回到通常的经典时空.
其中, Amelino-Camelia等 [55,56]提出

f

(
E

EP

)
= 1, g

(
E

EP

)
=

√
1− η

(
E

EP

)n

, (10)

式中 η为无量纲常数. 对该修改的色散关系及其对
应的彩虹时空的含义和理论背景已有深入探讨 [56].
接下来, 利用 (10)式表达的修改色散关系, 讨论引
力彩虹时空中Kerr黑洞光谱学的量子引力效应.

3 引力彩虹时空中Kerr黑洞的熵谱

经典Kerr黑洞由总质量M和总角动量J两个

参数来描述. 在引力彩虹时空中, Kerr黑洞的轴对
称度规在Boyer-Lindquist坐标下可表示为 [57]

ds2

= −
(
1− 2Mr2

ρ2

)
dt2

f2(E/EP)

+
ρ2

∆

dr2
g2(E/EP)

+ ρ2
dθ2

g2(E/EP)

+

[
(r2 + a2) sin2 θ +

2Mra2 sin4 θ

ρ2

]
dϕ2

g2(E/EP)

− 4Mra sin2 θ

ρ2
dtdϕ

f(E/EP)g(E/EP)
, (11)

其中, ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ,∆ ≡ r2 + a2 − 2Mr,
a = J/M是单位质量的角动量.

令∆ ≡ 0, 可得黑洞的视界半径为

r± = M ±
√
M2 − a2, (12)

显然, 引力彩虹Kerr黑洞的视界位置与经典Kerr
黑洞的情况相同.

在经典Kerr黑洞中, 黑洞温度为

Tbh =
1

2π

(
r+

a2 + r2+
− 1

2r+

)
. (13)

而在引力彩虹时空中, 温度可以修改为 [58−60]

T = Tbh
g(E/EP)

f(E/EP)
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=
r2+ − a2

4πr+(r2+ + a2)

g(E/EP)

f(E/EP)
. (14)

可以看出, 黑洞的温度具有粒子能量依赖性, 不同
能量的粒子对黑洞的温度具有不同的有效描述.

接下来, 计算粒子在引力彩虹Kerr黑洞视界
上的隧穿作用量. 考虑到Kerr黑洞中参考性的拖
拽效应, 视界附近的物质场会被引力场拖拽. 这样,
为了在Kerr黑洞中给出 (6)式表示的绝热不变作
用量, 应采用拖拽坐标系. 利用拖拽坐标变换

dφ = Ωdt = gtφ
gφφ

dt

=
a(r2 + a2 −∆)

(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

f

g
dt, (15)

得到拖拽的引力彩虹Kerr黑洞线元为

ds2 = − ρ2∆

(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

dt2
f2(E/EP)

+
ρ2

∆

dr2
g2(E/EP)

+ ρ2
dθ2

g2(E/EP)
. (16)

这其实是一个三维超曲面. 而为了方便利用 (6)式,
变换 t → iτ , 其中 i为虚数单位. 可以得到 (16)式
对应的欧几里得线元

ds2 =
ρ2∆

(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

dτ2
f2(E/EP)

+
ρ2

∆

dr2
g2(E/EP)

+ ρ2
dθ2

g2(E/EP)
. (17)

在拖拽坐标系中, 坐标φ不再出现. 这就是说,
对于处于该转动时空中的物质 -引力系统, 坐标φ

是一个可遗坐标 [61,62]. 为了消除这一坐标对粒子
隧穿的影响, 绝热不变作用量 (6)式应写为

I =

∮
(prdqr − p

φ
dqφ)

=

∮ ∫ (pr,pφ)

0

(dp′rdr − dp′
φ

dφ)

=

∮ ∫ (pr,pφ)

0

(dp′r ṙ − dp′
φ
φ̇)dτ, (18)

其中, pr和 pφ为分别对应坐标 r和φ的共轭动量,

ṙ =
dr
dτ , φ̇ =

dφ
dτ .

为了对 (18)式进行计算, 利用哈密顿方程将动
量用能量取代,

ṙ =
dr
dτ =

dH ′
τ(r;φ,pφ)

dp′r
, (19)

φ̇ =
dφ
dt =

dH ′
τ(φ;r,pr)

dp′φ
. (20)

其中, dH ′

τ(r;φ,pφ)和dH ′

τ(φ;r,pφ)分别表示在粒子辐

射时由于质量和角动量的减少而引起的黑洞欧几

里得能量变化, 而且可以写为

dH
′

τ(r;φ,pφ) = −i dH
′

t(r;φ,pφ) = −i dM ′, (21)

dH
′

τ(φ;r,pr)
= −i dH ′

t(φ;r,pr)
= −iΩ′

+dJ ′, (22)

其中, Ω′
+是视界上的拖拽角速度. 这样, 绝热不变

量 (18)式可以写为

I =

∮ ∫ (
H′

τ(r;φ,pφ),H
′
τ(φ;r,pr)

)
0

dτ

×
(

dH ′
τ(r;φ,pφ) − dH ′

τ(φ;r,pr)

)
=

∮ ∫ M

0

(−i dM ′ + iΩ′dJ ′)dτ. (23)

为了方便完成 (23)式对时间的积分, 可以利
用事件视界的基本特征. 考虑到在包含视界的环
路上, 欧几里得时间积分等于~乘以霍金温度的倒
数 [63], 则有

I =

∫ M

0

−i~(dM ′ −Ω′
+dJ ′)

T ′
τ

= ~
∫ M

0

dM ′ −Ω′
+dJ ′

T ′ . (24)

利用Kerr黑洞的热力学第一定律

dS′ =
dM ′ −Ω′

+dJ ′

T ′ , (25)

则 (24)式变为

I = ~
∫ S

0

dS′ = ~S. (26)

接下来, 对 (26)式表达的黑洞绝热不变作用量
应用Bohr-Sommerfield量子化规则

I = 2πn~, (27)

其中n = 1, 2, 3, · · · . 这样, 就可以得到引力彩虹时
空中Kerr黑洞的熵谱为

Sn =
In
~

= 2πn, (28)

∆S = Sn+1 − Sn = 2π. (29)

可以看出, 在引力彩虹时空中, Kerr黑洞的熵谱是
等间隔的, 且与原始贝肯斯坦谱 (1)式相同. 而且,
这里的结果也与应用Majhi和Vegenas的方法得到
的其他黑洞的熵谱相同 [27−32]. 尽管力彩虹时空本
身是能量依赖的, 但其中的Kerr黑洞熵谱独立于
测试粒子的能量.
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4 引力彩虹时空中Kerr黑洞的面积谱

黑洞的面积谱可以从熵谱和熵面积关系得到.
如果使用 (2)式的B-H公式, 则根据 (29)式的熵谱,
可以得到面积谱

∆An = 4~∆Sbh = 8π~. (30)

显然, 这是与贝肯斯坦的原始结果 (1)式相同的等
间隔面积谱. 当然这也与经典情况下的Kerr黑洞
的结果相同.

然而, 考虑到修改的色散关系的影响, 引力彩
虹时空中Kerr黑洞的熵面积关系应该具有对B-H
熵的量子修正. 这样, 引力彩虹Kerr黑洞的面积谱
也应该具有相应的来自时空量子效应的影响. 接下
来对此进行分析和讨论.

对于引力彩虹Kerr黑洞, 注意到a = J/M , 则
(25)式的热力学第一定律可以写为

dS =
dM −Ω+dJ

T

=
1− aΩ+

T
dM. (31)

这里, 考虑了黑洞辐射过程中保持角动量与质量比
值不变的情况 [61,62]. 而应用 (10)式的修正的色散
关系, 黑洞温度可以表示为

T =
1

2π

(
r+

a2 + r2+
− 1

2r+

)√
1− η

(
E

EP

)n

. (32)

(32)式中, 探测粒子的能量E可以等同于黑洞

视界附近的粒子能量, 而该能量可以从来自不确定
原理的限制得到 [64,65]. 考虑粒子的动量位置不确
定原理∆p > ~/∆x, 则有粒子能量E > ~/∆x. 黑
洞视界附近粒子的坐标不确定度由视界半径给出,
且表示为∆x ≈ r+. 这样就有辐射粒子的能量

E ≈ ~
r+

. (33)

黑洞视界附近的粒子形成了黑洞的霍金辐射, 这就
是说可以用黑洞的温度给出探测粒子的特征能量.
对于Schwarzschild黑洞, A = 4πr2+, 则有

E ≈ ~
√

4π

A
. (34)

这里, 作为对黑洞量子引力效应的一般性分
析与讨论, 对于Kerr黑洞, 采用与Schwarzschild黑

洞一样的方式来给出探测粒子能量 [66], 且使用面
积公式

A = 4π(r2+ + a2). (35)

这样, 引力彩虹Kerr黑洞的温度就可表示为

T =
~
2π

(
r+

a2 + r2+
− 1

2r+

)√
1− η

(
~
EP

√
4π

A

)n

.

(36)

类似地, 取视界上的角速度为

Ω+ =
a

r2+ + a2
. (37)

将 (36), (37)式代入 (31)式, 可得

dS =
4πr4+

r2+ − a2
1

4~

√
1− η

(
~
EP

√
4π

A

)n
dM. (38)

利用 (12)式, 并将辐射过程中黑洞单位质量的角动
量视为常量, 可得

dM =
r2+ − a2

2r2+
dr+. (39)

这样, 将 (39), (35)式代入 (38)式, 则有

dS =
dA

4~

√
1− η

(
~
EP

√
4π

A

)n
, (40)

dA = 4~

√
1− η

(
~
EP

√
4π

A

)n

dS. (41)

将 (41)式与黑洞熵谱 (29)式相结合, 则有引力彩虹
Kerr黑洞的面积谱

∆A = 8π~

√
1− η

(
~
EP

√
4π

A

)n

. (42)

显然, 这是与原始贝肯斯坦面积谱 (1)式不同的非
等间距谱, 该面积谱是黑洞视界面积的函数.

从 (42)式可以看出, 随着黑洞面积的减小, 面
积间隔会变小, 以面积谱的非等间距性和对面积的
依赖性为特征的面积谱修正效应逐步明显. 特别是
随着黑洞的不断辐射, 当黑洞的尺度达到普朗克量
级, 且当

Amin = 4πη
2
n
~2

E2
P

(43)

时, 会有 √
1− η

(
~
EP

√
4π

A

)n

= 0, (44)
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从而得到

∆A = 0, (45)

此时面积间隔消失. 但面积量子为零, 并不意味着
面积经典连续变化的出现, 而是表明黑洞面积不再
减小, 黑洞达到了最小尺度. 因为, 从 (43), (44)与
(42)式可以看出, 要求有物理意义的面积谱, 则需
要有A > Amin, Amin是彩虹引力黑洞的最小面积.
也就是说, 黑洞面积达到Amin时, 黑洞出现了辐射
剩余.

另外, 从 (34)式可以看到, 当A = Amin, 有

E =
1
n
√
η
EP, (46)

这样, 从 (32)式可以看到, 此时有黑洞温度

T = 0, (47)

这表明黑洞辐射停止, 剩余出现. 这与利用量子引
力效应对黑洞剩余的研究结果相一致 [64−67].

不考虑色散关系的修正效应, 当 η → 0时, 从
面积谱 (42)式可以得到与原始贝肯斯坦面积谱
(1)式一样的结果. 另外, 对于大黑洞, 对 (42)式做
级数展开, 可有

∆A = 8π~− 4π~η
(

~
EP

√
4π

A

)n

− π~η2
(

~
EP

√
4π

A

)2n

+ · · · . (48)

(48)式第一项即为贝肯斯坦面积谱 (1)式的结果,
第二、三项及以后各项为面积谱对贝肯斯坦面积谱

的偏离和修正. 这是与考虑量子修正效应的黑洞面
积谱一致的结果 [27]. 如果取n = 2, 则第一项修正
为面积的倒数项, 第二项修正为面积倒数的平方.
修正项随着面积的增大而减少, 在大黑洞极限下修
正项可以忽略, 从而面积谱 (48)式可以回到贝肯斯
坦面积谱.

可以看出, 面积谱 (42)式对贝肯斯坦面积谱的
修改和偏离来自引力彩虹的量子效应. 这样, 这
里修改的面积谱即为黑洞面积谱的量子修正, 而
且应与黑洞物理的其他量子效应相关, 特别是应
与黑洞熵的量子修正相一致. 实际上, 不考虑引
力彩虹的量子效应, 令 η = 0, 从 (40)式可以得到
dS = dA/4~, 从而得到 (2)式的B-H熵, 此时引力
彩虹Kerr黑洞具有与经典Kerr黑洞一样的熵表达
式, 而此时的面积谱也与原始贝肯斯坦谱一样. 考

虑时空的量子效应, (40)式表示的熵面积关系就对
B-H熵有偏离和修正. 对 (40)式做大黑洞展开, 则
有

dS =
1

4~
dA+

1

8~
η

(
~
EP

√
4π

A

)n

dA

+
3

32~
η2
(

~
EP

√
4π

A

)2n

dA+ · · ·

=

[
1 +

1

2
η

(
~
EP

√
4π

A

)n

+
3

8
η2
(

~
EP

√
4π

A

)2n

+ · · ·
]

dA
4~

, (49)

可以看出, 对 (49)式取零级近似并进行积分, 即可
得到B-H熵

S0 = Sbh =
A

4~
. (50)

对第二项和第三项积分, 可得到黑洞熵量子修正的
第二、三项为

S1 =
~
8
η

(
~
√
4π

EP

)n
A1−n

1− n

= − ~
8

(
~
√
4π

EP

)n
η

(n− 1)An−1
, (51)

S2 =
3~
32

η2
(
~
√
4π

EP

)2n
A1−2n

1− 2n

= − 3~
32

(
~
√
4π

EP

)2n
η

(2n− 1)A2n−1
. (52)

这样, 就有引力彩虹Kerr黑洞的熵表达式

S = S0 + S1 + S2 + · · ·

=
A

4~
− ~

8

(
~
√
4π

EP

)n
η

(n− 1)An−1

− 3~
32

(
~
√
4π

EP

)2n
η

(2n− 1)A2n−1

+ · · · . (53)

可以看出, 黑洞熵的修正项来自引力彩虹时空
的量子效应, 且为黑洞面积的函数, 但没有时空本
身具有的粒子能量依赖性. 令n = 2, 则第一项修
正为面积的倒数项, 第二项修正为面积倒数的三次
方. 随着面积的增大, 修正项减小, 而随着黑洞面
积的减小, 修正项增大. 这是与 (48)式的黑洞面积
谱的量子修正一致的结果. 实际上, 黑洞熵与面积
谱的修正均来自引力彩虹时空的量子效应, 具有内
在一致性.

给出黑洞的B-H熵及其量子修正是各种量子
引力理论的一般要求和结果 [68,69]. 人们希望量子

060401-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 6 (2018) 060401

引力理论不仅可以给出面积定律的理论解释, 而且
可以揭示黑洞熵量子修正的一般特征. 通过一般的
量纲分析, 可以预期大黑洞有面积倒数幂律谱形式
的对B-H熵的修正 [68], 从而有修正黑洞熵表达式

S = Sbh +

∞∑
n=0

cnA
−n, (54)

其中, 系数 cn不依赖于视界面积但与普朗克长度

有关. 而基于量子引力理论具体分析和黑洞量子
性质的具体研究, 给出的黑洞熵一般还具有面积
的对数修正, 且对数项为黑洞熵量子修正的主导
项 [58−60,68−72], 从而有如下形式的量子修正熵:

S = Sbh + c0 lnA+
∞∑

n=0

cnA
−n, (55)

其中, 系数 c0和 cn与具体量子引力理论模式有关.
比如, 利用Cardy公式计算黑洞视界上的统计熵,
在考虑量子修正的情况下, 得到了多种黑洞的对数
修正熵 [70−72]. 利用修正色散关系, 通过引力彩虹
的Schwarzschild黑洞中的热力学分析, 也可以给
出黑洞熵的对数修正 [58−60].

可以看出, 这里给出的量子修正熵 (53)式与
(54)式的预期一致, 但没有 (55)式中的面积对数
项. 一般而言, 黑洞熵的量子修正, 在一定程度
上与分析黑洞量子性质的具体理论和计算方法有

关 [58−60,68−72]. 但是, 给出黑洞熵的面积对数修
正项是黑洞熵量子修正的较普遍的研究结果. 而
且, 在引力彩虹Schwarzschild黑洞中, 也可以给出
黑洞熵的面积对数项 [58−60]. 这里, 在引力彩虹的
Kerr黑洞中, 没有给出熵的对数修正, 可能与本文
采用的具体理论形式和计算处理有关. 本文采用的
(10)式表示的修正色散关系与文献 [58—60]中的有
所不同. 修正色散关系的具体形式对黑洞熵修正项
具体表达式的影响还需要做进一步分析. Kerr 黑
洞有比较复杂的结构, 文中采用了 (49)式的级数展
开并做了分项积分, 还采用了 (34)和 (35)式的不等
式简化, 相应的处理和计算结果在定量上还需要进
一步讨论.

5 结果与讨论

将Majhi和Vegenas给出的通过绝热不变作用
量研究黑洞光谱学的方法, 应用到引力彩虹时空
中的Kerr黑洞, 研究了修正色散关系对转动黑洞

熵谱和面积谱的影响. 计算了引力彩虹Kerr黑洞
的正则不变的作用量, 并且对该作用量应用Bohr-
Sommerfield量子化规则, 在不使用黑洞的准正则
模的情况下, 得到了引力彩虹时空中转动黑洞的
熵谱. 所得的熵谱 (28)式是与原始的贝肯斯坦熵
谱 (3)式一样的等间距熵谱, 这与经典Kerr黑洞和
其他利用绝热不变的作用量在不同时空中得到的

熵谱结果相同. 而且, 尽管引力彩虹Kerr黑洞是能
量依赖的, 但是熵谱独立于测试粒子的能量, 这说
明引力彩虹时空的量子效应, 不影响转动黑洞的熵
谱. 这样, 在说明黑洞熵谱的统一性方面, 本文通
过考察引力彩虹Kerr黑洞的情况提供了一个例证.

由于引力彩虹时空具有量子效应, 得到的彩虹
Kerr黑洞的面积谱 (42)式与原始贝肯斯坦谱 (3)式
不同, 是依赖于黑洞面积的不等间距谱, 这是与通
常的Kerr黑洞中的面积谱不同的结果. 但当忽略
修正色散关系效应时, 面积谱 (42)式可以回到普通
黑洞的情况, 并可以得到与原始贝肯斯坦谱一样的
等间隔谱. 另外, 与黑洞熵谱相同, 引力彩虹Kerr
黑洞的面积谱也没有粒子能量依赖性. 考虑时空的
量子效应时, 随着黑洞辐射的进行, 黑洞的面积间
隔将逐步变小. 当黑洞达到普朗克尺度的最小面积
时, 面积量子变为零. 最小面积是引力彩虹时空面
积谱有物理意义的黑洞面积下限, 从而说明了黑洞
剩余的出现. 同时, 当黑洞面积最小时, 有黑洞温
度为零, 引力彩虹黑洞将不再辐射粒子, 说明黑洞
出现具有最小面积的辐射剩余. 而且, 黑洞接近普
朗克量级时, 温度接近零, 辐射粒子的能量也趋于
零, 面积的改变也就趋于零. 这也说明黑洞剩余的
存在, 并且与其他利用引力的量子效应对黑洞辐射
剩余的研究结果相一致. 对引力彩虹Kerr黑洞的
熵进行了讨论, 得到了偏离B-H熵的修正黑洞熵,
而且熵修正与面积谱的修正相对应和一致. 黑洞面
积谱和黑洞熵的修正项均与黑洞面积有关, 且与面
积的倒数成正比. 黑洞面积谱与黑洞剩余的关系值
得进一步研究.
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Abstract
Black hole spectroscopy is an important content in the quantum properties of black holes. In this paper, we use

the adiabatic invariants of black holes to investigate the entropy spectrum and area spectrum of the Kerr black hole
in gravity’s rainbow. Firstly, by considering the particles passing through the event horizon, the adiabatic invariance
action for the modified Kerr black hole is calculated. Here, the Euclidean coordinate and the period of the Euclidean
time of a loop about the event horizon are used. Combined the obtained adiabatic invariants with the Bohr-Sommerfen
quantization condition, the equally spaced entropy spectra that are the same as the original Beckenstein spectra are
derived. The entropy spectrum of the gravity’s rainbow is independent of the test particle energy. Next, using the first
law of the black hole thermodynamics and the black hole entropy spectrum, the area spectrum of the modified Kerr
black hole is studied. Due to the quantum gravity effect of the gravity’s rainbow, the obtained area spectrum is different
from the original Beckenstein spectrum. The present area spectrum is non-equidistant and dependent on the horizon
area of the black hole. With the decrease of black hole area, the area space gradually turns smaller. When the black
hole reaches the minimum area on a Planck scale, the area quantum is zero. Thus the black hole area no longer decrease
and a remnant of the black hole radiation appears. In the case of a large black hole, the correction of the area spectrum
to the equally spaced spectra can be ignored, and the area spectrum of the Kerr black hole in gravity’s rainbow can
return to the original Beckenstein spectrum. It is also shown that like the entropy spectrum, the area spectrum of the
gravity’s rainbow does not depend on the energy of the test particles either. In addition, the entropy of the modified
Kerr black hole in gravity’s rainbow is discussed by using the first law of the black hole thermodynamics. The black
hole entropy with quantum correction items as the area reciprocal to the Beckenstein-Hawking entropy is derived and
the relation between the quantum correction items and the area is discussed. In addition, the consistency between the
entropy correction and the area correction for the modified black hole is analyzed. The current research supports that in
different spacetimes including quantum corrected spacetimes, the black hole entropy spectrum has the universality, but
the black hole area spectrum is dependent on the area due to the spacetime quantum properties.
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