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任意阶标度分形格分抗与非正则格型标度方程
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( 2017年 7月 20日收到; 2018年 2月 5日收到修改稿 )

Carlson分形格电路是分抗的理想逼近情形, 但仅具有负半阶运算性能, 逼近效益随着电路节次数的增加
逐渐降低. 虽然可嵌套得到−1/2n阶 (n为大于或等于 2的整数)分抗逼近电路, 但结构复杂, 无法实现任意
分数阶运算. 通过类比拓展Carlson分形格电路, 获得具有高逼近效益的任意实数阶微积算子的分抗逼近电
路——标度分形格分抗, 并用非正则格型标度方程进行数学描述. 分别探讨非正则格型标度方程的近似求解
和真实解. 通过调节电阻递进比α与电容递进比β的取值, 可构造出具有任意运算阶的标度分形格分抗逼近
电路. 标度拓展极大地提高了标度分形格分抗电路的逼近效益. 随着标度因子的增加, 负半阶标度分形格分
抗的逼近效益逐渐增大并明显高于Carlson分形格分抗. 设计了基于五节Carlson分形格分抗与负半阶标度
分形格分抗的半阶微分运算电路, 并对周期三角波和周期方波信号进行半阶微分运算, 实验测试结果与理论
分析一致.

关键词: 分数阶微积分, 标度拓展, 标度因子, 分形分抗
PACS: 02.30.Mv, 84.30.Bv, 05.45.Df DOI: 10.7498/aps.67.20171671

1 引 言

理想分抗 (元)的阻抗函数

I(µ)(s) = F (µ)sµ, 0 < |µ| < 1, (1)

式中µ为运算阶数; s是拉普拉斯变量, 亦称运算变
量 [1,2]; F (µ)为分抗特征值, 是一个有量纲有单位
的物理量 [3]. 分抗元是基本电路元件 (电阻、电容、
电感、电耦 [4,5])的一种很自然的推广, 再结合有源
元件 (比如运算放大器、OTA器件等), 便可以实现
分数阶微积分运算.

理想的分抗元是不存在的, 相对应的近似实
现称为分抗逼近电路. 构建分抗逼近电路的途径
主要有: 自然现象与过程的电路建模、µ阶算子
sµ的直接有理逼近. 常见的经典分形分抗逼近电
路, 如Oldham分形链类、Sierociuk分形链、Haba
分形线分抗等仅具有半阶运算性能且是非理想逼

近 [1]. 1960年, Carlson在研究航空线性自适应伺
服系统的补偿问题时, 提出理想逼近的负半阶对
称格型RC网络 [6]——Carlson分形格分抗 (逼近电
路). Carlson分形格分抗通过嵌套能得到−1/2n阶
(n为大于或等于 2的整数)分抗逼近电路 [1,7], 但结
构复杂, 使用的元件数多, 无法实现任意分数阶运
算 (或无法逼近任意分数阶微积分算子).

在对比分析经典的负半阶Oldham分形链与
Liu-Kaplan分形链分抗的基础上, 文献 [8]通过类
比拓展构造出三种新型分形链分抗与对应的新型

Liu-Kaplan标度方程. 标度拓展不仅可以实现任意
分数阶分抗, 而且能够极大地提高逼近效益, 简化
电路. 标度化的迭代方程——Liu-Kaplan标度方
程十分精炼地描述了一大类自仿射自相似分形结

构体系所具有的分数幂关系与现象, 不仅涉及到分
形、电解金属电极界面、粗糙度、标度因子等物理概

念, 而且具有广泛的物理、化学、生物等现实背景因
素, 从而受到人们特别的关注 [1,8,9].

† 通信作者. E-mail: 653381180@qq.com
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本文旨在类比拓展Carlson分形格分抗及其归
一化迭代方程, 获得具有高逼近效益的任意阶标度
分形格分抗和可物理实现的格型标度方程 (任意分
数阶微积分算子有理逼近), 并从理论与实验等角
度证明标度拓展的有效性.

任意阶标度分形格分抗逼近电路和格型标度

方程可广泛的应用于分数阶混沌系统 [10,11]、分数

阶线性系统 [12,13]、分数阶流变模型 [14]、分数阶

蠕变模型 [15]、分数阶忆阻器 [7,16]和水轮机调节系

统 [17−19] 等的电路建模与仿真、理论计算或物理

实现.

2 Carlson分形格的数学描述与运算
性能

2.1 数学描述——迭代电路与迭代方程

有限k节Carlson分形格分抗逼近电路 [1,6]如

图 1 (a)所示, 当给定一个初始阻抗Z0(s)时, 输入
阻抗函数Zk(s)由迭代公式

Zk(s) = F (Zk−1(s))

=
2R+ (RCs+ 1)Zk−1(s)

RCs+ 1 + 2CsZk−1(s)
, k ∈N+ (2)

算出, 式中k表示电路的基本格型节的节数; R和

C分别是电路中电阻的电阻值和电容的电容量. 代
数迭代式

F (x) =
2R+ (RCs+ 1)x

RCs+ 1 + 2Csx
, x = Zk−1(s) (3)

称为Carlson分形格分抗的迭代函数. 由 (2)式可
画出等价的 (代数)迭代电路 (图 1 (b)).

迭代电路与迭代方程

x = F (x) (4)

完全表征了Carlson分形格分抗的基本运算性能.
令

τ = RC, w = τs, yk(w) =
Zk(w/τ)

R
(5)

(式中 τ是时间常数, w称为归一化运算变量, yk(w)
称为归一化阻抗函数). 则得到 (2)式的归一化迭
代形式

yk(w) = F (yk−1(w)) =
2 + (1 + w)yk−1(w)

1 + w + 2wyk−1(w)
, (6)

其中

F (y) =
2 + (1 + w)y

1 + w + 2wy
(7)

称为Carlson分形格分抗的归一化迭代函数. 由 (6)
式画出归一化迭代电路如图 1 (d)所示.

归一化迭代方程

y(w) = F (y(w)) (8)

的算术根 yC(w) = w−1/2是Carlson分形格分抗的
(归一化)极限阻抗, 即有

lim
k→∞

yk(w) = yC(w) = w−1/2. (9)

这表明Carlson分形格分抗是负半阶 (即µ =

−1/2)算子w−1/2的全频有效的理想逼近 [1].
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图 1 有限 k节Carlson分形格分抗逼近电路 (a) 原型电路: 2k ×R, 2k × C; (b) (代数)迭代电路; (c)归一化原型电路;
(d)归一化迭代电路
Fig. 1. Finite k-stage Carlson fractal-lattice fractance approximation circuit: (a) Prototype circuit 2k×R, 2k×C;
(b) algebraic iterating circuit; (c) normalized prototype circuit; (d) normalized iterating circuit.
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2.2 运算性能与逼近性能分析

当 y0(w) = ∞ (即开路)时, k节Carlson分形
格分抗的归一化阻抗 [1]

yk(w) =

√
1

w
coth

[
k · arch

(
w + 1

w − 1

)]
. (10)

取w = j · 10ϖ (j =
√
−1, ϖ是频率指数变量), 得

到阶频特征 [1]

µk(ϖ) =
d lg |yk(j · 10ϖ)|

dϖ , ϖ ∈ R, (11)

与相频特征

θk(ϖ) = arg{yk(j · 10ϖ)}, ϖ ∈ R. (12)

阶频特征µk(ϖ)与相频特征 θk(ϖ)曲线 (图 2 (a)
与 (b))刻画分抗逼近电路的运算性能与逼近性
能 [1−3,8,9,20−22]. 由运算特征曲线 (图 2 (a)与 (b))
可得Calrson分形格分抗电路的逼近带宽指数 [1]

πC[k] ≈ (log2 k − 1) · 2 lg 4, (13)

逼近效益——逼近带宽指数与电路节数 ςC[k] = k

之比:

ηC[k] =
πC[k]

ςC[k]
≈ 2 lg 4 · (log2 k − 1)

k

k→∞−−−−→ 0.
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图 2 运算特征曲线 (a), (b) Carlson分形格分抗电路——标度拓展前: α = β = 1, σ = αβ = 1; (c), (d) 正比拓展标度
分形格分抗电路: α = β = 2; (e), (f) 反比拓展标度分形格分抗电路: α = β = 1/2

Fig. 2. Operational characteristics plots: (a), (b) Carlson fractal-lattice fractance approximation circuit before
scaling extension α = β = 1, σ = αβ = 1; (c), (d) scaling fractal-lattice fractance approximation circuit by direct
proportion extension α = β = 2; (e), (f) scaling fractal-lattice fractance approximation circuit by inverse proportion
extension α = β = 1/2.
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3 标度拓展与标度分形格分抗逼近
电路

3.1 标度拓展与格型标度方程

对归一化Carlson分形格分抗 (图 1 (c))进行标
度拓展 [8], 得到图 3 (a)所示的标度分形格分抗.
图 3 (a)中标示的参量α是电阻递进比、β是电容

递进比. α, β统称为分形格分抗电路的标度特征
参量, σ = αβ称为该电路的标度因子 (scaling fac-
tor). 当 0 < α < 1, 0 < β < 1时, 称为反比拓展;
当1 < α <∞, 1 < β <∞时, 称为正比拓展.

yk↼w↽




↼a↽

↼b↽

αyk֓↼σw↽

α

α

αk֓

αk֓

yk↼w↽




⊳w

⊳w

⊳w ⊳↼βw↽ ⊳↼βk֓w↽

⊳w ⊳↼βw↽ ⊳↼βk֓w↽

图 3 标度分形格分抗及其标度迭代电路 (a)归一化电路:
0 < α < ∞ 0 < β < ∞; (b)归一化迭代电路: σ = αβ

Fig. 3. Scaling fractal-lattice fractance approximation cir-
cuit and corresponding scaling iterating circuit: (a) Nor-
malized prototype circuit 0 < α < ∞, 0 < β < ∞; (b) nor-
malized scaling iterating circuit: σ = αβ.

有限k节标度分形格分抗逼近电路的输入阻

抗函数可由标度迭代公式

yk(w) = F (αyk−1(σw)), k ∈N+ (15)

算出. 由此画出等价的标度迭代电路如图 3 (b)
所示.

在数学上, 标度拓展是将代数迭代方程 (8)进
行标度变换 [8]

y(w)= F̄ (y(w))
标度拓展−−−−−→ y(w)= F̄ (αy(σw)), (16)

得到一个非正则标度方程——格型标度方程

y(w) =
2 + (1 + w)αy(σw)

1 + w + 2wαy(σw)
, y ∈ R+. (17)

3.2 格型标度方程的近似求解与运算

有效性

对于有限k节标度分形格电路 (图 3 (a)), 由于
每格形节的特征频率

wi =
1

αiβi
= σ−i, i = 0 ∼ (k − 1), (18)

因此正比拓展 (1 < σ < ∞)时, wi向低频扩展. 反
比拓展 (0 < σ < 1)时, wi向高频扩展.

对于正比拓展获得的有限k节标度分形格电

路, 考虑 y0(w) =∞ (即开路)情形. 由于

1 < σ < +∞, wk ≪ w0 = 1, (19)

在极高频率条件下 (即1 < |w| → ∞时), 电路呈现
电阻特性, 在极低频率条件下 (即 1 > |w| → 0时),
电路表现出电容特性, 即有

∞← β − 1

βk − 1

1

2w

0←|w|<1←−−−−−− yk(w)

1<|w|→∞−−−−−−→ 1− α−1

1− α−k
. (20)

在频段满足

0← wk−1 < |w| ≪ 1 (21)

时, 电阻与电容共同作用, 整个电路呈现出分数阶
运算性能. 此时, 非正则标度方程 (17)将简化为正
则标度方程

y(w) ≈ 2 + αy(σw)

1 + 2wαy(σw)
≈ αy(σw), (22)

并有近似解

y(w) ≈ yLiu(w) = ζwµLiu , µLiu = − lgα
lgσ , (23)

式中, ζ是一个常数, µLiu称为Liu氏运算阶, 函数
yLiu(w)称为Liu氏粗解.

近似解 (23)式表明, 通过调节电阻递进比α与

电容递进比β的取值, 可构造出具有任意Liu氏运
算阶的分抗逼近电路. 当取α = β = 2时, 正比拓
展得到µLiu = −1/2阶的低频有效分抗逼近电路,
其运算特征曲线如图 2 (c), (d)所示.

反比拓展 (0 < α < 1, 0 < β < 1, 0 < σ < 1)
在高频段也可得到同样的Liu氏近似解. 当取
α = β = 1/2时, 反比拓展得到µLiu = −1/2阶
的高频有效分抗逼近电路, 其运算特征曲线如
图 2 (e), (f)所示.

3.3 格型标度方程的真实解与分形格电路

的运算振荡现象

近似解 (23)式在理论上表明了格型标度方程
(17)所描述的电路具有分数阶运算性能. 当前在数
学上直接精确求解方程 (17)是困难的. 但根据电路
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的级联结构特点, 使用传输参量矩阵法 [1,8,9], 或使
用标度迭代公式

yk(w) =
2 + (1 + w)αyk−1(σw)

1 + w + 2wαyk−1(σw)
, k ∈N+, (24)

在给定一个初始的有理阻抗函数 y0(w)时, 比如
y0(w) = ∞ (即初始阻抗开路), 可以求出一个有理
的输入阻抗函数序列{yk(w)}k∈N , 使得

lim
k→∞

yk(w) = y(w) (25)

是非正则标度方程 (17)的一个真实解——标度分
形格电路的极限阻抗函数.

取定标度因子σ ̸= 1, 由µLiu = − lgα/ lgσ得
电路的标度特征参量

α = σ−µLiu , β = σ/α. (26)

将这些参量代入 (24)式, 给定µLiu与σ就能算出

相对应的有理阻抗函数序列 {yk(w)}k∈N , 并由此
获得阶频特征µk(ϖ)曲线 (图 4 )与相频特征 θk(ϖ)

曲线.
由图 2与图 4可知, 标度分形格分抗电路的运

算特征产生了运算振荡现象, 存在固有的振荡周期
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图 4 标度分形格分抗逼近电路的阶频特征曲线 (a) 正
比拓展 σ = 5; (b) 反比拓展 σ = 1/5

Fig. 4. Order-frequency characteristic plots of scaling
fractal-lattice fractance approximation circuit: (a) Di-
rect proportion extension σ = 5; (b) inverse propor-
tion extension σ = 1/5.

W = |lgσ| , σ ̸= 1. (27)

振荡幅度不但与标度因子σ有关, 还与运算阶µLiu

密切关联.
显然, 当σ = 1时有W = 0, 意味着无运算振

荡现象. 这正好表征了Carlson分形格分抗电路的
运算特点 (图 2 (a), (b)).

3.4 标度分形格分抗电路的逼近性能分析

首先考察负半阶分形格分抗电路. 此时α = β,
σ = αβ, µLiu = − lgα/ lgσ.

标度拓展前, α = β = 1, 逼近带宽指数πC[k]

由 (13)式给出, 逼近效益 ηC[k]((14)式)随节数 k

的增加迅速减小并趋近于零. 标度拓展后, 由
图 2 (c)—(f)与图 4可求出逼近带宽指数

π(−1/2)
σ [k] ≈ (k − 2) |lgσ| = (k − 2)W, (28)

逼近效益

η(−1/2)σ [k] =
π
(−1/2)
σ [k]

ςσ[k]

≈ (k − 2) |lgσ|
k

k→∞−−−−→ |lgσ| = W. (29)

此时可见, 标度拓展极大地提高了逼近效益. 相
对于标度拓展前的Carlson分形格电路, 获得的拓
展增益

g(−1/2)σ [k] =
η
(−1/2)
σ [k]

ηC[k]
=

k − 2

log2 k − 1
· |lgσ|
2 lg 4 (30)

定量表征标度分形格分抗相对于Carlson分形格分
抗获得了更高的逼近效益程度.

Carlson分形格分抗的逼近效益 ηC[k]与标度

分形格分抗的逼近效益 η
(−1/2)
σ [k]曲线如图 5所示.

由图 5可知, 通过选择合适的标度因子σ和电路节

数k, 标度分形格分抗可获得比Carlson分形格分
抗更高的逼近效益. 由拓展增益函数 (30)式得到如
图 6所示的曲线, 当拓展增益 gσ[k] > 1时, 标度分
形格分抗的逼近效益高于Carlson分形格分抗.

对于α ̸= β ̸= 1的情形, µLiu ̸= −1/2, 由阶频
特征曲线可求得逼近带宽指数

π(µLiu)
σ [k] ≈ [k − κ(µLiu)] |lgσ| , (31)

逼近效益

η(µLiu)
σ [k] =

π
(µLiu)
σ [k]

ςσ[k]

≈ k − κ(µLiu)

k
|lgσ| k→∞−−−−→ |lgσ| (32)

式中κ(µLiu)是由运算阶µLiu确定的正实数.
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图 5 逼近效益对比曲线

Fig. 5. Contrast curves of approximation efficiency.
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图 6 拓展增益曲线

Fig. 6. Extension efficiency curve.

4 实验测试

4.1 测试系统与测试方法

构建有源半阶微分运算电路作为分抗测试电

路 (图 7 ), 取R = 300 Ω, C = 0.47 µF, 分别使用
五节Carlson分形格分抗 (图 1 , 拓展前α = β = 1,
σ = 1, k = 5)与标度分形格分抗 (图 3 , 拓展后
α = β = 2, σ = 4, k = 5)为分抗元F .

F

A
B

⇁

֓

⇁

֓

uout↼t↽
uin↼t↽

Rf1

Rf2

Rb2
Rb1

Rin

Zk↼s↽

图 7 有源半阶微分运算原理电路

Fig. 7. Active differential operational principle circuit
of half order.

图 7中运算放大器A, B采用高速电流反馈
运算放大器THS3001, Rb1 = Rb1 = 820 Ω,
Rin = 1 kΩ, Rf1 = 2.2 kΩ, Rf2 = 5.6 kΩ. 电阻
阻值误差小于5%, 电容容量误差小于 10%. 由电路
的电压传输函数 (理论上)

H(s) =
Uout(s)

Uin(s)
= γ

1

Zk(s)
,

γ =
Rf1Rf2
Rin

, (33)

可得到被测分抗逼近电路阻抗函数Zk(s)的幅频特

征Ak(ϖ). 测量输入正弦电压信号uin(t)的峰 -峰
值Vinpp(ϖ)、输出正弦电压信号uout(t)的峰 -峰值
Voutpp(ϖ), 则有

Ak(ϖ) = γ
Vinpp(ϖ)

Voutpp(ϖ)
, ϖ ∈ R, (34)

进而数值求解分抗的阶频特征

µk(ϖ) =
d lgAk(ϖ)

dϖ ,ϖ ∈ R, (35)

与F特征 [22]

Γk(ϖ) = lgAk(ϖ)− µk(ϖ)[ϖ + lg(2π)],

ϖ ∈ R. (36)

正弦信号uin(t)由信号发生器 (型号: EE16330)输
出, 示波器 (型号: TDS1012 C) 测量信号uin(t)与

信号uout(t)的峰 -峰值 (Vinpp(ϖ)与Voutpp(ϖ)). 信
号uin(t)是频率在 0.1 Hz—1 MHz范围内, ϖ均匀
离散变化的正弦信号. 实验测试时, 控制Vinpp(ϖ)

与Voutpp(ϖ)在电路正常工作的电压范围内.

4.2 测试结果与分析

五节Carlson分形格分抗与标度分形格分抗
的阶频特征与F特征实验测试结果与理论对比如

图 8所示. 由 (35)和 (36)式可知, 阶频特征和F特

征的实验结果需要数值微分运算. 由于实验数据
固有的误差、数值微分相对于理想微分的误差, 造
成实验得到的阶频特征和F特征离散较大. 使用
MATLAB中的 smooth函数对数值微分后的数据
进行平滑滤波处理, 结果如图 8所示的星号曲线所
示 (平滑点为20, lowess平滑方法).

实验测试结果与理论分析相符合, 误差主
要来源于电路元件参数误差、实验测试仪器误

差和平滑滤波误差, 且图 8 (b)所示的阶频特征
再次印证了格型标度方程Liu氏近似解的正确
性. 五节Carlson分形格分抗 (拓展前α = β = 1,
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σ = 1, k = 5)的逼近带宽指数πC[5] ≈ 1.5918,
逼近效益 ηC[5] ≈ 0.3184, 标度分形格分抗 (拓展
后α = β = 2, σ = 4, k = 5)的逼近带宽指数
π
(−1/2)
σ [5] ≈ 1.8062, 逼近效益 η

(−1/2)
σ [5] ≈ 0.3612,

由此可知πC[5] < π
(−1/2)
σ [5], ηC[5] < η

(−1/2)
σ [5].

图 8 中的运算特征也证明标度分形格分抗相对于
Carlson分形格分抗可获得更高的逼近带宽指数和
逼近效益, 符合图 6所示的拓展增益结果.
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(ϖ

)

Γ
k
(ϖ

)

图 8 实验测试结果 (a) Carlson分形格分抗的阶频特征, 拓展前 σ = 1; (b) 标度分形格分抗的阶频特征, 拓展后 σ = 4;
(c) Carlson分形格分抗的F特征, 拓展前 σ = 1; (d) 标度分形格分抗的F特征, 拓展后 σ = 4

Fig. 8. Experimental test results: (a) Order-frequency characteristic of Carlson fractal-lattice fractance approxima-
tion circuit before extension (σ = 1); (b) order-frequency characteristic of scaling fractal-lattice fractance approxima-
tion circuit after extension (σ = 4); (c) F -frequency characteristic of Carlson fractal-lattice fractance approximation
circuit before extension (σ = 1); (d) F -frequency characteristic of scaling fractal-lattice fractance approximation
circuit after extension (σ = 4).

5 应用案例——信号的分数阶微分
运算

由 (35)和 (36)式及图 8可知, 在有效运算频
率范围内, 五节标度分形格分抗逼近理想分抗的
阻抗值

Z5(s) ≈ F (µ)sµ =

√
R

C
s−1/2

= 2.527× 104s−1/2. (37)

若将五节标度分形格分抗看作理想分抗, 则由
(33)和 (37)式可得图 7所示的半阶微分电路的运
算关系

uout(t) ≈ γ

√
R

C

d1/2uin(t)

dt1/2 , γ =
Rf1Rf2
Rin

. (38)

式中, t为时间, uin(t)为输入信号, uout(t)为输出

信号.
若输入信号uin(t)为周期三角波, Ω0为基波角

频率, T为周期, E为峰峰值, 根据周期三角波信号
的半阶微分表达式 [23−25]

d1/2

dt1/2uin(t)

=
4E

π2

∞∑
n=1

1

n2
sin2

(nπ
2

)
(nΩ0)

0.5 cos
(
nΩ0t+

π

4

)
(
Ω0 =

2π

T
, T = 0.01 s, E = 0.5 V

)
, (39)

与 (38)式, 计算半阶微分运算电路的理论输出信号
uout(t) (图 9 (a)), 与实验测试结果一致 (图 9 (b)).

若输入信号uin(t)为周期方波, 根据周期对称
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方波信号的半阶微分表达式 [23−25]

d1/2

dt1/2uin(t)

=
2E

π

∞∑
n=1

1

n
sin2

(nπ
2

)
(nΩ0)

0.5 sin
(
nΩ0t+

π

4

)
(
Ω0 =

2π

T
, T = 0.01 s, E = 0.5 V

)
, (40)

与 (38)式, 算出半阶微分运算电路的理论输出
信号uout(t) (图 10 (a)), 与实验测试结果相符合
(图 10 (b)).

通过输入周期三角波和周期方波, 实验测试结
果证明图 7所示的半阶微分电路能完成信号的分
数阶微分运算.
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图 9 半阶微分电路对周期三角波信号的运算结果 (a)理论分析; (b)实验测试
Fig. 9. Operational results of differential circuits of half-order for periodic triangular wave signals: (a) Theoretical
analyses; (b) experimental measurements.
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图 10 半阶微分电路对周期对称方波信号的运算结果 (a)理论分析; (b)实验测试
Fig. 10. Operational results of differential circuits of half-order for periodic symmetric square wave signals: (a) The-
oretical analyses; (b) experimental measurements.

6 结 论

标度拓展Carlson分形格分抗获得任意阶标度
分形格分抗, 它完全由格型标度方程 (17式)描述.
通过调节电阻递进比α、电容递进比β的取值, 能够
设计任意阶分抗逼近电路. 虽然标度分形格分抗的
运算特征产生了周期为 |lgσ|的振荡现象, 但负半
阶标度分形格分抗的逼近效益明显高于Carlson分
形格分抗. 本文同时证明格型标度方程 (17)式是一
种可物理实现的任意分数阶微积分算子有理逼近.

关于标度分形格分抗与非正则格型标度方程,
本文研究仅仅是一个开端, 还存在以下亟待解决的
问题:

1)标度分形格分抗的运算振荡现象的定性与
定量特征研究.

2)获得格型标度方程的真实解的解析表达式
是非常困难的. 本文初步探讨了怎样求解格型标
度方程. 若能够得到格型标度方程的真实解的解
析表达式, 便能描述标度分形格分抗的运算特征的
振荡现象, 也为求解其他非正则标度方程提供一种
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思路.
3)运算阶µLiu ̸= −1/2的标度分形格分抗, 对

理想的分数阶微积分算子的逼近效果在归一化特

征频率w0附近不甚理想. 研究标度分形格分抗的
优化也是一件有趣的事, 特别是对标度分形格分抗
电路的微调整——添加补偿电阻或补偿电容, 能显
著地提高逼近性能.
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of arbitrary order and irregular lattice type scaling
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Abstract
Although Carlson fractal-lattice fractance approximation circuit belongs to the ideal approximation, it can only

have operational performance of fractional operator of negative half-order. When series of this circuit increases, the
approximation benefit decreases. Even though the fractance approximation circuit of −1/2n (n is an integer greater
than or equal to 2) order can be obtained by using nested structures, the structure of this kind of circuit is complicated
and fractional operation of arbitrary order cannot be achieved by this circuit. The Liu-Kaplan fractal-chain fractance
class, which can be regarded as scaling extension circuits of the Oldham fractal-chain fractance class, has high approxi-
mation benefit and can realize operational performance of arbitrary fractional order. Based on analogy, arbitrary order
scaling fractal-lattice franctance approximation circuits of high approximation benefit and corresponding lattice type
scaling equation can be achieved through respectively making scaling extension to the Carlson fractal-lattice franctance
approximation circuit and its normalized iterating equation. There exists the possibility to verify the validity of this
scaling extension and scaling fractal-lattice fractance approximation circuits with operational performance of arbitrary
order in different ways, including the transmission parameter matrix algorithm, the iterating matrix algorithm and the
coefficient vector iterating algorithm. Arbitrary order scaling fractal-lattice franctance approximation circuits can be
realized by adjusting both the resistance progressive-ratio and the capacitance progressive-ratio parameters. The ap-
proximation benefit of scaling fractal-lattice franctance approximation circuit of arbitrary order is determined by both
the scaling factor and the circuit series. The introduced extension benefit function is to be used in performance analyses.
Besides, performance comparisons have been made between the Carlson fractal-lattice franctance approximation circuit
of five series and the scaling fractal-lattice franctance approximation circuit of negative half-order. With the increasing
of the value of the scaling factor, approximation efficiency of the scaling fractal-lattice franctance approximation circuits
gradually increases, which are higher than those of the Carlson fractal-lattice franctance approximation circuits. The
Carlson fractal-lattice franctance approximation circuit and the scaling fractal-lattice franctance approximation circuit
of five series are designed to be used in the active differential operational circuit of half-order to construct experimental
testing systems. The approximation performances of both circuits are investigated from the aspects of order-frequency
characteristic and F -frequency characteristic. The approximation performance of the scaling fractal-lattice franctance
approximation circuit outperforms that of the Carlson fractal-lattice franctance approximation circuit. As the successful
application case, the active differential operational circuit designed by the scaling fractal-lattice franctance approximation
circuit is used to do the half-order calculus of triangular and square wave signals. This paper is merely an incipient work
on scaling fractal-lattice franctance approximation circuits of arbitrary order and irregular lattice type scaling equations.
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