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考虑介质膨胀速率的锂离子电池管状电极中扩散

诱导应力及轴向支反力分析∗
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1)(同济大学航空航天与力学学院, 上海 200092)

2)(香港科技大学机械与航空航天工程学系, 香港 999077)

( 2017年 10月 23日收到; 2018年 1月 9日收到修改稿 )

硅作为锂离子电池阴极材料相对于传统负极材料具有高比容量, 价格低廉等优势. 本文针对充电过程中
锂离子电池中电极建立力学模型和扩散模型, 并在扩散模型引入考虑介质膨胀速率的影响. 以硅空心柱形电
极为例, 分析了恒流充电下介质膨胀速率对电极中扩散诱导应力分布的影响, 并研究了不同内外半径比、充电
速率、材料参数以及锂化诱导软化系数 (lithiation induced softening factor, LISF)对轴向的支反力达到临界
欧拉屈曲力所需时间的影响. 结果表明, 随着电极中锂浓度上升, 介质膨胀速率对应力分布的影响增大, 对轴
向的支反力影响较小. 弹性模量和应力成正比, 但其与轴向的支反力达到临界欧拉屈曲力所需时间无关; 扩
散系数与所需时间成反比; 偏摩尔体积增大时, 达到临界屈曲力所需时间减少; 随着LISF绝对值增大, 完全
锂化时轴向力降低.

关键词: 锂离子电池, 介质膨胀速率, 扩散诱导应力, 欧拉屈曲
PACS: 02.60.Cb, 82.47.Aa, 82.56.Lz DOI: 10.7498/aps.67.20172288

1 引 言

随着现代社会的发展, 人们对储能技术的要求
不断上升. 锂离子二次电池作为当代主要储能方
式之一, 因其具有便携性和能源效率高等特性, 在
可携带电子等设备上得到了广泛应用. 锂离子电
池又称为锂离子二次电池, 其原理是通过锂离子在
正负极之间来回嵌入脱出. 锂离子电池工作电压
(3.6 V)是铅酸、镍镉等二次电池 (1.2 V)的三倍, 且
体积和质量比能量高, 电池容量相同时其质量更
轻, 体积更小 [1,2]. 但现有的锂离子电池的性能仍
无法满足电动汽车和混合动力汽车的要求. 新一
代锂离子电池应具有高容量、长寿命及快速充电等

特征.
锂离子电池为浓差电池, 其容量很大程度上

依赖于电极材料 [3]. 目前商用锂离子电池较为
成熟的负极材料为石墨. 石墨材料理论容量为
372 mAg/h, 现有技术对石墨负极开发已接近极
限, 因此寻找一种更高容量的负极材料是提升锂
离子电池容量的主要途径之一. 石墨烯材料受到
众多学者的关注, 石墨烯理论容量是石墨的两倍,
但其在充放电过程中的团聚现象导致电池容量衰

减, 广泛应用具有一定困难. 硅的理论比容量可
达到 4200 mAg/h, 容量是石墨负极的十倍, 且其
地表存储量丰富, 是一种理想的负极材料. 硅负极
在常温下时生成Li15Si4, 温度升高时完全锂化生
成Li22Si5, 导致变形量可达到原体积的 3倍 [4]. 电
极变形量过大可导致电极的粉碎和固态电解膜膜

(solid electrolyte interphase, SEI, 首次充电时在电
极材料和电解液界面上生成的钝化层)的破损等从
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而降低电池容量, 此特性制约了硅作为阴极材料的
广泛应用 [5]. 电极中因粒子扩散引起不均匀体积
膨胀而产生的应力, 称为扩散诱导应力 (diffusion
induced stress, DIS), DIS是电极力学退化的主要
因素之一. 因此对电极中扩散诱导应力的研究计算
对于优化电极形状、提高电池寿命具有重要意义.

实验显示, 硅电极首次锂化时发生双相锂化
反应, 电极由晶体Si转化为锂化非晶体Si(LixSi),
锂化区域与未锂化区域之间存在一个纳米级厚度

的反应前锋 [6]. 实验结果表明其后的充放电循环
过程中, 非晶体Si的锂化为均相反应 [6]. 由于锂
离子电池在充放电循环过程中发生单相锂化反应,
故本文重点计算在单相反应过程中的扩散诱导应

力. 锂嵌入电极材料后会产生新的锂化合物, 其
锂化过程会经历四个阶段Li12Si7, Li7Si3, Li13Si4,
Li22Si5, 生成的Li-Si合金材料参数应该是浓度函
数 [7]. Shenoy等 [7]利用第一原理研究了Si在嵌入
锂之后产生新的化合物导致的材料参数的变化, 结
果表明无定形Si电极在嵌锂后, 材料的弹性模量降
低到原模量的30%—40%, 泊松比变化较小.

近年来, 许多研究工作都集中于降低电极中的
扩散诱导应力 [8,9]. 研究表明, 将电极颗粒尺寸降
至纳米级, 扩散诱导应力也将大幅度减小 [8], 但纳
米电极所带来的电池密度降低问题也是纳米电极

广泛应用的技术挑战之一 [9]. 产业化生产过程中,
由于对柱形电极性能控制较好, 因此柱形电极是最
广泛应用的商业化锂离子电池电极形状之一. 纳米
管电极相对于纳米棒、线电极, 表面积更大、充电效
率更高, 且充电过程中可以沿内外表面两个方向膨
胀, 有更大的空间调节由于锂粒子的嵌入所引起的
体积膨胀 [10]. Cui等 [11]尝试在纳米管中添加 “双
壁”, 其外壁为SiOx只能允许锂的通过, 内壁不与
电解质接触以形成稳定SEI膜, 外层可视为刚性的,
因此充电过程中电极沿径向向内膨胀, 这种 “双壁”
管电极在循环充放电 6500次之后仍具有初始容量
的85%是普通碳负极容量的八倍.

1961年, Prussin [12]类比温度梯度引起应力,
首次对扩散诱导应力进行了计算. 在Prussin工作
的基础上, 许多学者对不同形状电极中的扩散诱导
应力进行了计算. Li等 [13]对实心球、实心柱形和薄

板电极中的扩散应力进行了计算. 2006年, Chris-
tenen和Newman [14]对球形电极中扩散诱导应力

进行系统数学建模, 结果表明可通过降低电极颗粒
尺寸防止其断裂破化. 方岱宁课题组对Core-shell
纳米管电极中应力进行了计算, 其表面为碳, 核为
二氧化锰MnO2, 结果表明壳有利于提高电极的循
环稳定性, 且电极中应力与壳的厚度密切相关 [15].
对锂离子电池力化耦合准确的描述一直是计算电

极扩散诱导应力的关键问题之一. 现有考虑应力对
扩散影响的工作中, 大都没有考虑材料膨胀/收缩
速率对扩散的影响 [15−17], 本文通过在通量中引入
对流通量, 从而引入考虑膨胀速率的影响. 大多电
极力学分析计算集中在力学破坏分析, 但有些情况
下在达到材料强度前就已经发生屈曲破坏, 现有的
屈曲分析的工作也集中在柱形电极, 对空心柱型电
极的研究较少 [18].

本文主要对电极建立力学模型, 并在扩散模型
中引用考虑介质膨胀/收缩速率对扩散的影响. 以
硅管状电极为例, 计算分析恒流充电下介质膨胀速
率对电极应力分布的影响, 分析了柱形管状电极的
内外径比、充电速率、材料参数以及锂化诱导软化

系数对扩散诱导应力影响以及轴向支反力达到临

界欧拉屈曲力所需时间.

2 理论模型

图 1所示为空心圆柱电极, 本模型采用柱坐标
系, 空心管的轴向方向与 z轴重合. 其中R1为空心

管的外径, R2为内径. 柱形电极可以看作一端固定
于集流体. 当锂离子嵌入电极时电极体积发生变
化, 由于集流体对电极的约束作用导致电极中产生
扩散诱导应力. 本文在计算柱形电极扩散诱导应力
时, 认为应力分布情况与轴向无关, 假设轴向应变
为零.

R2

R1

z 

r

图 1 空心柱形电极示意图

Fig. 1. Schematic of hollow cylindrical electrode.
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2.1 力学模型

由于模型和边界条件对称. 设径向方向的位移
为u, 采用小变形假设, 故几何方程可写为

εrr =
∂u

∂r
; εθθ =

u

r
; εzz = 0, (1)

其中 εrr, εθθ, εzz分别为径向、环向和轴向应变. 假
设初始电极中锂初始浓度为零, 则浓度改变量为C,
量纲为mol/m3. 由于浓度改变引起弹性体内产生
微小的应变, 当不受约束时, 产生的线应变为ΩC,
其中Ω是偏摩尔体积, 量纲为m3/mol. 假设电极
为各向同性, 即材料参数不随方向改变. 故电极中
由浓度改变引起的应变分量为

εTr = εTθ = εTz = ΩC, (2)

其中 εTr, εTθ, εTz对应为浓度引起的径向应变、环

向应变和轴向应变. 但由于弹性体所受的外在约束
及内部之间的相互约束, 以上形变不能自由发生,
故产生扩散诱导应力. 由此扩散应力引起弹性体产
生的附加形变满足胡克定律. 故电极中的中应变可
写为:

εrr −
Ω

3
C =

1

E
(σrr − v(σθθ + σzz)),

εθθ −
Ω

3
C =

1

E
(σθθ − v(σrr + σzz)),

εzz −
Ω

3
C =

1

E
(σzz − v(σθθ + σrr)), (3)

σrr, σθθ, σzz分别为径向、环向和轴向应力; v和E

为材料的泊松比和弹性模量. 当忽略体力, 则平衡
方程可写为

∂σrr

∂r
+

σrr − σθθ

r
+

∂τrz
∂z

= 0. (4)

由于边界无约束, 则边界条件可表示为

σrr|r=R1 = 0, σrr|r=R2 = 0. (5)

将几何方程、物理方程代入平衡方程可得由位移表

示的平衡方程,
∂2u

r2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2
= 0. (6)

积分可得轴向支反力Fz表达式为

Fz = 2π

∫ R1

R2

σzzdr. (7)

2.2 扩散模型

将空心柱形电极视为一个整体, 电极材料为单
相材料. 根据物质守恒定律, 电极中粒子的单位时

间的变化量应等于单位时间内进入电极的粒子量.
为了引入考虑介质膨胀速率的影响, 在通量表达式
中引入对流项. 设N为单位时间内通过单位面积

的粒子数, JD为除去对流项单位时间内通过静止
单位面积的粒子数, JC为对流对通量的影响. 根据
守恒定律, 有以下表达式 [17]:

N = JD + JC . (8)

其中因为不考虑 z轴的影响, 引入考虑静水压力的
影响, 故JD表达式为

JD = −D

(
∇C − ΩC

RgT
∇σh

)
, (9)

D为扩散系数, C为锂离子浓度, Ω为偏摩尔体积,
Rg为气体常数, T为绝对温度, σh = (σrr + σθθ +

σzz)/3为静水压力. 将粒子扩散引起的膨胀视为刚
体运动, 则由对流引起的通量变化可表达为

JC = υC, (10)

其中υ为刚体位移速率, υ =
∂u

∂t
. 根据物质守恒

定律:
∂C

∂t
= −∇ ·N. (11)

将通量表达式代入上式可得扩散方程:
∂C

∂t
= D

∂2C

∂r2
+D

1

r

∂C

∂r
− DΩC

rRgT

∂σh
∂r

− DΩC

RgT

∂2σh
∂r2

− DΩ

RgT

∂σh
∂r

∂C

∂r
− υC

r

− ∂υ

∂r
C − ∂C

∂r
υ. (12)

根据边界条件不同, 可分为恒压充电和恒流充电.
恒压充电即电极表面处粒子浓度恒定. 恒流充电则
为保持电极表面通量恒定 [19]. 假设锂离子仅通过
外表面进入电极, 采用恒流充电边界条件, 则表达
式为:

C(r, 0) = 0,

D
∂C(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=R2

= 0,

D
∂C(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=R1

=
I

F
, (13)

认为空心圆柱内表面无通量,外表面通量恒定, I为
电流密度, F为法拉第常数. 本文采取材料力学欧
拉屈曲极限力Fcr

[20]:

Fcr =
−π2EIe
(χl)2

, (14)
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其中 Ie = π(R4
1 −R4

2)/4为空心圆柱电极惯性矩;
常数χ由边界条件决定, 将空心柱形电极看作两
端固定, 故本文χ = 0.5. 且本文考虑浓度与应力
分布在轴向方向不变, 因此在计算欧拉屈曲力时
l = 10R. 以上方程, 力学方程与扩散方程相互耦
合, 解析求解有一定难度. 利用Comsol的PDE模
块对以上方程进行耦合求解.

3 结果与讨论

本文采用硅材料为负极, 其材料参数如表 1所
列. 电极外表面通量为J0 = 1 × 10−4, 内外半径
比为R2/R1 = δ. 以下各计算工况中如不特殊说
明, 外半径R1 = R = 8 × 10−7保持不变, 并将各
变量无量纲化. 计算并对比了 δ = 0.5时, 考虑介
质膨胀速率与不考虑介质膨胀速率两种情况下的

应力分布. 并对外半径不变, 内外半径比分别为
δ = 0.25, 0.5, 0.75时的轴向力和欧拉屈曲力进行计

算. 分析电极的材料参数 (E,D,Ω)对支反力及达
到临界欧拉屈曲力的时间的影响.

表 1 硅负极的材料参数 [21]

Table 1. Material parameters of silicon [21].

材料参数 值

泊松比 v 0.28

杨氏模量E/GPa 90

最大浓度Cmax/mol·m−3 3.67× 105

偏摩尔体积Ω/m3·mol−1 8.18× 106

扩散系数D/m2·s−1 1× 10−16

如图 2所示为恒流充电下空心柱形电极内外
半径比 δ = 0.5、考虑与不考虑介质膨胀率的浓度

应力分布对比图, 实线和虚线分别代表考虑和不考
虑介质膨胀率两种情况, 同种颜色表示无量纲时间
τ = Dt/R2

1相同. 从图 2 (a)可以看出, 当浓度较低
时, 两种情况相差较小, 介质膨胀速率影响较小.随
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图 2 空心柱形电极浓度 (a)与应力分布图 (b)、径向应力、(c)环向应力、(d)轴向应力; 实线和虚线分别表示考虑和不考虑介
质膨胀速率

Fig. 2. Concentration (a) and stresses distribution (b), (c), (d) in hollow cylindrical electrode, radial stress (b), hoop
stress (b), axial stress (d), solid and dashed lines represent with and without the effect of local velocity respectively.
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着充电进行, 考虑膨胀速率影响时中心处浓度降
低, 表面处浓度相对升高. 这是因为对流对锂离子
向中心扩散有一定抑制作用. 观察图 2 (b), 径向应
力在内外表面应力为零, 符合内外表面自由边界条
件.在无量纲时间 τ = 0.008, r = 0.7R1附近取得最

大径向应力, 此时锂离子刚扩散到中心处, 且实线
高出虚线. 环向应力靠近内表面为拉应力, 逐渐降
低到外表面为压应力. 考虑介质膨胀速率时, 内表
面拉应力升高, 外表面压应力降低. 当充电一段时
间后, 界面的轴向应力保持为压应力. 轴向应力在
内表面减小, 在外表面增大. 径向应力相比于环向、
轴向应力的量级较小, 这是由于空心柱形电极相较
于柱形电极可沿内外表面两个方向膨胀 [14]. 已有
工作表明导致电极破坏的主要因素为拉应力 [22],
因此内表面处较为危险.

图 3 (a)为当外半径一定, 内外半径比 δ =

0.25, 0.5, 0.75时轴向力和临界欧拉屈曲力随时间

τ的变化曲线, 图 3 (b)为局部放大图. 由于内外
表面无约束, 此时沿径向自由膨胀, 内外半径比
对轴向力影响较小, 故在此工况中约束内表面位
移. 在图 3 中, 实线和三角形分别为考虑和不考
虑对流项的支反力曲线, 虚线为欧拉公式计算的
临界屈曲力. 内外半径比 δ = 0.25, 0.5, 0.75分别在

τ = 0.1, 0.17, 0.2附近时完成充电,随着内外半径比
的升高, 充电完成时对应的轴向支反力降低. 可以
看出随着 δ增大, 同一时刻支反力升高, 而对应的
临界屈曲力减小. 当空心圆柱外半径尺寸一定时,
随着空心圆柱厚度降低, 其轴向力达到临界屈曲力

的时间减小, 越易发生屈曲. 当电极内外半径比不
同时, 介质膨胀速率对轴向支反力的影响较小.

当其他条件一定时, 材料参数 (E,D,Ω)对轴
向支反力影响不同. 当材料弹性模量改变时, 分析
量纲可知弹性模量与支反力及欧拉临界屈曲力成

正比, 因此弹性模量改变, 轴向力达到欧拉屈曲力
的时刻不变. 扩散系数表示锂离子在电极中扩散的
能力, 轴向力随时间 τ变化的曲线不变, 然而由于
无量纲时间 τ =

Dt

R2
1

, 当R1不变时, 扩散系数增大,

达到欧拉屈曲力的时间减小. 偏摩尔体积表示嵌入
单位锂时,电极的体积变化量. 图 4 (a)和图 4 (b)为
偏摩尔体积取 (0.8Ω, Ω, 1.2Ω, 1.5Ω), 在 τ = 0.008

时环向应力与轴向应力的分布图, 其中实线为考虑
介质膨胀速率υc, 虚线代表不考虑介质膨胀速率
υc的情况. 从图 4 (a)和图 4 (b)可以看出, 随着偏
摩尔体积的增大, 电极膨胀速率对应力分布的影响
也增大. 图 4 (c)为偏摩尔体积取不同值时, 轴向支
反力随时间 τ的变化曲线, 实线和三角形分别为考
虑和不考虑介质膨胀速率. 从图中可以看出, 随着
偏摩尔体积增大, 相同时刻轴向力增大, 达到临界
屈曲力的时间减短. 图 4 (d)为不同充电速率即外
表面通量 (0.5j0, j0, 2j0,)下的轴向力变化曲线, 充
电速率 2j0最先完成充电. 由于电极不变, 对锂的
容纳能力一定, 因此完全充电时最大轴向力的值不
变. 从以上计算分析各工况的情况中可以看出, 随
着电极浓度的上升, υc对应力分布的作用增大, 且
电极材料均匀和几何对称, 介质膨胀速率对轴向力
的影响较小.
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图 3 不同内外半径比时 (δ = 0.25, 0.5, 0.75), 轴向力 (a)、轴向力的局部放大图 (b)随时间的变化; 实线和三角形分别表示
考虑和不考虑介质膨胀速率, 虚线为临界屈曲力
Fig. 3. Development of axial stress with different radius ratio (δ = 0.25, 0.5, 0.75) (a), partial enlarged drawing of
axial reaction force (b), solid and triangle lines represent with and without the effect of local velocity respectively,
dashed lines represent critical bulking force.
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图 4 偏摩尔体积取不同值 (0.5Ω, 0.8Ω, Ω, 1.2Ω, 1.5Ω)和不同充电速率下, 应力和轴向力随时间的变化 (a) 环向应力
分布图; (b)轴向应力分布图, 实线和虚线分别表示考虑与不考虑介质膨胀速率; (c) 轴向力随充电时间变化曲线; (d)不同
充电速率 (2j0, j0, 0.5j0)轴向力随充电时间变化, 实线和三角形分别表示考虑与不考虑介质膨胀速率
Fig. 4. Hoop stress (a) and axial stress (b) distribution with different partial molar volume (0.5Ω, 0.8Ω, Ω, 1.2Ω,
1.5Ω), solid and dashed lines represent with and without the effect of local velocity respectively, Reaction force (c)
with different charging rate (2j0, j0, 0.5j0), solid and triangle lines represent with and without the effect of local
velocity respectively.

2010年, Deshpande在计算电极材料中的扩散
诱导应力时考虑嵌锂电极材料模量变化, 并将模量
表达为浓度的线性函数

E

Eo
= 1 + k′

C

Cmax
,

其中k′为锂化诱导硬化/软化系数, E/Eo, C/Cmax

分别为无量纲弹性模量和浓度 [23]. 根据Qi等 [7]

的工作, 硅电极材料的 k′值约为−0.7. 图 5为
k′ = 0,−0.3, −0.7时, 轴向力和欧拉临界屈曲力
随时间的变化曲线. 当k′ = 0时, 材料的弹性模量
在充电过程中保持不变, k′绝对值上升时表明随着
浓度变化相同时材料软化程度增大, 完全锂化时轴
向力、临界屈曲力降低. 轴向力到达临界屈曲力的
时间在 τ = 0.02附近, 此时电极中锂的浓度较小,
弹性模量受到锂化的影响较小, 因此轴向力到达临
界屈曲力的时间变化较小.
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图 5 当 k′分别取不同值时 (0, −0.3, −0.7)时, 轴向力和临界
屈曲力随时间的变化曲线, 其中实线和三角形分别表示考虑与
不考虑介质膨胀速率时的轴向力, 虚线为临界屈曲力
Fig. 5. Reaction force with different lithiation induced soft-
ening factors k′ (0, −0.3, −0.7), solid and triangle lines
represent with and without the effect of local velocity re-
spectively, dashed lines represent critical bulking force.
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4 结 论

本文对锂离子电池充放电时, 锂嵌入/脱出电
极过程建立扩散和力学模型. 类比热应力热对流,
在通量中引入考虑电极膨胀速率对扩散的影响, 添
加对流项υc. 本文计算对比在了恒流充电下空心
管状硅电极 (内外半径比 δ = 0.5)内外表面无约束,
考虑对流项与不考虑对流两种工况. 结果表明, 随
着浓度增大, 对流项对应力分布影响增大. 考虑介
质膨胀速率时, 内表面环向拉应力升高, 外表面轴
向压应力增大. 当外半径一定时, 考虑内外半径比
δ = 0.25, 0.5, 0.75的轴向应力, 可以看出随着 δ增

大, 轴向支反力增大, 而对应的达到欧拉屈曲力所
需时间减小. 电极的材料参数对轴向力的影响不
同, 通过量纲分析弹性模量与轴向力与欧拉屈曲力
成正比, 因此弹性模量改变时达到屈曲力的时间不
变. 由于扩散系数为锂离子在材料中的扩散能力,
当扩散系数增大, 达到欧拉屈曲力的时间减小. 偏
摩尔体积改变时, 随着偏摩尔体积增大, 相同时刻
的轴向力增大, 达到临界屈曲力的时间减短. 电极
材料均匀时, 对流项对轴向力影响较小. 当锂化诱
导软化系数绝对值增大时, 完全锂化时轴向力和临
界屈曲力降低, 轴向力达到临界屈曲力的时间变化
较小. 本文对介质膨胀速率的影响的研究还仅限于
单相电极材料, 并未考虑充放电过程中电极相变等
现象. 本文分析考虑的介质膨胀反应速率对扩散诱
导应力及轴向支反力的影响, 在通量中引入考虑对
流项υc的影响, 对流项的引入使对锂扩散进入电
极的扩散模型更加精确.
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Influence of local velocity on diffusion-induced stress and
axial reaction force in a hollow cylindrical electrode of
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Abstract
Silicon, as the next-generation cathode material in lithium-ion batteries, exhibits excellent electrochemical per-

formances compared with traditional cathode material, such as high capacity and cheap price. However, its cycling
performances are greatly affected by the volume change of silicon due to the insertion of Li atoms. Lots of work focuses
on the analysis of diffusion-induced stresses in electrode, but the convection term is seldom considered in analyzing the
diffusion-induced stress in an electrode. In this paper, a mathematical model is established, where the convection term
is taken into consideration in the diffusion process. The mechanics equations and diffusion equation are derived based
on continuum mechanics and the diffusion theory. Diffusion-induced stress, axial reaction force and the critical buckling
time in a hollow cylindrical electrode under galvanostatic charging are calculated. The effects of local velocity, ratio of
the outer radius to inner radius, charging rate, material parameters and lithiation induced softening factors on stress
field and the critical buckling time are studied. According to the results, it is found that the influence of local velocity
on stress distribution increases with the increasing of Li concentration, and the contribution of local velocity to axial
reaction force is insignificant. Compared with the results without local velocity, the tensile hoop stress of inner surface
is large, and compressive stress at the outer surface is small. The axial reaction force and the critical buckling time are
calculated with different ratios of outer radius to inner radius. As the radius ratio increases, the axial reaction force
and critical buckling time decrease. The effects of three main material parameters (elastic modulus, diffusion coefficient,
partial molar volume) on axial reaction force are discussed. The dimensionless force is independent of elastic modulus
due to stress varying linearly with Young’s modulus. The critical time is inversely proportional to diffusion coefficient.
As the partial molar volume increases, which indicates larger volume change induced by the intercalation of the same
quantity of Li-ions, the critical buckling time drops and the effect of local velocity on stress field increases. It takes less
time for axial reaction force to reach the critical buckling force at a higher charging rate. The elastic properties of silicon
in the lithiation process should be a function of Li concentration due to the formation of Li-Si alloy. The elastic modulus
is assumed to be a linear function of Li concentration. The hollow cylindrical electrodes with increasing absolute value
of lithiation induced softening factor have lower maximum axial reaction force. However, the lithiation induced softening
factor has a limited effect on the critical buckling time due to the fact that the Li concentration at critical buckling time
is relatively small.
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