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构造纠缠目击的一般方法∗
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量子纠缠作为量子通信和量子计算过程中不可缺少的资源, 在量子信息领域中有着广泛的应用. 如何
判定一个给定的量子态是否为纠缠态仍然是一个重要的课题. 纠缠目击是一种特殊的自伴算子, 它可以
用来判断一个量子态是否为纠缠态. 本文首先从纠缠目击的定义入手, 给出构造纠缠目击的一般方法, 证
明了当一个可测量A在可分纯态上的最大期望CA严格小于它的最大特征值λmax(A)时, 对任何满足条件
CA 6 C < λmax(A)的参数C, 算子WC = CI − A都是一个纠缠目击; 然后, 作为应用得到了利用图态的稳
定子构造纠缠目击的一系列方法.

关键词: 纠缠目击, 图态, 稳定子
PACS: 03.67.Mn, 03.65.Db, 03.65.Ud, 02.30.Sa DOI: 10.7498/aps.67.20172697

1 引 言

随着量子理论与信息科学的交叉融合, 量子信
息理论成为物理学、信息科学及数学等领域的研究

者共同关注的研究热点. 大部分量子信息处理任
务都需要一个共同的物理资源, 即量子纠缠. 因此,
对量子信息处理任务的研究在某种程度上可以说

是对量子纠缠的研究. 量子纠缠作为量子通信和量
子计算的载体, 已被广泛用于量子计算、量子隐形
传态 [1]、量子密码术 [2]、量子容错计算 [3]、量子超

密编码 [4]、量子秘密共享 [5]、量子安全直接通信 [6]

和分布式量子机器学习 [7]等领域. 这显示了量子
纠缠的强大功能和作用. 例如: Deng等 [8] 提出了

量子超纠缠并研究了它在量子信息处理中的应用;
丛美艳等 [9]研究了在不同初态下Dzyaloshinskii-
Moriya相互作用及内禀退相干对海森伯系统的量
子纠缠的影响; 任宝藏和邓富国 [10]介绍了光子系

统两自由度量子态在量子信息中的一些新应用, 包
括超并行量子计算、超纠缠态分析、超纠缠浓缩和

纯化三个部分; 宗晓岚和杨名 [11]提出了一种可以

保护多粒子纠缠不受振幅衰减影响的有效物理方

案. 尽管量子纠缠有如此广泛的应用, 但是如何来
判断给定量子纠缠性问题仍是一项相当有难度的

任务 [12]. 有一种类型的纠缠判据——纠缠目击, 是
探测纠缠的有效的工具, 并且也是迄今为止在实
验中探测纠缠最有效的工具. 因此, 人们对纠缠目
击进行了大量的研究. 例如, 考虑它们的可分解性
与优化问题 [13,14]; 对局域测量纠缠目击的优化设
置 [15,16]以及在刻画纠缠中的应用 [17−19]. 特别是
文献 [20]研究了如何使用稳定子理论构造纠缠的
充分条件, 提出了针对图态的纠缠目击的构造方
法. 文献 [21—26]从另一个不同的观点说明线性规
划是构造纠缠目击的一个非常有用的方法. 从理论
上而言, 对于每一个纠缠态, 至少存在一个纠缠目
击来探测它. 然而, 如何具体构造纠缠目击仍是一
个非常重要的问题.

近年来, 人们试图通过机器学习理论与技术研
究量子纠缠问题. 随着深度学习技术在量子多体
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系统中的应用, 通过量子纠缠透镜出现了一种新的
深度学习方式, 纠缠量化了机器学习中真实数据
集的复杂性, 可以指导人工神经网络体系的结构
设计 [27]. Deng等 [28]通过随机采样RBM的权重参
数, 进一步考察了一般RBM态的纠缠特性, 证明
了RBM能够找到具有远距离相互作用的模型哈密
顿量的基态 (带幂律纠缠). Levine等 [29]在题为《深

度学习与量子纠缠》的研究中提出了由深度卷积算

法电路实现的函数和量子多体波函数之间的等价

性, 以期通过量子纠缠度量来量化深层网络模拟输
入的复杂关联结构的能力. Carleo等 [30]提出了基

于神经网络的量子态表示方案, 并展示了它在多个
经典量子多体问题上的高精度和表达能力. Gao和
Duan [31]发现深度神经网络和量子多体问题存在

紧密关联, 证明了利用深度神经网络模型可以有效
表示几乎所有多体量子系统的波函数, 展示了神经
网络和深度学习算法在量子多体问题研究中的巨

大潜力.
受文献 [20]的启发, 本文首先提出构造纠缠目

击的一般方法, 然后将这种构造方法应用于图态,
得到相应的结论, 并将这些结论与文献 [20]中给出
的纠缠目击进行比较, 发现文献 [20]中已给出的纠
缠目击是本文给出的一般纠缠目击的特例, 这说明
本文构造的纠缠目击更具一般性.

2 纠缠目击的构造

考虑复合系统 H(n) := H1⊗H2⊗· · ·⊗Hn,用
L(H(n))表示H(n)上线性算子之集; B(H(n))表示

H(n)上有界线性算子之集; Bher(H(n))表示H(n)

上自伴算子之集; S(H(n))表示H(n)上纯态之集;
D(H(n))表示H(n)上混合态之集.

下面给出完全可分态和纠缠态的定义.
定义 1 [20] 1) 若复合量子系统H(n)上的n

体纯态 |ψ⟩ 可以表示为分量子系统 Hi上的态

|ψi⟩(i = 1, 2, · · · , n)的张量积, 即

|ψ⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψn⟩,

则称 |ψ⟩是完全可分纯态, 否则为纠缠态.
2) 复合量子系统H(n)上的n体混合态 ρ可以

表示为分量子系统Hk上的态 ρki (k = 1, 2, · · · , n)
的张量积的凸组合, 即

ρ =
m∑
i=1

piρ
1
i ⊗ ρ2i ⊗ · · · ⊗ ρni ,

则称ρ是完全可分态, 否则为纠缠态.
P表示H(n)上全体完全可分纯态之集;

Dsep(H(n)) 表示H(n)上完全可分混合态之集. 容
易证明：Dsep(H(n))是P 的闭凸包.

定义2 [20] 设W ∈ Bher(H(n)), 若
1) 对任意的ρ ∈ Dsep(H(n)), 有 tr(Wρ) > 0;
2) 存在ρ0 ∈ D(H(n)), 使得 tr(Wρ0) < 0,

则称W为纠缠目击.
设W是一个纠缠目击, 则当 tr(Wρ) < 0时, ρ

一定是纠缠态. 这时, 称态ρ可被W探测.
理论上每一个纠缠态都至少存在一个纠缠目

击来探测它. 事实上, 纠缠目击的构造并不是一件
容易的事情. 因此, 纠缠目击的构造成为大家关注
的热点问题. 下面我们给出构造纠缠目击的一般
方法.

一般来说,若A ∈ Bher(H(n)), ρ ∈ D(H(n)),则

λmin(A) 6 ⟨A⟩ρ 6 λmax(A),

其中λmin(A), λmax(A)分别为A的最小特征值与

最大特征值. 事实上, 由于A = A†, 则A有谱

分解A =
∑
i

λi|ψi⟩⟨ψi|且
∑
i

|ψi⟩⟨ψi| = I, 从而

λmin(A)I 6 A 6 λmax(A)I. 于是, 对任量子态
ρ ∈ D(H(n)), 有λmin(A)ρ 6 √

ρA
√
ρ 6 λmax(A)ρ.

所以

λmin(A) 6 tr(ρA) = tr(√ρA√ρ) 6 λmax(A).

因此λmin(A) 6 ⟨A⟩ρ 6 λmax(A).

另外, 对于给定的A ∈ Bher(H(n)), 令

CA = max
ρ∈P

⟨A⟩ρ,

于是, 有CA 6 λmax(A).

当CA < λmax(A)时, 我们给出构造纠缠目击
的一般方法.

定理 1 设A ∈ Bher(H(n)), λmax(A) 为A的

最大特征值, 且CA 6 C < λmax(A), 则
1) WC = CI −A是纠缠目击;
2) 当 |ψ⟩ ∈ S(H(n))满足条件 A|ψ⟩ = λ|ψ⟩

(C < λ)时, WC可以探测 |ψ⟩⟨ψ|;
3) 当ρ ∈ D(H(n))满足条件 Aρ = λρ(C < λ)

时, WC可以探测ρ.
证明 1) 当ρ ∈ P时, 由CA的定义知

tr(WCρ) = C−tr(Aρ) = C−⟨A⟩ρ > CA−⟨A⟩ρ > 0,
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从而, 当ρ完全可分时, tr(WCρ) > 0. 设A的最大

特征值λmax(A)所对应的特征态为 |ψmax⟩, 则

tr(WC |ψmax⟩⟨ψmax|)

= C − tr(A|ψmax⟩⟨ψmax|) = C − λmax(A) < 0.

可见, WC是纠缠目击且可以探测 |ψmax⟩⟨ψmax|.
2) 当存在 |ψ⟩ ∈ S(H(n))使得 A|ψ⟩ = λ|ψ⟩

(C < λ)时, 有

tr(WC |ψ⟩⟨ψ|) = C − tr(A|ψ⟩⟨ψ|) = C − λ < 0.

可见, |ψ⟩⟨ψ|是纠缠态且可以被WC探测.
3) 当ρ ∈ D(H(n))满足 Aρ = λρ(C < λ)时,

有

tr(WCρ) = C − tr(Aρ) = C − λ < 0.

可见, ρ是纠缠态且可以被WC探测.
注1 由定理1知:
1) 介于C与 λmax(A)之间的所有特征值

λ(C < λ 6 λmax(A)) 所对应的特征态 |ψ⟩都是
纠缠的, 并且这些纠缠态都可以被WC = CI −
A(CA 6 C < λmax(A)) 探测到.

2) 由WC探测到的那些纠缠态进行凸组合后

得到的混合态也是纠缠的, 并且仍然可以由WC探

测到.
3) 对于某些自伴算子A, 确实存在 ρ ∈

D(H(n)) 满足Aρ = λρ(C < λ). 例如, 当A有

两个特征态 |ψ1⟩,|ψ2⟩ 满足条件

A|ψi⟩ = λ|ψi⟩(i = 1, 2) (C < λ)

时, 令

ρ = t|ψ1⟩⟨ψ1|+ (1− t)|ψ2⟩⟨ψ2|(t ∈ (0, 1)),

则Aρ = λρ.
4) 若自伴算子A的特征值λ所对应的特征态

|ψ⟩都是可分态, 则称此λ为可分特征值, 否则称
为纠缠特征值. 如图 1 , 在数轴上, 可分特征值λs

都分布在CA的左侧, 即λs 6 CA. 若存在一个纠
缠特征值λ e满足CA < λ e 6 λmax(A), 则λ e右边

的所有特征值都是纠缠特征值. 但是CA的左侧

有可能存在纠缠特征值. 例如, 若A = X ⊗X(X
为Pauli阵), 则λmin(A) = −1, λmax(A) = 1, 于是
−1 6 CA 6 1. 因为

CA = max
ρ∈P

⟨A⟩ρ = ⟨X ⊗X⟩|+⟩⟨+|⊗|+⟩⟨+| = 1,

其中

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩),

所 以 特 征 值 λmin(A) = −1位 于CA的 左 侧,
但 是 它 所 对 应 的 特 征 态 (|00⟩ − |11⟩)/

√
2与

(|01⟩ − |10⟩)/
√
2都是纠缠的. 这说明CA的左侧

有可能存在纠缠特征值.

λmin↼A↽ λs CA λe λmax↼A↽

图 1 可分特征值与部分纠缠特征值的分布示意图

Fig. 1. Distribution schematic of separable eigenval-
ues and entangled eigenvalues.

注 2 设W 是纠缠目击, 且 f(ρ) < 0, 其中
f(ρ) := tr(Wρ)(ρ ∈ D(H(n)))是连续函数, 从而
存在 δ > 0, 使得∀σ ∈ D(H(n)), 当∥σ − ρ∥ < δ 时,
有 f(σ) < 0, 从而σ 是纠缠态. 因此如果W可以探

测ρ, 那么W也可以探测到ρ周围的纠缠态σ.
容易看出: 对于给定的纠缠目击W和它能探

测的纠缠态 ρ, δ的取法并不唯一. 特别地, 我们
可以给出 δ的一个取法, 取 δ = −f(ρ)/∥W∥1, 当
∥σ − ρ∥ < δ时, 有 f(σ) < 0, 从而σ是纠缠态. 事
实上, δ = −f(ρ)/∥W∥1 可由

f(σ) = tr(W (σ − ρ)) + f(ρ)

6 ∥W∥1∥σ − ρ∥+ f(ρ) < 0

得到, 其中∥W∥1 = tr
√
W †W, ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞. 对于

给定的纠缠目击W和它能探测的纠缠态ρ, 不同的
δ反映出纠缠目击可以探测到 ρ的不同范围内的纠

缠态.
对于不同的纠缠目击, 它们探测到的量子态会

有所不同. 下面我们由纠缠目击探测到的量子态之
集给出较优纠缠目击的定义.

给定纠缠目击W . 令

DW = {ρ ∈ D(H(n)) : tr(Wρ) < 0},

即纠缠目击W所能探测到的所有量子态.
定义 3 [13] 设W1,W2是纠缠目击, 若DW2

⊆
DW1

, 则称W1 比W2优.
定义4 [13] 设W是纠缠目击, 若没有其他纠缠

目击比W优, 则称W是最优纠缠目击.
引理 1 [13] 设W1,W2是纠缠目击, W1比W2

优当且仅当存在正数 ε 和不为 0的正算子P使得

W2 = (1− ε)W1 + εP .
在定理 1中, 当CA 6 C < λmax(A)时, WC =

CI −A(C是参数)是一类纠缠目击, 对于这类纠缠
目击, 很容易得到较优的纠缠目击.
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定理 2 设A ∈ Bher(H(n)), λmax(A) 为A的

最大特征值, 且CA < C < λmax(A), 则WCA
优于

WC .
证明 利用引理 1, 要证WCA

优于WC , 只需要
证存在正数 ε和不为0的正算子P使得

WC = (1− ε)WCA
+ εP. (1)

因为WC = CI − A,WCA
= CAI − A, 所以将WC

与WCA
代入 (1)式得

P =
C − CA

ε
I +WCA

.

要使P是正算子,只需要 C − CA
ε

> ∥WCA
∥. 因此,

取

ε =
C − CA
2∥WCA

∥
, P =

C − CA
ε

I +WCA
,

有WC = (1 − ε)WCA
+ εP . 从而, 由引理 1知, 当

CA < C < λmax(A)时, WCA
优于WC .

注3 定理2表明: 在形如WC = CI−A(CA 6
C < λmax(A))(C是参数)的纠缠目击中, WCA

是最

优纠缠目击, 即对于任意的C(CA < C < λmax(A))

有WCA
优于WC .

注 4 由定理 1知: 介于CA与λmax(A)之间的

所有特征值 λ(CA < λ 6 λmax(A)) 所对应的特

征态 |ψ⟩都是纠缠的, 并且这些纠缠态都可以由
WCA

探测到. 但是WC(CA < C < λmax(A))只

能探测到介于 C与λmax(A)之间的所有特征值

λ(C < λ 6 λmax(A)) 所对应的特征态 |ψ⟩. 由此间
接地说明了WCA

探测到的纠缠态比WC探测到的

纠缠态多, 因此, WCA
优于WC .

注 5 若纠缠目击WC ,WCA
(CA < C <

λmax(A))都能探测到态ρ, 由注2可知, 当

∥σ − ρ∥ < − tr(WCρ)

∥WC∥1
时, 纠缠目击WC可以探测到满足此条件的纠缠态

σ, 而当
∥σ − ρ∥ < − tr(WCA

ρ)

∥WCA
∥1

时, 纠缠目击WCA
可以探测到满足此条件的纠缠

态σ. 计算可得

− tr(WCρ) = tr(Aρ)− C,

− tr(WCA
ρ) = tr(Aρ)− CA.

因为CA < C, 所以

− tr(WCρ) < − tr(WCA
ρ), ∥WC∥1 > ∥WCA

∥1.

从而
− tr(WCρ)

∥WC∥1
<

− tr(WCA
ρ)

∥WCA
∥1

.

这说明WCA
探测到ρ 周围的态比WC探测到 ρ周

围的态多. 这又从另一方面说明了WCA
优于WC .

注 6 虽然WCA
探测到的态比WC多, 但是在

具体问题中, 计算CA 的精确值是特别困难的, 而
估计CA的范围是比较容易的, 那么我们可以退而
求其次, 构造纠缠目击WC .

3 图态的纠缠目击的构造

图态, 顾名思义, 是一类可以通过数学图形以
简洁直观并且有效的方式进行刻画的特殊量子纠

缠态. 图态的描述方式不同, 与之相对应的定义方
式也不尽相同. 下面给出图态的稳定化算子形式的
定义.��

定义 5 [32] 设V 是一个有限集, E是V 的二元

素子集, 称G = (V,E)是一个 (无向有限)图. 并
且V 中的元素称为图G的顶点, V 称为图G的顶点

集, 常用 {1, 2, · · · , n}表示. E中的元素可以视为

连接相应顶点的边, 且E 称为图G的边集. 对于顶
点 i ∈ V , 用N(i)表示与顶点 i相连的顶点之集, 称
为 i的邻域.

若H(n)为Hilbert空间C2的n重张量积, 即

H(n) = C2 ⊗ · · · ⊗ C2︸ ︷︷ ︸
n

.

对 2阶矩阵T1, T2, · · · , Tn(视为Hilbert空间C2上

的线性算子), 用
n⊗
k=1

Tk 表示它们的张量积 (H(n)

上的算子), 即
n⊗
k=1

Tk = T1 ⊗ T2 ⊗ · · · ⊗ Tn.

特别是当Ti = T, Tj = I(j ̸= i)时, 将张量积算子
n⊗
k=1

Tk 简记为T (i). 例如, 当X,Z为Pauli矩阵：

X =

 0 1

1 0

 , Z =

 1 0

0 −1


时, 有

X(i) = I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ X︸︷︷︸
i

⊗I ⊗ · · · ⊗ I,

Z(i) = I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ Z︸︷︷︸
i

⊗I ⊗ · · · ⊗ I,
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其中 I为 2阶单位阵. 显然, 对任意的 i, j, Z(i)与

Z(j)可交换: Z(i)Z(j) = Z(j)Z(i), 且X(i) 与X(j)

可交换: X(i)X(j) = X(j)X(i). 当 i ̸= j时, X(i) 与

Z(j)可交换: X(i)Z(j) = Z(j)X(i). 这就保证了下
面的算子Si 定义合理.

定义 6 [32] 给定一个图G = (V,E), 顶点个数
即V 的元素个数为n, 对该图的任意一个顶点 i, 定
义算子

Si = X(i)
∏

j∈N(i)

Z(j), (2)

其中, 当N(i) = ∅时, 规定Si = X(i); 并称S1,
S2, · · · , Sn 为图G = (V,E)的稳定化算子.

注7 由定义6可知: ∀i, j ∈ V , 有 [Si, Sj ] = 0.
定义 7 [32] 给定一个具有n个顶点的图G =

(V,E), 称满足条件

Si|G⟩ = |G⟩(∀i = 1, 2, · · · , n) (3)

的n-体态 |G⟩ ∈ S(H(n))为图G = (V,E)的图态.
可以证明 [33]: 图态存在且唯一, 其解析式为

|G⟩ =
∏

(a,b)∈E

U{a,b} |+⟩|+⟩ · · · |+⟩|+⟩︸ ︷︷ ︸
n

,

其中

U{a,b} = P
(a)
Z,+ + P

(a)
Z,−Z

(b),

P
(a)
Z,± =

I ± Z(a)

2
,

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩).

由此可得: 如图 2 , 具有n个顶点的空图 (任意两点
都不相连)所对应的图态为 |+⟩|+⟩ · · · |+⟩|+⟩︸ ︷︷ ︸

n

. 如

图 3 , 具有n个顶点的图中只有1, 2顶点相连, 此图
所对应的图态为

|G⟩ = U{1,2} |+⟩|+⟩ · · · |+⟩|+⟩︸ ︷︷ ︸
n

=
1

2
(|00⟩+ |01⟩+ |10⟩ − |11⟩) |+⟩|+⟩ · · · |+⟩|+⟩︸ ︷︷ ︸

n−2

=
1√
2
(|β01⟩+ |β10⟩) |+⟩|+⟩ · · · |+⟩|+⟩︸ ︷︷ ︸

n−2

,

其中

|β01⟩ =
1√
2
(|01⟩+ |10⟩),

|β10⟩ =
1√
2
(|00⟩ − |11⟩).

定义 8 [32] 给定一个具有n个顶点的图G =

(V,E), 由稳定化算子S1, S2, · · · , Sn生成的交换群

S̃ = ⟨S1, S2, · · · , Sn⟩

称为图G = (V,E)的稳定子.

1 2

n

3

图 2 空图

Fig. 2. Empty graph.

 

n



图 3 只有 1, 2顶点相连的图

Fig. 3. A graph connected by a 1,2 vertex.

注8 S̃有2n个元素, 可以表示为

S̃ = {S̃j : j = 1, 2, · · · , 2n},

其中

S̃j =
∏
i∈Ij

Si = O1
j ⊗ · · · ⊗Onj , (4)

其中 Ij是V 的子集, Okj ∈ {I,±X,±Y,±Z}.
容易得到 S̃j |G⟩ = |G⟩(j = 1, 2, · · · , 2n), 即

|G⟩为 S̃ 中每一个元素的不动点. 进一步可以得
出: |G⟩是 S̃中元素进行线性组合以后所得算子的

特征态.
注9 [32] 可以证明

2n∑
j=1

S̃j = 2n|G⟩⟨G|.

给定一个具有n个顶点的图G = (V,E),
Si(i = 1, 2, · · · , n)为图G的稳定化算子, S̃ 为图
G的稳定子, |G⟩为图G的图态. 下面探讨图态的
纠缠目击的构造. 着重讨论使用稳定子的元素构造
一类纠缠目击来探测图态周围的纠缠态. 这类纠缠
目击我们称为稳定子目击.
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若在定理 1中取A为 S̃中的某一个元素 S̃j . 图
态 |G⟩⟨G| 能被形如WC = CI − S̃j(S̃j ∈ S̃)的纠缠

目击探测吗?
我们构造的纠缠目击是基于满足条件CA 6

C < λmax(A)的C的存在性. 若CA = λmax(A),
则不存在满足条件的C, 也就构造不了WC . 例
如: 当A = S̃j时, 由于A是自伴算子, 且它的最
大特征值λmax(A) = 1, 相应的特征态为 |G⟩, 所
以CA 6 1. 由注 8知, 可设 S̃j = O1

j ⊗ · · · ⊗ Onj ,

其中Okj ∈ {I,±X,±Y,±Z}. 取Okj 的特征值

为 1的特征态为 |ψ0⟩k(k = 1, 2, · · · , n), 令 ρ0k =

|ψ0⟩kk⟨ψ0|, k = 1, 2, · · · , n. 容易计算

CA = max
ρ=ρ1⊗···⊗ρn∈P

⟨S̃j⟩ρ

= max
ρ=ρ1⊗···⊗ρn∈P

n∏
k=1

⟨Okj ⟩ρk

=

n∏
k=1

⟨Okj ⟩ρ0k = 1.

因此CA = λmax(A). 于是, 满足CA 6 C <

λmax(A)的C不存在, 可知图态 |G⟩⟨G|不能被形
如WC = CI − S̃j(S̃j ∈ S̃)的纠缠目击探测.

若在定理1中取A为 S̃中任意两个元素做线性

组合以后得到的算子, 情况会如何呢? 也就是图态
|G⟩⟨G|能被形如WC的纠缠目击探测吗? 为了简
单起见, 不妨取A = S̃i + S̃j(S̃i ̸= S̃j , S̃i, S̃j ∈ S̃).
由于讨论的需要, 给出下面的定义与结论.

定义9 [20] 设自伴算子

K = K(1) ⊗K(2) ⊗ · · · ⊗K(n),

L = L(1) ⊗ L(2) ⊗ · · · ⊗ L(n).

若K(i)L(i) = L(i)K(i)(∀i = 1, 2, · · · , n),则称K 与

L 是局域交换的.
在一般的图G = (V,E)中, 相连的两个顶点所

对应的稳定化算子不是局域交换的, 不相连的两个
顶点所对应的稳定化算子是局域交换的. 因此, 对
于一般的图G = (V,E)来说, S̃i与 S̃j可能是局域

交换的, 也可能不是局域交换的. 例如, 在图 4中,
S1与S2是局域交换的, S1 与S3不是局域交换的.



 

图 4 图G

Fig. 4. Graph G.

注 10 由定义可知：S̃i = O1
i ⊗ · · · ⊗ Oni 与

S̃j = O1
j ⊗ · · · ⊗ Onj 是局域交换的, 当且仅当对任

一k = 1, 2, · · · , n, 要么Oki = ±Okj , 要么Oki 与Okj

中至少有一个为 I.
引理 2 [20] 两个自伴算子

K = K(1) ⊗K(2) ⊗ · · · ⊗K(n),

L = L(1) ⊗ L(2) ⊗ · · · ⊗ L(n)

是局域交换的, 当且仅当K和L有一组共同的纯的

乘积特征态构成空间 H(n)的基.
在定理1中,当A = S̃i+S̃j(S̃i ̸= ±S̃j , S̃i, S̃j ∈

S̃)且 S̃i与 S̃j局域交换时, 有CA = λmax(A) = 2.
于是, 满足CA 6 C < λmax(A) 的C不存在, 可知
图态 |G⟩⟨G|不能被形如WC = CI − S̃i − S̃j(S̃i ̸=
±S̃j , S̃i, S̃j ∈ S̃)的纠缠目击探测. 事实上, 由于A

是自伴算子, 且它的最大特征值λmax(A) = 2, 相
应的特征态为 |G⟩, 所以CA 6 2. 若 S̃i与 S̃j 是局

域交换的, 由引理 2知, S̃i与 S̃j有一组共同的纯的

乘积特征态构成空间 H(n)的基. 又因为 S̃i ̸= ±S̃j ,
所以取 S̃i与 S̃j的特征值均为 1的那个纯的乘积特
征态为 |ψ0⟩. 令ρ0 = |ψ0⟩⟨ψ0|. 计算可得

CA = max
ρ=ρ1⊗···⊗ρn∈P

⟨S̃i + S̃j⟩ρ = ⟨S̃i + S̃j⟩ρ0 = 2,

因此CA = λmax(A) = 2. 但是当 S̃i与 S̃j 不是局域

交换时, 结果有所不同. 可得如下结论.
推论1 设

A = S̃i + S̃j(S̃i, S̃j ∈ S̃),

且 S̃i与 S̃j不是局域交换的, 则CA < 2且

WC = CI − S̃i − S̃j(CA 6 C < 2)

是一个纠缠目击, 能探测图态 |G⟩⟨G|.
证明 由注8知, 可设

S̃i = O1
i ⊗ · · · ⊗Oni , S̃j = O1

j ⊗ · · · ⊗Onj ,

其中Oki , O
k
j ∈ {I,±X,±Y,±Z}. 因为 S̃i与 S̃j不

是局域交换的, 所以存在 k0 ∈ {1, 2, · · · , n}使得
Ok0i 与Ok0j 不可换. 由于A是自伴算子, 且它的最
大特征值λmax(A) = 2, 相应的特征态为 |G⟩, 所以
CA 6 2. 下证CA ̸= 2. 反证法. 若CA = 2, 则存
在纯的乘积态ρ0 = |ψ1⟩⟨ψ1| ⊗ · · · ⊗ |ψn⟩⟨ψn|使得
⟨S̃i + S̃j⟩ρ0 = 2. 于是, 计算可得

⟨S̃i + S̃j⟩ρ0 = ⟨O1
i ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
i ⟩|ψn⟩⟨ψn|

+ ⟨O1
j ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
j ⟩|ψn⟩⟨ψn| = 2.
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由于

−1 6 ⟨Oki ⟩|ψk⟩⟨ψk| 6 1,−1 6 ⟨Okj ⟩|ψk⟩⟨ψk| 6 1,

k = 1, 2, · · · , n, 所以

⟨O1
i ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
i ⟩|ψn⟩⟨ψn|

= ⟨O1
j ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
j ⟩|ψn⟩⟨ψn| = 1.

因此, ∀k = 1, 2, · · · , 我们有

⟨Oki ⟩|ψk⟩⟨ψk| = ±1, ⟨Okj ⟩|ψk⟩⟨ψk| = ±1.

特别地,

⟨Ok0i ⟩|ψk0
⟩⟨ψk0

| = ±1, ⟨Ok0j ⟩|ψk0
⟩⟨ψk0

| = ±1.

由此可见, Ok0i 与Ok0j 有共同的特征态 |ψk0⟩. 又
因为Ok0i , O

k0
j ∈ {I,±X,±Y,±Z}, 从而算子组

{Ok0i , O
k0
j }必为

{I,±X}, {I,±Y }, {I,±Z}

之一. 不论哪种情况, Ok0i 与Ok0j 都可交换. 这与
Ok0i 和Ok0j 不交换矛盾. 故CA < 2. 于是, 满足条
件CA 6 C < λmax(A) = 2的C存在, 由定理1知,

WC = CI − S̃i − S̃j(CA 6 C < 2)

是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.
注 11 由推论 1知, 若 S̃i与 S̃j不是局域交换

的, 则图态 |G⟩⟨G|及其周围态能被形如WC =

CI − S̃i− S̃j(CA 6 C < 2)的纠缠目击探测. 例如,
令

ρ =
1

2n
(I + S̃i + S̃j + S̃iS̃j).

容易计算 tr(WCρ) = C − 2 < 0. 因此, 纠缠目击
WC = CI − S̃i − S̃j能探测量子态

ρ =
1

2n
(I + S̃i + S̃j + S̃iS̃j).

进一步, 可以构造更一般的态

ρ′ =
1

2n
(I + a1S̃i + a2S̃j + a1a2S̃iS̃j).

其中−1 6 ai 6 1(i = 1, 2), a1 + a2 > C. 类似可证:
纠缠目击 WC = CI − S̃i − S̃j能探测量子态ρ′.

特别地, 在推论 1中, 当 S̃i与 S̃j分别取稳定

化算子Si, Sj时, 若Si与Sj是局域交换的, 则图态
|G⟩⟨G|不能被形如WC = CI−Si−Sj的纠缠目击
探测; 若Si与Sj 不是局域交换的, 则有下列推论.

推论2 设A = Si+Sj , 且Si与 Sj不是局域交

换的, 则CA 6 1且WC = CI−Si−Sj(1 6 C < 2)

是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.

证明 在推论 1中, 令 S̃i = Si, S̃j = Sj . 若
Si 与Sj不是局域交换的, 则图态 |G⟩⟨G|能被形
如WC = CI − Si − Sj 的纠缠目击探测, 其中
CA 6 C < 2. 由于Si, Sj为图G = (V,E)的稳定化

算子, 所以有

Si = X(i)
∏

k∈N(i)

Z(k),

Sj = X(j)
∏

k∈N(j)

Z(k).

若Si与Sj不是局域交换的, 则顶点 i与 j相连,
即 {i, j} ∈ E, 因此 j ∈ N(i), i ∈ N(j). 当

ρ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρn ∈ P时, 计算可得

⟨Si + Sj⟩ρ
=

⟨
X(i)

∏
k∈N(i)

Z(k) +X(j)
∏

k∈N(j)

Z(k)
⟩
ρ

6 |⟨X⟩ρi | ·
∏

k∈N(i)

|⟨Z⟩ρk |+ |⟨X⟩ρj | ·
∏

k∈N(j)

|⟨Z⟩ρk |

6 |⟨X⟩ρi ||⟨Z⟩ρj |+ |⟨Z⟩ρi ||⟨X⟩ρj |

6
√
|⟨X⟩ρi |2 + |⟨Z⟩ρi |2

√
|⟨Z⟩ρj |2 + |⟨X⟩ρj |2

6 1.

从而

CA = max
ρ=ρ1⊗···⊗ρn∈P

⟨Si + Sj⟩ρ 6 1. (5)

因此,当1 6 C < 2时,纠缠目击WC = CI−Si−Sj
是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.

注 12 在推论 2中令C = 1, Si = S1, 则
W1 = I − S1 − Sj 为文献 [20]中提到的可以探
测图态 |G⟩⟨G|的纠缠目击. 而我们构造的纠缠目
击WC是一类探测图态 |G⟩⟨G| 的纠缠目击, 包含
W1.

在定理 1中取A为 S̃中任意三个元素做线性

组合以后得到的算子, 情况会如何呢? 也就是图态
|G⟩⟨G|能被形如WC的纠缠目击探测吗? 为了简
单起见, 不妨取A = S̃i + S̃j + S̃m(S̃i, S̃j , S̃m ∈ S̃).

在定理1中, 当A = S̃i+ S̃j + S̃m且 S̃i, S̃j , S̃m

是两两局域交换时, 由于A是自伴算子, 且它的最
大特征值λmax(A) = 3, 相应的特征态为 |G⟩, 所以
CA 6 3. 由注8知, 可设

S̃i = O1
i ⊗ · · · ⊗Oni ,

S̃j = O1
j ⊗ · · · ⊗Onj ,

S̃m = O1
m ⊗ · · · ⊗Onm,

070303-7

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 7 (2018) 070303

其中Oki , O
k
j , O

k
m ∈ {I,±X,±Y,±Z}. 由于 S̃i, S̃j ,

S̃m是两两局域交换的, 所以∀k ∈ {1, 2, · · · , n}, 有

Oki O
k
j = OkjO

k
i ,

Oki O
k
m = OkmO

k
i ,

OkmO
k
j = OkjO

k
m.

利用引理 2容易知道 S̃i, S̃j , S̃m有一组共同的纯

的乘积特征态构成空间H(n)的基. 若存在纯的
乘积特征态使得 S̃i, S̃j , S̃m 的特征值均为 1, 则
取 S̃i, S̃j , S̃m的特征值均为 1的纯的乘积特征态为
|ψ0⟩. 令ρ0 = |ψ0⟩⟨ψ0|. 计算可得

CA = max
ρ=ρ1⊗···⊗ρn∈P

⟨S̃i + S̃j + S̃m⟩ρ

= ⟨S̃i + S̃j + S̃m⟩ρ0 = 3,

因此CA = λmax(A) = 3. 于是, 满足CA 6 C <

λmax(A) 的C不存在, 可知图态 |G⟩⟨G|不能被形如
WC = CI − S̃i− S̃j − S̃m的纠缠目击探测. 但是当
S̃i, S̃j , S̃m不是两两局域交换时, 结果有所不同, 可
得如下结论.

推论3 设

A = S̃i + S̃j + S̃m(S̃i, S̃j , S̃m ∈ S̃),

且 S̃i, S̃j , S̃m不是两两局域交换的, 则CA < 3且

WC = CI − S̃i − S̃j − S̃m(CA 6 C < 3)

是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.
证明 由注8知, 可设

S̃i = O1
i ⊗ · · · ⊗Oni ,

S̃j = O1
j ⊗ · · · ⊗Onj ,

S̃m = O1
m ⊗ · · · ⊗Onm,

其 中Oki , O
k
j , O

k
m ∈ {I,±X,±Y,±Z}. 因 为

S̃i, S̃j , S̃m 不是两两局域交换的, 所以存在 k0 ∈
{1, 2, · · · , n}使得Ok0i ,Ok0j , Ok0m 不两两可换. 由于
A是自伴算子, 且它的最大特征值λmax(A) = 3, 相
应的特征态为 |G⟩, 所以CA 6 3. 下证CA ̸= 3.
反证法. 若CA = 3, 则存在纯的乘积态 ρ0 =

|ψ1⟩⟨ψ1|⊗· · ·⊗|ψn⟩⟨ψn|使得 ⟨S̃i+ S̃j+ S̃m⟩ρ0 = 3.
于是, 计算可得

⟨S̃i + S̃j + S̃m⟩ρ0
= ⟨O1

i ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O
n
i ⟩|ψn⟩⟨ψn|

+⟨O1
j ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
j ⟩|ψn⟩⟨ψn|

+⟨O1
m⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
m⟩|ψn⟩⟨ψn| = 3.

由于 ⟨Okx⟩|ψk⟩⟨ψk|(x = i, j,m)介于−1 与+1之

间, 所以 ⟨Okx⟩|ψk⟩⟨ψk| = ±1 (x = i, j,m; k =

1, 2, · · · , n). 特别地, ⟨Ok0x ⟩|ψk0
⟩⟨ψk0

| = ±1 (x =

i, j,m). 由此可见, Ok0i , O
k0
j , O

k0
m 有共同的特征态

|ψk0⟩. 又因为

Ok0i , O
k0
j , O

k0
m ∈ {I,±X,±Y,±Z},

从而算子组 {Ok0i , O
k0
j , O

k0
m }必为

{I,±X}, {I,±Y }, {I,±Z}

之一. 不论哪种情况, 算子Ok0i , O
k0
j , O

k0
m 都是两两

可换的. 这与Ok0i , O
k0
j , O

k0
m 不两两可换矛盾. 故

CA < 3. 于是, 满足条件CA 6 C < λmax(A) = 3

的C存在, 由定理1知,

WC = CI − S̃i − S̃j − S̃m(CA 6 C < 3)

是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.
特别地, 在推论3中, 当 S̃i, S̃j分别取稳定化算

子 Si, Sj和 S̃m取SiSj时, 有下列推论.
推论 4 设A = Si + Sj + SiSj , 且Si 与Sj不

是局域交换的, 则CA 6 1且WC = CI − Si − Sj −
SiSj(1 6 C < 3) 是一个纠缠目击, 且能探测图态
|G⟩⟨G|.

证明 在推论 3中, 令 S̃i = Si, S̃j = Sj , S̃m =

SiSj . 由于Si, Sj为图G的稳定化算子, 有

Si = X(i)
∏

k∈N(i)

Z(k),

�
Sj = X(j)

∏
k∈N(j)

Z(k).

若Si与Sj不是局域交换的, 则顶点 i与 j相连, 即
{i, j} ∈ E, 因此 j ∈ N(i), i ∈ N(j). 从而

SiSj = Y (i)Y (j)
∏

k∈(N(i)∆N(j))\{i,j}

Z(k),

其中N(i)∆N(j) = N(i) ∪ N(j) − N(i) ∩ N(j).
于是, 容易得出Si, Sj , SiSj不是两两局域交换的.
由推论 3得, CA < 3且WC = CI − Si − Sj −
SiSj(CA 6 C < 3)是一个纠缠目击, 且能探测
图态 |G⟩⟨G|. 另外, 当ρ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρn ∈ P时, 计
算可得

⟨Si + Sj + SiSj⟩ρ
=

⟨
X(i) ·

∏
k∈N(i)

Z(k) +X(j) ·
∏

k∈N(j)

Z(k)

+Y (i)Y (j) ·
∏

k∈(N(i)∆N(j))\{i,j}

Z(k)
⟩
ρ
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6 |⟨X⟩ρi · |
∏

k∈N(i)

|⟨Z⟩ρk |+ |⟨X⟩ρj · |
∏

k∈N(j)

|⟨Z⟩ρk |

+|⟨Y ⟩ρi ||⟨Y ⟩ρj | ·
∏

k∈(N(i)∆N(j))\{i,j}

|⟨Z⟩ρk |

6 |⟨X⟩ρi ||⟨Z⟩ρj |+ |⟨Z⟩ρi ||⟨X⟩ρj |+ |⟨Y ⟩ρi ||⟨Y ⟩ρj |

6
√
|⟨X⟩ρi |2 + |⟨Z⟩ρi |2 + |⟨Y ⟩ρi |2

×
√
|⟨Z⟩ρj |2 + |⟨X⟩ρj |2 + |⟨Y ⟩ρj |2

6 1.

从而CA = maxρ=ρ1⊗···⊗ρn∈P |⟨Si+Sj +SiSj⟩ρ| 6
1. 因此, 当 1 6 C < 3时, 纠缠目击WC =

CI − Si − Sj − SiSj是一个纠缠目击, 且能探测
图态 |G⟩⟨G|.

注 13 在推论 4中令C = 1, Si = S1, 则
W1 = I − S1 − Sj − S1Sj为文献 [20]中提到的
可以探测图态 |G⟩⟨G|的纠缠目击. 而我们构造的
纠缠目击WC是一类探测图态 |G⟩⟨G|的纠缠目击,
包含W1.

类似地, 在定理 1中取A为 S̃中任意k个元素

作线性组合以后得到的算子, 情况会如何呢? 为了

简单起见, 不妨取A =

k∑
i=1

S̃i, 可得如下结论.

推论 5 设A =

k∑
i=1

S̃i, 且 S̃1, S̃2, · · · , S̃k不

是两两局域交换的, 则CA < k且WC = CI −
k∑
i=1

S̃i(CA 6 C < k) 是一个纠缠目击, 且能探测图

态 |G⟩⟨G|.
证明 由注8知, 可设

S̃i = O1
i ⊗ · · · ⊗Oni (i = 1, 2, · · · , k),

其中

Osi ∈ {I,±X,±Y,±Z}(s = 1, 2, · · · , n).

因为 S̃1, S̃2, · · · , S̃k不是两两局域交换的, 所以存
在 s0 ∈ {1, 2, · · · , n}使得Os01 , O

s0
2 , · · · , O

s0
k 不两

两可换. 由于A是自伴算子, 且它的最大特征值
λmax(A) = k, 相应的特征态为 |G⟩, 所以CA 6 k.
下证CA ̸= k. 反证法. 若CA = k, 则存在
纯的乘积态 ρ0 = |ψ1⟩⟨ψ1| ⊗ · · · ⊗ |ψn⟩⟨ψn|使得⟨ k∑
i=1

S̃i

⟩
ρ0

= k. 于是, 计算可得

⟨ k∑
i=1

S̃i

⟩
ρ0

=
k∑
i=1

⟨O1
i ⟩|ψ1⟩⟨ψ1| · · · ⟨O

n
i ⟩|ψn⟩⟨ψn|

= k. (6)

由于

− 1 6 ⟨Osi ⟩|ψs⟩⟨ψs| 6 1

(s = 1, 2, · · · , n, i = 1, 2, · · · , k),

所以

⟨Osi ⟩|ψs⟩⟨ψs| = ±1

(s = 1, 2, · · · , n, i = 1, 2, · · · , k).

特别地, ⟨Os0x ⟩|ψs0⟩⟨ψs0 | = ±1(x = 1, 2, · · · , k). 由
此可见, Os01 , O

s0
2 , · · · , O

s0
k 有共同的特征态 |ψs0⟩.

又因为

Os01 , O
s0
2 , · · · , O

s0
k ∈ {I,±X,±Y,±Z},

所以算子组{Os01 , O
s0
2 , · · · , O

s0
k }必为

{I,±X}, {I,±Y }, {I,±Z}

之一. 从而, 不论哪种情况, 算子Os01 , O
s0
2 , · · · , O

s0
k

都是两两可换的. 这与Os01 , O
s0
2 , · · · , O

s0
k 不两

两可换矛盾. 故CA < k. 于是, 满足条件
CA 6 C < λmax(A) = k的C存在, 由定理 1知,

WC = CI −
k∑
i=1

S̃i(CA 6 C < k)是一个纠缠目击,

且能探测图态 |G⟩⟨G|.
注 14 由推论 5知, 若 S̃1, S̃2, · · · , S̃k不是两两

局域交换的, 则图态 |G⟩⟨G|及其周围态能被形如

WC = CI −
k∑
i=1

S̃i(CA 6 C < k) 的纠缠目击探测.

例如, 令

ρ′′ =
1

2n

k∏
i=1

(I + S̃i).

容易计算

tr(WCρ
′′) = C − k < 0.

因此, 纠缠目击WC = CI −
k∑
i=1

S̃i能探测 ρ′′ =

1

2n

k∏
i=1

(I + S̃i). 进一步, 可以构造更一般的态

ρ′′′ =
1

2n

k∏
i=1

(I + aiS̃i),

其中

−1 6 ai 6 1(i = 1, 2, · · · , k),
k∑
i=1

ai > C.

类似可证: 纠缠目击WC = CI −
k∑
i=1

S̃i能探测ρ′′′.

070303-9

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 7 (2018) 070303

注15 在注14中令

S̃i = Si, k = n, ai = 1(i = 1, 2, · · · , n),

得 ρ′′′ = |G⟩⟨G|, 因此间接可得图态 |G⟩⟨G|能被

WC = CI −
n∑
i=1

Si探测, 其中CA 6 C < n. 与推论

5结论符合. 特别地, 在定理 1中, 当A取为图G的

n个稳定化算子的和时, 还可得下列结论.

推论 6 设A =
n∑
i=1

Si, 且S1, S2, · · · , Sn不是

两两局域交换的,则CA 6 n−1且当n−1 6 C < n

时, WC = CI −
n∑
i=1

Si是一个纠缠目击, 且能探测

图态 |G⟩⟨G|.
证明 在推论5中, 令

k = n, S̃1 = S1, S̃2 = S2, · · · , S̃n = Sn.

由推论 5 知: CA < n 且当CA 6 C < n时,

WC = CI −
n∑
i=1

Si是一个纠缠目击, 且能探测

图态 |G⟩⟨G|. 另外, 若S1, S2, · · · , Sn 不是两两局
域交换的, 则至少存在两个稳定化算子不是局域交
换的, 不妨设为S1, S2. 于是, 由 (5)式可知

CA = max
ρ∈P

∣∣∣⟨ n∑
i=1

Si

⟩
ρ

∣∣∣
6 max

ρ∈P
|⟨S1 + S2⟩ρ|+ max

ρ∈P
|⟨S3 + · · ·+ Sn⟩ρ|

6 1 + (n− 2)

= n− 1.

因此, 当n− 1 6 C < n时, WC = CI −
n∑
i=1

Si是一

个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.
注 16 由推论 6可知, 若图G中至少有两个顶

点相连, 则它所对应的图态是纠缠的, 即非平凡的
图对应的图态都是纠缠的.

另外, 在定理 1中, 当A取为图G的稳定子的

全部元素之和时, 可得下列结论.

推论 7 设A =

2n∑
i=1

S̃i, 若 S̃1, S̃2, · · · , S̃2n不是

两两局域交换的, 则CA 6 2n−1, 且当 2n−1 6 C <

2n 时, WC = CI −
2n∑
i=1

S̃i是一个纠缠目击, 且能探

测图态 |G⟩⟨G|.
证明 在推论 5中, 令 k = 2n. 由推论 5可

知: 若 S̃1, S̃2, · · · , S̃2n不是两两局域交换的, 则

CA 6 2n且当CA 6 C < 2n时, WC = CI −
2n∑
i=1

S̃i

是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|. 另外, 由
注9可得

CA = max
ρ∈P

∣∣∣⟨ 2n∑
i=1

S̃i

⟩
ρ

∣∣∣ = 2n max
ρ∈P

|⟨|G⟩⟨G|⟩ρ|

= 2n max
|ψ⟩⟨ψ|∈P

|⟨G|ψ⟩|2.

由文献 [32]知: max|ψ⟩⟨ψ|∈P |⟨G|ψ⟩|2 6 1/2. 所以,
CA 6 2n−1. 因此, 当2n−1 6 C < 2n时,

WC = CI −
2n∑
i=1

S̃i

是一个纠缠目击, 且能探测图态 |G⟩⟨G|.
注 17 由推论 7可知, 当 1/2 6 C < 1时,

WC = CI − |G⟩⟨G| 是一个纠缠目击, 且能探测
图态 |G⟩⟨G|. 另外, 由定理 2知, 在这类纠缠目击
WC = CI − |G⟩⟨G|中, W1/2 =

1

2
I − |G⟩⟨G|是最

优纠缠目击.

4 结 论

本文发现：当一个可观测量A在可分纯态上的

最大期望CA严格小于其最大特征值λmax(A)时,
算子WC = CI − A都是一个纠缠目击, 只要参数
C 满足条件CA 6 C < λmax(A). 特别地, 当A 由

图态的一些稳定子构成时, 纠缠目击WCA
就是文

献 [20]中得到的纠缠目击. 虽然WCA
探测到的纠

缠态比WC能探测的更多, 但在具体问题中, 计算
CA的精确值是特别困难的, 而估计CA 的上界是

比较容易的. 因此, 构造纠缠目击WC比构造WCA

更加方便一些. 作为应用, 得到了利用稳定子构造
图态的纠缠目击的一系列方法. 由于我们构造的纠
缠目击包含了文献 [20]中给出的纠缠目击, 所以具
有更广泛的应用价值.
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Abstract
Quantum entanglement, as an indispensable resource in quantum communication and quantum computation, is

widely used in the field of quantum information. However, people’s understanding on entanglement is quite limited both
theoretically and experimentally. How to determine whether a given quantum state is entangled is still an important task.
The entanglement witness is a kind of special self-adjoint operator, it can be used to determine whether a quantum state
is an entangled state. This provides a new direction for the determination of entangled states. Entanglement witness
has its own unique characteristics in various kinds of entanglement criterion. It is the most effective tool for detecting
multipartite entanglement, and the most useful method to detect entanglement in experiments. In the background of
quantum theory, we use theory of operators to make a thorough and systematic study of the construction of entanglement
witness in this paper. First, from the definition of an entanglement witness, a general method is given to construct an
entanglement witness. It is proved that when the maximal expectation CA of an observable A in the separable pure
states is strictly less than its biggest eigenvalue λmax(A), the operator WC = CI−A is an entanglement witness provided
that CA 6 C < λmax(A). Although the entanglement witness WCA can detect more entangled states than WC , but it is
difficult to calculate the exact value of CA, and the estimate of the upper bound of CA is easier. Therefore, it is more
convenient to construct entanglement witness WC than WCA .

In quantum computation, a graph state is a special kind of multi-qubit state that can be represented by a graph.
Each qubit is represented by a vertex of the graph, and there is an edge between every interacting pair of qubits. Graph
states play a crucial role in many applications of quantum information theory, such as quantum error correcting codes,
measurement-based quantum computation, and quantum simulation. Consequently, a significant effort is devoted to
the creation and investigation of graph states. In the last part of this paper, as applications of our method, a series of
methods for constructing an entanglement witness is obtained in the stabilizer formalism. It is also proved that how
entanglement witnesses can be derived for a given graph state, provided some stabilizing operators of the graph state
are known. Especially, when A is made up of some stabilizing operators of a graph state, entanglement witness WCA

becomes one in literature.

Keywords: entanglement witness, graph state, stabilizer

PACS: 03.67.Mn, 03.65.Db, 03.65.Ud, 02.30.Sa DOI: 10.7498/aps.67.20172697

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant Nos. 11371012, 11601300, 11571213,
11771009) and the Fundamental Research Funds for the Central Universities of Ministry of Education of China (Grant No.
GK201703093).

† Corresponding author. E-mail: caohx@snnu.edu.cn

070303-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.67.20172697

	1引    言
	2纠缠目击的构造
	Fig 1

	3图态的纠缠目击的构造
	Fig 2
	Fig 3
	Fig 4


	4结    论
	References
	Abstract

