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激光惯性约束聚变 (ICF)内爆靶丸通常采用多壳层组合结构设计, 各壳层界面的流体力学不稳定性
影响内爆加速和聚变点火, 是 ICF十分关心的问题. 本文建立了描述任意Atwood数、任意初始界面分布
Rayleigh-Taylor (RT)不稳定性界面变形及非线性演化的薄层模型. 通过分析薄层中流体微团的受力, 得到
了运动微分方程组, 并在二维情况进行数值求解. 在线性阶段, 薄层模型描述的界面演变规律与模拟结果符
合很好; 在非线性阶段, 薄层模型可以描述至 “蘑菇”形结构, 与数值模拟的结果很接近. 目前薄层的RT不
稳定性非线性解析理论研究仅限于弱非线性阶段, 本工作发展的薄层解析理论能很好地研究薄层非线性 “气
泡 -尖钉”发展过程.

关键词: 薄层模型, Rayleigh-Taylor不稳定性, Atwood数, 非线性阶段
PACS: 47.20.Ma, 52.35.Py, 52.57.Fg DOI: 10.7498/aps.67.20172613

1 引 言

当两层流体的界面两侧具有连续的法向速度

与压力, 而其他物理量 (如: 密度、内能)不连续
时, 称为接触间断 [1]. 在有势力场中流体密度梯
度与压力梯度不平行时, 那么接触间断面上的扰
动幅度将被激发并增长, 称为瑞利 -泰勒不稳定性
(Rayleigh-Taylor instability, RTI) [2−4]. RTI是惯
性约束聚变 (inertial confinement fusion, ICF)研究
的重要问题之一 [5−8], 也是许多天体物理现象的重
要过程 [9−11], 例如: 超新星爆炸和星系演化、天体
射流等现象 [12]. 在 ICF的内爆加速和减速阶段中
均引起RTI, RTI的发展影响点火热斑的形成、聚

变燃烧和能量增益 [13−22]. 超新星爆炸与 ICF在动
力学上十分相似, 存在加速度引起的RTI. 因此, 研
究RTI的物理机理对于天体物理中各类不稳定流
动的演化具有十分重要的意义 [12,23].

通过对界面不稳定性的理论研究 [13−16,24−28]、

数值模拟 [17,18,29,30]及实验分析 [31−34], 将RTI的
演化过程划分为线性阶段、变形阶段、规则非线性、

不规则非线性及湍流混合阶段. 理论研究方法大致
分两类. 一类是采用速度势及界面函数的微扰展开
方法分析RTI的线性和弱非线性阶段 [4,35,36]. 在线
性阶段, 理论分析与数值模拟和实验结果符合得很
好 [4,24,28,31]. Jacobs和Catton [31]提出真空和流体

界面 (Atwood数等于 1)的弱非线性 (weakly non-
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linear, WNL)模型; Wang等 [13,35,36]将WNL模型
推广适用于任意Atwood数的情况, 很好地描述了
弱非线性阶段气泡和尖钉的产生过程. 由于高
次谐波的激发, 导致小扰动展至高阶时将面对繁
琐的计算. 另一类是研究非线性阶段的气泡模
型 [37−43]; Layzer [38]提出了对于真空和流体界面

情况在气泡顶点附近采用势流理论的模型, 描述了
气泡在整个扰动过程中的发展行为. 基于Layzer
模型, Zhang [39]对任意时刻气泡和尖钉的运动规

律进行了研究, Goncharov [40]和Sohn [41]将Layzer
模型推广应用于任意Atwood数下的速度势模型.
对于气泡和尖钉的大尺度相干运动, Abarzhi等 [42]

找到了多重调和解. Mikaelian [43]给定初始幅值,
可以描述任意Atwood数的界面幅值关系式. 陶烨
晟等 [44]将Layzer的气泡模型推广, 描述了气泡由
初始线性阶段到气泡以渐近速度增长的非线性阶

段的发展过程. 然而, Layzer模型仅能描述气泡和
尖钉的顶点在扰动演变过程中的运动.

1972年, Ott [45]首先提出非线性RTI的薄层
理论, 通过分析薄层质点的受力, 解释气泡和
尖钉的形成过程 [46,47]. 然而, Ott理论忽略了
薄层两侧流体的分布. 此外, 当演变时间超过
t∗ = ln(kη0)−1/

√
kg时, 在波谷处出现界面卷曲现

象, 这里k = 2π/λ表示波数, λ代表扰动波长, η0
是界面扰动的初始幅值, g为重力加速度. Wang
等 [48]采用WNL模型对具有一定厚度的流体薄层
中的RTI进行研究, 详细分析薄层上下界面分别具
有初始扰动状态时的演变规律. 研究发现薄层厚
度在扰动演变过程中起重要的作用. 然而, 在实际
的流体不稳定性中, 界面两侧的流体分布范围比
较宽, 近似经典RTI, 而发生于界面附近的扰动按
扰动波长成 e指数形式衰减. 当流体层厚度大于数
倍的扰动波长时, 在边界处的扰动已经衰减得非
常小, 因此, 边界位置对界面处的扰动造成的影响
可以忽略不计. 本文将Ott的薄层模型应用于经典
RTI界面变形演化过程.

本文在第 2部分分析薄层模型的理论分析, 给
出界面的运动方程组; 在第 3部分首先数值求解运
动方程组, 其次分析薄层模型在RTI中的线性和弱
非线性段的增长规律, 再将模型的界面形变与数值
模拟结果进行对比, 最后将薄层模型扩展应用于分
析扰动分布呈三角波和方波的情形; 第 4部分为本
文的总结.

2 薄层RTI的理论模型

理想二维流体处于重力场 (−gey)中, 在接触
间断的界面两侧为有限厚度层流体, 其上下两层的
流体密度分别为ρ2和ρ1(ρ2 > ρ1). 在界面附近选
择一定厚度 (h0)的流体薄层, 平衡状态时, 界面处
的压强用p0表示, 如图 1 (a). 已知在重力场中压力
近似由静压条件 p = p0 −

∫ y

y0

ρgdy表述, 其中 p0

表示平衡状态初始位置处的压强. 当薄层受到扰动
后, 尖钉处压力增大, 气泡处压力减小, 流体薄层上
下端面的压强分别用p2, p1表示, 如图 1 (b).

p
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ρ
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图 1 流体薄层不稳定性的示意图 (a) 平衡状态; (b) 扰
动状态

Fig. 1. The RTI of the thin layer: (a) Planar interface
in equilibrium; (b) perturbed interface.

平衡状态时, 选取流体薄层中的一点x = ξ,
y = 0, ξ是拉格朗日坐标; 在 t时刻, 该点位
于 r(ξ, t) = x(ξ, t)ex + y(ξ, t)ey. 考虑平衡状

态时另一点x = ξ + dξ, y = 0, 该点在 t时

刻位于 r + (∂r/∂ξ)dξ处. 研究分析 ξ和 ξ + dξ
之间流体微团的运动规律, 则流体微团的质量
dm = (ρ1 + ρ2)h0dξ/2 = (ρ1 + ρ2)h|dr|/2, 其中h

和 |dr|表示扰动过程中流体微团的厚度和宽度. 假
设微团端面的压强不受扰动的影响, 则上端面和下
端面的压强分别为p2 = p0 − ρ2g(y + hey · n/2)和
p1 = p0 − ρ1g(y − hey ·n/2), 如图 1 (b), 则流体微
团的受力关系:

dF = −gdmj + (p1 − p2)|dr|n, (1)
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其中, |dr| =
√

x′2 + y′2dξ, x′ = ∂x/∂ξ, y′ =

∂y/∂ξ, 法向量n = (−y′, x′)/
√
x′2 + y′2, 则ey ·

n = x′/
√

x′2 + y′2. 方程 (1)中−gdmey表示流

体微团在重力场中的力, (p1 − p2)|dr|n表示
流场的压力场作用. 由于微团的受力项满足

dF = dm∂2r/∂t2, 则运动方程的分量形式:
∂2x

∂t2
= −

(
2AT g

y

h0
+ g

x′

x′2 + y′2

)
y′,

∂2y

∂t2
= −g +

(
2AT g

y

h0
+ g

x′

x′2 + y′2

)
x′, (2)

AT = (ρ1 − ρ2)/(ρ1 + ρ2)称为Atwood数, h0表示

界面两侧流体层的初始厚度. 方程 (2)描述了流体
界面RTI的形变规律, 即形变的扰动范围由线性阶
段到非线性阶段的演化过程.

在扰动初始阶段, x和 y方向的位置坐标

x(ξ, t) = ξ + δx(ξ, t)和 y(ξ, t) = δy(ξ, t), 其中

δx(ξ, t)和 δy(ξ, t)表示扰动小量. 将位置坐标代
入方程 (2)中保留一阶小量, 则 y方向的扰动演化

关系表示为

∂2δy

∂t2
= 2AT g

δy

h0
, (3)

考虑扰动随时间呈 exp(γt)形式, 则增长率 γ =√
2AT g/h0.

3 结果与讨论

3.1 数值计算方法

方程组 (2)为非线性方程组, 直接求解比较困
难. 因此, 对方程组采用数值求解, 将时间导数和
空间导数分别采用隐式中心差分格式, ∆t和∆ξ分

别表示时间步长和空间步长. 差分后的形式为


xn+1
j − 2xn

j + xn−1
j

∆t2
= −

[
2AT g

yn+1
j

h0
+

2g∆ξ(xn+1
j+1 − xn+1

j−1 )

(xn+1
j+1 − xn+1

j−1 )
2 + (yn+1

j+1 − yn+1
j−1 )

2

]
(yn+1

j+1 − yn+1
j−1 )

2∆ξ
,

yn+1
j − 2ynj + yn−1

j

∆t2
= −g +

[
2AT g

yn+1
j

h0
+

2g∆ξ(xn+1
j+1 − xn+1

j−1 )

(xn+1
j+1 − xn+1

j−1 )
2 + (yn+1

j+1 − yn+1
j−1 )

2

]
(xn+1

j+1 − xn+1
j−1 )

2∆ξ
.

(4)

则方程组 (4)差分后简为写如下的方程组:

A · Y = B, (5)

式中, A表示系数矩阵, Y = (xn+1
1 , yn+1

1 , xn+1
2 ,

yn+1
2 , · · ·xn+1

J , yn+1
J )T表示未知量矩阵, B为常数

矩阵. 上角标n和下角标 j分别表示时间变量和空

间变量. 给定初始状态, 采用Picard迭代求解方程
组的结果.

3.2 线性及弱非线性阶段

首先, 选择初始扰动的形式 y = η0 cos(kx), 其
中 η0为初始扰动振幅, k = 2π/λ为波数, λ为扰动
波长. 固定初始扰动幅值 η0 = 0.02 µm和加速度
g = 1 µm/ns2, 选择不同的薄层厚度h0, 分析薄层
模型的线性增长率关于Atwood数AT 和波数k的

变化关系, 如图 2所示. 已知经典RTI在线性段的
幅值增长 ηL = η0 cosh(γct), γc =

√
ATkg称为线

性增长率.
在薄层模型中分别选择薄层厚度kh0 = 1, 2, 4

的情况分析界面不稳定性的演变规律, 如图 2所
示, 将薄层模型的线性增长率与经典RTI的结果

进行比较. 首先, 在图 2 (a)中固定界面扰动的波
长λ = 1 µm, 对比薄层模型和经典RTI的线性增
长率随AT 数的变化规律. 其次, 在图 2 (b)中保持
AT = 0.6不变, 对比薄层模型和经典RTI的线性
增长率随扰动波数k的变化规律. 通过图 2 (a)和
图 2 (b)可以看出, 薄层模型的线性增长率依赖于
薄层厚度, 已知界面处的扰动随距离界面的宽度
呈指数衰减. 当薄层厚度比较薄 (kh0 = 1)时, 薄
层模型的线性增长率明显大于经典RTI的结果, 导
致薄层的界面演化加快, 扰动增长趋于强烈; 当薄
层厚度比较厚 (kh0 = 4)时, 薄层模型的线性增长
率明显小于经典RTI的结果, 以致界面演化缓慢,
扰动增长趋于舒缓; 当且仅当薄层厚度满足条件
kh0 = 2时, 薄层模型的线性增长率随AT 和k的变

化规律与经典RTI的结果保持一致. 因此, 采用薄
层模型描述界面的扰动发展规律时, 应选择适当的
薄层厚度与经典RTI的结果做比较. 这与线性化
分析的结果一致, 在方程 (3)中给出的增长率形式
γ =

√
2AT g/h0, 当薄层厚度满足h0 = 2/k时, 增

长率γ =
√
ATkg与经典RTI结果一致.
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图 2 选取不同的薄层厚度, 比较薄层理论和经典RTI的
线性增长率 (a) 增长率关于AT 数的关系; (b) 增长率
关于波数 k的关系

Fig. 2. Comparision between linear growth rates ob-
tained by the thin layer model and classical RTI at
different thin layer thicknesses: (a) The function rela-
tion between the linear growth rate and the Atwood
number; (b) the function relation between the linear
growth rate and the wavenumber.

通过对比线性阶段的增长特征, 可知在合适的
薄层厚度 (如h0 = 2/k)下, 可以将模型的界面幅值
与WNL模型做比较. 已知三阶WNL模型给出关
于RTI的弱非线性阶段界面为

η(x, t) = η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t). (6)

这里 η1(x, t), η2(x, t)和 η3(x, t)分别表示基模、二

次谐波和三次谐波界面, 其形式如下:

η1(x, t) = ηL

[
1− 1

16
(3A2

T + 1)k2η2L

]
cos(kx),

η2(x, t) = −1

2
ATkη

2
L cos(2kx),

η3(x, t) =
1

2

(
A2

T − 1

4

)
k2η3L cos(3kx), (7)

式中 ηL = η0 cosh(γct)代表基模的线性增长幅值,
η0表示扰动的初始幅值, γc =

√
ATkg表示经典

RTI的线性增长率.

选取初始扰动幅值 η0 = 0.02 µm和加速度
g = 1 µm/ns2, 分别选择三组不同的Atwood
数和扰动波数, 将薄层模型的界面幅值之和
ηb+s = ηb + ηs与WNL模型做对比, 如图 3所示,
这里 ηb, ηs分别表示气泡和尖钉的幅值. 图 3 (a)
中, 固定波长λ = 5 µm, 选取AT = 0.1, 0.4, 0.9;
图 3 (b)中, 固定AT = 0.8, 选取k = 0.1, 0.2, 0.4.
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图 3 固定 η0 = 0.02 µm和 g = 1 µm/ns2, 比较薄层模型和
WNL模型的幅值关系 (a) 波长 λ = 5 µm, 选取AT = 0.1,
0.5和 0.9; (b) AT = 0.8, 选取 k = 0.1, 0.2和 0.4
Fig. 3. Comparision between the amplitudes obtained by
the thin layer model and WNL model for RTI with fixed
η0 = 0.02 µm and g = 1 µm/ns2: (a) Choosing AT = 0.1,
0.5, and 0.9 with the wavelength λ = 5 µm; (b) choosing
k = 0.1, 0.2, and 0.4 with the Atwood number AT = 0.8.

在图 3中, 将薄层模型的幅值之和与WNL模
型的结果做比较, 图 3 (a)中选取不同的AT 数, 图
中曲线和圆点分别代表WNL模型和薄层模型的结
果; 图 3 (b)中选取不同的波数k, 图中曲线和方块
分别代表WNL模型和薄层模型的结果. 可以看出,
薄层模型与WNL模型在线性段及弱非线性区域内
符合得相当好, 说明薄层模型可以准确描述不稳定
性的弱非线性段. 然而, 二者也存在一定的差别.
在图 3 (a)中, 当AT 数比较小 (AT = 0.1)时, 薄层
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模型仅能够描述初始线性段的扰动, 薄层模型描述
至 t = 6.4 ns时刻, 随后的扰动演变规律不能准确
给出,这是由于AT比较小,数值计算中导致误差较
大; 当AT 数比较大 (例如AT = 0.9)时, WNL模型
可以准确描述至幅值 ηb+s = 1.1 µm的情况, 而薄
层模型的描述范围远大于WNL模型. 在图 3 (b)可
明显看出, 薄层模型在描述不稳定性的演变规律时
其适用性大于WNL模型.

3.3 变形与非线性演化

为进一步说明薄层模型的理论, 将界面的
变形和非线性演化过程与数值模拟的结果做对

比. 在数值模拟中, 其上下层的流体密度分别

为ρ
(0)
u = 4.25 g/cm3和ρ

(0)
b = 0.5 g/cm3, 扰动波

长λ = 20 µm, 初始压强 p0 = 5 MPa, 加速度
g = 17 µm/ns2, 气体绝热指数γh = 5/3. 在下面的
模拟中, 这些参数保持不变.

首先, 对比不稳定性在线性阶段的界面分布规
律. 界面初始幅值 η0 = 0.075 µm, 图 4给出了不稳
定性在线性阶段的分布, 图 4 (a)—(d)和 (a′)—(d′)
分别表示薄层模型和数值模拟所描述的在不同时

刻的不稳定性界面. 通过对比发现, 薄层模型在描
述扰动演化的线性阶段, 界面呈现规则的余弦形
状; 随扰动的演化, 界面的波峰向上增长, 波谷向下
发展, 发现薄层模型的不稳定界面与数值模拟的结
果在线性阶段的界面增长基本一致.
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图 4 (a)—(d)薄层模型和 (a′)—(d′)数值模拟所描述的在线性阶段的不稳定界面 (a), (a′) t = 0.0 ns;
(b), (b′) t = 0.4 ns; (c), (c′) t = 0.8 ns; (d), (d′) t = 1.0 ns
Fig. 4. Perturbed interfaces obtained by the (a)–(d) thin layer model and (a′)–(d′) numerical simulation in
the linear stage: (a), (a′) t = 0.0 ns; (b), (b′) t = 0.4 ns; (c), (c′) t = 0.8 ns; (d), (d′) t = 1.0 ns.
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图 5 (a)—(d)薄层模型和 (a′)—(d′)数值模拟所描述的在非线性阶段的不稳定界面 (a), (a′) t = 0.0 ns;
(b), (b′) t = 0.4 ns; (c), (c′) t = 0.6 ns; (d), (d′) t = 0.82 ns
Fig. 5. Perturbed interfaces obtained by the (a)–(d) thin layer model and (a′)–(d′) numerical simulation in
the nonlinear stage: (a), (a′) t = 0.0 ns; (b), (b′) t = 0.4 ns; (c), (c′) t = 0.6 ns; (d), (d′) t = 0.82 ns.
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其次, 对比不稳定性在非线性阶段的界面分
布规律. 假设界面的初始扰动幅值 η0 = 2.0 µm,
图 5 (a)—(d)和 (a′)—(d′)分别表示薄层模型和数
值模拟所描述的非线性阶段的不稳定性界面. 通过
对比, 薄层模型与数值模拟在描述扰动发展中的界
面幅值的总长度基本保持一致; 然而, 在薄层模型
的发展后期, 波峰幅值明显大于波谷幅值, 这是由
于薄层模型中微团上下端面的面积在整个演变过

程中是相等的, 导致波峰端面受压力比实际情况要
小, 波谷端面受力比实际要大, 使得气泡增长加快,
尖钉增长变缓, 说明薄层模型可以用于描述初始为
大扰动幅值的不稳定性. 另外, 薄层模型在扰动发
展的后期 (t = 0.82 ns), 波谷顶端出现类 “蘑菇”形
结构, 可以解释非线性阶段 “蘑菇”成型的原因.

3.4 扩展应用

由于薄层模型是基于对流体微团的受力分析,
因此, 薄层模型不仅可以应用于初始小扰动的不稳
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图 6 薄层模型应用于任意初始波形的不稳定界面 (a)初
始三角波分布; (b) 初始方波分布
Fig. 6. Thin Layer model is applied to obtained the
arbitrary perturbed distributions at the initial mo-
ment: (a) The perturbed interface with triangular
wave; (b) the perturbed interface with square wave.

定性, 而且可以描述初始大扰动的情况. 同时, 可
以描述任意初始波形的不稳定界面, 例如三角波、
方波等.

图 6 (a)和图 6 (b)分别展示了初始扰动界面
为三角波和方波的界面演变分布, 其中扰动波长
λ = 20 µm, 重力加速度 g = 1 µm/ns2 及Atwood
数AT = 0.8相同. 如图 6所示: 在初始阶段三角波
和方波的扰动界面均表现出规则的形变规律, 波
峰和波谷的增长幅度基本一致; 随着扰动的发展,
波峰的增长幅度稍大于波谷; 针对三角波界面, 在
t = 2.5 ns时刻, 波谷的顶端处于水平状态, 自此之
后, 薄层模型描述的波谷位置将会出现凸起现象,
薄层模型已经不能准确描述扰动的发展; 针对方波
界面, 在 t = 1.6 ns时刻, 波谷处的界面出现不规则
形变, 这是由于薄层模型在描述不稳定性时, 界面
微元向波谷处聚集, 导致微元之间相互碰撞. 由于
薄层模型是基于界面微元的受力分析, 因此, 初始
时界面处于直线状态 (例如: 水平、斜线)时, 扰动
在演变过程中对此区域的界面不会带来形变影响,
界面始终保持直线状态.

4 结 论

本文在Ott薄层理论的基础上, 发展了能够描
述任意Atwood数的薄层模型. 该模型的数值解分
别与WNL模型、数值模拟结果比较, 薄层模型可以
准确描述线性和弱非线性的界面演化和形状; 在非
线性阶段中 “蘑菇”形状的发展过程中, 界面形状比
较接近数值模拟的结果. 通过研究发现, 薄层模型
可以描述初始大扰动幅值的不稳定性. 此外, 对于
初始时任意分布的扰动界面, 该模型均可以很好地
描述其演化过程. 该模型可以推广至三维球形几
何, 有助于人们理解内爆过程中薄层界面的形变规
律和演化机理.
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Abstract
The thin shell (layer) configuration is adopted in inertial-confinement fusion (ICF) implosions. The weakly nonlinear

deformation of the thin shell significantly influences the performances of implosion acceleration and fusion ignition, which
is an important issue for the study of ICF physics. Based on the thin layer model of Ott (Ott E 1972 Phys. Rev. Lett. 29
1429), an improved thin layer model is proposed to describe the deformation and nonlinear evolution of the perturbed
interface induced by the Rayleigh-Taylor instability (RTI). Differential equations describing motion are obtained by
analyzing the forces of fluid elements (i.e., Newton’s second law), which are then solved by numerical method. Then
the position of the perturbed interface with an initial perturbation can be obtained. The linear growth rate obtained
from our thin layer approximation agrees with that from the classical RTI. For fixed Atwood number (wave number),
the total amplitudes of the bubble and spike obtained from the improved thin layer model agree with those from the
three-order weakly nonlinear model. In addition, we compare the deformation and evolution of the layer from our model
with results of the numerical simulation. In the linear regime, the amplitudes of the bubble and spike obtained from our
model agree with those from the numerical simulation. And the evolution of the perturbed interface obtained from the
improved thin layer model is consistent with that from the numerical simulation. In the nonlinear regime, the evolution
trends of the total amplitude of the bubble and spike for both the improved thin layer model and numerical results are
the same. However, the amplitude of the bubble is obviously greater than that of the spike in the later stage of the
perturbation. This is because of some shortcomings in the improved thin layer model. The first shortcoming is that
ignoring the dynamical pressure in the pressure difference. In fact, the shear velocity of the fluids plays an important
role in the nonlinear regime of the perturbation. The second shortcoming is that the surface area of the upper interface
equals the lower interface in the whole perturbation process of the present model. Thus, the present model can be
used to describe the nonlinear evolution of the perturbed interface before the mushroom structure. Finally, it is worth
noting that the improved thin layer model can be used to describe the deformation and nonlinear evolution of a thin
layer for arbitrary Atwood number with a perturbation of large initial amplitude and arbitrary distribution. The initial
perturbations of the triangular and rectangular waves are also discussed.
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