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新 Chua 多涡卷混沌吸引子的产生及应用*

贾美美†    蒋浩刚    李文静

(内蒙古工业大学电力学院自动化系, 呼和浩特　010080)

(2018 年 12 月 12日收到; 2019 年 4 月 24日收到修改稿)

本文采用对数函数序列构造了一个新 Chua多涡卷混沌系统, 分析了该系统的非线性动力学行为, 主要

包括对称性、不变性、平衡点、最大李雅普诺夫指数等. 然后, 设计递归反步控制器控制 Chua多涡卷混沌系

统中的混沌行为. 最后, 利用 Chua多涡卷混沌系统检测了多频微弱周期信号. 结果表明, 对数函数序列与新

Chua双涡卷混沌系统相结合能够产生丰富的 Chua多涡卷混沌吸引子. 产生机制为指标 2的鞍焦平衡点用

于产生涡卷, 指标 1的鞍焦平衡点用于连接涡卷. 递归反步控制器能够将 Chua多涡卷混沌系统控制到不动

点或给定的正弦函数. Chua多涡卷混沌系统与递归反步控制器相结合的新微弱信号检测方法能够检测出淹

没在高斯噪声背景下多频微弱周期信号的各频率.

关键词：Chua多涡卷混沌系统, 对数函数序列, 递归反步控制器, 微弱信号检测
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1   引　言

1986年, Chua等 [1] 提出了著名的 Chua系统,

首次在混沌与非线性电路之间架起了一座桥梁, 成

为了研究混沌系统的一个范例. 1993年, Suykens

和 Vandewalle[2] 采用拟线性方法构造了 n 个双涡

卷混沌系统. 为了更好地应用于语音保密通信等实

际工程中, 研究人员开始致力于构造拓扑结构更为

复杂和非线性动力学行为更加丰富的多涡卷混沌

系统. 与传统的双涡卷混沌系统相比, 多涡卷混沌

系统具有更多的涡卷密钥参数, 即数量众多的涡卷

能在相空间中呈现出某个方向分布的平面或立体

网格状图案, 涡卷之间具有相互嵌套的拓扑结构,

具有更为复杂的非线性动力学行为. 这种复杂性体

现在混沌吸引子的相轨迹或状态变量的取值能够

在多个不同的涡卷之间随机跳变. 2004年, Lü等 [3,4]

分别采用饱和函数序列和时滞函数序列构造了多

涡卷混沌吸引子. 2011年, 陈仕必等 [5] 采用多项式

和阶跃函数构造了多涡卷混沌吸引子. 2014年, 艾

星星等 [6] 通过设计切换控制器实现了不同多涡卷

混沌吸引子之间的复合. 2017年, Hong等 [7] 利用

多脉冲控制技术产生了一系列多涡卷混沌吸引子.

2018年, Zhang和Wang[8] 采用饱和函数序列和符

号函数产生了多涡卷混沌吸引子. 除此之外, 能够

产生多涡卷混沌吸引子的方法还有双曲正切函数

序列 [9,10]、非线性调制函数序列 [11]、阈值函数序列 [12]、

忆阻器 [13−18] 等. 忆阻器作为一种非线性电子元件,

可被看作混沌系统中的非线性项, 通过采用忆阻器

能够产生多涡卷混沌吸引子. 在不改变电路结构的

前提条件下, 通过改变忆阻器的强度 (即可调参

数)能够得到不同数量的涡卷 [16]. 本文采用分段非

线性对数函数序列构造了一个新 Chua多涡卷混

沌系统, 通过分析其非线性动力学行为, 得到了新

Chua多涡卷混沌吸引子的产生机制.

许多实际应用中都需要消除或抑制混沌行为,

即混沌控制. 1990年, Ott等 [19] 提出了 OGY(Ott-

Grebogi-Yorke)混沌控制方法, 此后, 各种混沌控
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制方法不断涌现. 常见的混沌控制方法有脉冲控制

法 [20,21]、外加周期微扰法 [22]、延迟反馈法 [23−25]、递

归反步控制法 [26−29] 等. 脉冲控制法的控制信号是

脉冲式的, 难以避免控制间隙外部噪声产生的严重

干扰. 外加周期微扰法属于非反馈控制, 当系统的

混沌行为消失后, 控制信号仍不为零, 通常适合在

非自治系统的混沌控制中应用. 延迟反馈法在实现

混沌控制时不需要确定目标轨道, 但其延迟周期难

以确定. 带有递归反步控制器的非线性系统具有良

好的全局稳定性、跟踪性和暂态性能. 本文基于李

雅普诺夫稳定性理论和反步思想设计三个递归反

步控制器, 将 Chua多涡卷混沌系统中的混沌状态

控制到不动点及期望值, 从而抑制其中的混沌行为.

由于混沌系统对初始条件的高度敏感性及对

噪声的免疫性, 使得混沌理论在微弱信号检测领域

具有广阔的应用前景. 1992年, Birx和 Pipenberg[30]

将混沌振子与复映射前馈神经网络结合检测淹没

在高斯噪声中的微弱信号, 为微弱信号检测开辟了

新思路. 之后, 大量学者提出了各种基于 Duffing

混沌系统或改进型 Duffing混沌系统的微弱信号

检测方法. 但基于这类混沌系统的微弱信号检测方

法有一定的局限性, 主要为系统由临界混沌状态转

变为大尺度周期状态的现象不明显. 当待测信号的

频率远大于系统本身的频率时, 系统就会回到混沌

状态, 不能保持在临界混沌状态, 以至于达不到良

好的检测效果. 因此, 研究基于非 Duffing混沌系

统的微弱信号检测方法是重要的. 2010年, 徐艳春

和杨春玲 [31]、Xu等 [32] 提出了基于 Rossler混沌控

制的强噪声背景下单频正弦信号检测方法. 2017

年, Li和 Zhang[33] 采用两个混沌同步 Chua系统

来检测单频微弱正弦信号, 不需要跟踪相空间轨迹

的改变, 只需要得到同步误差. 本文提出一种新多

频微弱周期信号频率检测方法, 即利用 Chua多涡

卷混沌系统和递归反步控制器对信号的各频率进

行检测. 首先, 判断 Chua多涡卷混沌系统是否处

于混沌域中的任一混沌状态 (不需要处于临界混沌

状态); 其次, 采用递归反步控制器将处于混沌状态

的 Chua多涡卷混沌系统控制到不动点; 最后, 通

过频谱分析检测出信号的各频率. 

2   Chua多涡卷混沌系统的产生
 

2.1    新 Chua 双涡卷混沌系统

在经典 Chua系统的基础上 [1,34], 提出分段非

g (x)线性对数函数  , 用其产生新 Chua双涡卷混沌

系统, 见 (1)式.  
ẋ = a · [y − f (x)] ,

ẏ = x− y + z,

ż = −b · y,
(1)

a = 10 b = 16 f (x) = 0.5 · x− 2.5 · g (x)其中  ,   ,   .

g (x)对数函数  的表达式如下 

g (x) =


log

e4x+n−1
n

n
n−1

, (x < 0),

− log
e−4x+n−1

n
n

n−1
, (x ⩾ 0),

(2)

n < 0 n > 1

g (x)

g (x) [−1, 1]

其中   或   . 当 n 取不同值时 , 对数函数

 的曲线如图 1所示 . 由图 1可知 , 对数函数

 关于原点奇对称, 值域为  .
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图 1    对数函数

Fig. 1. Logarithmic function.
 

n = 2以  为例来研究新 Chua双涡卷混沌系统

的电路图及物理意义. 新 Chua双涡卷混沌系统的

电路图如图 2所示 (NR 为非线性电阻), 其对应的

有量纲状态方程由 (3)式表示.  

dvC1

dt
=

1

R · C1
· (vC2

− vC1
)− 1

C1
· f ′ (vC1

) ,

dvC2

dt
=

1

R · C2
· (vC1

− vC2
) +

1

C2
· iL,

diL
dt

= − 1

L
· vC2

.

(3)

vC1 = x vC2 = y iL = z

1

R · C1
=

1

C1
= a = 10

1

R · C2
=

1

C2
= 1

1

L
= b =

f ′ (vC1) = f (vC1)−
vC1 = −0.5 · vC1 − 2.5 · g (vC1) f ′ (vC1)

有量纲状态方程 [(3)式 ]与无量纲状态方程

[(1)式 ]的对应关系如下: 状态变量的对应关系为

 ,   ,   ; 系统参数的对应关系为

 ,    ,   

16; 非线性函数的对应关系为  

 .   是非线性电
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n = 2 g (vC1)阻 NR 的伏安特性. 当  时, 对数函数  的

表达式为 (4)式.

 
 



iL

VC VCL C C

R iR

NR



 

图 2    新 Chua双涡卷混沌系统的电路图

Fig. 2. Circuit  diagram  of  the  novel  Chua  double-scroll

chaotic system.
  

g (vC1) =

log
e
4·vC1 +1

2
2 , (vC1 < 0),

− log
e
−4·vC1 +1

2
2 , (vC1 ⩾ 0).

(4)

(4)式可改写为 

g (vC1) =

log
e
4·vC1 +1

2
2 , (vC1 < 0)

− log
e
−4·vC1 +1

2
2 , (vC1 ⩾ 0)

= log
e
−4|vC1 |+1

2
2 ·sgn(−vC1), (5)

sgn(·)其中  表示符号函数.

g (vC1)

|vC1 | e4|vC1
| e−4|vC1 | log

e
−4|vC1

|
+1

2
2 sgn (−vC1)

g (vC1) = log
e
−4|vC1 |+1

2
2 ·sgn (−vC1)

T1 T2

10 kΩ

R3 = 5 kΩ R6 = 1040 Ω R9 = R10 = R23 = R24 =

1 MΩ R18 = R19 = 20 kΩ R25
.
= 18.02 Ω R26 =

R28=1 kΩ R27=13.5 kΩ V1=V2=

以下给出  的电路图. 图 3—图 8分别表

示  
[35],   ,   ,   ,   ,

 的电路图 . 图中

运算放大器的型号为 741,   和  表示 NPN型晶

体管, D1和 D2表示二极管, 电阻 R0 = R1 = R2 =

R4 = R5 = R7 = R8 = R11 = R12 = R13 = R14 =

R15 = R16 = R17 = R20 = R21 = R22 =    ,

 ,   ,  

 ,    ,    ,   

 ,   , 直流电压   1 V.
 

D1
D2

R

RR

R 10 kW

10 kW

R 10 kW

10 kW

5 kW
vC vO1

∣∣vC1

∣∣图 3      的电路图∣∣vC1

∣∣Fig. 3. Circuit diagram of   .
 

由图 3可得到 (6)式. 

vO1 = |vC1
| . (6)

由图 4可得到 (7)式—(10)式. 

vO2 = −R6

R5
vO1 = −4VT |vC1 | , (7)

VT T1

26 mV

其中   表示晶体管   的温度电压当量, 在室温下

约为  . 

vO3 = −R8

R7
vO2 = −vO2 = 4VT |vC1 | , (8)

 

vO4 = −Is ·R10 · e
vO3
VT = −e4|vC1 |, (9)

T1 Is = 1 µA其中晶体管  的反向饱和电流  . 

vO5 = −R12

R11
vO4 = e4|vC1 |. (10)

由图 5可得到 (11)式、(12)式. 

vO6 = − R15

R13 · k
· V1

vO5
= −e−4|vC1 |, (11)

其中乘法器增益 k = 1. 

vO7 = −R17

R16
vO6 = e−4|vC1 |. (12)

由图 6可得到 (13)式—(16)式. 

vO8 = −R20

R18
vO7 −

R20

R19
· V2 = −1

2

(
e−4|vC1 | + 1

)
,

(13)
 

 

R5

10 kW

R6

1040 W

R7

10 kW

R8

10 kW

R10

1 MW

T1
R11

10 kW

R12

10 kW

R9

1 MW

vO1

vO2
vO3 vO4

vO5

e4|vC1 |图 4      的电路图

e4|vC1 |Fig. 4. Circuit diagram of   .
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vO9 = −R22

R21
vO8 =

1

2

(
e−4|vC1 | + 1

)
, (14)

 

vO10 = −VT · ln
vO9

Is ·R23
= −VT · ln

e−4|vC1 | + 1

2
, (15)

VT T2

26 mV T2 Is = 1 µA
其中   表示晶体管   的温度电压当量, 在室温下

约为  , 晶体管  的反向饱和电流  . 

vO11 = −R26

R25
vO10 = log

e
−4|vC1 |+1

2
2 . (16)

由图 7可得到 (17)式、(18)式. 

vO12 = −Esat · sgn (−vC1
) = −13.5 · sgn (−vC1

) , (17)

Esat = 13.5 V其中运算放大器的输出饱和电压  . 

vO13 = −R28

R27
vO12 = sgn (−vC1) . (18)

由图 8可得到 (19)式. 

vO = k · vO11 · vO13

= k · log
e
−4|vC1 |+1

2
2 ·sgn(−vC1

) = g (vC1
) , (19)

其中乘法器增益 k = 1.

g (vC1)综上所述, 图 3—图 8组成了对数函数 

的电路图.

n = 2以  为例来分析新 Chua双涡卷混沌系统

n = 2的非线性动力学行为. 由 (1)式可知, 当   时

新 Chua双涡卷混沌系统的无量纲状态方程为
  

ẋ = a · [y − h (x)] ,

ẏ = x− y + z,

ż = −b · y,
(20)
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X

R16
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10 kW
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e−4|vC1 |图 5      的电路图
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a = 10 b = 16 h (x) = 0.5 · x− 2.5 · g (x)
g (x)

其中  ,   ,   . 对

数函数  的表达式为 

g (x) =

log
e4x+1

2
2 , (x < 0),

− log
e−4x+1

2
2 , (x ⩾ 0).

(21)

Q0 = (0, 0, 0) Q± = (±5, 0,∓5)

Q± λ1 = −6.2777 λ2,3 =

0.1389± i3.5671 Q±

Q0

λ1 = 67.2809 λ2,3 = −0.5730± i3.9544
Q0

此时新 Chua双涡卷混沌系统 [(20)式 ]有

3个平衡点 :    和   . 平

衡点   有相同的特征值   和  

 , 表明平衡点   是指标 2的鞍焦

平衡点 [1,36,37], 用于产生新 Chua双涡卷混沌系统

[(20)式 ]中的 2个涡卷. 平衡点   对应的特征值

为  和  , 表明平

衡点   是指标 1的鞍焦平衡点 [1,36,37], 用于连接

2个涡卷.

LE1 = 0.447946 LE2 = 0.000359

LE3 = −5.534524 LE1

LE2
LE3

系统 (20)式的三个李雅普诺夫指数 (Lyapunov

exponents, LE)  ,    和

 , 如图 9所示.    表明在相空间

某一方向上相邻轨道呈指数率分离, 系统对初始条

件极为敏感, 这是混沌突出的特性.    是混沌吸

引子周期性的表现, 其周期为无穷大.    表明系

统的相体积是收缩的, 从而确保系统在整体上的稳

定性. 由上述三个李雅普诺夫指数可知系统 (20)式

是混沌的.
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图 9    系统 [(20)式 ]的李雅普诺夫指数

Fig. 9. Lyapunov exponents of system (Equation(20)).
 

DL

根据三个李雅普诺夫指数可得系统 (20)式的

分维数  为 

DL = j+
1

|LEj+1|

j∑
θ=1

LEθ = 2+
LE1 + LE2

|LE3|
= 2.081,

(22)

2 < DL < 3式中  . 根据吸引子的分维数性质, 说明

该系统具有非周期轨道, 并且说明了不同条件下的

轨迹处于分离状态.

新 Chua双涡卷混沌系统 [(20)式 ]的相图和

时域图如图 10所示. 图 10(a)表示了新 Chua双

涡卷混沌系统 x-y 平面的相图, 图 10(b)表示了新

Chua双涡卷混沌系统 x 方向的时域图.
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x - y图  10    新 Chua双涡卷混沌系统　(a)    平面的相图 ;

(b) x 方向的时域图

x - y
Fig. 10. Novel Chua double-scroll chaotic system: (a) Phase

diagram  on  the      plane;  (b)  time  domain  diagram  in

the x direction.
 

2.2    Chua 多涡卷混沌系统

对数函数序列的电路图与对数函数的电路图

类似, 在对数函数电路图的基础上, 经过拓展平衡

点即可得到对数函数序列的电路图, 这里不再详述.

G (x)

在新 Chua双涡卷混沌系统的基础上, 引入对

数函数序列  , 可得 Chua多涡卷混沌系统, 见

(23)式.
  

ẋ = a · [y −H (x)] ,

ẏ = x− y + z,

ż = −b · y,
(23)

a = 10 b = 16 H (x) = 0.5 · x− 2.5 ·G (x)

G (x)

其中   ,    ,    .

 可表示为
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G(x) =− g(x) +

M∑
p=0

g(x± 2p× 5),

(p = 0, 1, 2, · · · ,M) , (24)

(2M + 2)可产生  偶数个涡卷,

或 

G(x) =

N∑
p=1

g [x± (2p− 1)× 5], (p = 1, 2, · · · , N) ,

(25)

(2N + 1)可产生  奇数个涡卷.

M N

g(·)
(24)式、(25)式中,   是非负整数,   是正整

数,   为 (21)式.

M = N = 1

G (x)

当   ,  对 数 函 数 序 列 (24)式 和

(25)式分别如图 11和图 12所示. 涡卷的数量由对

数函数序列  的片段个数决定. 例如, 图 11中,

沿着 x 方向有 4个片段, 4个片段对应 4个涡卷.

图 12中, 沿着 x 方向有 3个片段, 3个片段对应

M = 1

M = 5

3个涡卷. x-y 平面 4-涡卷混沌吸引子 (  )的

相图如图 13所示 . x-z 平面 12-涡卷混沌吸引子

(  )的相图如图 14所示.
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图 13    x-y 平面 4-涡卷混沌吸引子的相图

Fig. 13. Phase  diagram of  the  4-scroll  chaotic  attractor  on

the x-y plane.
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图 14    x-z 平面 12-涡卷混沌吸引子的相图

Fig. 14. Phase diagram of the 12-scroll chaotic attractor on

the x-z plane. 

2.3    Chua 多涡卷混沌系统的非线性动力
学行为

 

2.3.1    对称性和不变性

(x, y, z) → (−x,−y,−z)在坐标变换   下 , 系统

(23)式的微分方程保持不变, 即系统 (23)式关于

原点奇对称. 

2.3.2    平衡点

ẋ = ẏ = ż = 0令系统 (23)式中的  , 可得  
a · [y −H (x)] = 0,

x− y + z = 0,

− b · y = 0.

(26)

由 (26)式 可 得 系 统 (23)式 的 平 衡 点 为
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图 11    多分段对数函数序列 [(24)式 ], 取 M = 1

Fig. 11. Multi-segment  logarithmic  function  series(Equa-

tion(24)) with M = 1. 
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图 12    多分段对数函数序列 [(25)式 ], 取 N = 1

Fig. 12. Multi-segment  logarithmic  function  series(Equa-

tion(25)) with N = 1. 
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Q1 (x
∗
1, 0,−x∗

1) Q2 (x
∗
2, 0,−x∗

2) 和  .

(2M + 2)对于   偶数个涡卷混沌吸引子, 根据

(24)式可得 

x∗
1=± (2p× 5) , x∗

2=± (2p+1)×5, (p=0, 1, 2, . . . ,M)
(27)

(2N + 1)对于   奇数个涡卷混沌吸引子 , 根据

(25)式可得 

x∗
1=±(2p−1)×5, x∗

2=0,± (2p×5) , (p=1, 2, . . . , N)
(28)

由 (27)式和 (28)式可知, 系统 (23)式的所有

平衡点都是沿着 x 轴和 z 轴方向分布.

系统 (23)式线性化的雅可比矩阵为 

J =

 −a · Ḣ (x) a 0
1 −1 1
0 −b 0

 . (29)

Q1 (x
∗
1, 0,−x∗

1)

根据雅可比矩阵 (29)式可得系统 (23)式在平

衡点  的特征方程为 

λ3 − 66.135λ2 − 61.135λ− 1074.16 = 0. (30)

(30)式的特征值为 

λ1 = 67.2809
λ2,3 = −0.5730± i3.9544. (31)

由 (31)式可知 (30)式有一个正实根和一对有

Q1 (x
∗
1, 0,−x∗

1)

Q1 (x
∗
1, 0,−x∗

1)

负实部的共轭复根, 表明平衡点   是

指标 1的鞍焦平衡点 [1,36,37]. 平衡点  

也被称为类型Ⅰ的平衡点.

Q2 (x
∗
2, 0,−x∗

2)同理可得, 平衡点   对应的特征

方程为 

λ3 + 6λ2 + 11λ+ 80 = 0. (32)

(32)式的特征值为 

λ1 = −6.2777
λ2,3 = 0.1389± i3.5671. (33)

Q2 (x
∗
2, 0,−x∗

2)

Q2 (x
∗
2, 0,−x∗

2)

由 (33)式可知 (32)式有一个负实根和一对有

正实部的共轭复根, 表明平衡点   是

指标 2的鞍焦平衡点 [1,36,37]. 平衡点  

也被称为类型Ⅱ的平衡点.

(2M + 2)

(2N + 1)

综上所述, 系统 (23)式可产生   偶数

个多涡卷混沌吸引子或   奇数个多涡卷混

沌吸引子.

Q11,12 Q13,14 Q15,16 Q17,18 Q19,20

Q21,22 Q0

Q1,2 Q3,4 Q5,6 Q7,8 Q9,10

以 12-涡卷混沌吸引子为例, 分析其产生机制.

表 1表示 12-涡卷混沌吸引子的平衡点、特征值和

平衡点的类型. 根据表 1的特征值, 可知类型Ⅱ的

平 衡 点   、   、   、   、   、

 用于产生 12个涡卷 , 类型Ⅰ的平衡点   、

 、  、  、  、  用于连接 12个涡卷.
 
 

表 1    12-涡卷混沌吸引子的平衡点、特征值和平衡点的类型
Table 1.    Equilibrium points, eigenvalues and types of equilibrium points for the 12-scroll chaotic attractor.

平衡点 特征值 平衡点的类型

Q0 (0, 0, 0) 67.2809 −0.5730± i3.9544  , Ⅰ

Q1,2 (±10, 0, 0) 67.2809 −0.5730± i3.9544  , Ⅰ

Q3,4 (±20, 0, 0) 67.2809 −0.5730± i3.9544  , Ⅰ

Q5,6 (±30, 0, 0) 67.2809 −0.5730± i3.9544  , Ⅰ

Q7,8 (±40, 0, 0) 67.2809 −0.5730± i3.9544  , Ⅰ

Q9,10 (±50, 0, 0) 67.2809 −0.5730± i3.9544  , Ⅰ

Q11,12 (±5, 0, 0) −6.2777 0.1389± i3.5671  , Ⅱ

Q13,14 (±15, 0, 0) −6.2777 0.1389± i3.5671  , Ⅱ

Q15,16 (±25, 0, 0) −6.2777 0.1389± i3.5671  , Ⅱ

Q17,18 (±35, 0, 0) −6.2777 0.1389± i3.5671  , Ⅱ

Q19,20 (±45, 0, 0) −6.2777 0.1389± i3.5671  , Ⅱ

Q21,22 (±55, 0, 0) −6.2777 0.1389± i3.5671  , Ⅱ
 
 
 

2.3.3    最大李雅普诺夫指数和庞加莱映射

b = 16

a = [8, 12]

当   , a 变化时, 4-涡卷混沌系统的最大

李雅普诺夫指数如图 15所示. 当   时, 最

大李雅普诺夫指数为正, 表明 4-涡卷混沌系统在该

范围内处于混沌状态. 对于一个系统是否处于混沌

运动状态, 也可从庞加莱截面上点的分布情况来判

定. 若运动状态是混沌的, 庞加莱截面上则是一段

连续的曲线或是一些成片的密集点, 反之, 则不是

混沌的. 4-涡卷混沌系统在 x-y 平面上的庞加莱映
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a = 10 b = 16

射如图 16所示, 截面上是连续的曲线和一些成片

的密集点, 说明当   ,    时系统处于混沌

状态.
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图 15    最大李雅普诺夫指数

Fig. 15. Largest Lyapunov exponent.
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图 16    x-y 平面的庞加莱映射

Fig. 16. Poincaré mapping on the x-y plane. 

3   Chua多涡卷混沌系统的控制
 

3.1    递归反步控制器的设计

在 Chua多涡卷混沌系统 (23)式的基础上加

入递归反步控制器, 可得受控 Chua多涡卷混沌系

统为  
ẋ = a · [y −H (x)] + U1 (t) ,

ẏ = x− y + z + U2 (t) ,

ż = −b · y + U3 (t) ,

(34)

Ui (t) i = 1, 2, 3

xd yd zd

其中   ,    是控制信号, 可使系统状态

变量 x, y, z 分别跟踪期望值  ,   ,   . 定义状态

变量和期望值之间的误差状态为  {ex = x− xd,
ey = y − yd,

ez = z − zd.
(35)

令  
xd = ρ (t) ,

yd = c1 · ex,
zd = c2 · ex + c3 · ey,

(36)

ci i = 1, 2, 3 ρ (t)其中   ,    是控制参数,    是时间 t 的光

滑函数. 将 (36)式代入 (35)式可得  
ex = x− ρ (t) ,

ey = y − c1 · ex,

ez = z − c2 · ex − c3 · ey.

(37)

对 (37)式求导, 然后将 (34)式代入 (37)式的

导数中, 可得误差系统, 见 (38)式.  
ėx = a · [y −H (x)]− ρ̇ (t) + U1 (t) ,

ėy = x− y + z − c1 · ėx + U2 (t) ,

ėz = −b · y − c2 · ėx − c3 · ėy + U3 (t) .

(38)

为了稳定误差系统 (38)式, 考虑李雅普诺夫

函数为 

V =
1

2

(
kx · e2x + ky · e2y + kz · e2z

)
, (39)

kx ky kz其中  、  、  是大于零的常数. 可得 (39)式对时

间 t 的导数为 

V̇ = kx · ex · ėx + ky · ey · ėy + kz · ez · ėz. (40)

V̇ < 0为了使误差系统 (38)式稳定, 需要满足  ,

将 (38)式代入 (40)式可得  
U1 (t) = ρ̇ (t)− a · [y −H (x)]− ex,

U2 (t) = −x+ y − z + c1 · ėx − ey,

U3 (t) = b · y + c2 · ėx + c3 · ėy − ez.

(41)

c1 = c3 = 1 c2 = 0

U1 (t) U2 (t) U3 (t)

当   ,    时 , 递归反步控制器

 、   、   能够将系统 (34)式控制到期

望值. 将 (37)式和 (38)式代入 (41)式可得递归反

步控制器为  
U1 (t) = ρ̇ (t) + ρ (t)− a · [y −H (x)]− x,

U2 (t) = −x− z,

U3 (t) = b · y − z.

(42)

 

3.2    仿真结果

(x, y, z) =

(6, 2, 2) a = 10 b = 16 Ui (t)

以 4-涡卷混沌系统为例验证递归反步控制器

对混沌行为的控制效果. 假设初始条件为 

 , 系统参数为   ,    , 控制器  

为 (42)式.
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ρ (t) = sin (t)

[sin (t) , 0, 0]

(0, 0, 0)

递归反步控制器能够将 4-涡卷混沌系统控制

到正弦函数   如图 17所示. 图 17(a)—

(c)分别表示状态变量和期望值  的时域

图. 同理, 递归反步控制器可将 4-涡卷混沌系统控

制到坐标原点如图 18所示. 图 18(a)—(c)分别表

示状态变量和期望值   的时域图 . 由图 17、

图 18可知, 施加递归反步控制器后的受控系统能

够跟踪正弦函数和原点.
 

4   基于 Chua多涡卷混沌系统的微
弱信号检测

 

4.1    检测原理和方法

本节采用 Chua多涡卷混沌系统与递归反步

控制器相结合的方法来进行微弱信号检测. 检测原

理: 基于混沌控制理论与 Chua多涡卷混沌系统对

高斯噪声的免疫性, 利用递归反步控制器将含有高
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[sin (t) , 0, 0]图  17    状态变量和期望值   的时域图　 (a) x,

xd; (b) y, yd; (c) z, zd

[sin (t) , 0, 0]
Fig. 17. Time domain  diagram  of  state  variables  and   de-

sired values   : (a) x, xd; (b) y, yd; (c) z, zd. 
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(0, 0, 0)图  18    状态变量和期望值   的时域图　 (a) x, xd;

(b) y, yd; (c) z, zd

(0, 0, 0)
Fig. 18. Time domain  diagram  of  state  variables  and   de-

sired values  : (a) x, xd; (b) y, yd; (c) z, zd. 
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斯噪声和待测多频微弱周期信号的 Chua多涡卷

混沌系统控制到不动点, 然后进行频谱分析检测出

信号的各频率, 检测原理图如图 19所示.

具体检测过程如下:

1)确定系统 (23)式的参数, 使系统 (23)式处

于混沌状态.

2)将高斯噪声加入到系统状态方程 (23)式的

第二项, 如果系统 (23)式仍处于混沌状态, 说明系

统 (23)式对高斯噪声免疫.

3)采用递归反步控制器 (42)式, 将系统 (23)式

控制到不动点.

4)对检测系统 (由系统 (23)式、三个递归反步

控制器 (42)式、高斯噪声和待测多频微弱周期信

号组成)的输出信号进行频谱分析, 检测出高斯噪

声背景下待测多频微弱周期信号的各频率.

∆x (t) ∆y (t) ∆z (t) x (t)

y (t) z (t)

首先应用随机微分方程理论 [38] 分析 Chua多

涡卷混沌系统 (23)式对高斯噪声的免疫性 . 用

 、   、   分别表示高斯噪声对   、

 、  的小扰动, 高斯噪声存在的情况下, 系统

的状态方程 (23)式可写为 
ẋ+∆ẋ = a · [y +∆y −H (x)−H (∆x)] ,

ẏ +∆ẏ = (x+∆x)− (y +∆y) + (z +∆z) + n (t) ,

ż +∆ż = −b · (y +∆y),
(43)

n (t) E [n (t)] = 0其中  是高斯噪声, 其期望  . (43)式

减去 (23)式, 可得  
∆ẋ = a ·∆y

∆ẏ = ∆x−∆y +∆z + n (t)

∆ż = −b ·∆y

, (44)

∆x ∆x

∆x→0 −a ·H(∆x)→0

由于   很小 , 可略去 (44)式中   的非线性项

(当  时,   ).

将 (44)式表示为矢量微分方程的形式 

Ẋ (t) = A (t) ·X (t) +N (t) , (45)

其中
 

X (t) =

 ∆x (t)
∆y (t)
∆z (t)

 , (46)

 

A (t) =

 0 a 0
1 −1 1
0 −b 0

 , (47)

 

N (t) =

 0
n (t)
0

 . (48)

它的解为 

X (t) = Φ (t, t0) ·X (t0) +

∫ t

t0

Φ (t, u) ·N(u) · du,

(49)

Φ (·)其中   为系统的状态转移矩阵. 由于第一项为

暂态解, 很快衰减为零, 因此只考虑第二项, 可得 

X (t) =

∫ t

t0

Φ (t, u) ·N(u) · du, (50)
 

E [X (t)] =

∫ t

t0

Φ (t, u) · E [N(u)] · du = 0. (51)

可见, 在统计意义下, 任何零均值高斯噪声都

不会改变原系统的运行轨迹.

n (t)将均值为 0, 方差为 0.001的高斯噪声   加

入到系统状态方程 (23)式的第二项可得  
ẋ = a · [y −H (x)] ,

ẏ = x− y + z + n (t) ,

ż = −b · y.
(52)

(52)式的相图如图 20所示, 由该图可知系统

的相轨迹几乎没有变化 (与图 13相比), 说明系统

对高斯噪声具有免疫性. 图 20所得结果与上述理

论推导一致.

 
 

        


















x

y

图 20    系统 [(52)式 ]的相图

Fig. 20. Phase diagram of system [Equation(52)]. 

 

Chua多涡卷
混沌系统

递归反步
控制器

高斯噪声和待测
多频微弱周期信号

频谱分析

图 19    检测原理图

Fig. 19. Detection schematic diagram. 
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4.2    检测结果

input = s (t) + n (t)将输入信号  加入到受控系

统状态方程 (34)式的第二项, 可得检测系统为  
ẋ = a · [y −H (x)] + U1 (t) ,

ẏ = x− y + z + U2 (t) + input,
ż = −b · y + U3 (t) ,

(53)

n (t)

s (t) = A1 · sin (2πf1t) +A2 · sin (2πf2t) +A3 · sin (2πf3t)

A1 = A2 = A3 =

f1 = 0.2 f2 = 0.5 f3 = 0.7

其中   是均值为 0, 方差为 0.001的高斯噪声 .

是待测多频微弱周期信号. 幅值  

0.005, 频率   Hz,    Hz,    Hz.

a = 10 b = 16

(6, 2, 2)

input

(6, 2, 2) (0, 0, 0)

U1 (t) U2 (t) U3 (t)

U1 (t) U2 (t) U3 (t)

f1 = 0.2 f2 = 0.5 f3 = 0.7

以 4-涡卷混沌系统为例, 其中  ,   ,

初始条件为   , 此时系统处于混沌状态 (见

2.3.3节), 验证检测方法的有效性. 总仿真时间为

300 s, 当仿真时间为 100 s时, 将   加入到系

统 (34)式中. 检测系统 (53)式的相图如图 21所

示. 由图 21可知, 三个递归反步控制器可将状态

变量从初始条件   控制到原点   . 控制

信号   、   、   的时域图如图 22所示 ,

图 22(a)是原始图, 图 22(b)是放大图. 由图 22可

知控制信号   、   、   迅速收敛于 0. 待

测信号的频谱图如图 23所示. 由图 23可知 3个频

率分别是   Hz,    Hz,    Hz.
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图 21    检测系统 [(53)式 ]的相图

Fig. 21. Phase diagram of the detection system [Equation(53)].
 

经过计算可得信噪比 (signal-to-noise  ratio,

SNR)为 

SNR = 10lg
P1

P2
= 10lg

1

2
× 0.0052

0.001
= −19 dB, (54)

其中 P1 为周期信号功率, P2 为噪声功率.

在微弱信号检测领域, 采用时域方法处理信号

的最低 SNR只有–10 dB左右 [39], 而本文采用 Chua

多涡卷混沌系统和递归反步控制器相结合进行多

频微弱周期信号检测得到的最低 SNR为–19 dB,

提高了检测精度, 为基于非 Duffing混沌系统的微

弱信号检测提供了新思路.
 

5   结　论

本文提出了一种构造多涡卷混沌系统的新非

线性函数方法, 即对数函数序列法. 首先研究了
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图 22    控制信号   、   、   的时域图　(a)原

始图; (b)放大图,  

U1 (t)

U2 (t) U3 (t)

t = [0, 100]s

Fig. 22. Time  domain  diagram  of  control  signals    、

 、  : (a) Original diagram (b) enlarging diagram,

 .
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图 23    待测信号的频谱图

Fig. 23. Frequency spectrum of the signal to be detected. 
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Chua多涡卷混沌系统的非线性动力学行为及其混

沌吸引子的产生机制. Chua多涡卷混沌吸引子的

产生机制为指标 2的鞍焦平衡点用于产生涡卷, 指

标 1的鞍焦平衡点用于连接涡卷. 所产生的 Chua

多涡卷混沌吸引子形状清晰、大小一致, 且处于同

一水平位置. 然后采用三个递归反步控制器抑制

了 Chua多涡卷混沌系统的混沌行为. 最后基于混

沌控制理论与 Chua多涡卷混沌系统对高斯噪声

的免疫性, 提出了一种新微弱信号检测方法, 即在

检测系统中通过采用三个递归反步控制器将处于

混沌状态的 Chua多涡卷混沌系统控制到不动点

来检测信号的各频率. 与基于 Duffing系统微弱信

号检测方法相比, 本文提出的检测方法不需要判断

系统是否处于临界混沌状态, 只需要判断系统是否

进入混沌域 (在某些系统参数范围内, 系统处于混

沌状态)即可. 以后的工作可采用合适的对数函数

序列构造二维及三维多涡卷混沌系统, 并将这些多

涡卷混沌系统应用到实际的微弱信号检测中. 需要

注意的是为了进一步提高 SNR, 可采用一些消噪

方法对待测信号进行预处理.
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Abstract

Chaos  has  great  potential  applications  in  engineering  fields,  such  as  secure  communication  and  digital

encryption.  Since  the  double-scroll  Chua’ s  circuit  was  developed  first  by  Chua,  it  has  quickly  become  a

paradigm to  study the  double-scroll  chaotic  attractors.  Compared with  the  conventional  double-scroll  chaotic

attractors, the multi-scroll chaotic attractors have complex structures and rich nonlinear dynamical behaviors.

The multi-scroll chaotic attractors have been applied to various chaos-based information technologies, such as

secure communication and chaotic cryptanalysis. Hence, the generation of the multi-scroll chaotic attractors has

become a hot topic in research field of chaos at present. In this paper, a novel Chua multi-scroll chaotic system

is  constructed  by  using  a  logarithmic  function  series.  The  nonlinear  dynamical  behaviors  of  the  novel  Chua

multi-scroll  chaotic  system  are  analyzed,  including  symmetry,  invariance,  equilibrium  points,  the  largest

Lyapunov exponent, etc. The existence of chaos is confirmed by theoretical analyses and numerical simulations.

The  results  show  that  the  rich  Chua  multi-scroll  chaotic  attractors  can  be  generated  by  combining  the

logarithmic function series with the novel Chua double-scroll chaotic system. The generation mechanism of the

Chua multi-scroll chaotic attractors is that the saddle-focus equilibrium points of index 2 are used to generate

the  scrolls,  and  the  saddle-focus  equilibrium points  of  index  1  are  used  to  connect  these  scrolls.  Then,  three

recursive back-stepping controllers are designed to control the chaotic behavior in the novel Chua multi-scroll

chaotic system. The recursive back-stepping controllers can control the novel Chua multi-scroll chaotic system

to a fixed point or a given sinusoidal function. Finally, a new method of detecting a weak signal embedded in

the  Gaussian  noise  is  proposed  on  the  basis  of  the  novel  Chua  multi-scroll  chaotic  system and  the  recursive

back-stepping controllers.  The immunity of  the  novel  Chua multi-scroll  chaotic  system to the  Gaussian noise

with the zero mean is analyzed by using the stochastic differential equation theory. The results show that the

proposed  new  method  of  detecting  the  weak  signal  can  detect  the  frequencies  of  the  multi-frequency  weak

periodic  signal  embedded  in  the  Gaussian  noise.  In  addition,  the  novel  Chua  multi-scroll  chaotic  system  has

strong immunity to any Gaussian noise with the zero mean. The proposed method provides a new thought for

detecting the weak signal.

Keywords: Chua multi-scroll chaotic system, logarithmic function series, recursive back-stepping controllers,
weak signal detection
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