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一种随机共振增强正弦信号的
二次多项式接收方法*
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1) (陆军工程大学石家庄校区电子与光学工程系, 石家庄　050003)

2) (西安交通大学数学与统计学院, 西安　710049)

3) (中国人民解放军 66389部队, 石家庄　050000)

(2019 年 6 月 19日收到; 2019 年 8 月 5日收到修改稿)

针对雷达、通信系统的正弦中频信号在低信噪比中难以接收的问题, 提出一种经随机共振增强正弦信号

的接收方法 . 通过分析正弦信号的随机共振机理 , 引入判决时刻 , 将非自治的福克 -普朗克方程 (Fokker-

Planck Equation, FPE)转化为自治方程求解, 得到 FPE的含时间参量的周期定态解; 在得到随机共振输出粒

子的概率密度基础上, 通过分析能量接收、匹配滤波接收特点, 提出基于二次多项式的接收结构, 通过使偏移

系数最大化, 确定二次多项式系数, 初步确定了检验统计量; 为进一步减小误码率, 结合“N次采样取平均”思

想, 根据中心极限定理, 将问题转换为高斯分布下的假设检验问题, 最终提出了随机共振增强正弦信号的二

次多项式接收方法和处理流程 . 仿真验证了理论的正确性 , 并得到 : 在最佳匹配随机共振参数的限制下 , 当

N = 500时, 二次多项式接收结构在信噪比大于–17 dB时误码率低于 2.2 × 10–2.
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1   引　言

传统雷达、通信的中频接收系统一般在信噪

比 (signal to noise ratio, SNR)大于 0 dB时才能

有效检测和接收, 如何使其中频接收系统在强干扰

或极低 SNR的电磁环境中仍能正常工作, 是军事

应急通信研究的重点内容之一 . 对偶序列跳频

(dual-sequence-frequency-hopping, DSFH)通信模

式作为新型军事应急通信手段 , 通过传输码元

0和 1分别选择两组伪随机序列控制的跳频载波

信道, 选中的作为通信信道, 而未选中的作为对偶

信道, 接收端通过检测信道占用情况判断传输码

元 [1,2]. 与传统通信模式将信息调制在基带部分有

很大不同的是, DSFH以两条射频序列出现与否代

表码元 0和 1, 其信息调制在射频部分. 这种信息

调制方式决定了只要某一支路的中频正弦信号存

在, 接收码元就判决为此支路约定代表的码元 [2].

且一般采用较低数据速率, 作为新的抗干扰通信模

式, 多用于高速率军事通信受到强干扰无法实施时

的应急通信. 同时, 一般采用超外差接收方式, 其

典型的中频接收信号为正弦信号 , 是随机共振

(stochastic resonance, SR)系统的典型输入信号

形式之一.

SR作为一种非线性物理现象, 当信号、噪声

与 SR系统三者匹配时, 噪声通过非线性系统对信

号检测起到积极的增强作用, 打破了以往认为噪声

总是有害的观点. Benzi等 [3] 在对地球冰川期变化
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α

的研究中首次提出 SR的概念, 而后该现象在物

理、生物、电子等领域得到印证 [4−8], 大量研究人员

将其用于信号强度低于判决门限时的信号检测接

收问题 [9]. 对于经 SR处理后的信号检测接收问题,

关键在于设计合理高效的接收结构, 即检验统计

量. 不同信号环境对应不同的最优接收结构, 对此

问题, 大量学者展开研究. Galdi等 [10] 在高斯白噪

声环境下, 应用最大似然检测原理, 分析了基于

SR的最优接收问题, 给出了平均值、过零检测和

非相干检测三种检验统计量, 初步解决了 SR与信

号检测结合的问题. Zozor和 Amblard[11] 针对非高

斯噪声条件, 讨论了 SR系统作为预处理单元如何

检测正弦信号问题, 并在小信号假设下应用泰勒展

开法, 以 SNR为指标得到了局部最优接收结构 [12].

Chen等 [13,14] 详细讨论了基于 SR理论的信号检测

问题, 推导了不同准则下的检测概率和虚警概率,

得到了广义 SR接收结构. Wang等 [15] 针对 SR理

论改进了传统能量检测结构, 以 SNR为指标, 应

用朗之万方程 (Langevin equation, LE)从粒子轨

道角度进行了数值仿真. Zhang等 [16] 在   稳定噪

声情况下应用 SNR指标, 通过 SNR取极值的必要

条件, 分析了单门限检测接收 SR增强后的信号及

最优检测门限问题. Zhang和 Song[17] 研究了色噪

声对逻辑 SR信号的影响, 得出在色噪声环境下添

加周期信号可以提高逻辑 SR的检测效果的结论.

在得到合理高效的接收结构后, 关键在于得到有无

正弦信号这两种假设下检验统计量的输出概率密

度, 即求解表征 SR系统输出概率密度的福克-普

朗克方程 (Fokker-Planck  equation,  FPE)方程 ;

但由于 FPE中非自治项的加入, 使得输出无定态

解 [18,19], 文献 [20]针对小信号特点从线性化角度分

析了 FPE的解问题 , 文献 [21]应用 Meshless方

法, 得到了 FPE的数值解, 但目前所得的解形式

很少应用于信号检测问题.

针对正弦信号经 SR系统增强后的检测接收

问题, 通过分析正弦信号的 SR机理, 假设电磁粒

子 SR行为瞬时完成, 引入判决时刻, 将非自治的

FPE转化为自治方程求解, 得到 FPE的含时间参

量的周期定态解; 在得到 SR输出粒子的概率密度

基础上, 通过分析能量接收、匹配滤波接收特点,

提出基于二次多项式的接收方法, 为进一步减小误

码率, 结合“N次采样取平均”思想, 根据中心极限

定理, 将问题转换为典型的高斯分布下的假设检验

问题, 并给出了接收方法步骤和理论值; 最后进行

了仿真验证. 

2   随机共振的信号增强机理分析
 

2.1    正弦信号的随机共振描述

典型的随机共振系统可由下面的朗之万方程

来描述: 

dx
dt

= ax− bx3 +A cos (ω0t+ φ) + Γ (t) , (1)

A cos (ω0t+ φ)

Γ (t) E[Γ (t)] =

E[Γ (t)Γ (t+ s)] = 2Dδ(s)

其中 a, b为非负参数;    为弱的外部

周期驱动信号;   是高斯白噪声, 满足 

0,      , 参数 D称为强度. 运

用线性响应近似理论 [3], 可知系统 (1)的长时间平

均响应为 

⟨x (t)⟩ = x̄ (D) cos (ω0t− φ̄) , (2)

x̄ (D) =
2Ark

⟨
x2
⟩
0

D
√
4rk2 + ω0

2

φ̄ = arctan
(

ω0

2rk

)
rk =

a√
2π

e−
a2

4Db

其中   为平均响应的幅值 ,

 为相移 ,    是与驱

动信号无关的 Kramers逃逸速率.

x → x
√

b/a,

τ → at

由于经典的随机共振现象只能放大低频信号,

但在雷达、通信系统中, 用作中频信号的正弦波,

其频率一般在 1 kHz左右, 是典型大参数信号, 因

而无法直接应用 SR理论, 必须应用尺度变换将该

中频信号转换为能被随机共振机理处理的小参数

信号. 为此, 引入以下归一化变量代换 [22]
 

 , 则 (1)式转化为 

dx
dt

= x− x3 +

√
b

a3
A cos

(ω0

a
t+ φ

)
+

√
2Db

a2
η (t) .

(3)

ω0/a = 2πf

1/a a

ω0/a

A0 =
√
b/a3A a b

D0 =
√
2Db/a2

由此可见 , 我们的频率尺度变换公式为

 , 即输入信号经过归一化尺度变换后变

为低频信号, 其频率仅为原来的   ; 当   足够大

时,   就足够地小. 相应地, 信号幅度变换公式

为  ; 当  足够大、  足够小时, 输入信

号经过归一化尺度变换后变成了弱信号. 与此同

时, 噪声强度变为   , 即给定的噪声

经由尺度变换也变成了弱噪声.

x(t)

注意到直接对朗之万方程 (3) 模拟一次, 可以

得到随机过程  的一条样本轨道, 而在实际的应

用当中, 我们更关注的却是大量样本轨道的统计性

质, 因此常常需要对方程 (3)做大量的随机模拟.
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ρ (x, t)

理论上, 回避大量随机模拟的方法是直接考虑随机

过程的概率密度函数. 设  为粒子在时刻 t位

于位置 x的概率密度, 其演化满足 FPE[23] 

∂ρ (x, t)

∂t

= − ∂

∂x

{[
x− x3 +

√
b

a3
A cos

(ω0

a
t+ φ

)]
ρ (x, t)

}

+
∂2

∂x2

[
Db

a2
ρ (x, t)

]
(4)

和自然边界条件. 由于方程 (4)是一个变系数的线

性方程, 其定态解不存在, 但是可以证明其存在周

期定态解 [4,18]; 特别地, 在绝热消去意义上, 可以得

到方程 (4)的周期定态解形如 

ρas(x, t) =Z(t)−1 exp
{
− a2

Db

[
1

4
x4 − 1

2
x2

−
√

b

a3
xA cos

(ω0

a
t+ φ

)]}
, (5)

Z(t) t其中  是与  有关的概率归一化常数. 

2.2    SR 增强后判决时刻的输出概率密度

t0

t0

为了将概率密度函数 (5)用于正弦信号的检

测接收问题, 假设电磁粒子从瞬态进入周期定态的

演化过程非常快, 从而可忽略粒子从初始状态向准

平衡的周期定态演化的过渡时间; 或者说, 假定在

引入判决时刻  之时, 电磁粒子的扩散运动已经达

到了周期定态, 且粒子在势阱内的停留时间远大于

稳态过渡时间, 即出现在势阱内的概率远大于其他

位置的概率. 假设势阱由双稳态的系统结构和正弦

信号的极值点决定, 从而以判决时刻  时的周期定

态概率密度表征 SR输出粒子在势阱内的概率密度.

cos
(ω0

a
t0 + φ

)
cos
(ω0

a
t0 + φ

)
SR系统输出粒子在正侧势阱和负侧势阱对称

跃迁, 且   处于波峰时所代表的线性

漂移力将粒子向正侧势阱牵引,    处

于波谷时所代表的线性漂移力将粒子向负侧势阱

牵引; 对于正弦信号存在性的检测而言, 二者都是

同一信号的牵引作用, 无法区分且效果相同, 取效

果平均, 进一步得 x的概率密度为 

 

ρ (x, t0) =

{
2

∫ x2

x1

e−
a2

Db

[
1
4x

4 + 1
2x

2 +
√

a
D2bxA cos

(
ω0

a t0 + φ
)]

dx
}−1

× e−
a2

Db (
1
4x

4− 1
2x

2)
[
e
√

a
D2bxA cos

(
ω0

a t0 + φ
)
+ e−

√
a

D2b
xA cos(ω0

a t0+φ)
]
, (6)

 

x1, x2

x1 = −x2

其中积分上下限  由概率归一化常数决定, 对

于对称双稳态系统  .

从 (6)式可以得到, 某判决时刻的正弦信号相

当于在 SR系统中添加了线性漂移力, 会使粒子向

两侧势阱牵引, 增加粒子在势阱的出现和停留概率;

正的漂移力牵引粒子向正侧势阱聚集, 负的漂移力

牵引粒子向负侧势阱聚集, 但由于 SR系统输出粒

子的对称性和正弦信号的周期性, 最终粒子的输出

概率密度呈现对称性. 同时, 由于正弦信号的周期

性, 不同判决时刻正弦信号的大小不同, 决定的漂

移力大小也不同; 当判决时刻位于正弦信号的波峰

或波谷位置时, 引入的线性漂移力最大, 粒子在势

阱的停留时间最长, 此时的概率密度最大.
 

3   二次多项式接收方法
 

3.1    检验统计量设计

目前通信系统多采用能量检测、包络检测或匹

配滤波方式接收, 均可以看作广义二次多项式形式

的接收方式, 基于此思想, 提出经 SR系统增强的

正弦信号二次多项式接收结构如图 1所示.

如图 1所示, 混有噪声的正弦信号经过 SR系

 

SR g(S)
s(t)+n(t) x(t) x(t0) (t0)

≥r0

＜r0

g(x0)

H1

H0

1
N∑

图 1    SR系统增强正弦信号的二次多项式接收结构

Fig. 1. Quadratic polynomial receiving structure for sine signals enhanced by SR. 
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x (t)

t0 x (t0)

x (t0) x (t0)

g (·)
g (x0) g (x0)

g (x0)

Λ (t0) Λ (t0) ⩾ r0 H1

Λ (t0) < r0 H0

统, 得到增强后的待检测信号  , 经判决开关取

样, 得到判决时刻  的 SR系统输出值  , 即正

弦信号波峰、波谷驱动 SR系统的输出值 , 此时

 的概率密度可由 (8)式计算得到. 对   进

行二次多项式   运算, 得到判决时刻的输出值

 , 且  为正弦驱动信号处于波峰、波谷时,

接收系统的输出值; 平均 N个独立同分布的  ,

得到检验统计量  ; 当  时判为  (存

在正弦信号), 当  时判为  (不存在正弦

信号).

Pe

d2 =
(E1 [g (x)|H1]− E0 [g (x)|H0])

2

σ0 [g (x)|H0]

Pe

当检验统计量服从高斯分布时, 误码率   与

偏移系数 d存在解析关系, 且高斯分布时, 偏移系

数   
[24]; 非高斯

分布时,    与 d负相关 [6,25]. 非高斯分布的偏移系

数 d定义如下 [6,25]:
 

d2 =
(E1 [g (x)]− E0 [g (x)])

2

1

2
(σ1 [g (x)] + σ0 [g (x)])

. (7)

g (·)
g (·)

g (x) = l1x
2 + l2x+ l3

当  在二次多项式函数形式的约束时, 通过

使偏移系数 d最大, 确定  的系数. 设二次多项

式   , 则两种假设下的偏移

系数 

d2 (l1, l2, l3) =
(E1 [g (x)]− E0 [g (x)])

2

1

2
(σ1 [g (x)] + σ0 [g (x)])

=

(
l1E1

[
x2
]
+ l2E1 [x]− l1E0

[
x2
]
− l2E0 [x]

)2
1

2

(
l1

2σ1 [x2] + l2
2σ1 [x]− l1

2σ0 [x2]− l2
2σ0 [x]

)
=
[
l1
(
E1

[
x2
]
− E0

[
x2
])

+ l2 (E1 [x]− E0 [x])
]2

×
{
1

2

[
l1

2E1

[
x4
]
+ 2l1l2E1

[
x3
]
+ l2

2E1

[
x2
]

−
(
l1

2E1
2
[
x2
]
+ 2l1l2E1

[
x2
]
E1 [x] + l2

2E1
2 [x]

)
+ l1

2E0

[
x4
]
+ 2l1l2E0

[
x3
]
+ l2

2E0

[
x2
]

−
(
l1

2E0
2
[
x2
]
+2l1l2E0

[
x2
]
E0 [x]+l2

2E0
2 [x]

)]}−1

= d2 (l1, l2) .
(8)

d (l1, l2, l3) l3 l1 l2

d (l1, l2, l3)

µ11 = E1 [x] µ12 = E1

[
x2
]

µ13 = E1

[
x3
]

µ14 = E1

[
x4
]

µ01 = E0 [x] µ02 = E0

[
x2
]

µ03 =

E0

[
x3
]

µ04 = E0

[
x4
]

由 (8)式 可 得 , 二 次 多 项 式 的 偏 移 系 数

 与常数项  无关, 仅由系数  ,   和 x的

一至四阶原点矩决定, 且  有线性偏移不

变性. 令  ,   ,   ,

 和   ,    ,   

 ,   , 则
 

 

d2(l1, l2) =
l1

2(µ12 − µ02)
2
+ 2l1l2(µ12 − µ02)(µ11 − µ01) + l2

2(µ11 − µ01)
2

1

2
[l1

2(µ14 − µ12
2 + µ04 − µ02

2) + 2l1l2(µ13 − µ12µ11 + µ03 − µ02µ01) + l2
2(µ12 − µ11

2 + µ02 − µ01
2)]

,

(9)
 

令  

c11 = (µ12 − µ02)
2
,

c12 = 2 (µ12 − µ02) (µ11 − µ01) ,

c13 = (µ11 − µ01)
2
,

c21 =
(
µ14 − µ12

2 + µ04 − µ02
2
)
,

c22 = 2 (µ13 − µ12µ11 + µ03 − µ02µ01) ,

c23 = µ12 − µ11
2 + µ02 − µ01

2,

(10)

将 (10)式代入 (9)式得 

d2 (l1, l2)

2
=

l1
2c11 + l1l2c12 + l2

2c13

l1
2c21 + l1l2c22 + l2

2c23
. (11)

Pe

Pe

非高斯分布时,    与 d负相关 [6,25], 所以欲得

最小  , 需计算最大 d; 通信系统多以最小误码率

为准则, 则问题转化为 

max
l1,l2∈R

d (l1, l2) . (12)

由函数取极值的必要条件得
 

∂d

∂l1
= − ∂d

∂l2
= 0 ⇔ l1

2 (c11c22 − c21c12)

+ l1l2 (2c11c23 − 2c21c13)

+ l2
2 (c12c23 − c13c22) = 0. (13)

l1 = ml2
∂d

∂l1
= 0设  时,   , 即

 

∂d

∂l1
=0 ⇔ m2 (c11c22 − c21c12)

+ 2m (c11c23 − c21c13)

+ (c12c23 − c13c22) = 0. (14)

g (x) =

x2 +
1

m
x+ c

求解 (14)式可得 m的数值解 . 此时  

 , 其在两种假设下的期望和方差
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

µ1 = E1 [g (x)] =

∫
g (x) ρ (x, t0 |H1 ) dx,

µ0 = E0 [g (x)] =

∫
g (x) ρ (x, t0 |H0 ) dx,

σ1
2 = σ1

2 [g (x)] =

∫
(g (x)− µ1)

2
ρ (x, t0 |H1 ) dx,

σ0
2 = σ0

2 [g (x)] =

∫
(g (x)− µ0)

2
ρ (x, t0 |H0 ) dx.

(15)

1

N

∑
g (x0)

N > 50

为进一步减小系统误码率, 经  单元处理,

相当于取 N个独立同分布且具有相同期望和方差

的  的平均值, 由独立同分布的中心极限定理 [26],

可知当  时, 检验统计量 

Λ (t0) =
1

N

∑
g (x0) ∼

{
N
(
µ1, σ1

2/N
)
, H1,

N
(
µ0, σ0

2/N
)
, H0,

(16)

µ1 σ1 g (x0) H1

µ0 σ0 g (x0) H0

其中   ,    为   在   假设下的期望和标准差;

 ,   为  在  假设下的期望和标准差.

至此, 经 SR系统增强的二次多项式接收正弦

信号问题转化为经典的高斯分布下的假设检验问

题. 且正弦信号的接收中频频率先验已知, 当检测

到正弦信号存在时, 接收码元判定为“1”; 否则判

为“0”; 以最小错误概率为准则, 则误码率 

Pe =
1

2
(1− Pd) +

1

2
Pfa

=
1

2

[∫ r0

−∞
Λf1 (Λ) dΛ+

∫ +∞

r0

Λf0 (Λ) dΛ
]

=
1

2
− 1

2
Q

(
r0 − µ1√
σ1

2/N

)
+

1

2
Q

(
r0 − µ0√
σ0

2/N

)
, (17)

r0 µ1 µ0 g (x0)

σ1 σ0 g (x0)

其中  为判决门限;   ,   为两种假设下  单

元的期望 ;    ,    为两种假设下   单元的标

准差.

f1 (r0) = f0 (r0) Pe

对于最小错误概率准则, 判决门限在两种假设

下概率密度相等, 即   时,    取得最

小值, 即 

1√
2πσ1

2/N
e−

(r0−µ1)
2

2σ1
2/N =

1√
2πσ0

2/N
e−

(r0−µ0)
2

2σ0
2/N ,

(18)

化简得 

(r0 − µ1)
2

σ1
2

− (r0 − µ0)
2

σ0
2

=
2

N
ln

σ1

σ0
, (19)

r0则判决门限  可由 (19)式数值计算得到. 

3.2    接收算法流程

根据 3.1节的理论, 经 SR增强正弦信号的二

次多项式接收算法如下:

ρ (x, t |H1 ) ρ (x, t |H0 )

µ11, u12, µ13, u14 µ01, u02, µ03, u04

1)根据 (6)式计算两种假设下 SR系统输出的

概率密度函数   ,    和一至四阶

原点矩  和  ;

g (x) l1 l22)根据 (10)和 (14)式确定  的系数  ,   ;

g (x)

µ1 µ0 σ1 σ0

3)根据 (15)式计算  在两种假设下的期望

 ,   和标准差  ,   ;

r0

4)根据 (19)式计算最小错误概率准则下的判

决门限  ;

Pe5)根据 (17)式计算最小错误概率  . 

4   仿真实验

通过搭建基于 SR增强的二次多项式接收正

弦信号的 Simulink模型, 对比分析理论值和仿真

值, 验证理论推导的正确性. 仿真参数如下: 正弦

信号频率为 1 kHz, 中频采样率为 200 kHz, 最佳

匹配 SR的噪声功率值参见文献 [22]的表 3. 

4.1    正弦信号经 SR 系统后的时、频域波形

混合强噪声的正弦信号时域、频域波形分别见

图 2(a)和图 2(b), 经 SR系统增强输出后的时域、

频域波形分别见图 2(c)和图 2(d). 当输入 SNR =

–18 dB时, 时域图 (图 2(a))和频域图 (图 2(b))呈

现出杂乱的、无规律的, 无法看到 1 kHz正弦信号

分量的任何特征; 然而经 SR系统处理后, 时域图

(图 2(c))出现周期性特征, 说明存在周期分量信号;

通过频域图 (图 2(d))观察到 1 kHz出现明显的信

号分量 (采样点数 20000个 , 频率分辨率 10 Hz,

所以峰值出现在 99.95处), 且输出全局 SNR为

–14.0957 dB, 提高了 3.9043 dB. 这是因为 SR单

元对信号的处理可相当于非线性低通滤波, 会增强

低频区的某些频率分量, 减弱其他的频率分量. 但

与线性滤波器只改变输出频谱结构, 不改变输出各

频率的概率密度的性质不同的是, SR单元在改变

频谱结构的同时, 也改变了输出粒子的概率密度

(见图 3). 经过 SR系统后, 平坦分布的高斯白噪声

将向低频区聚集, 使低频区能量变大, 和低频正弦

信号一起驱动粒子在双稳态势垒之间跃迁, 时域信

号出现一定的周期特性, 频域观察更显著, 改变了

含噪信号的频谱结构, 宏观上表现为 SNR增大. 
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4.2    正弦信号经 SR 系统增强后的概率

密度

ρ (x, t)

ρ (x, t0 |H1 ) ρ (x, t0 |H0 )

cos
(ω0

a
t0 + φ

)
= 1 cos

(ω0

a
t0 + φ

)
=

1√
2

cos
(ω0

a
t0 + φ

)
= 0

正弦信号未经 SR处理的粒子概率密度如

图 3(a)所示 , 经 SR系统增强后在不同位置的

 理论值和仿真值如图 3(b)所示, 其部分局

部如图 3(c)所示 . 黑色实线为有驱动力时的

 , 红色虚线为无驱动力时的  ,

黑色实线为选取两个不同的判决时刻, 即分别为

 和   的对应

时刻, 无驱动力的情况可视为  

的对应时刻. 在未经 SR处理之前, 正弦信号淹没

在高斯噪声之中, 且 SNR极低, 粒子的概率分布

情况绝大部分表征了高斯噪声的性质, 因信号强度

相较噪声太小, 导致有无信号时, 两种假设下的概

率密度几乎无差别, 图 3(a)很好地说明了这一点.

经过 SR处理之后, 粒子的分布不再服从高斯分布,

体现了 SR的非线性作用; 同时理论和仿真曲线都

ρ (x, t)

表明, 引入判决时刻的正弦信号相当于系统中添加

了线性漂移力, 会牵引粒子向两侧势阱聚集, 增长

粒子在稳态势阱的驻留时间, 增加粒子在势阱的出

现概率, 从而加大两种不同假设下   的差异,

更加有利于区分有无正弦信号这两种假设, 提高正

弦信号的检测能力. 且根据两条不同判决时刻的黑

色实线可看出, 不同判决时刻对应的正弦信号数值

大小不同, 决定的线性漂移力也不同, 从而在两侧

势阱的概率也不同; 当判决时刻位于正弦信号的波

峰或波谷位置时, 引入的线性漂移力最大, SR系

统的粒子在势阱的停留时间最长, 在势阱的概率密

度也相应最大. 从滤波角度来看, 输入粒子的高斯

分布特性经过 SR单元处理后, 变为非高斯分布.

但同时也可看到, 有无信号驱动下 SR输出概率密

度差异较小, 导致直接将 SR应用于 DSFH的信号

检测出现较大的虚警; 故而设计二次多项式接收结

构和 N次判决平均, 进一步扩大接收检验统计量

在有无信号下的概率密度差异, 提高 SR应用于

DSFH的接收性能.

 

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

6

4

2

0

-2

-4

-6

t/s

A
m

p
li
tu

d
e
/
V

(a)

0 2 4 6 8 10

1.5

1.0

0.5

0

f/104 Hz

A
m

p
li
tu

d
e
/
1
0

-
4
 V

(b)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

0.8

0.4

0

-0.4

-0.8

t/s

A
m

p
li
tu

d
e
/
V

(c)

0 2 4 6 8 10

8

6

4

2

0

f/104 Hz

A
m

p
li
tu

d
e
/
1
0

-
4
 V

(d)

0 1000 2000 3000 4000

8

6

4

2

0

T10-4

X: 99.95
Y : 0.0006125

σ2 = 4 A = 0.25

a = 1× 104 b = 3.3856× 1012
图 2    正弦信号经 SR系统增强前后的时频域波形 (输入 SNR = –18 dB, 噪声功率   , 信号幅度   , SR系统参数

 ,   )　(a) 输入信号时域波形; (b)输入信号频域幅值谱; (c)输出信号时域波形; (d)输出信号频域幅

值谱

σ2 = 4

A = 0.25 a = 1× 104 b = 3.3856× 1012
Fig. 2. Waveform of time and frequency zone of sine wave enhanced by SR (input SNR = –18 dB, the noise intensity  , sig-

nal amplitude    , parameters of system    ,    ): (a) The waveform of input signal in time zone;

(b) the amplitude of input signal in frequency zone; (c) the waveform of output signal in time zone; (d) the amplitude of output sig-

nal in frequency zone. 
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4.3    不同判决点数的系统判决时刻输出

g (x0)

g (x0)

g (x0)

不同判决点数 N时系统在判决时刻的输出仿

真值如图 4所示, 图 4(a)为单次检验统计量 

的波形, 图 4(b)为   的多次 (N = 10)平均波

形. 可以看出不同 N时, 对于检验统计量   的

发散程度不同. 这是因为判决时刻时, 粒子的运动
g (x0)

大部分集中于势阱内, 其位置由势阱决定; 但同时

受到噪声影响, 粒子不会在势阱内静止不动, 而是

在一定范围内抖动, 出现图 4(a)中情形, 其平衡位

置就是势阱的大概位置. 图 4(b)为经过 N次平均

之后的波形, 进一步体现了平衡位置所在, 同时减

小了随机变量  的抖动范围. 从而证明了 N次

平均统计量更有利于提高判决准确性.
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图 3    粒子处于不同位置时的概率密度 (输入 SNR = –14 dB dB, 噪声功率  , 信号幅度  , SR系统参数  ,

 )　(a)未经 SR处理的粒子的分布概率; (b)经 SR处理后粒子的分布概率; (c)经 SR处理后粒子的分布概率局部图

σ2 = 4 A = 0.4

a = 1× 104 b = 2.6406× 1012
Fig. 3. Probability density function of particles of SR (input SNR = –14 dB, the noise intensity  , signal amplitude   ,

parameters of system   ,   ): (a) The probability density of particles before SR processed; (b) the prob-

ability density of particles after SR processed; (c) the partial of probability density of particles after SR processed. 
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g (x0) σ2 = 4 A = 0.25 a = 1× 104

b = 3.3856× 1012
图  4     不同 N时   的输出值 (输入 SNR =  –18  dB,  噪声功率   , 信号幅度   ,  SR系统参数   ,

 )　(a) N = 1时检验统计量的时域波形; (b) N = 10时检验统计量的时域波形

g (x0) σ2 = 4 A = 0.25

a = 1× 104 b = 3.3856× 1012
Fig. 4. Output of     at different N (input SNR = –18 dB, the noise intensity  , signal amplitude    , parameters

of system    ,    ):  (a) The waveform of test statistics when N = 1; (b) the waveform of test statistics

when N = 10. 
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E [g (x0)]

σ [g (x0)]

σ2/N

不同判决点数 N时系统的输出概率密度理论

值和仿真值如图 5所示, 理论值为由   和

 确定的高斯分布, 仿真值为系统的输出频

率. 从图 5(a)和图 5(b)可以看出, 在 N不符合中

心极限定理条件时, 系统输出的频率与高斯分布的

概率密度相差较大; 从图 5(c)和图 5(d)可以看出,

当 N > 50时, 符合中心极限定理条件, 系统输出

的频率与相应的高斯分布符合较好; 且随着 N的

增大, 系统输出的方差   减小, 粒子的聚集性

更加集中, 在均值附近出现的概率更大, 更加有利

于区分两种不同的假设, 理论和仿真均说明这一点. 

4.4    不同接收结构的系统输出误码率

g (x)

不同接收结构的系统输出误码率如图 6所示.

可以看到, 直接 N次累积平均接收结构的误码率

最大, 其次是能量接收结构, 二次多项式  接收

结构的误码率最小; 验证了二次多项式接收结构的

性能优于能量接收和直接累积平均接收结构, 但三

g (x) l1 l2

g (x)

者性能相差不大. 这是因为 N次累积平均接收结

构与包络接收一致, 而能量接收与包络接收性能相

差无几. 根据“3.2节 接收算法流程”中第二步: “根

据 (10)式和 (14)式确定  的系数  ,   ”, 同时

依据偏移系数 d的线性偏移不变性, 可确定此时二

次多项式   接收结构的最优系数为: 二次项系
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σ2 = 4 a = 1 ×
b = 2.6406× 1012 g (x) = x2 + 0.0701x

图  5     不同 N时 g(x0)的输出概率密度 (输入 SNR =   –14  dB, 噪声功率   , 信号幅度 A = 0.4,  SR系统参数  

104,    ,    )　 (a) N =  1时 粒 子 的 分 布 概 率 ;  (b) N =  10时 粒 子 的 分 布 概 率 ;  (c) N =

50时粒子的分布概率; (d) N = 100时粒子的分布概率

g (x0) σ2 = 4

A = 0.4 a = 1× b = 2.6406× 1012 g (x) = x2 + 0.0701x

Fig. 5. Output probability density function of    at different N (input SNR = –14 dB, the noise intensity   , signal amp-

litude   , parameters of system    104,   ,   ): (a) The output probability density

when N = 1; (b) the output probability density when N = 10; (c) the output probability density when N = 50; (d) the output prob-

ability density when N = 100. 
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图 6    不同接收结构的系统输出误码率

Fig. 6. Output bit error ratio of different receiving structure. 
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统为 1, 一次项系数分别为 [0.4616, 0.3312, 0.2291,

0.1421, 0.1002, 0.0701], 常数项无影响, 一次项系

数较二次项系统相差较大, 起主要作用的是二次项

系数, 所以和能量接收性能相差不大. 同时, 不同

接收结构主要改变的是不同假设情况下系统输出

的期望, 对于方差影响不大; 而在高斯分布时系统

输出的误码率主要由方差决定; 所以三者接收性能

差别不大. 

4.5    不同判决点数时系统输出误码率

σ2/N

c = 1 + Pelog2 (Pe)+

(1− Pe) log2 (1− Pe)

R =
f0
N

c =
f0
N

[1+

Pelog2 (Pe) + (1− Pe) log2 (1− Pe)]

不同判决点数时系统输出误码率如图 7所示.

可以看到, 随着判决点数 N的增大, 系统输出误码

率越来越小, 理论和仿真曲线均是如此. 这是因为

当接收结构一定时, 系统输出的期望是一定的, 不

同判决点数决定的是系统输出的方差; 在中心极限

定理条件下, 系统输出在两种假设时均服从高斯分

布, 其方差为  ; 随着 N的增大, 方差减小, 两

种假设的分离度越来越大, 检测接收的性能会越来

越好. 采用 N点平均判决, 必须确保一个码元周期

内存在 N个可供判决的波峰、波谷值; 即判决点

数 N越多, 需要正弦信号在一个码元时间内的周

期越多, 对于系统的采样频率和正弦信号载频一定

时, 必须降低码元速率, 即通信系统中以“有效性

换可靠性”思想的体现. 在忽略两种假设输出概率

密度差别二元对称信道条件下, 单符号的平均最大

信息量 c与误码率关系为  

 , 采用 N点平均判决时, 超外

差接收的 DSFH模式在某 SNR条件下的最大

信息速率 R与误码率关系为  

 . 当 N = 500时,

2.2× 10−2

二次多项式接收结构在 SNR > –17 dB时误码率

低于  , 可应用于 DSFH通信模式的军事

应急通信. 

5   总　结

ρ (x, t)

SR系统在输入信号、噪声和系统参数匹配的

情况下, 对低频小信号有天然的共振效果, 通过过

采样将超外差接收的 DSFH中频正弦信号等效到

采样频带的低频区, 此时噪声会与低频信号一起提

高低频区响应; 加大了极低 SNR下有无信号的区

别, 更有利于信号检测接收. 同时, SR应用于DSFH

的信号检测, 并不会改变 DSFH空域信号的窄带

特性, 判决时刻对同步要求较低, 非常适合于极低

SNR下的军事应急通信场景, 进一步扩展了军事

应急通信的可用手段. 信号检测只关注在判决时刻

的检验统计量情况, 据此特点, 一改传统“先确定

检验统计量, 再确定判决时刻”的处理方法; 同时

根据双稳态 SR的势阱特点, 在确定检验统计量之

前, 引入判决时刻, 巧妙地将非自治 FPE转换为

自治 FPE求解. 根据 SR和信号检测的特点, 合理

改变判决时刻与检验统计量的处理顺序的思想, 以

及所得  的求取方法及结果为 SR应用于信号

检测接收问题提供了借鉴; 所提的二次多项式接收

方法进一步补充了正弦信号经 SR系统增强后的

接收策略. 同时, 多项式接收结构的幂次受系统稳

定性的约束, 这也是下一步的主要研究内容.
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Abstract

Aiming  at  the  reception  of  the  intermediate  frequency  signal  of  sine  wave  of  radio  and  communication

system at extremely low signal-to-noise  ratio (SNR),  a quadratic  polynomial  receiving scheme for  sine signals

enhanced by stochastic resonance (SR) is proposed. Through analyzing the mechanism of sine signals enhanced

by  SR  and  introducing  the  decision  time,  the  analytic  periodic  stable  solution  with  time  parameters  of  the

Fokker-Planck Equation (FPE) is obtained through converting the non-autonomous FPE into an autonomous

equation.  Based  on  the  probability  density  function  of  the  particle  of  SR  output,  a  quadratic  polynomial

receiving  scheme  is  proposed  by  analyzing  the  feature  of  energy  detector  and  matching  filter  receiver.  By

maximizng  the  deflection  coefficient,  the  binomial  coefficients  and  the  test  statistic  are  obtained.  For  further

reducing  the  bit  error,  by  combining  the  thought  of  “ the  average  of N  samples” ,  a  quadratic  polynomial

receiving  scheme  for  sine  signals  enhanced  by  SR  is  proposed  through  the  hypothesis  under  Gaussian

distribution approximation of the law of large N. And the conclusion is obtained as follows. When N is 500 and

the  SNR  is  greater  than   –17  dB,  the  bit  error  rate  is  less  than  2.2  ×  10–2,  under  the  constraint  of  the

parameters of the optimally matched SR.
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