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专题：非线性物理

高阶 Ablowitz-Ladik 方程的局域波解
及稳定性分析*

闻小永†    王昊天

(北京信息科技大学理学院, 北京　100192)

(2019 年 8 月 17日收到; 2019 年 11 月 25日收到修改稿)

(M,N −M)本文构造了一类高阶 Ablowitz-Ladik方程的广义   -波 Darboux变换 , 借助符号计算从不同

背景出发研究了该模型丰富的局域波解, 并利用数值模拟研究了这些解的动力学稳定性.
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1   引　言

1955年, Fermi, Pasta和 Ulam领导的科学家

小组用数值方法计算了用非线性弹簧联结的 64个

质点组成的谐振子的振动, 其目的是从数值实验上

验证统计力学中的能量均分定理, 这在后来被人们

称为著名的 FPU实验 [1]. 1967年, Toda[2]考虑晶

体的非线性振动, 提出了著名的 Toda晶格方程近

似模拟这种情况, 并得到了该模型的孤子解, 从而

使 FPU试验问题得到合理的解释和正确解答 [1].

Toda晶格方程作为一类可积的半离散的非线性微

分差分方程可以描述一些物理学中的非线性波的

传播现象, 该方程的提出引起了人们对可积的离散

孤子方程研究的热潮. 可积系统中的非线性微分差

分方程 (又称离散的孤子方程)是一类重要的半离

散的非线性偏微分方程, 近年来国际上对这类模型

的研究有着极大的兴趣, 这些方程与元胞自动机、

DNA的研究、辛算法有密切的关系, 在电学、光

学、磁性流体、超导、生物和等离子体中有着广泛

的应用, 有十分广阔的应用前景, 目前离散问题的

研究是国际上研究热点之一 [3]. 日本科学家

Hirota[4] 指出连续的孤子方程可以被离散化, 并且

不远的将来将会是差分方程的时代, 这里所说的差

分方程就是离散的孤子方程.

近年来, 孤子方程的局域波解受到了数学家和

物理学家的广泛关注, 按传播特性, 局域波主要包

括孤子、呼吸子、怪波等 [5−18], 广泛存在于非线性

光学、玻色斯坦凝聚、等离子物理等各种非线性物

理系统 [5−16]. 孤子又称孤立波, 是一种在传播过程

中形状、幅度和速度都维持不变的脉冲状行波, 并

且孤子与其他同类孤子相遇后, 能维持其幅度、形

状和速度不变 [5,6]. 呼吸子是一种特殊的局域周期

振荡孤子, 按传播方向有空间周期的 Akhmediev

呼吸子和时间周期的 Kuznetsov-Ma呼吸子 [5,6],

从光学和流体力学到玻色-爱因斯坦凝聚体和等离

子体等各种物理情况下都能广泛地观察到呼吸子

的传播现象, 关于呼吸子碰撞特性的研究最近取得

一系列有趣的结果, 包括棋盘干涉时空结构 [7], 具

有不同传播特征的 super-regular呼吸子作用现

象 [8−11] 等. 怪波最初是用来描述海洋中出现的大

振幅波, 突然出现然后又很快消失得无影无踪, 怪
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波也被称为畸形波, 是一种短时间内存在的大振幅

的局域波动 [5,6,14−18]. 怪波发生物理机理的研究是

怪波研究的重点, 调制不稳定性通常被认为是呼吸

子和怪波发生的主要机制, 并且一些文献认为它可

能是形成怪波和呼吸子的必要条件 [10,11]. 目前不同

类型的局域波作用解是国际上研究的热点问题, 然

而大部分问题和方法仅限于连续的孤子方程的局

域波及其作用 [5−24]. 例如文献 [5,6]研究了高维非

线性模型的局域波作用解包括呼吸子和怪波以及

Lump解之间的相互作用解; 文献 [14]研究了非线

性光纤中呼吸子和怪波的相互作用现象. 这些局域

波作用对于理解新的物理现象具有重要的理论意

义. 然而对于离散孤子方程的局域波的研究, 由于

研究的困难性, 据我们所知, 研究还不充分, 不系

统 [25,26], 因此本文将研究离散的非线性微分差分方

程丰富的局域波解. 作为例子, 研究下面的非线性

微分差分方程 

rn,t = i(1− σ|rn|2)[σr∗n(r2n−1 + r2n+1)

+ σrn(rn−1r
∗
n+1 + r∗n−1rn+1)

− rn−2(1− σ|rn−1|2)

− rn+2(1− σ|rn+1|2) + 2(rn−1 + rn+1)], (1)

rn = r(n, t), rn,t = drn/dt ∗
σ = ±1

irn,t =
rn−1 + rn+1 − 2rn − σ|rn|2(rn−1 + rn+1)

(M,N −M)

其中   , 星号   表示共轭 ,

i是虚数单位,    , 这里加号和减号分别表示

聚焦和散焦情况. 方程 (1)可以通过 AKNS方法

得到 [3], 这里为节省篇幅不给出具体推导过程. 由

于方程 (1)和 Ablowitz-Ladik方程 [3,27] (即  

 )属于同一

个梯队, 是这个梯队的第二个方程, 我们称方程 (1)

为高阶的 Ablowitz-Ladik方程 . 正如五阶 KdV

方程可以像 KdV方程能描述浅水波的运动一样 [3],

我们有理由相信方程 (1)也可能像它对应的低阶

Ablowitz-Ladik方程一样可以描述光纤中光孤子

的传播, 因此研究方程 (1)具有重要的理论和物理

意义. 虽然对离散的 Ablowitz-Ladik方程的局域

波已经有了一定的研究结果, 特别是应用双线性方

法得到了它的怪波 [28−30], 然而对于离散的孤子方

程 (1)还没有系统的方法进行研究, 特别是仍然没

有通过我们提出的广义  波 Darboux变

换进行系统的研究 . 因此本文将应用广义 (M,

N–M)波 Darboux变换从研究方程 (1)的精确解

出发, 寻找其新奇的局域波结构, 特别是不同类型

的局域波相互作用的新奇局域波结构.

(M,N −M)

(M,N −M)

本文的主要结构安排如下: 第二节构造出方

程 (1)的 Lax对和广义  波 Darboux变

换; 第三节将应用广义  -波 Darboux变

换给出方程 (1)不同类型的局域波解, 并通过数值

模拟研究其传播稳定性; 最后是本文的结论.
 

2   Lax对和广义(M, N–M)-波Darboux
变换

由 AKNS方法 [3], 可以构造方程 (1)的 Lax对

如下
 

Eφn = Unφn, φn,t = Vnφn, (2)

这里
 

Un =

(
λ2 λrn

σλr∗n 1

)
, Vn =

(
V11 V12

V21 V22

)
,

其中
 

V11 = − i
2
λ4 + i(1 + σrnr

∗
n−1)λ

2

+ σirn+1r
∗
n−1(1− σ|rn|2)

+ iσrnr∗n−2(1− σ|rn−1|2)− ir2nr
∗2
n−1

− i
2λ4

+
i(1 + σrn−1r

∗
n)

λ2
,

V12 = i(σ|rn|2r∗n+1 + σr2nr
∗
n−1 − rn+1 + 2rn)λ

− irnλ3 +
irn−1

λ3

+
i(rn−2−σr2n−1r

∗
n−σrn−1r

∗
n−1rn−2−2rn−1)

λ
,

V21 = i(−σr∗n−2 + r∗2n−1rn + |rn−1|2r∗n−2

+ 2σr∗n−1)λ− σir∗n−1λ
3 +

iσr∗n
λ3

+
i(σr∗n+1 − r∗2n rn−1 − |rn|2r∗n+1 − 2σr∗n)

λ
,

V22 =
i
2
λ4 − i(1 + σrnr

∗
n−1)λ

2

− iσrn−1r
∗
n+1(1− σ|rn|2)

− iσrn−2r
∗
n(1− σ|rn−1|2) + ir∗2n r

2
n−1

+
i

2λ4
− i(1 + σrn−1r

∗
n)

λ2
,

φn = (ϕn, ψn)
T

Un,t = Vn+1Un − UnVn

这里   表示 Lax对 (2)式的解 , T表

示转置 . 借助符号计算 Maple, 容易验证方程

(2)的相容性条件   等价于方
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(M,N −M)

程 (1). 接下来基于 Lax对 (2)式, 构造方程 (1)的

广义   - 波 Darboux变换, 然后通过它

构造方程 (1)的局域波解. 为此考虑下面的规范

变换 

φ̃n = Tnφn, (3)

Tn 2× 2

φ̃n

其中是  是  的矩阵, 根据 Darboux变换的知

识,   必须满足 

φ̃n+1 = Ũnφ̃n, φ̃n,t = Ṽnφ̃n, (4)

Ũn, Ṽn Un,V n Un,

V n rn r̃n

Tn Ũn Ṽn Un Vn

这里   和   有相同的形式 , 是将  

 的  替换为  得到的. 由 (3)式和 (4)式, 可知

 ,   ,   ,   ,   必须满足 

Ũn = Tn+1UnTn
−1,

Ṽn = (Tn,t + TnVn)Tn
−1, (5)

为此, 我们构造一个特殊的 Darboux阵如下 

Tn=


λ2N+

N∑
j=1

a(2j−2)
n λ2j−2

N∑
j=1

b(2j−1)
n λ2j−1

−σ
N∑
j=1

b(2N−2j+1)∗
n λ2j−1 1+

N∑
j=1

a(2N−2j)∗
n λ2j

 ,

(6)

a
(k)
n , b

(k)
n n, t

λk(k = 1, 2, ..., N) a
(k)
n , b

(k)
n

这里 N 是正整数,   是  的未知函数. 当选

择 N 个合适的   ,    可以通

过解下面的方程组得到: 



T (0)
n (λi)φ

(0)
n (λi) = 0,

T (0)
n (λi)φ

(1)
n (λi) + T (1)

n (λi)φ
(0)
n (λi) = 0,

· · · ,
mi∑
j=0

T (j)
n (λi)φ

(mi−j)
n (λi) = 0,

(7)

N =M +

M∑
i=1

mi 1 ⩽M ⩽ N这里   , 其中   是正整数.

φ(λk) = (ϕ(λk), ψ(λk))
T, (k = 1, 2, ...,M)

rn

(M,N −M)

通过上面的分析并根据文献 [7−10]中的步骤,

若   是 Lax

对的 M 个解, 且  是方程 (1)的种子解, 则可以得

到关于方程 (1)如下的广义  -波Darboux

变换定理:

r̃n rn定理 1　当方程 (1)的新解   和旧解   的变

换如下
 

r̃n = b
(1)
n+1 + rna

(0)
n+1, (8)

Ũn, Ṽn Un,Vn

a
(0)
n = ∆a

(0)
n /∆ϵ

N

b
(1)
n = ∆b

(1)
n /∆ϵ

N ,

则由 (4)式确定的矩阵   和   具有相同

的 形 式 .  这 里 在 (8)式 中   ,

 

∆ϵ
N = det([∆(1),∆(2), ..., ∆(n)]T ),

∆(i) = (∆
(i)
j,s)2(mi+1)×2N ,

其中
 

 

∆
(i)
j,s =



∑j−1

k=0
Ck

2N−2sλi
(2N−2s−k)ϕ

(j−1−k)
i , 1 ⩽ j ⩽ mi + 1, 1 ⩽ s ⩽ N,∑j−1

k=0
Ck

4N−2s+1λi
(4N−2s+1−k)ψ

(j−1−k)
i , 1 ⩽ j ⩽ mi + 1, N + 1 ⩽ s ⩽ 2N,

∑j−(N+1)

k=0
Ck

2N−2sλi
2N−2s−k∗

ψ
(j−1−k)∗
i , mi + 2 ⩽ j ⩽ 2(mi + 1), 1 ⩽ s ⩽ N,

−σ
∑j−(N+1)

k=0
Ck

4N−2s+1λi
2s−1+k∗

ϕ
(j−N−1−k)∗
i , mi + 2 ⩽ j ⩽ 2(mi + 1), N + 1 ⩽ s ⩽ 2N,

∆a
(0)
n ∆b

(1)
n (g(1), g(2), · · · , g(n)) ∆ϵ

N

2N ∆a
(0)
n ∆b

(1)
n

n+ 1 ∆a
(0)
n+1 ∆b

(1)
n+1

g(i) = (g
(i)
j )2(mi+1)×1 1 ⩽ j ⩽ (mi + 1)

g
(i)
j = −

∑j−1

k=0
Ck

2Nλi
2N−kϕ

(j−1−k)
i mi + 2 ⩽

j ⩽ 2(mi + 1) g
(i)
j = −ψ(j−N−1)∗

i

  和  由向量  替换  中

第 N 列和   列得到, 将   和   中的 n 替换

为   可 以 得 到   和   ,  这 里

 , 这里当   时 ,

 ,  当  

 时,   .

(rn, φn) → (r̃n, φ̃n)

(M,N −M)

这里需要说明的是: 对于定理 1, (3)式和 (8)

式 (即   )称为方程 (1)的广义

 -波 Darboux变换, 这里 M 表示使用

N −M

(i = 1, 2, · · · ,M)

M = 1,m1 = N − 1 (1, N − 1)

M = 2,m2 = N − 2

(2, N − 2)

谱参数的个数,    表示 Darboux阵中使用泰

勒展开式最高阶导数的和 . 当 M = N, mi =０

 , 通常的 N-波 Darboux变换就是

定理 1的特殊情况, 可以从零种子解 (平面波种子

解)求得方程 (1)的多孤子解 (多呼吸子解); 当

 , 定理 1就约化为  -波

Darboux变换, 可以从平面波种子解求得方程 (1)

的怪波解; 当  , 定理 1就约化为

 -波 Darboux变换, 可以从平面波种子解

求得方程 (1)的怪波与呼吸子的混合作用解; 当
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N − 1M 取 3到  之间的整数时, 可以得到更丰富的

局域波作用解. 

3   方程 (1)的局域波解及其动力学稳
定性

(M,N −M)

在 这 一 节 将 讨 论 如 何 应 用 定 理 1中 的

 -波 Darboux变换得到方程 (1)丰富的

局域波解. 下面考虑两类种子解情形下的 Lax对

的解.

rn = 0

φn = (ϕn, ψn)
T = (λ2neξ, e−ξ)T

ξ =

(
− iλ4

2
+ iλ2 − i

2λ4
+

i
λ2

)
t

情形 1　把种子解  代入 (2)式中得到 Lax

对 的 解 为   , 这 里

 .

rn = cei(c
2+1)(−6c2+2)t情形 2　把种子解   代入

(2)中得到 Lax对的解为 

 

φn =

(
ϕn

ψn

)
=

 C1τ
n
+eρ+t+δ(ε) + C2τ

n
−eρ−t−δ(ε)

e2i(c
2+1)(3c2−1)t

c

[
C1(−λ2 + τn+)τ

n
+eρ+τ+δ(ε) + C2(−λ2 + τn−)τ

n
−eρ−t−δ(ε)

]
 ,

其中 

τ± =
λ2

2
+

1

2
± 1

2

√
λ4 − 4λ4c2 − 2λ2 + 1,

ρ± = − i(c2 + 1)(6c2 − 2)λ4 ± i(λ2 − 1)(2λ2c2 + λ4 + 1)
√
λ4 − 4λ2c2 − 2λ2 + 1

2λ4
,

δ(ε) =
√
−4λ2c2 + λ4 − 2λ2 + 1

N∑
ω=0

(eω + idω)ε2k,

eω, dω

λ = −c+
√
1 + c2 + ε2, C1=−C2 = 1/ε, c = 3/4

ε = 0 φ(ε2) =
∞∑

ω=0

φ(ω)ε(2k) = φ(0) +φ(1)ε2 +φ(2)ε4 + ...

φ(i)(i ⩾ 1) φ(0) = (ϕ(0), ψ(0))T

ϕ(0) =

√
15

80

(
5

8

)n

(64in− 645t)e−
275i
256 t ψ(0) =

√
15

240

(
5

8

)n

(192in+ 320i− 1935t)e
275i
256 t

这里   是任意的实常数. 为了得到怪波解, 需

要 对 情 形 2的 解 进 行 泰 勒 展 开 ,  为 此 令

 , 在

 处对情形 2的解进行泰勒展开 , 有  

 , 这里略

去  的展开式, 仅列出  ,

这里  ,  

 . 下面将讨

论三种特殊情况的 Darboux变换得到不同的局域

波解. 

3.1    应用 N-波 Darboux 变换得到多孤子
和多呼吸子解

M = N (M,N −M)

N = 1

r̃n = b
(1)
n+1

根据定理 1, 当   , 广义   -波

Darboux变换可以约化为通常的 N-波 Darboux变

换, 当   , 使用情形 1中 Lax对的解, 一孤子

解  可以整理为
 

r̃n = −λ1(|λ1|
4 − 1)eη1−η∗

1

2λ∗21 |λ1|
sech(η1+η∗1+ln |λ1|), (9)

η1 = n lnλ1 +
(
− iλ41

2
+ iλ21 −

i
2λ41

+
i
λ21

)
t这里   . 关

∣∣∣∣ (|λ1|4 − 1)

2|λ1|2

∣∣∣∣ 2 ln |λ1|
1

2 ln |λ1|

于一孤子解 (9)式, 我们能计算出一些重要物理量:

振 幅 为   , 波 数 为   , 波 宽 为

 , 速度为
 

i
(
−λ

4
1

2
+λ21−

1

2λ41
+

1

λ21
+
λ∗41
2

−λ∗21 +
1

2λ∗41
− 1

λ∗21

)
2 ln |λ1|

,

(|λ1|4 − 1)2

4|λ1|6| ln |λ1||
ln |λ1|

λ1 = −1 + 2i

2%

2%

能 量 为   , 初 相 为   . 当 参 数

 时, 图 1(a1)显示了一孤子解 (9)式的

钟型亮孤子结构; 下面进一步通过向前差分格式 [31]

研究一孤子解 (9)式的动力学传播稳定性, 图 1(b1)

显示了一孤子精确解 (9)式作为初值时的数值演

化, 从图像上看, 数值解几乎重现了精确解, 这也说

明 (9)式的精确解和数值算法的正确性; 图 1(c1)

显示了加入了   小噪声时一孤子解的数值演化,

可以看出小噪声在较短的时间内对一孤子的稳定

传播影响很小. 这里需要说明的是, 在下面的图像

中左边第 1列表示精确解, 中间第 2列表示没有加

入噪声的数值解, 右边第 3列表示加入  小噪声

的数值解.

N = 2当   , 由定理 1中 (8)式, 我们能够得到

二孤子解, 这里为节省篇幅, 不列出具体表达式,
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2%

通过渐近分析, 可以知道二孤子之间的碰撞是弹性

作用. 图 1(a2)显示了二孤子的弹性作用结构, 两

孤子在碰撞前后 , 形状振幅速度没有发生改变 .

图 1(b2)显示了二孤子没有加入噪声时的数值演

化, 图 1(c2)显示了二孤子加入   小噪声时的数

值演化. 类似于一孤子, 在较短的时间内小噪声对

二孤子的碰撞作用影响很小.

C1 = −C2 = c = 1, δ(ε) = 0 N = 1, 2

下面利用 N-波 Darboux变换和情形 2时的

Lax对的解研究方程 (1)的呼吸子解. 这里取参数

 . 当   , 由 (8)式

可以得到一呼吸子和二呼吸子解. 图 2(a1)–图 2(c1)

2%

和图 (a2)–图 2(c2)分别显示了一和二呼吸子的精

确解、数值解以及加  小噪声的数值解. 在较短的

时间内, 一、二呼吸子都有较好的数值稳定性, 随

着时间的增加, 不论是否有噪声, 数值演化都显示

出较大的振动, 表现出不稳定.
 

3.2    应用 (1, N–1)-波 Darboux 变换得到
怪波解

M = 1

(1, N − 1)

根据定理 1, 当   时, 我们仅使用一个谱

参数 , 利用   -波 Darboux变换和情形 2

时 Lax对的解结合泰勒展开式可以得到方程 (1)
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图  1    (a1)−(c1)取参数   时的一孤子解 ; (a2)−(c2)取参数   时的二孤子解 . 左列 : 精确解 ;

中列: 数值解; 右列: 加   小噪声的数值解. 圈中的数字 1和 2分别表示参数   和   对应的孤子

λ1 = −1 + 2i
λ1 = 3 + i, λ2 = 1 + 2i

2%

Fig. 1. (a1)−(c1)  One-soliton  solution  with  parameter    ;  (a2)−(c2)  two-soliton  solution  with  parameters

 . Left column: Exact solutions; Middle column: Numerical solutions without noise; Right column: Numeric-

al solutions with    small noise. 
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图 2    (a1)−(c1)取参数   时的一呼吸子解; (a2)−(c2)取参数   时的二呼吸子解. 左列: 精确解; 中列: 数

值解; 右列: 加   小噪声的数值解. 圈中的数字 1和 2分别表示参数   和   对应的呼吸子

λ1 = 11/4 λ1 = 2, λ2 = 3

2%
Fig. 2. (a1)−(c1) One-breather solution with parameter   ; (a2)−(c2) two-breather solution with parameters   .

Left column: Exact solutions; Middle column: Numerical solutions without noise; Right column: Numerical solutions with    small

noise. 
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C1 = −C2 = 1/ε c = 3/4

N = 1, 2

的怪波解. 这里取参数   ,    ,

当  , 由 (8)式可以得到一阶和二阶怪波解.

N = 1 (1, 0)

r̃n = b
(1)
n+1 + rna

(0)
n+1

当  时, 由  -波 Darboux变换可以得

到一阶怪波解  , 通过整理为
 

 

r̃n =
3715200it+ 110592n2 + 11232675t2 + 294912n− 61440

16384(3n+ 4)2 + 14976900t2 + 65536
e−

275i
128 t, (10)

2%

该解是非奇性的, 并且在时间和空间上都是局域

的. 图 3(a1)—图 3(c1)显示了一阶怪波 (10)式的

精确解、数值解以及加  小噪声的数值解. 在较短

的时间内, 一阶怪波解具有较好的数值稳定性.

N = 2 (1, 1)

2%

由定理 1中 (8)式 , 当   时 , 由   -波

Darboux变换可以得到二阶怪波解, 这里为节省

篇幅, 不列出具体表达式. 图 3(a2)—图 3(c2)和

图 (a3)—图 3(c3)分别显示了具有强作用和弱作用

的二阶怪波解的精确解、数值解以及加  小噪声

的数值解. 在较短的时间内, 二阶怪波具有较好的

数值稳定性. 随着时间的增加, 不论是否有噪声,

数值演化都表现出较强的振动和不稳定. 

3.3    应用 (2, N–2)-波 Darboux 变换得到
怪波与呼吸子的混合作用解

M = 2

(2, N − 2)

根据定理 1, 当   时, 我们将使用两个谱

参数 , 利用   -波 Darboux变换和情形 2

时 Lax对的解结合泰勒展开式, 可以得到方程 (1)

N = 2

C1 = −C2 = 1, c = 3/4, δ(ε) = 0 (2, 0)

2%

的怪波与呼吸子的混合作用解. 由 (8)式, 当 

时, 需要说明的是, 对于两个谱参数, 一个谱参数

使用情形 2时 Lax对的解结合泰勒展开式, 参数

选取与 3.2小节中求怪波的参数相同, 对另一个谱

参数仍使用情形 2时 Lax对的解但不使用泰勒展

开, 参数   . 由   -

波 Darboux变换可以得到一阶怪波和一呼吸子的

混合作用解, 这里不列出具体表达式. 如果在泰勒

展开式中对变量 n 做一定的平移变换, 就可以控

制怪波的位置 . 图 4(a1)—图 4(c1)和图 4(a2)—

图 4(c2)分别显示了一阶怪波和一呼吸子的强作

用和弱作用情况下的精确解、数值解以及加  小

噪声的数值解. 两行图的区别是弱作用时, 对怪波

沿 n 轴正半轴平移了 10个单位, 实现了怪波和呼

吸子的分离. 数值模拟显示了这些混合解的正确

性, 在较短时间内, 不论是否有噪声, 混合作用解

均具有较好的数值稳定性.
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图  3      (a1) —(c1)一 阶 怪 波 解 ;  (a2) —(c2)取 参 数   时 具 有 强 作 用 的 二 阶 怪 波 解 ;  (a3) —(c3)取 参 数

 时具有弱作用的二阶怪波解. 左列: 精确解; 中列: 数值解; 右列: 加   小噪声的数值解

e1 = d1 = 0

e1 = 100, d1 = 0

2%

Fig. 3. (a1)−(c1) First-order rogue wave solution; (a2)−(c2) strong interaction second-order rogue wave solution with   ;

(a3)−(c3) weak interaction second-order rogue wave solution with   . Left column: Exact solutions; Middle column:

Numerical solutions without noise; Right column: Numerical solutions with    small noise. 
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4   结　论

(M,N −M)

3 ⩽M ⩽
N − 1 (M,N −M)

(M,N −M)

本文构造了高阶 Ablowitz-Ladik方程的广义

 -波 Darboux变换, 借助符号计算和数

值计算, 通过不同特殊情形的 Darboux变换, 得到

了该模型多孤子解、多呼吸子解、高阶怪波解以及

怪波与呼吸子的相互作用解, 并且应用数值模拟研

究了它们的稳定性 . 需要说明的是当  

 , 利用广义   -波 Darboux变换 ,

也可以得到更丰富的局域波作用结构, 本文不做讨

论. 本文给出的广义  -波 Darboux变换

方法为研究 Lax可积模型丰富的局域波提供了很

好的解决思路, 得到的结果更为全面, 比通常的

Darboux变换更具有普遍性, 关于方程 (1)的局域

波结构的研究丰富了非线性微分差分方程的已知

结果, 将为实际应用提供可靠的理论支持, 希望本

文得到的结果为解释实际的物理现象提供理论

依据.

感谢北京信息科技大学理学院孤子与可积系统讨论班

成员的讨论.
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图 4    (a1)—(c1)一呼吸子和一阶怪波的混合强作用; (a2)—(c2)一呼吸子和一阶怪波的混合弱作用. 左列: 精确解; 中列: 数

值解; 右列: 加   小噪声的数值解. 圈中的数字 1表示呼吸子, 数字 2表示怪波
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Fig. 4. (a1)−(c1)  Mixed  strong  interaction  between  one-breather  and  first-order  rogue  wave;  (a2)−(c2)  mixed  weak  interaction

between one-breather and first-order rogue wave. Left column: Exact solutions; Middle column: Numerical solutions without noise;

Right column: Numerical solutions with    small noise. 
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Abstract

(M,N −M)

M = N (M,N −M)

M = 1 (M,N −M)

(1, N − 1)

M = 2 (M,N −M)

(2, N − 2)

It is an important research topic to study diverse local wave interaction phenomena in nonlinear evolution

equations, especially for the semi-discrete nonlinear lattice equations, there is little work on their diverse local

wave interaction solutions due to the complexity and difficulty of research. In this paper, a semi-discrete higher-

order  Ablowitz-Ladik  equation  is  investigated  via  the  generalized    -fold  Darboux  transformation.

With  the  aid  of  symbolic  computation,  diverse  types  of  localized  wave  solutions  are  obtained  starting  from

constant and plane wave seed background. Particularly, for the case   , the generalized   -fold

Darboux transformation may reduce to the N-fold Darboux transformation which can be used to derive multi-

soliton  solutions  from  constant  seed  background  and  breather  solutions  from  plane  wave  seed  background,

respectively.  For  the  case    ,  the  generalized    -fold  Darboux  transformation  reduce  to  the

generalized    -fold  one  which  can  be  used  to  obtain  rogue  wave  solutions  from  plane  wave  seed

background.  For  the  case    ,  the  generalized    -fold  Darboux  transformation  reduce  to  the

generalized    -fold one which can be used to give mixed interaction solutions of one-breather and first-

order rogue wave from plane wave seed background. To study the propagation characteristics of such localized

waves, the numerical simulations are used to explore the dynamical stability of such obtained solutions. Results

obtained  in  the  present  work  may  be  used  to  explain  related  physical  phenomena  in  nonlinear  optics  and

relevant fields.

Keywords: higher-order  Ablowitz-Ladik  equation,  generalized  (M,  N-M)-fold  Darboux  transformation,

localized wave, rogue wave
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