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专题：非线性物理

弹性管中的怪波*

陈智敏    段文山†

(西北师范大学物理与电子工程学院, 兰州　730070)

(2019 年 8 月 30日收到; 2019 年 9 月 23日收到修改稿)

利用约化摄动法, 推导了流体在弹性管中的非线性薛定谔方程 (NLSE). 由非线性薛定谔方程的解来近

似地描述出真实的怪波, 继而研究怪波解中各个参数对怪波系统振幅、波速的影响. 最后将这一模型应用到

人体血管中, 研究怪波在人体动脉血管中传播对人体健康的影响.
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1   引　言

近年来人们对怪波做了大量的研究 [1−6]. 怪波

首先是在海洋上被发现的, 当时在海洋上人们发现

一阵突如其来的奇高无比的水墙, 却又在一瞬间消

失得无影无踪 [7−9], 似乎是“来无影, 去无踪”, 人们

就将此现象称为怪波. 由此可知, 在海洋上由怪波

产生的浪涛并不像由台风和地震所造成的浪涛那

样, 可以提前几个小时或几天预测. 所以怪波对海

上船只、军舰等会造成极大的损害 [8]. 因此, 科学家

们对这个现象进行了大量的观测和研究. 1964 年,

英国科学家 Draper 给出了怪波的定义 [10]. 然而,

怪波的各种奇特的性质还未被人们所熟知 [11,12], 所

以直至现在, 对于怪波的研究也都没有中断过. 后

来, 人们发现怪波不仅存在于海洋上, 在许多其他

领域中也都相继发现了怪波, 例如: 在等离子体物

理学 [13, 14]、气象学 [15]、流体力学 [16]、玻色-爱因斯坦

凝聚 [17]、毛细波 [18] 等领域. 不过由于观测环境的

困难和危险, 无法充分理解怪波现象, 人们只好寻

求其他方法. 例如: 通过非线性薛定谔方程的一种

解 : Peregrine rogue wave[19], 可以近似地描述怪

波. 这一解的形式最早由 Peregrine[19] 提出. 可以

借助对 Peregrine rogue wave解的研究来了解怪

波特性, 从而防止怪波产生高能振幅等危害. 深水

下怪波现象对海上的船只威胁最大 [9], 由于观测深

水下怪波现象具有很大的困难, 人们就试图通过各

种方法来描述出在深水下的怪波情况, 但目前还未

成功.

流体在弹性管内的流动问题 [20, 21] 一直被人们

所关注, 故对于充满流体的弹性管中各种波的传播

研究一直是个热门课题. 在充满流体的弹性管波的

相关研究有许多 [22−25], 但是在此系统中是否会出

现怪波还没有任何研究. 本文首次对充满流体的弹

性管中的怪波进行了研究. 大家知道, 血液在人体

或者动物血管中的流动可以用充满流体的弹性管

来近似研究. 因此研究充满流体的弹性管中的怪波

问题有很重要的实际意义. 找到能描述血液在血管

中流动情况的解, 就可以探究人体血管中哪些参量

对血液流动有着重要的影响, 再对其加以控制就可

以更深入了解血液在血管中的流动特性. 这一研究

可能对医学有一定的参考意义.
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2   怪波的理论模型与怪波解

本文研究限制在无限长圆柱管内的不可压缩

的流体, 圆柱管的壁是由一根均匀弹性管组成的.

控制流体运动的动力学方程是质量守恒和动量守

恒方程 [26]: 

∂A

∂t
+

∂(Au)

∂x
= 0, (1)

 

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −ρ0

∂p

∂x
, (2)

A u p

ρ0

其中  是圆柱体的横截面面积,   是流体的速度,  

是流体压强,   是流体的密度. 第三个方程为管道

横截面面积与压力的方程 [27−30]: 

2πa
ρw

p =
E

ρwa2
(A−A0) +

∂2(A−A0)

∂t2
, (3)

ρw

a

A0 = πa2
(

E

ρwa2

)1/2

A = πa2A′ p = p0p
′ t = Tt′ x = Lx′

u =
(T
t

)
u′ p0 =

Eh

2a
T 2 =

ρwa
2

E

L2 =
ρwah

2ρ0

其中   是弹性管壁的密度, h 和 E 是弹性管的厚

度和杨氏模量,   是弹性管中液体平衡时管的半径,

 ,    是弹性管道径向振动的固有

频率. 定义  ,   ,   ,   ,

 ,  其 中   ,    ,

 . 代入 (1)式—(3)式中 , 得到无量纲

方程: 

∂A′

∂t′
+

∂(A′u′)

∂x′ = 0, (4)
 

∂u′

∂t′
+ u′ ∂u

′

∂x′ = −∂p′

∂x′ , (5)
 

p′ = A′ − 1 +
∂2A′

∂2t′
, (6)

ξ = ε(x′ − V t′), τ = ε2t′ ε

V A′ u′ p′

上述复杂的非线性方程组可以通过约化摄动法化

为比较简单的且可精确求解的非线性演化方程. 本

文由上述方程组推导出了非线性薛定谔方程 [26].

假设 :    , 其中   是个小量 ,

 为波的群速度. 将  ,  和  作摄动展开: 

A′ = 1 +

∞∑
n=1

εn
n∑

l=−1

A(n,1)(ξ, τ)eil(kx
′−ωt′),

u′ =

∞∑
n=1

εn
n∑

l=−1

u(n,1)(ξ, τ)eil(kx
′−ωt′),

p′ =
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n=1

εn
n∑

l=−1

p(n,1)(ξ, τ)eil(kx
′−ωt′),

ω2 =
k2

1 + k2
V =

k

ω

(
1

(1 + k2)
2

)将 展 开 式 代 入 (4)式— (6)式 中 , 并 化 简 得 :

 ,    以及非线性薛定

谔方程: 

iA′(1,1)
τ + PA

′(1,1)
ξξ +QA′(1,1)|A′(1,1)|2 = 0, (7)

其中 

P =
3ω

2(1 + k2)2
,
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ω

2(1 + k2)

[
− 3

2k2
+ 2

− 1

V 2 − 1
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1
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4
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2
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,

A′(1,1) =
A′ − 1

εei
(
k x
L − ω t

T

) .
我们知道非线性薛定谔有很多解, 其中有一种

是怪波解 [31], 其解的形式如下: 

A′(1,1)

= ε

√
2P

Q

[
1− 4(1 + 4iPε2t′)

1+4ε2(x′−V t′)
2
+8Pε4t′2

]
e2iPε2t′ ,

(8)

A′

代入由上面摄动方法展开的式子可得到管的横截

面  的解, 其解的形式如下: 

A′ =1 + ε

√
2P

Q

[
1− 4(1 + 4iPε2t′)

1 + 4ε2(x′ − V t′)
2
+ 8Pε4t′2

]

× ei(kx
′−ωt′)e2iPε2t′ , (9)
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A

πa2
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t

a

√
E

ρw
x′ = x

√
2ρ0
ρwah

其中   ,   ,   ,
  √

2P

Q
=

12k2(3 + 3k2 + k4)

(1 + k2)(9 + 39k2 + 35k4 + 12k6)
.

 

3   弹性管模型系统及人体血管参数
对怪波的影响

我们知道怪波具有一些奇特的性质, 例如: 它

的包络振幅可以在短时间内达到最大值, 并可在短

时间内也会达到零, 这就是怪波似乎“来无影, 去

无踪”的原因. 图 1为实验室坐标下的怪波在不同

时间点上所在的各个位置的等高图, 它表明怪波从

某一位置突然出现然后又突然消失. 从图中怪波出

现的时间和位置可以推测即将出现怪波的时间和

位置, 这对预防由怪波引起的危害有一定的帮助.
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下面分析动物血管中怪波传播的性质. 将文

献 [32,33]中兔胸主动脉实验得到的兔胸主动脉的

半径、血管壁厚度、血管壁的杨氏模量等参数值代

入怪波解中画图. 兔胸主动脉血管的半径a = 2.58 mm,

血管壁厚度 h = 0.25 mm, 血管壁的杨氏模量 E =

936.5 kpa. 图 2为不同时刻的怪波在血管中纵向

传播的图形, 图中表明在血管中的不同位置, 怪波

振幅是不同的, 并且怪波在兔子的主动脉血管中的

传播速度大约为 5.8 m/s.
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图 1    怪波振幅的密度图

Fig. 1. The contour graph of a rogue wave solution image. 
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图 2    不同时刻的怪波图像

Fig. 2. The above picture shows the rouge wave for t = 0.1 s,

t = 0.5 s and t = 0.9 s. 
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k ε h ρ E a图 3    人体血管参数对怪波振幅的影响　(a)波数   ; (b)小参数   ; (c)厚度   , (d)液体密度   ; (e)杨氏模量   ; (f)半径  

k ε h ρ E aFig. 3. The effect of human vascular parameters on the amplitude of rouge waves:(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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ε

ε

怪波振幅越大, 产生的能量就越高, 就越容易

产生危害. 接下来研究人体血管中血管壁厚度、杨

氏模量、血管半径等各个参数对怪波振幅的影响.

主要研究人体主动脉血管的怪波性质 , 在 H.

Otel所著的《普朗特流体力学基础》一书中生物

流体力学给出了人体中各个部位血管脉的性质, 其

中主动脉血管的厚度与半径为最大, 其厚度 h =

2 × 10–3 m, 半径 a = 1.25 × 10–2 m. 图 3(a)是波

数 k 与怪波振幅的关系图, 图中表明怪波振幅随

着 k 的增大而增大, 即怪波的波长越小, 怪波的振

幅就越大. 我们知道人在紧张或受到惊吓的时候,

血管会出现膨胀现象, 我们猜测是在人紧张或受到

惊吓的时候, 血管中的怪波的波长会突然变小而引

起的. 在图 3(b) 中表明了小参数    对怪波振幅的

影响, 可以看出，怪波的振幅随着   的增大而增大.

图 3(c) 中取人体不同位置血管壁的厚度的变化对

怪波振幅的影响, 得出结果是管壁厚度对怪波振幅

没有影响. 图 3(d) 中参考水、血液、酒精、海水、水

银等液体的密度对怪波振幅的影响, 结果得出液体

密度的改变对怪波振幅没有影响. 图 3(e) 中表明

管壁的杨氏模量改变, 怪波的振幅依然还是不变

的. 图 3(f) 研究血管道半径 a 与怪波振幅的关系,

结果表明血管道半径增大, 怪波振幅也随之增大.

结果表明, 如果人体血液流动中出现怪波现

象, 当怪波为短波时怪波的振幅越大, 对血管的危

害就会越重. 并且血管壁半径也对怪波的影响较

大, 血管越粗的部位, 产生的怪波振幅越大, 即在

血管较粗的部位更应该注意防范由怪波产生的危

害. 这一发现为医学上人体血液流动问题提供了一

定的参考.

图 4给出了血管壁的管壁厚度、杨氏模量、血

管半径等各个参数与怪波波速的关系. 图 4(a)为
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k ε h ρ E a图 4    人体血管参数对怪波波速的影响　(a)波数   ; (b)小参数   ; (c)厚度   ; (d)液体密度   ; (e)杨氏模量   ; (f)半径   值

k ε h ρ E aFig. 4. The effect of elastic tube parameters on the velocity of rouge waves: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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波数  与怪波波速的关系, 表明怪波波速随着   的

增大而减小. 即怪波的波长越短, 怪波的传播速度

越慢. 图 4(b) 给出了   与怪波波速的关系, 可以看

出    对怪波波速没有显著影响. 图 4(c)为液体的

密度  与怪波波速的关系, 可以看出随着液体密度

  的增大, 怪波的波速在减小. 这表明密度大的液

体中的怪波传播速度慢. 图 4(d)是管壁厚度   与

怪波波速的关系图, 随着管壁厚度  的增大, 怪波

的波速也增大. 这表明在人体中血管壁越厚的部

位, 怪波的传播速度越快. 图 4(e)给出了杨氏模量

与怪波波速的关系, 随着管壁的杨氏模量的增大,

怪波波速也随之增大. 表明在人体血管中刚性较强

的部位的怪波波速较快. 图 4(f)是管的半径与怪波

波速的关系, 怪波波速随着血管半径的增大而减

小. 可以看出, 在人体血管越粗的部位, 怪波的波

速也就越小.

我们知道, 人体心脏附近位置的血管半径较大

且血管壁较厚, 这样容易导致心脏附近出现的怪波

可能有较大的振幅和较大的传播速度. 这一结论对

医学研究可能会有一定的参考意义. 

4   结　论

利用约化摄动法, 依据不可压缩液体在弹性管

中流动的非线性薛定谔方程, 我们用非线性薛定谔

方程的解描述出真实的怪波解. 通过怪波解的理论

结果, 分析了怪波的许多特性, 这对怪波的研究是

一个重要的补充. 将这一理论模型应用到人体和动

物中血管中的血液流动问题, 给出了怪波在动脉血

管中的传播特性, 给出了怪波对血液在动脉血管中

各个位置的影响, 这也对现代医学上提供了一些帮

助. 但这一方法仅适用于当管道的横截面面积改变

量远远小于管道的横截面面积, 放在人体血管中也

是如此, 如果不满足这一条件, 对于计算和模拟的

结果就会有所偏差.
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Abstract

ϵ

By the reductive perturbation method, we investigate the Rogue waves in a fluid-filled elastic tube. Based

on  a  nonlinear  Schrodinger  equation  obtained  from a  fluid-filled  elastic  tube,  the  rouge  wave  solution  in  the

fluid-filled elastic tube is discussed. The characteristics of a single rouge waveare studied for this system. Then,

the effects of the system parameters, such as the wave number k, the parameters   , the density of the fluid, the

thickness of the elastic tube, the Yang's modulus of the elastic tube, and the radius of the elastic tube on the

rouge  wave  are  also  investigated.  Finally,  the  model  is  applied  to  the  blood  vessels  of  both  animal  and  the

human to  ascertain  the  effects  of  the  rouge  wave  in  different  arteries  and  vessels.  The  results  of  the  present

study may have potential applications in medical science.
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