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专题：非线性物理

非线性光学中的暗孤子分子 *

徐丹红    楼森岳†

(宁波大学物理科学与技术学院, 宁波　315211)

(2019 年 9 月 6日收到; 2019 年 10 月 25日收到修改稿)

孤子分子是当前非线性光学中的重要课题. 本文首先研究具有高阶色散和高阶非线性效应非线性光学

模型中各种周期波 (孤子晶格)的严格解, 及各种可能的单孤子解. 然后在一个可积的情况下, 利用推广的双

线性形式, 给出多孤子解, 并从多孤子解的速度共振条件给出暗孤子分子的严格解析表达式. 对于本文给出

模型的多暗孤子分子之间, 以及孤子分子和通常孤子之间的相互作用都是弹性的. 值得指出的是, 在不可积

的情况下孤子分子也是可以存在的.
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1   引　言

孤立波、孤立子、呼吸子、怪波等非线性局域

激发模式在物理学的各个分支如流体物理 [1]、等离

子体物理 [2]、复杂系统和复杂网络 [3]、量子场论和

粒子物理 [4]、引力理论 [5]、玻色爱恩斯坦凝聚 [6]、大

气和海洋物理 [7]、特别是光物理 [8−10] 中起着非常

重要的作用. 最近, 孤子分子在非线性光学实验上

的成功发现 [11−13] 成为非线性物理的一个新的热门

课题. 在理论上, 非线性耦合系统的孤子分子已经

被一些非线性物理工作者所研究 [14,15]. 除了在光学

中的孤子分子外, 在其他领域也应该能找到孤子分

子. 在文献 [16]中, 本文作者之一 (楼)在单分量的

流体模型中给出了多种类型的孤子分子解.

非线性系统孤子解的求解有很多行之有效的

方法, 如广田 (Hirota)直接法 [17]、达布 (Darboux)

变换方法 [18]、反散射变换方法 [19]、对称性方法 [20]

等等. 通常使用不同的方法得到的多孤子解表面上

看可以是很不一样的, 但本质上都是等价的. 不同

的表达式在应用中各有优点. 绝大多数文献中, 各

种非线性模型的单孤子解都采用紧致简洁方便的

双曲函数形式 , 因此很多著名专家如 Hirota 和

Toda 及我国的陈登远 [21] 等都期望能用双曲函数

来简洁地表达多孤子解, 最近, 我们成功实现这一

愿望 [7,22]. 这些新的简洁表达式不仅研究非局域非

线性系统的孤子解非常方便, 而且本文将进一步用

这种表达式来寻求各种类型的共振孤子, 包括孤子

分子.

本文第二节首先给出具有高阶色散和高阶非

线性修正的非线性光学系统. 然后研究该系统可能

具有的周期波解和孤立波解. 本文第三节中研究一

个 可 积 的 情 况— 散 焦 型 Hirota 模 型 , 将

Hirota模型变换成一个新的 Hirota 双线性方程

后, 成功给出用双曲余弦描述的多暗孤子表达式.

然后从多孤子解出发研究一种新的共振孤子激发

模式—速度共振. 从而导致孤子束缚态—暗孤

子分子的形成. 暗孤子分子之间及暗孤子分子和通

常暗孤子的相互作用性质也在第三节做了简单的

讨论. 最后一节是总结和讨论.
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2   高阶非线性薛定谔方程及其周期
波和孤立波

i =
√
−1

在众多的实际非线性光学问题中高阶的色散

和各种非线性效应是不可忽略的. 其中最常见的高

阶非线性薛定谔方程可具有下述形式 (  ) 

iqt + d2qxx + σr2|q|2q + iϵ
[(
d3qxxx+

6σr3|q|2qx + βσr3(|q|2)xq
)]

= 0. (1)

t x ϵ = 0

σ = 1 σ = −1

d2 = r2 = 0, β = 0, 3

β = 0

β = 3

r2 = d3 = 0

方程 (1)包含了很多物理和数学领域中重要的特

殊情况 (包括时空变量   和   的交换).     对应

的正是著名的聚焦 (  ) 和散焦 (  )非线

性薛定谔方程 . 当    时 , 方程

(1) 是另一个非常重要的物理和数学中的重要模

型: 复修正 Korteweg de-Vrise (KdV) 方程 [23]. 当

 时 , 方程 (1)是可积的 Hirota 方程 [24]. 当

 时, 方程 (1)也是可积系统: Sasa-Satsuma方

程 [23]. 当   时, 方程 (1)也包含了三种可

积的导数非线性薛定谔方程 [25].

在研究高阶非线性薛定谔方程的多孤子解和

孤子分子解之前, 我们先研究一般高阶非线性薛定

谔系统 (1)式 下述形式的一般行波解 

q = Q(ξ)ei(k0x+ω0t+ϕ0), ξ = kx+ ωt+ ξ0, (2)

k0, ω0, ϕ0, k, ω ξ0其中    及    为待定实常数.

Q(ξ)将 (2) 式代入 (1)式可得关于   应满足的

两个常微分方程, 

k3ϵd3Qξξξ + [ω + 2d2kk0 − 3d3ϵkk
2
0

+ 2σϵr3k(β + 3)Q2] = 0, (3)
 

k2(d2 − 3k0d3ϵ)Qξξ − 2σ(3ϵk0r3 − r2)Q
3

+ (d3ϵk
3
0 − d2k

2
0 − ω0)Q = 0. (4)

为了给出 (3)式和 (4)式的相容显式解我们分两种

情况:

k0 ω0

情况 1　一般情况. 在对模型参数无任何限制的情

况下, 可取载波参数    和   由其他参数决定为 

k0 =
d2
3d3ϵ

+
∆

d3ϵr3β
, ∆ ≡ d2r3 − d3r2, (5)

 

ω0 =
∆(2d22k + 9d3ϵω)

3r3d23ϵ
2kβ

− 8∆3

d23ϵ
2r33β

3
− 2d32

27d23ϵ
2
. (6)

在参数条件 (5)式和 (6)式下, 方程 (3)和 (4)退

化成单个标准的 Jacobi椭圆函数满足的方程 

Qξξ =
1

ϵ2k2d23

(
3∆2

β2r23
− d22

3
− ϵd3ω

k

)
Q

− 2σr3(3 + β)

3d3k2
Q3. (7)

方程 (7)有三种标准的周期波解:

周期波解 1
 

Q = ±km

√
−3σd3

r3(3 + β)
sn(kx+ ωt+ ξ0,m),

ω = ϵ(1 +m2)d3k
3 − d22k

3d3ϵ
+

3k∆2

ϵd3r23β
2
. (8)

周期波解 2
 

Q = ±km

√
3σd3

r3(3 + β)
cn(kx+ ωt+ ξ0,m),

ω = ϵ(1− 2m2)d3k
3 −

(
d22r

2
3β

2 − 9∆2
)
k

3d3ϵr23β
2

. (9)

周期波解 3
 

Q = ±k

√
3σd3

r3(3 + β)
dn(kx+ ωt+ ξ0,m),

ω = ϵ(m2 − 2)d3k
3 −

(
d22r

2
3β

2 − 9∆2
)
k

3d3ϵr23β
2

. (10)

当 Jacobi椭圆函数的模趋向于 1时, 上述三类周

期波解退化成两种类型的孤立子解.

孤子解 1, 暗孤子解
 

Q = ±k

√
−3σd3

r3(3 + β)
tanh(kx+ ωt+ ξ0),

ω = ϵ2d3k
3 − d22k

3d3ϵ
+

3k∆2

ϵd3r23β
2
. (11)

孤子解 2, 亮孤子解
 

Q = ±k

√
3σd3

r3(3 + β)
sech(kx+ ωt+ ξ0),

ω = −ϵd3k
3 −

(
d22r

2
3β

2 − 9∆2
)
k

3d3ϵr23β
2

. (12)

σd3
r3(3 + β)

< 0

σd3
r3(3 + β)

> 0

从解的表达式很容易看出, 暗孤子晶格解 (8)式和

暗孤子解 (11) 式的存在条件是   . 亮

孤子晶格 (9)式, (10)式 和亮孤子 (12)式存在条

件是  .
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∆ = 0

∆ = 0

情况 2　特殊情况  . 在这一特殊参数条件下

光孤子系统 (1)具有更一般的孤子晶格和孤子解.

当   时, 可简单取 

k0 =
d2
3d3ϵ

, ω0 = − 2d32
27d23ϵ

2
, ∆ = 0. (13)

在参数条件 (13)式下, 方程 (3)和 (4)退化成单个

三阶方程 

Qξξξ +

[
2r2σ(β + 3)

d2k2
Q2 +

d22k + 3d3ϵω

3d23ϵ
2k3

]
Qξ = 0.

(14)

类似地, 方程 (14)有三种标准的周期波 (孤子晶

格)解:

周期波解 4 

Q =
b[a+ sn(ξ, m)]

α1 + β1sn(ξ, m)
,

a =
β1(α

2
1m

2 + α2
1 − 2β2

1)

α1(2α2
1m

2 − β2
1m

2 − β2
1)

,

b2 =
3σα2

1d2k
2(2α2

1m
2 − β2

1m
2 − β2

1)
2

4r2(α2
1 − β2

1)(β
2
1 − α2

1m
2)(β + 3)

,

ξ = kx+ ωt,

ω=
ϵk3d3[2(m

2+1)(α4
1m

2+β4
1)+β2

1(m
4−10m2+1)α2

1]

2(α2
1 − β2

1)(α
2
1m

2 − β2
1)

− d22k

3d3ϵ
. (15)

m

β = d2 = d3 = r2 = 10ϵ = 1

对于小的  , Jacobi椭圆函数 sn接近于三角函数

sin. 而随着模 m 越来越接近于 1, sn越来越接近

于双曲 tanh函数, 而相应的周期解就看起来像是

孤立子的周期性排列. 因此对于接近于 m = 1的

周期解, 也可以称之为孤子晶格解. 图 1 展示了用

(15) 式描述的周期波解、亮孤子晶格解. 其相应的

参数为 (本节所有的图中的模型参数固定为

 ) 

k = β1 = σ = 1, m = 0.99,

α1 =
199

198
, ξ0 = 0. (16)

图 2展示了用同一表达式 (15)式 描述的暗孤

子晶格解. 其相应的参数为 

k = β1 = −σ = 1, m = 0.98,

α1 =
50

49
, ξ0 = 0. (17)

这类暗孤子晶格中的暗孤子中间有一非暗的

灰色区.

周期波解 5 

Q =
b[a+ cn(ξ, m)]

α1 + β1cn(ξ, m)
,

ξ = kx+ ωt+ ξ0, (18)
 

 

a =
β1[2m

2(α2
1 − β2

1)− α2
1 + 2β2

1 ]

α1(2α2
1m

2 − 2β2
1m

2 + β2
1)

, b2 =
3σα2

1d2k
2(2α2

1m
2 − 2β2

1m
2 + β2

1)
2

4r2(α2
1 − β2

1)(α
2
1m

2 − β2
1m

2 + β2
1)(β + 3)

,

ω =
ϵd3k

3[2(1− 2m2)(α4
1m

2 + β4
1m

2 − β4
1) + α2

1β
2
1(8m

4 − 8m2 − 1)]

2(α2
1 − β2

1)(α
2
1m

2 − β2
1m

2 + β2
1)

− d22k

3d3ϵ
. (19)
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图 1    由 (15) 式描述的亮孤子晶格, 其中参数由 (16)式给定

Fig. 1. Bright  soliton lattice  described by Eq.(15)  with the

parameter selected from Eq. (16). 
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图 2    由 (15)式描述的暗孤子晶格, 其中参数由 (17)式给定

Fig. 2. Dark  soliton  lattice  described  by  Eq.  (15)  with  the

parameter selected from Eq. (17). 
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图 3 展示了第二种类型的亮孤子晶格结构. 这

类亮孤子晶格由表达式 (18) 式描述. 与图 3对应

的参数为
 

k = β1 = σ = 1, m = 0.9, α1 =
41

40
, ξ0 = 0. (20)

第一类的亮孤子晶格的背景是暗的, 第二类亮

孤子晶格的背景是灰的, 而灰色背景和亮孤子间又

有暗区相间.

周期波解 6
 

Q =
b[a+ dn(ξ, m)]

α1 + β1dn(ξ, m)
, ξ = kx+ ωt+ ξ0, (21)

 

 

a =
β1(α

2
1m

2 − 2β2
1m

2 − 2α2
1 + 2β2

1)

α1(2β2
1 − β2

1m
2 − 2α2

1)
, b2 =

3σα2
1d2k

2(β2
1m

2 + 2α2
1 − 2β2

1)
2

4r2(β2
1m

2 + α2
1 − β2

1)(β + 3)(α2
1 − β2

1)
,

ω =
d3k

3ϵ[2(m2 − 2)(β14 −m2β4
1 + α4

1)− α2
1(m

4 + 8m2 − 8)β2
1 ]

2(α2
1 − β2

1)(β
2
1m

2 + α2
1 − β2

1)
− d22k

3d3ϵ
. (22)

由于 Jacibi椭圆函数 dn的恒正性, 这类函数描述

的孤子晶格既可以是亮孤子晶格, 也可以是暗孤子

晶格.

图 4 展示了第三种类型的亮孤子晶格结构. 这

类亮孤子晶格由表达式 (21)式 描述. 与图 4对应

的参数为 

k = β1 = σ = 1, m = 0.99999,

α1 = 41/40, ξ0 = 0. (23)

这一类亮孤子也具有灰色背景, 但不同于第

二类亮孤子晶格, 灰背景和亮孤子之间没有暗区

隔离.

图 5展示了第二类暗孤子晶格结构. 这类暗孤

子晶格由表达式 (21) 式描述. 与图 5对应的参数为 

k = β1 = −σ = 1, m = 0.99999,

α1 = 1/2, ξ0 = 0. (24)

m → 1当 Jacobi椭圆函数的模   时, 周期波解

(15)退化为下述孤子解:
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图  3    由 (18)式描述  第二类亮孤子晶格 , 其中参数由

(20)式给定

Fig. 3. Second  type  of  bright  soliton  lattice  described  by

Eq. (18) with the parameter selected from Eq. (20). 
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图 4    第三类亮孤子晶格. 由 (21)式描述, 其中参数由 (23)式

给定

Fig. 4. Third type of bright soliton lattice described by Eq.

(21) with the parameter selected from Eq. (23). 
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图 5    第二类暗孤子晶格由 (21)式描述, 其中参数由 (24)式

给定

Fig. 5. Second type of dark soliton lattice described by Eq.

(21) with the parameter selected from Eq. (24). 
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孤子解 3 

Q =
b[a+ tanh(ξ)]
α1 + β1 tanh(ξ)

, a =
β1

α1
,

b2 = −3σα2
1d2k

2

r2(β + 3)
, ξ = kx+ ωt,

ω = 2ϵk3d3 −
d22k

3d3ϵ
. (25)

暗孤子解 (25) 式的实条件和非奇异条件为 

δ ≡ σd2
r2(3 + β)

< 0, α2
1 > β2

1 .

图 6正是与 (25)式对应的暗孤子解, 相应的

参数为 

α1 =
51

49
, β1 = k = m = −σ = 1, ξ0 = 0. (26)

周期波解 (18)式和 (21)式退化成同一种孤

子解:

孤子解 4: 

Q =
b[a+ sech(ξ)]
α1 + β1sech(ξ)

, ξ = kx+ ωt+ ξ0, (27)
 

a =
β1α1

2α2
1 − β

,

b2 =
3σd2k

2(2α2
1 − β2

1)
2

4r2(α2
1 − β2

1)(β + 3)
,

ω = −ϵd3k
3[2α2

1 + β2
1 ]

2(α2
1 − β2

1)
− d22k

3d3ϵ
. (28)

当参数满足下述条件 

{δ > 0, β2
1 < α2

1}, or {δ < 0, β2
1 > α2

1}

时, 孤子解 (27) 式是一个具有灰背景的亮孤子.

图 7展示的正是由 (27)式表示的具有灰背景

的亮孤子, 其中的参数为 

α1 =
41

40
, β1 = k = m = σ = 1, ξ0 = 0. (29)

当下述条件 

{δ < 0, β1 < α1 < 0}, or {δ < 0, 0 < α1 < β1}

β1 =

2α1

满足时, 孤子解 (27) 式是一个灰孤子解. 当  

 时, 孤子解 (27) 式是一个暗孤子.

图 8展示了由 (27)式表示的暗孤子, 其中的

参数取为 

2α1 = β1 = k = m = −σ = 1. (30)

x = 0 I(x = 0) =

Ix(x = 0) = Ixx(x = 0) = Ixxx(x = 0) = 0

如图 8所示的暗孤子具有一特殊的性质, 即在

暗孤子中心   前三阶变化率均为零:  

 .

特别有意义的是表达式 (27)式具有共振孤子

相同的形式, 因此对于某些参数区间可知 (27) 式

也具有暗孤子分子的形式. 图 9显示了由 (27)式
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图 6    由 (25)式描述的暗孤子, 其中参数由 (26)式给定

Fig. 6. Dark  soliton  described  by  Eq.  (25) with  the   para-

meter selected from Eq. (26). 
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图 7    由 (27)式描述的具有灰背景的亮孤子, 其中参数由

(29)式给定

Fig. 7. Bright  soliton  (with  gray  background)  described  by

Eq. (27) with the parameter selected from Eq. (29). 
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图 8    由 (27)式描述的暗孤子, 其中参数由 (30)式给定

Fig. 8. Dark  soliton  described  by  Eq.  (27) with  the   para-

meter selected from Eq. (30). 
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描述的孤子分子的性质, 其中的参数选择为 

m = 1 = −σ = β1 = k = 1,

α1 = 0.001, ξ0 = 0. (31)

β ̸= 0, 3由于  时, (1)式不是可积系统, 所以孤

子分子可以在不可积系统中存在. 

3   散焦 Hirota系统的多孤子解及其
孤子分子解

为了研究孤子分子的性质, 本节只限定于一个

特殊的可积系统, Hirota系统, 其对应的参数限

制为 

β = 0, ∆ = 0, (32)

ϵ1 ≡ ϵd3d
−1
2并引入新标记  . 在参数条件 (32)式下,

模型方程 (1)变为 

iqt+d2qxx+σr2|q|2q+ iϵ1
(
d2qxxx + 6σr2|q|2qx

)
= 0.
(33)

对于可积系统, 可以用很多方法得到其多孤子解,

如 Hirota 方法、反散射方法、黎曼-希尔伯特方法、

达布变换方法等等. 所有各种方法中, Hirota方法

是最简单明了的方法.

很容易验证, Hirota系统在变换 

q = g/f (34)

下可以变为其双线性形式 

(2iDt − 2d2D
2
x + iϵ1d2D3

x

− 3κ2d2iϵ1Dx + κ2d2)f · g = 0, (35)
  (

2d2D
2
x − κ2d2

)
f · f − 4σr2g · g∗ = 0. (36)

ϵ1 = 0

ϵ1 ̸= 0

κ κ

κ ̸= 0 σd2/r2 < 0

在传统的非线性薛定谔模型 (  )和 Hirota系

统 (  )的双线性形式中, (35)式 和 (36) 式中

常数  被固定为零. 当   取零时双线性方程组 (35)

式和 (36)式的多孤子解由传统的 Hirota形式描

述 . 当    且   (对应于散焦系统)时 ,

双线性系统 (35)式和 (36)式的多孤子解可以表示

为 [26]
 

f =
∑
{ν}

K{ν} cosh

(
1

2

N∑
i=1

νiξi

)
,

ξi = kix+ ωit+ ξi0, (37)
 

g = g0
∑
{ν}

K{ν} cosh

(
1

2

N∑
i=1

νiηi

)
,

ηi = ξi + 2iϕi,

g0 ≡ 1

2
κ

√
−σd2
r2

ei(k0x+ω0t+ϕ0), (38)

{ν} ≡ {ν1, · · · , νN}
νi = ±1, i = 1, · · · , N

{ν′} = −{ν} {ν′} {ν}
cosh

K{ν}

其中关于    的求和是关于所有

可能的非对偶分布  求和. 如

果   , 则分布   和   被称作是对偶

的. 由于  函数是偶函数, 所以对偶的分布给出

相同的表达式, 所以求和只需要对非对偶分布求.

在 (37)式和 (38)式中的   为 

K{ν} =
∏
i<j

sin
(
ϕi − νiνjϕj

2

)
, (39)

ki ω0 ωi而  ,    和   为 

ki = κ sin(ϕi),

ω0 =
1

2
d2(2k

3
0ϵ1 + 3k0κ

2ϵ1 − 2k20 − κ2), (40)
 

ωi =
1

2
kid2

[
ϵ1(6k

2
0 + 3κ2 − 2k2i )− 4k0

+ 2κ(1− 3k0ϵ1) cos(ϕi)
]
, i = 1, · · · , N, (41)

k0, ξi0, ϕi ϕ0   和   为任意常数.

为了寻求孤子分子解, 我们先显式写下双孤

子解, 
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图  9    (a)由 (27)式描述的暗孤子分子的密度图 ; (b) 与

(a)对应的立体图, 图中参数由 (31)式给定

Fig. 9. (a)Density plot  of  the  dark  soliton  molecule   de-

scribed  by  Eq.  (27)  with  the  parameter  selected  from  Eq.

(31); (b) three dimensional plot related to Fig.(a). 
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q = g2/f2,

f2 = sin
(
ϕ1 − ϕ2

2

)
cosh

(
ξ1 + ξ2

2

)

+ sin
(
ϕ1 + ϕ2

2

)
cosh

(
ξ1 − ξ2

2

)
, (42)

 

g2 =g0

[
sin
(
ϕ1 − ϕ2

2

)
cosh

(
η1 + η2

2

)

+ sin
(
ϕ1 + ϕ2

2

)
cosh

(
η1 − η2

2

)]
. (43)

在一般情况下双孤子解 (42)式和 (43)式是具有弹

d2 = r2 = −σ = 10ϵ1 = 1

性相互作用的双孤子态. 图 10展示了这样一个典

型的双孤子作用图像, 其中采用的参数为 (本节中

统一采用的模型参数是  ) 

κ = −15, k0 = 0, ϕ1 = 2π/3,

ϕ2 = π/3, ξ20 = −ξ10 = 20. (44)

只有当二孤子的波速达到一种特殊共振状态,

使得孤子的吸引和排斥作用正好达到平衡时, 才能

形成束缚态——孤子分子.

从表达式 (41)式可知两孤子形成孤子分子的

速度共振条件为
 

 

k1
k2

=
ω1

ω2
=

k1
[
ϵ1(6k

2
0 + 3κ2 − 2k21)− 4k0 + 2κ(1− 3k0ϵ1) cos(ϕ1)

]
k2
[
ϵ1(6k20 + 3κ2 − 2k22)− 4k0 + 2κ(1− 3k0ϵ1) cos(ϕ2)

] , (45)

即
 

cos(ϕ2) = − cos(ϕ1) +
3k0
κ

− 1

κϵ1
. (46)

图 11展示了孤子分子对应的光强的密度图 (图 11(a))

和立体图 (图 11(b)), 与图对应的参数为
 

κ = −15, k0 = 0, ϕ1 = arccos(1/6),

ϕ2 = π/3, ξ20 = −ξ10 = 20. (47)

由于可积系统的多孤子之间的相互作用是弹

性的, 孤子分子的存在只对应于一些特殊的多孤

子, 自然孤子分子和通常的孤子的相互作用及孤子

分子之间的相互作用也是弹性的.

n

(33)式的多暗孤子分子和多暗孤子的混合解

由 (34)式, (37)式和 (38)式统一表达, 其中若有 

对孤子的速度达到共振条件
 

cos(ϕj) = − cos(ϕi) +
3k0
κ

− 1

κϵ1
, (48)

n

N − 2n

则解 (34)式, (37)式和 (38)式表示了   暗孤子分

子和   暗孤子的混合相互作用解.

图 12展示的是一个暗孤子分子和一个暗孤子

的相互作用. 图中对应的参数为 
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图 10    由 (42)−(43)式描述的二暗孤子相互作用的密度

图, 图中参数由 (44)式给定

Fig. 10. Density  plot  of  the  interaction  between  two  dark

solitons  described  by  Eq.  (42)and  Eq.  (43) with  the   para-

meter selected from Eq. (44). 
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图 11    (a) 由 (42)式和 (43)式描述的暗孤子分子密度图 ,

图中参数由 (47)式给定; (b) 与图 (a)对应的三维立体图

Fig. 11. (a) Density  plot  of  the  dark  soliton  molecule   de-

scribed by Eq.  (42) and Eq.(43) with  the  parameter   selec-

ted from Eq. (47); (b) three dimensional plot related to Fig.

(a). 
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κ = −15, k0 = 0, ϕ1 = arccos (1/6) ,

ϕ2 = π/3, ϕ3 = π/4,

ξ20 = −ξ10 = 10, ξ30 = 0. (49)

图 13展示了二暗孤子分子的相互作用. 图中

对应的参数为
 

κ = −15, k0 = 0,

ϕ1 = π− arccos
(
1

2

√
2− 2

3

)
,

ϕ2 = arccos (1/6) , ϕ3 = π/3, ϕ4 = π/4,

ξ20 = −ξ10 = 10, ξ30 = ξ40 = 0. (50)
 

4   结论和讨论

本文首先系统研究了一个非线性光学中包含

三阶色散、自陡峭效应和自激 Raman散射等高阶

非线性色散效应的一般非线性薛定谔方程的包络

行波解. 结果发现高阶非线性薛定谔系统具有非常

丰富的周期波模式, 包括了多种亮孤子晶格 (暗背

景和灰背景的亮孤子晶格)和暗孤子晶格 (双谷暗

孤子晶格和单谷暗孤子晶格). 孤子晶格的多样性

导致了孤立子 (孤子晶格周期解趋于无穷时的

解)的多样性: (暗背景)亮孤子, 具有灰背景的亮

孤子, 暗孤子, 灰孤子, 超平暗孤子 (谷底一、二、

三阶变化率为零, 因此也可称之为扭结-反扭结分

子), 双暗孤子分子等等.

对于一个可积的非线性光学系统——散焦型

Hirota模型, 得到了一个新的双线性形式, 利用这

一新的双线性形式, 给出了一个多孤子解的用双曲

余弦描述的紧致形式. 从这一多孤子解出发, 引入

速度共振条件即可得到多暗孤子分子和多暗孤子

的混合解. 暗孤子分子之间的相互作用以及暗孤子

分子和暗孤子之间的相互作用是弹性相互作用.

孤子分子是当前非线性科学中的重要课题之

一, 它象通常的孤子一样也可以在物理学的各个领

域中得到应用. 在非线性系统中还存在各种各样的

局域激发模式, 如呼吸子、拱形 (dromion) 解、团

块 (lump)  解 、 尖 峰 子 (peakon)解 和 紧 子

(compacton)解等等. 因此自然可以期待得到各种

各样的其他类型的分子解, 如呼吸子分子、呼吸子-

孤子分子、dromion分子、 lump分子、dromion-

lump 分子、尖峰子分子、紧子分子等等. 所有有关

这些新类型的非线性局域激发的分子解及其可能

的物理应用将在以后进行深入的研究.
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图  12    由 (34)式，(37)式和 (38)式描述的暗孤子分子和

暗孤子的弹性相互作用的密度图, 图中参数由 (49)式给定

Fig. 12. Density  plot  of  the  interaction  between  a  dark

soliton  molecule  and  a  dark  soliton  described  by  Eq.  (34),

Eq. (37) and Eq. (38) with the parameter selected from Eq. (49). 
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图  13    由 (34)式，(37)式和 (38)式描述的二暗孤子分子

的弹性相互作用的密度图, 图中参数由 (50)式给定

Fig. 13. Density  plot  of  the  interaction  between  two  dark

soliton  molecules  described  by  Eq.  (34),  Eq.  (37)  and  Eq.

(38) with the parameter selected from Eq. (50). 
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Abstract

The study on soliton molecules is one of the important topics in nonlinear science especially in nonlinear

optics.  The  bright  soliton  molecules  have  been  experimentally  observed  in  optics,  however,  the  dark  soliton

molecules have not yet been experimentally observed. Theoretically, the soliton molecules have been found for

some  coupled  nonlinear  systems.  Nevertheless,  the  soliton  molecules  have  not  been  obtained  for  non-coupled

single component nonlinear models. In this paper, we first study the exact periodic waves (soliton lattices) and

solitary  waves  for  a  nonlinear  nonintegrable  optical  model  with  second  and  third  order  dispersions  and  high

order  nonlinear  effects  including  self-steeping,  Raman scattering  and  nonlinear  dispersion.  Two types  of  dark

soliton lattice and three types of soliton lattice are explicitly exhibited for general nonintegrable system. Five

types  of  bright  (with  and  without  gray  background),  dark  and  gray  solitons  can  be  obtained  from  the  limit

cases of the modules of the soliton lattices. For an integrable case, using a novel generalized bilinear form of a

single component nonlinear system, the multi-soliton solutions are obtained and expressed by a completely new

form which are invariant under the full reversal transformations such as the parity, the time reversal, the charge

conjugate  and  the  field  reversal.  To  find  soliton  molecules,  a  novel  mechanism,  the  velocity  resonant,  is

proposed. Starting from the multi-soliton solutions and using the velocity resonance mechanism, the analytical

expression  of  the  dark  soliton  molecules  can  be  readily  obtained.  For  the  model  given  in  this  paper,  the

integrable  higher  order  nonlinear  Schrodinger  equation,  one can proved that  the interactions  among the dark

soliton molecules  and the usually solitons are elastic.  It  is  worth pointing out that soliton molecules  can also

exist in the case of nonintegrable systems.

Keywords: dark soliton molecules, higher order nonlinear effects, elastic interactions, integrable systems
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