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级联四波混频相干反馈控制系统量子纠缠特性*
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1) (华东师范大学, 精密光谱科学与技术国家重点实验室, 上海　200062)

2) (山西大学, 极端光学协同创新中心, 太原　030006)

(2020 年 1 月 7日收到; 2020 年 4 月 22日收到修改稿)

本文在级联四波混频结构基础上, 利用光学分束器作为反馈控制器理论构造了一种相干反馈控制系统.

考虑相干反馈回路中光束传输损耗以及原子对光束吸收损耗, 通过计算系统的协方差矩阵以及利用部分转

置正定判据, 分析了该系统在不同反馈强度、增益以及相位下的纠缠特性. 结果表明, 系统存在真正的三组份

纠缠, 但是反馈控制器过度反馈会破坏系统的三组份量子纠缠特性. 另外, 将相位设为 180°, 通过适当改变增

益大小以及在 0.1—0.4范围内调节分束器反射率的大小可以增强系统的量子纠缠程度. 本文为实验上基于

级联四波混频相干反馈控制系统制备多组份纠缠奠定理论基础, 在量子通信领域有着潜在应用.
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1   引　言

多组份纠缠作为量子信息技术中一种重要资

源, 已经在量子计算 [1,2] 以及量子通信 [3,4] 等领域

有着广泛应用. 它对未知量子态的密集编码 [5,6]、量

子隐形传态 [7] 以及量子纠缠变换 [8] 等量子信息技

术的实现非常关键. 目前, 在诸多产生多组份纠缠

的方案中 [9−14], 常用方法是将多个单模压缩态通过

光学分束器网络结构线性混合来产生 [9], 这个方法

的缺陷是可扩展性低. 另外, 最新的研究趋势是通

过时间和频率复用方式实现大尺度纠缠 [15,16]. 四波

混频过程由于具有强非线性相互作用效应, 输出光

场自然分离以及空间多模特性等优点 [17], 被认为

是一个非常有前景的光学参量放大器, 它可以利用

多种级联结构或者空间结构的泵浦光来产生多组

份量子纠缠 [18−22]. 最近一篇工作报道了通过空间

结构状泵浦在单个铷原子系综内同时激发七个四

波混频过程, 结果产生六组份量子纠缠态, 并且发

现系统的纠缠结构可灵活配置 [22], 这让四波混频

系统在未来量子通讯领域有了更大的应用潜力. 光

束的纠缠数量决定着量子通信的信息容量. 然而除

了提高纠缠的组份, 高度纠缠的量子网络同样是量

子计算和量子通信的核心, 因此如何优化提高量子

系统的纠缠特性也很重要. 近期国内的一篇实验研

究通过采用带有楔角晶体的非简并光学参量放大

器, 产生了纠缠度高达 8.4 dB的纠缠态 [23].

反馈控制是经典控制的重要策略之一 [24], 它

通过将输出信号反馈到原系统中对系统进行有效

调控. 它也被用于量子系统实现量子相干反馈控

制 [25−27], 对量子态进行操控. 量子相干反馈控制过

程由于不涉及测量, 不会在系统中引入额外测量噪

声, 已经被应用于量子误差校正 [28] 以及增强光场

量子关联特性 [29] 等. 最近, 我们小组在实验上实现

了基于单个四波混频过程的相干反馈控制系统, 并

且证明了反馈控制器能够对两个输出光场的量子
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关联特性进行有效调控甚至增强 [30]. 受此启发, 本

文将反馈策略应用于级联四波混频过程, 理论分析

了反馈对系统的多组份量子纠缠特性的调控. 

2   级联四波混频相干反馈控制系统
理论模型

5S1/2 5P1/2
5S1/2 F = 2

F = 3

P1 â1

cell1

b̂2 â2

P2

cell2
â3 b̂4

图 1(a)为级联四波混频相干反馈控制系统模

型, 其中单四波混频过程的能级结构如图 1(b)所

示, 在该非线性过程中两个泵浦光子 (紫色线)转

化为一个探针光子 (红色线)和一个共轭光子 (蓝

色线), 其中,   与  之间跃迁所对应的波长

约为 795 nm,    的两个超精细能级 (  与

 )的间距约为 3.036 GHz. 为了构造基于级联

四波混频过程的相干反馈控制系统, 首先, 一束强

泵浦光 (  )和一束弱探针光 (  )以一个小角度

耦合注入到第一个铷原子蒸汽池 (  )中, 经历

过第一个四波混频过程后, 探针光被放大, 同时产

生一束新的共轭光 (  ). 放大后的探针光束 (  )

与泵浦光 (  )以一个小角度耦合注入到第二个铷

原子蒸汽池 (  )中. 同样产生了一束被放大的

探针光 (  )和一束新的共轭光 (  ). 这样的过程

构成一个级联四波混频系统, 其中两个四波混频过

程的输入输出关系可以表示为: 

cell1 :

â2 =
√

G1â1 +
√

G1 − 1b̂†1,

b̂†2 =
√
G1 − 1â1 +

√
G1b̂

†
1,

cell2 :

â3 =
√

G2â2 +
√

G2 − 1b̂†3,

b̂†4 =
√
G2 − 1â2 +

√
G2b̂

†
3,

(1)

G1 G2

âi i = 1, 2, 3 b̂†j

b̂4

其中   和   分别对应两个四波混频过程的强度

增益,   (  )为探针光的湮灭算符,    (j =

1, 2, 3, 4)为共轭光的产生算符. 将共轭光 (  )入

ĉ2射到光学分束器中, 后端输出光场 (  )通过反馈

回路注入到第一个四波混频过程的共轭光端口, 构

成一个级联四波混频相干反馈控制系统. 光学分束

器的输入输出关系表示为 

ĉ1 =
√
1− kb̂4 +

√
kν̂1,

ĉ2 = −
√
kb̂4 +

√
1− kν̂1, b̂1 = eiϕĉ2, (2)

ϕ

ν̂1 ĉ1 ĉ2

其中 k 是光学分束器的反射率,   是在反馈回路中

引入的相位延迟,   为真空态,   和  为光学分束

器的两个输出光场.

ν̂6

ν̂j j = 2, 3, 4, 5 ν̂j

本文考虑了两种损耗, 即反馈过程中的光束传

输损耗和铷原子蒸汽池内部对共轭光束与探针光

束的吸收损耗 [31,32]. 如图 2中的绿色虚线框所示,

可以用光学分束器来模拟反馈路径上光束在自由

空间的传输损耗. 分束器通过引入一个真空态 (  ),

将真空噪声引入到被反馈的共轭光当中 [33]. 光束

在铷原子蒸汽池中发生的四波混频过程可分为增

益放大与损耗两个部分, 原子对共轭光束与探针光

束的吸收影响也可以简单地用上述的分束器模型

来刻画 [34]. 如图 2中的两个紫红色虚线框所示, 光

学分束器端口引入的真空态信号用湮灭算符表示

为  (  ), 将  当作损耗分别引入到探针

光束与共轭光束当中, 则: 

â
′

2 →
√
L1â2 +

√
1− L1ν̂2,

b̂
′

2 →
√

L2b̂2 +
√
1− L2ν̂3,

â
′

3 →
√
L3â3 +

√
1− L3ν̂4,

b̂
′

4 →
√

L4b̂4 +
√
1− L4ν̂5,

ĉ
′

2 → √
ηĉ2 +

√
1− ην̂6, (3)

Li i = 1, 2, 3, 4

η L1 =

L2 = L3 = L4 = L

其中,    (  )表示铷池内部的光束传输

效率 ,    为反馈路径上的光束传输效率 . 令  

 , 利用 (1)式—(3)式, 消除中间
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图 1    (a)级联四波混频相干反馈控制系统简图; (b)85Rb原子 D1线的双 L 型跃迁能级结构图能级图. ∆对应单光子失谐, d 对应

双光子失谐

Fig. 1. (a)  The scheme of  coherent  feedback control  system based on the  cascade four  wave mixing processes;  (b)  The Double-L
type transition energy-level diagram of 85Rb D1 line. ∆ corresponds to one-photon detuning, d corresponds to two-photon detuning. 
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â
′

3, b̂
′

2, ĉ1

â1, b̂3, ν̂1, ν̂2, ν̂3, ν̂4, ν̂5, ν̂6

变量后, 可以得到输出光场 (  )与输入光场

(  )的关系 . 在连续变量领

域, 一个量子态可以用其正交振幅和相位算符来刻

画. 我们用正交振幅与相位算符刻画该级联四波混

频相干反馈控制系统中的三个输出光场, 令 

X̂1 = â
′

3 + â
′†
3 , Ŷ1 = −i

(
â

′

3 − â
′†
3

)
,

X̂2 = b̂
′

2 + b̂
′†
2 , Ŷ2 = −i

(
b̂
′

2 − b̂
′†
2

)
,

X̂3 = ĉ1 + ĉ†1, Ŷ3 = −i
(
ĉ1 − ĉ†1

)
, (4)

[
X̂, Ŷ

]
= 2i

其 中 正 交 振 幅 与 相 位 算 符 的 对 易 关 系 为

 (i为虚数单位). 那么将系统的输入输

出光场的关系转化为正交分量算符形式 , 可以

得到: 

  
X̂1

X̂2

X̂3

 = O

 A11 A12 A13 A14 A15 A16 A17 A18

A21 A22 A23 A24 A25 A26 A27 A28

A31 A32 A33 A34 A35 A36 A37 A38

 X̂T
in, (5)

和  
Ŷ1

Ŷ2

Ŷ3

 = O

 A11 −A12 −A13 A14 −A15 A16 −A17 −A18

−A21 A22 A23 −A24 A25 −A26 A27 A28

−A31 A32 A33 −A34 A35 −A36 A37 A38

 Ŷ T
in , (6)

其中 

O =
1

1 + e−iϕ
√

(G1 − 1) (G2 − 1) ηkL
, (7)

 

X̂T
in =

(
X̂â1

X̂b̂3
X̂ν̂1
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,

Ŷ T
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(
Ŷâ1

Ŷb̂3
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Ŷν̂2
Ŷν̂3

Ŷν̂3
Ŷν̂5

Ŷν̂6

)T
, (8)
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√
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√
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√
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图 2    级联四波混频相干反馈控制系统. 绿色虚线框为反馈

回路中的光传输损耗模型, 紫红色虚线框为原子吸收损耗模型

Fig. 2. The coherent  feedback  system  based  on  the   cas-

caded four wave mixing processes. The green dashed frame

is the optical transmission loss model in the feedback loop,

and the pink dashed frames are the loss model of atomic ab-

sorption. 
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⟨X̂mX̂n⟩ =
⟨X̂mX̂n + X̂nX̂m⟩/2− ⟨X̂m⟩⟨X̂n⟩ (m,n = 1, 2, 3),

â1 b̂3

由于量子态的量子特性可以完全被协方差矩

阵所描述 , 定义正交振幅的协方差为  

 类

似也可以得到正交相位的协方差. 系统中  和  为

ν̂j j = 1, . . . , 6真空态注入信号,   (  )为光学分束器端

口引入的真空态. 利用 (5)式—(9)式, 可以得到系

统正交振幅与正交相位的协方差, 并表示为:

  

  ⟨
X̂2

1

⟩
=

⟨
Ŷ 2
1

⟩
=

1

B
{1 + 2L (G2 − 1)− 2ηL3k(G1 − 1)(G2 − 1) + L2(G1 − 1)(2G2 − ηk +G2ηk)

− 2L (2L− 1) cosϕ
√
(G1 − 1)(G2 − 1)ηk},⟨

X̂2
2

⟩
=

⟨
Ŷ 2
2

⟩
=

1

B
{1 + 2L(G1 − 1) + ηL2k(3G1 − 1)(G2 − 1)− 2ηL3k(G1 − 1)(G2 − 1)− 2L(2L

− 1)cosϕ
√
(G1 − 1)(G2 − 1)ηk},⟨

X̂2
3

⟩
=

⟨
Ŷ 2
3

⟩
=

1

B
{1 + 2L (G2 − 1)(k + 1) + L2(G1 − 1) (G2 − 1) [2 + k (η − 2)]

+ 2Lcosϕ
√
(G1 − 1)(G2 − 1)ηk}, (10)

以及  ⟨
X̂1X̂2

⟩
= −

⟨
Ŷ1Ŷ2

⟩
=

1

B

{
2
√

G1 (G1 − 1)G2L
3/2 − 2cosϕ

√
G1G2 (G2 − 1) ηkL3/2

}
,⟨

X̂1X̂3

⟩
= −

⟨
Ŷ1Ŷ3

⟩
=

1

B

{
2L [(G1 − 1)L+ 1]

√
G2 (G2 − 1) (1− k)

}
,⟨

X̂2X̂3

⟩
=

⟨
Ŷ2Ŷ3

⟩
=

1

B

{
2
√
G1(G1 − 1)(G2 − 1)(1− k)L3/2 − 2cosϕ(G2 − 1)

√
G1ηk(1− k)L3/2

}
, (11)

其中
 

B = 1 + (G1 − 1) (G2 − 1) ηkL2

+ 2L cosϕ
√
(G1 − 1) (G2 − 1) ηk. (12)

下面用得到的公式计算量子纠缠判据, 研究系统的

纠缠特性.
 

3   三组份量子纠缠特性

自从将部分转置正定 (PPT)判据推广到连续

变量领域后 [35,36], PPT判据常被用来判断连续变

2N−1 − 1

â
′

3 |( b̂
′

2, ĉ1) b̂
′

2 |( â
′

3, ĉ1) ĉ1 |( â
′

3, b̂
′

2)

量系统中光束的多组份纠缠. PPT判据是描述两

组份系统纠缠特性的充分必要判据 [37], 如果系统

的转置协方差矩阵的最小辛本征值小于 1, 那么系

统存在两组份纠缠. 对于 N 组份系统, 若要验证真

正的 N 组份纠缠, 则需要验证   个可能的

二分情况. 如果所有的二分情况不可分离, 就可以

证明系统产生了真正的 N 组份纠缠态 . 对于该

级联四波混频相干反馈控制系统产生的三组份光

束 , 共 有 三 个 可 能 的 1 ×   2划 分 , 分 别 为

 ,    ,    . 系统的协方差

矩阵表示为 

 

CM =



⟨
X̂2

1

⟩
0

⟨
X̂1X̂2

⟩
0

⟨
X̂1X̂3

⟩
0

0
⟨
Ŷ 2
1

⟩
0

⟨
Ŷ1Ŷ2

⟩
0

⟨
Ŷ1Ŷ3

⟩
⟨
X̂1X̂2

⟩
0

⟨
X̂2

2

⟩
0

⟨
X̂2X̂3

⟩
0

0
⟨
Ŷ1Ŷ2

⟩
0

⟨
Ŷ 2
2

⟩
0

⟨
Ŷ2Ŷ3

⟩
⟨
X̂1X̂3

⟩
0

⟨
X̂2X̂3

⟩
0

⟨
X̂2

3

⟩
0

0
⟨
Ŷ1Ŷ3

⟩
0

⟨
Ŷ2Ŷ3

⟩
0

⟨
Ŷ 2
3

⟩


. (13)
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η = 0.98, L = 0.95

将 (10)式—(12)式代入到上述协方差矩阵当中,

并且对矩阵进行部分转置处理, 可以求得这三种二

分情况的最小辛本征值. 如果三种二分情况的最小

辛本征值都小于 1, 便认为每一束输出光都与另外

两束输出光存在纠缠, 证明系统产生了真正的三组

份纠缠态. 此外, 最小辛本征值越小, 说明光束之

间的纠缠程度越好 [38]. 下面令   ,

研究这三种二分情况的最小辛本征值随相位、增益

以及反射率的变化.

G1 = G2 = 3

ϕ

0 < k < 0.8

ϕ b̂
′

2 (â
′

3, ĉ1)

â
′

3 (b̂
′

2, ĉ1) ĉ1 (â
′

3, b̂
′

2)

b̂4

ĉ1

ĉ1

ĉ1 |( â
′

3, b̂
′

2)

ĉ1 (â
′

3, b̂
′

2)

图 3(a)—图 3(c)描绘的是三种二分情况的最

小辛本征值随相位和反射率的变化关系, 等高线上

的值为最小辛本征值, 令   . 从图中可

以看出,   在 0—360°范围内, 三种二分情况的最小

辛本征值随着反射率 k 变化而变化, 当 

时, 三种二分情况的最小辛本征值都小于 1, 这表

明系统产生了真正的三组份纠缠. 但是当 k 大于

0.8时 , 如图 3(b)所示 , 存在最小辛本征值大于

1的区域, 表明在该  和 k 范围内  和  之间

不再纠缠. 此外, 从图 3(a)和图 3(c)可以看到, 随

着反射率 k 的增大 ,    和   以及   和  

这两种二分情况的最小辛本征值也趋向于 1. 这表

明光学分束器的过度反馈会使系统不再存在真正

的三组份纠缠. 结合图 1(a), 可以理解为, 当反射

率 k 为 1时, 共轭光  全部被反馈到了第一个四波

混频过程的输入端口, 输出光场  变为真空态, 这

使得   与另外两个输出光场之间的纠缠结构被破

坏, 从而系统不会产生真正的三组份纠缠. 另外对

比 f ≠ 180°时的区域, 从图 3中还可以看出, 当

f = 180°时系统容易获得纠缠程度较高的真正的

三组份量子纠缠态. 对于   二分情况, 当

f = 180°时, 反射率 k 越小,   和  之间的纠

缠程度越高.

⟨N̂1⟩, ⟨N̂2⟩, ⟨N̂3⟩

ϕ = π

π

从系统光场强度角度来分析相位应设在

180°的成因. 系统无反馈时是一个非相敏的级联四

波混频, 它的输出光场强度是恒定的, 而反馈过程

引入的相位延迟使得系统变成了相敏系统. 如图 4

所示, 在不同的铷池增益情形下, 系统三个输出光

场的强度 (  )因为干涉效应会随着

相位的变化而发生变化, 并且都是当   时, 三

个输出光场强度达到最大. 这说明在  相位处干涉

相长, 使得该级联四波混频相干反馈控制系统在此

相位处获得了最大的光场强度增益. 它增强了系统

π

G1 G2

的非线性相互作用, 并且可以进一步增强光场之间

的量子特性. 此外, 对比图 4(a)—图 4(d)可以发

现, 铷池的强度增益大小会影响到  相位处输出光

场的强度. 随着   和   值的增大, 输出光场的强

度并非越来越强, 而是呈现先增大后减小的趋势.

因此在固定的反射率情况下, 理论上也存在最佳的

铷池强度增益使得系统的非线性作用强度最大. 下

面固定相位的值, 研究在不同的反射率和铷池增益

条件下系统的纠缠特性 , 寻找最佳的参数平衡

范围.
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3|(2, 1)

2|(3, 1)

1|(3, 2)

图 3    (a)(b)(c)分别对应三种二分情况的最小辛本征值与

相位和反射率的关系

Fig. 3. (a) (b) (c) correspond to the smallest symplectic ei-

genvalues of the three bipartitions varying with the value of

phase and reflectivity, respectively. 
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ϕ G1 = G2 = G设    =  180°,    , 令 G 的范围为

2—5, k 的范围为 0—1, 研究三种二分情况的最小

辛本征值随增益和反射率的变化, 结果如图 5(a)—

图 5(c)所示. 从等高线的值可以看出这三种二分
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′
3

N̂2 = b̂
′†
2 b̂

′
2 N̂3 = ĉ†1ĉ1

图  4      (a)(b)(c)(d)分别为四种铷池增益情形下系统的三个输出光场强度随相位 f 的变化 . 这里 , k = 0.5,    ,

 ,  

N̂1 = â
′†
3 â

′
3, N̂2 = b̂

′†
2 b̂

′
2, N̂3 = ĉ†1ĉ1

Fig. 4. (a)(b)(c)(d) show the relationship between the intensity of three output fields and the phase f under different gains condi-

tion, respectively. Here, k = 0.5,   .
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图 5    (a)(b)(c)分别对应三种二分情况的最小辛本征值与增益和反射率的关系

Fig. 5. (a) (b) (c) correspond to the smallest symplectic eigenvalues of the three bipartitions varying with the value of gain and re-

flectivity, respectively. 
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2, ĉ1)

b̂
′

2 (â
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3, ĉ1)
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情况的最小辛本征值都小于 1, 这说明系统在该增

益范围内, 随着反射率 k 的变化系统一直存在真正

的三组份纠缠. 此外,   和  这两

种二分情况的最小辛本征值不大于 0.2, 表明  和

 以及   和   之间有着较好的量子纠缠

程度. 如图 5(a)所示, 当增益 G 在 3.5—5的范围

内时, k 越小,   和  之间纠缠程度越好, 但是

在此增益范围内辛本征值随着 k 的变化相比于

G 在 2—3.5时的变化更明显. 考虑到反馈控制器

在一定范围内对系统进行操控时, 若要保持系统稳

定的纠缠状态, 理论上应该控制两个铷池增益的大

小在 2—3.5范围. 图 5(b)的情况与图 5(a)相反,

G 越小, k 越大, 辛本征值越小, 这时  和  之

间的纠缠程度越好 . 对于   情况 , 在

2—5的 G 值范围内, 随着反射率 k 逐渐变大,   和

 之间纠缠程度明显降低, 这与图 3(c)所示

的结果相符.

ϕ

G = 3 G = 5

b̂
′

2 (â
′

3, ĉ1)

ĉ1 |( â
′

3, b̂
′

2)

ĉ1 (â
′

3, b̂
′

2)

k = 1 ĉ1 (â
′

3, b̂
′

2)

为了更加直观地看出反射率 k 对这三种二分

情况的量子纠缠程度的影响, 令    = 180°, 画出

 和  情形下系统三种二分情况的最小辛

本征值与反射率 k 的变化关系. 当分束器的反射

率 k 为 0时, 相当于无反馈, 若随着 k 的增大, 最

小辛本征值减小, 即可说明系统的量子纠缠特性可

以被优化. 从图 6中可以看出, 随着 k 在 0—1范围

内变化, 系统一直存在真正的三组份纠缠. 并且,

反射率 k 的增大对   和   之间的纠缠程度有

所增强, G 越小, 增强越明显. 但是对于 

情况而言, k 的增大对  和  之间纠缠程度有

着较大的负面影响. 当   时,    和   的最

小辛本征值不再小于 1, 此时系统也不再存在真正

的三组份纠缠. 最后从总体上考虑, 为了使该级联

四波混频相干反馈控制系统产生纠缠程度较高的

真正三组份量子纠缠, 相位应设为 180°, 通过适当

改变增益大小以及在 0.1—0.4范围内调节分束器

反射率的大小, 达到对该系统量子纠缠特性进行有

效调控的目的. 

4   结　论

本文基于级联四波混频过程构造了一种相干

反馈控制系统, 在考虑了两种损耗情况下理论计算

研究了该系统的量子纠缠特性. 利用部分转置正定

判据证明了该相干反馈控制系统能够产生真正的

三组份纠缠, 但是反馈控制器的过度反馈会破坏系

统的三组份量子纠缠特性. 结果表明将相位设为

180°, 通过适当改变增益大小以及在 0.1—0.4范围

内调节分束器反射率的大小可以增强系统的量子

纠缠程度. 因为小组之前已经在实验上成功构建了

基于单个四波混频过程的相干反馈控制系统 [30],

并且通过级联方案产生多光束已经在实验上实现 [39],

参考这样的实验水平, 本文的计算与分析结果将为

实验上对多组份量子纠缠进行相干反馈调控提供

可靠的理论依据.
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Abstract

Based on the cascaded four wave mixing processes,  a  coherent-feedback control  system is  constructed by

utilizing  a  linear  beam splitter  as  the  feedback  controller.  Considering  the  loss  of  optical  propagation  in  the

coherent  feedback loop and the absorption effect  of  Rb vapor  cells  to  beams,  we theoretically  investigate  the

entanglement  properties  of  this  system  under  different  feedback  ratio,  gain  and  phase  by  calculating  the

covariance matrix of system and applying the positivity under partial transpose (PPT) criterion to all possible

bipartitions. The result shows that the genuine tripartite entanglement exists in the coherent feedback control

system, but the entanglement structure of system will be destroyed by the excessive feedback. In addition, when

the  phase  is  π,  we  find  that  the  tripartite  entanglement  can  be  enhanced  by  changing  the  gains  and  the
reflectivity  of  the  beam  splitter  in  the  range  of  0.1  to  0.4.  The  results  pave  the  way  for  manipulating

multipartite  entanglement  by  coherent  feedback  control  and  have  potential  application  in  quantum

communication.
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