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非线性波动方程的新数值迭代方法*

曹娜    陈时†    曹辉‡    王成会    刘航

(陕西师范大学物理学与信息技术学院, 陕西省超声学重点实验室, 西安　710119)

(2019 年 9 月 20日收到; 2019 年 11 月 18日收到修改稿)

提出了一种新的求解非线性波动方程的数值迭代法 , 它是一种半解析的方法 . 与完全的数值计算方法

(如有限元、有限差分法)相比, 这种迭代法的解具有非常清晰的物理含义, 即它的解是各阶谐波的组合. 与微

扰法相比, 它能够考虑各阶谐波的相互作用, 且能够满足能量守恒定律. 用它研究了非线性声波在液体中的

传播性质, 结果表明, 在微扰法适用的声强范围内迭代法也适用, 在微扰法不适用的一个较宽的声强范围内

迭代法依然适用.

关键词：非线性声学, 数值迭代法, 能流密度
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1   引　言

非线性声学是声学的一个重要分支, 当系统的

声强比较强时就会产生各种非线性效应, 如谐波产

生、冲击波形成、声辐射力的出现等. 非线性声学

在某些领域有着重要的运用, 如高声强聚焦超声 [1−4]、

超声悬浮 [5−7]、声空化 [8]、声谐波成像 [9,10]、参量发

射阵 [11,12] 等. 在这些领域中声波的非线性方程的

求解是非常重要的.

关于非线性声学系统波动方程的求解, 现阶段

用到的方法一般包括: 1)完全的数值计算方法, 如

有限元和有限差分法 [13−17]. 这类方法得到解的物

理意义并不明确, 很难揭示非线性作用的物理本

质, 而且在很多情况下还会引起数值发散问题, 并

非适用于全部的非线性问题. 2)严格的解析方法[18−21].

这种方法只能处理极少数系统的非线性声学问题,

如理想流体中非线性声波的传播. 3)微扰法 [22]. 它

的优点是方法简单和解的物理意义清晰, 但是只适

合处理低声强时的非线性效应. 且它只考虑低阶谐

波对高阶谐波的作用, 而忽略其反作用, 因此并不

满足能量守恒定律.

对于声学非线性方程的求解问题, 本文提出了

一种新的、半解析的数值迭代方法. 它是在频域内

把声场展开为傅里叶级数的形式, 实现时间变量和

空间坐标的分离. 然后根据计算精度的具体需求,

截断高频谐波而实现方程的求解. 它的解具有非常

清晰的物理意义, 即是各阶谐波的组合. 经过研究

发现, 在微扰法适用的声强范围内, 本文提出的方

法也是适用, 且满足能量守恒定律 (无耗散的系

统). 在微扰法不适用的一个较宽的声强范围内, 迭

代法依然适用且满足能量守恒定律 (无耗散的系

统). 只是在极高声强的情况下, 本文提出的方法才

不适用. 

2   理论方法
 

2.1    非线性波动方程的迭代数值方法

在拉格朗日坐标系下, 黏性液体中一维非线性

声波的位移满足下式 [23]: 
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− 1
c20

u,tt + u,xx + αu,xxt

= 2βu,xu,xx + α(u,xxtu,x + u,xtu,xx), (1)

β c0

α = 3µ/(ρ0c
2
0) µ

ρ0

µ = 0

式中  为液体的非线性系数;   是静态时 (即不存

在声波时)液体的声速;    , 其中   为

液体的体积黏滞系数,   是静态时 (即不存在声波

时)液体的密度 . 下标中逗号后的坐标 x 和时间

t 表示对它们求偏导数. 令   , 则方程 (1)退化

为理想液体中一维非线性声波的波动方程.

在许多情况下 (如求解稳态问题), 把 u 中的变

量 t 和 x 分离开来是有利的, 一般情况下 u 可以表

示为 (可以称为频域内的傅里叶级数展开): 

u =
A0

2
+

∞∑
n=1

(1/2)An exp (inωt)

+

∞∑
n=1

(1/2)A∗
n exp (−inωt), (2)

ω A0

A0/2

An(n ⩾ 1)

An exp (inωt)

A∗
n(n ⩾ 1) An An A∗

n

其中 i是一个虚单位,   表示波的角频率;   为一

个实数场变量 ,    表示声波的“直流”部分 ;

 为第 n 阶谐波的复数场变量 (即复振幅),

 的实部是第 n 阶谐波真实的位移 ,

 是   的复数共轭场变量. 注意   和  

中已经不包含时间变量 t, 它们只是空间坐标 x 的

函数.

N(N ⩽ 6)

一般情况下高阶谐波是比较弱的, 根据计算精

度的需要可以忽略掉某些高阶谐波. 为了简化理论

的叙述, 本文只考虑阶数小于或者等于  

的各阶谐波, 忽略掉其他的高阶谐波, 称之为 N 阶

近似.

exp (inωt) n = 0,±1,±2, · · ·
将方程 (2)代入方程 (1)中, 因为有相同时间

因子 (  ,   )的项之和必须

为零, 所以可以得到下面的方程: 

A0,xx = βF0, (3)
 

(1 + iωα)A1,xx + ω2c−2
0 A1 =

(
β +

1

2
iωα

)
F1, (4)

 

(1 + 2iωα)A2,xx + 4ω2c−2
0 A2 =

(
β + iωα

)
F2, (5)

 

(1 + 3iωα)A3,xx + 9ω2c−2
0 A3 =

(
β +

3

2
iωα

)
F3, (6)

 

(1+ 4iωα)A4,xx +16ω2c−2
0 A4 =

(
β+2iωα

)
F4, (7)

 

(1+5iωα)A5,xx+25ω2c−2
0 A5 =

(
β+

5

2
iωα

)
F5, (8)

 

(1+6iωα)A6,xx+36ω2c−2
0 A6 =

(
β+

6

2
iωα

)
F6, (9)

其中 

F0 = A0,xA0,xx +A∗
1,xA1,xx +A∗

2,xA2,xx

+A∗
3,xA3,xx +A∗

4,xA4,xx +A∗
5,xA5,xx

+A∗
6,xA6,xx +A1,xA

∗
1,xx +A2,xA

∗
2,xx

+A3,xA
∗
3,xx +A4,xA

∗
4,xx +A5,xA

∗
5,xx

+A6,xA
∗
6,xx, (10)

 

F1 = A0,xA1,xx +A1,xA0,xx +A∗
1,xA2,xx +A2,xA

∗
1,xx

+A∗
2,xA3,xx +A3,xA

∗
2,xx +A∗

3,xA4,xx

+A4,xA
∗
3,xx +A∗

4,xA5,xx +A∗
5,xA6,xx

+A5,xA
∗
4,xx +A6,xA

∗
5,xx, (11)

 

F2 = A1,xA1,xx +A2,xA0,xx +A0,xA2,xx

+A3,xA
∗
1,xx +A∗

1,xA3,xx +A4,xA
∗
2,xx

+A∗
2,xA4,xx +A5,xA

∗
3,xx +A6,xA

∗
4,xx

+A∗
3,xA5,xx +A∗

4,xA6,xx, (12)
 

F3 = A0,xA3,xx +A3,xA0,xx +A1,xA2,xx

+A2,xA1,xx +A∗
1,xA4,xx +A4,xA

∗
1,xx

+A∗
2,xA5,xx +A∗

3,xA6,xx +A5,xA
∗
2,xx

+A6,xA
∗
3,xx, (13)

 

F4 = A0,xA4,xx +A4,xA0,xx +A1,xA3,xx

+A3,xA1,xx +A2,xA2,xx +A∗
1,xA5,xx

+A∗
2,xA6,xx +A6,xA

∗
2,xx, (14)

 

F5 = A0,xA5,xx +A5,xA0,xx +A1,xA4,xx

+A4,xA1,xx +A2,xA3,xx +A3,xA2,xx

+A6,xxA
∗
1,x +A6,xA

∗
1,xx, (15)

 

F6 = A0,xxA6,x +A1,xxA5,x +A2,xxA4,x +A3,xxA3,x

+A4,xxA2,x +A5,xxA1,x +A6,xxA0,x. (16)

注意此处只给出了场变量的方程, 共轭场的方

程并没有列出来, 只要对方程 (3)—(9)取复数共轭

就可以得到共轭场的方程, 因此方程 (3)—(9)是完

备的.

A(m) A∗(m) m ⩾ 0

方程 (3)—(9)是一组耦合的非线性方程, 直接

求解它们是很困难的. 本文提出求解它们的一种新

的简单迭代方法. 用   和   (  )表示第

m 次迭代计算得到的场量. 在第 m 次迭代计算中,

采用了如下方法: 方程 (3)—(9)等号左边的场量取
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A(m) A(m−1) A∗(m−1)为   , 右边的场量取为   和   . 在第

m 次迭代计算中, 用到如下的方程: 

A
(m)
0,xx = βF

(m−1)
0 , (17)

 

(1 + iωα)A(m)
1,xx + ω2c−2

0 A
(m)
1 =

(
β +

1

2
iωα

)
F

(m−1)
1 ,

(18)
 

(1 + 2iωα)A(m)
2,xx + 4ω2c−2

0 A
(m)
2 = (β + iωα)F (m−1)

2 ,

(19)
 

(1+3iωα)A(m)
3,xx+9ω2c−2

0 A
(m)
3 =

(
β+

3

2
iωα

)
F

(m−1)
3 ,

(20)
 

(1+4iωα)A(m)
4,xx+16ω2c−2

0 A
(m)
4 = (β+2iωα)F (m−1)

4 ,

(21)
 

(1+5iωα)A(m)
5,xx+25ω2c−2

0 A
(m)
5 =

(
β+

5

2
iωα

)
F

(m−1)
5 ,

(22)
 

(1+6iµω)A(m)
6,xx+36ω2c−2

0 A
(m)
6 = (β+3iωα)F (m−1)

6 ,

(23)

A(m−1) A∗(m−1) A∗

F (m−1)

A
(m)
n

分别用   和   替换 F 中的 A 和   , 得

到的结果就是   . 方程 (17)—(23)是一组非

耦合的方程, 因此可以分别独立地计算出  . 这

意味着当涉及到更多的高阶谐波时, 计算量不会急

剧地增加. 

2.2    本文迭代方法的具体运用过程

x = 0

用迭代方法研究非线性声波在黏性液体中的

传播问题. 现设在  处有一列平面波朝 x 正向

传播, 其为入射声波, 且声场可以表示为 

ui = Bi exp [iω (t− x/c0)] , (24)

Bi Pi其中   是一个已知量. 入射波的能流密度   可以

表示为 

Pi =
1

2
ω2ρ0c0BiB

∗
i . (25)

x = L本文需要计算在  处出射的各阶谐波的声

场. 它们可以表示为 

uon=Bon exp[inω(t−x/c0)] (n=1, 2, · · · , 6), (26)

Bon Pon其中   就是要计算的量. 出射波的能流密度  

可以表示为 

Pon =
1

2
n2ω2ρ0c0BonB

∗
on. (27)

[0, L]为了求解在   坐标间隔内的非线性声场,

用有限差分法来求解方程 (17)—(23). 在迭代计算

A(0) = 0 A∗(0) = 0 A(m) A∗(m)

x = 0

x = L

中 , 令   和   , 非零的   和  

由边界激励条件产生. 用到的边界条件是: 在 

和  两个端点处, 各阶谐波的位移和垂直应力

都是连续的.
 

3   数值计算和讨论

ρ0 =

µ = 1 L = 0.05 ω =

β = 3.5

通过数值计算分析了非线性声波在液体中的

传播性质, 得到了本文提出的新数值方法的适用范

围, 并证明了其有效性. 在所有的计算中, 如果没

有特别说明 , 那么用到的参数是 :  c0 =  1.5  ×

103 m/s,      103 kg/m3,  P0  =  1.01  ×  105 Pa,

  × 10–3 Pa/s,    m,    5 × 106 rad/s,

 . 如果文中或图中对某个参数有特别说明,

那么该参数就替换为特殊说明处的数据.

µ = 0

Ed

P2/Pi P3/Pi

Pi Ed

Ed =

∣∣∣∣∑N

n=1
Pon − Pi

∣∣∣∣ /Pi Ed

图 1显示了非线性声波在理想液体 (  )

中传播时能量守恒的破坏程度   、二阶谐波的相

对能流   和三次谐波的相对能流   随入射

能流   的变化情况. 能量守恒的破坏程度   定义

为所有出射能流密度与入射能流密度的相对差值,

即  .  越小能量守恒越能

保证, 它越大能量守恒定律破坏程度越大. 实线对

应着本文提出的迭代法的情况, 虚线对应着微扰法

的情况.

Ed

Pi

由图 1(a)可见, 能量守恒的破坏程度  随入

射波能流  的增大而增大. 其他参数不变, 入射波
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Pi/107 JSm-2Ss-1

图 1    能量守恒的破坏程度、二次谐波的相对能流和三次

谐波的相对能流随入射波能流的变化

Fig. 1. Damage  degree  of  energy  conservation,  the  relative

energy flow  of  the  second  harmonic,  and  the  relative   en-

ergy flow of the third harmonic with incident wave energy

flow. 
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1.5× 107

0.506

5.5× 107

2.268

能流相同时, 明显可以看出本文提出的新数值迭代

方法得到的能量守恒的破坏程度比微扰法得到的

能量守恒的破坏程度小很多 . 当入射波能流是

  J/(m2·s)时, 迭代法的破坏程度是 7.7 ×

10–3, 微扰法的破坏程度是   ; 当入射能流是

  J/(m2·s)时, 迭代法的破坏程度 1.92 ×

10–2, 微扰法的破坏程度是  .

P2/Pi P3/Pi

Pi 1.5×
P2/Pi

P3/Pi 5.5×
P2/Pi

0.6295 1.4741 P3/Pi

0.0421 0.4847

由图 1(b)和图 1(c)可知, 二次谐波的相对能

流   和三次谐波的相对能流   均随入射

能流   的增加而增加 . 当入射波能流小于  

107  J/(m2·s)时 , 迭代法和微扰法得到的  

和   的值几乎相同 ; 当入射波能流大于  

107 J/(m2·s)时, 迭代法和微扰法得到的  的值

分别等于   和   及   的值分别大于

 和  .

1.5×

5.5×
1.5 ×

5.5×

从图 1还可以看出, 当入射波能流小于  

107 J/(m2·s)时, 两种方法 (本文提出的新数值迭

代法和微扰法)均适用 ; 当入射波能流小于  

107 J/(m2·s)且大于   107 J/(m2·s)时 , 迭代法

适用 , 微扰法不适用 ; 当入射波能流大于  

107 J/(m2·s)时, 两种方法均不适用.

µ = 0

Pn/Pi (n = 1, 2, · · · , 6)
Pi

图 2显示了声波在理想液体 (  )中传播

时各阶谐波的相对能流  随入

射波能流  的变化情况. 从图 2可见, 各阶谐波的

能流随入射波能流的变化趋势相同, 均随入射波能

流的增加而增加, 但基频波的能流明显大于其他高

阶谐波的能流. 从图 2还可以看出, 基频波的相对

能流随入射波能流的增加而减小, 高阶谐波的相对

能流随入射波能流的增加而增加.

图 2显示的结果是与文献 [20, 24]中基频波能

流与各高阶谐波能流之间的关系相一致. 从图 2可

以明显得到, 声波在介质中传播时, 基频波能流向

各高阶谐波传递, 这同时也解释了, 基频波的相对

能流随入射波能流的增加而减少, 但各高阶谐波的

相对能流却随入射波能流的增加而增加.

µ = 0

P2/Pi

0.4687×

0.145 2.7×

0.515 5.418×

0.639

图 3显示了声波在理想液体 (  )中传

播时入射波能流不同的情况下二阶谐波的相对

能流   随迭代次数 m 的变化关系. m 表示迭

代次数 . 由图 3可知 , 当入射波能流是  

107 J/(m2·s), 迭代次数大于等于 3时, 二次谐波的

相对能流收敛于   ; 当入射波能流是  

107 J/(m2·s), 迭代次数大于等于 4时, 二次谐波的

相对能流收敛于   ; 当入射波能流是  

107  J/(m2·s), 迭代次数大于等于 7时, 二次谐波

的相对能流收敛于  . 由图 3可见, 本文提出的

新数值迭代方法具有收敛性, 且入射声强越大, 达

到收敛的迭代次数需要越多.

µ ̸= 0

Pi

图 4显示了声波在黏性液体 (  )中传播

时, 黏度不同的情况下各阶谐波的能流 Pn (n = 1,

2, 3, 4)随入射波能流  的变化. 从图 4(a)—(d)可

见: 当其他参数不变时, 1)基频波和各高阶谐波的

能流均随入射波能流的增加而增加, 基频波的能流

明显大于各高阶谐波的能流; 2)基频波和各高阶

谐波的能流均随黏度的增加而减小; 3)黏度对各

高阶谐波能流的影响程度大于对基频波能流的影

响程度.
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图 2    各阶谐波的相对能流随入射波能流的变化

Fig. 2. Relation  between  relative  energy  of  each  order  of

harmonics and incident wave energy. 
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图  3    入射波能流不同时二阶谐波的相对能流随迭代次

数的变化

Fig. 3. Relative  energy  flow  of  the  second  harmonic  varies

with the number of iterations under different incident wave

energy flow. 
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µ ̸= 0

Pn/Pi

图 5为声波在黏性液体 (  )中传播时, 黏

度不同的情况下各阶谐波的相对能流    (n =

1, 2)随角频率的变化. 从图 5(a)和图 5(b)可见:

1)基频波的相对能流随角频率的增加而减少, 二

次谐波的相对能流随角频率的增加而增加; 2)随

黏度的增加基频波和二次谐波的相对能流均减小,

但基频波的影响程度比二次谐波的影响程度更大

一些. 

4   结　论

用一种新的数值计算方法研究了声波在液体

中的传播特性. 得到的主要结论如下:

A
(1)
N

A
(2)
N (N ̸= 1)

1)第 1次迭代计算的输出结果   与线性理

论的预测结果相同, 第 2次迭代计算的输出结果

 与微扰理论的预测结果相同 . 在第

2次计算中已经考虑了谐波的损耗问题, 然而在微

扰理论中没有考虑到这一点;

2)声波在介质中传播时, 基频波的相对能流

随入射波能流 (或角频率)的增加而减少, 但各高

阶谐波的相对能流却随入射波能流 (或角频率)的

增加而增加;

3)声波的各阶谐波能流 (或相对能流)均随黏

度的增加而减小;

4)在相同的参数下, 本文提出的研究计算方

法比微扰法能更好地保证在研究声传播的过程中

能量守恒, 且当涉及到更多的高次谐波时, 用本文

提出的数值方法计算时间不会急剧增加.
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Abstract

Nonlinear acoustics is an important branch of acoustics and has important applications in some areas, such

as high-intensity focused ultrasound, ultrasonic suspension, acoustic cavitation, acoustic harmonic imaging, and

parametric emission array. The solving of nonlinear equations in these fields is very important.

Regarding the solution of the wave equation of a nonlinear acoustic system, the methods used at this stage

generally  include  complete  numerical  calculation  method,  strict  analytical  method,  and  perturbation  method.

1) For the complete numerical calculation method, it covers the finite element method and the finite difference

method. The physical meaning of the solution obtained by this kind of method is not clear, and it is difficult to

reveal  the  physical  nature  of  nonlinear  event.  And  in  many  cases  it  will  lead  to  the  numerical  divergence

problems, and it is not suitable for all nonlinear problems. 2) For the strict analytical method, it can only deal

with nonlinear acoustic problems of very few systems, such as the propagation of nonlinear acoustic waves in an

ideal fluid. 3) For perturbation method, its advantage is that the method is simple and the physical meaning of

the solution is clear, but it is only suitable for dealing with nonlinear effects at low sound intensity. And it takes

into consideration only the effect of low-order harmonics on higher-order harmonics, with ignoring its reaction,

so it does not satisfy the law of conservation of energy.

In  this  paper,  we  propose  a  new,  semi-analytical  numerical  iterative  method  of  solving  nonlinear  wave

equations. It is a form of expanding the sound field into a Fourier series in the frequency domain, realizing the

separation  of  time  variables  from  space  coordinates.  Then,  according  to  the  specific  requirements  for  the

calculation accuracy, the high frequency harmonics are cut off to solve the equation. Compared with the results

from the complete numerical methods (such as finite element method and finite difference method), the solution

from this iterative method has a very clear physical meaning. That is, its solution is a combination of harmonics

of all orders. Compared with the perturbation method, it can consider the interaction of various harmonics and

can satisfy the law of conservation of energy (provided that the system has no dissipation). It is used to study

the propagation properties of nonlinear acoustic waves in liquids. The results show that the iterative method is

also applicable in the range of sound intensity where the perturbation method is applicable. In a wide range of

sound  intensity  where  the  perturbation  method  is  unapplicable,  the  iterative  method  is  still  applicable  and

satisfies the law of conservation of energy (provided that the system has no dissipation). It is unapplicable only

if  the  sound  intensity  is  extremely  loud  and  strong.  And  when  more  high-order  harmonics  are  involved,  the

calculation time by using the numerical method proposed in this paper does not increase sharply.
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