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兴奋性自突触引起神经簇放电频率降低
或增加的非线性机制*
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(2019 年 11 月 8日收到; 2020 年 2 月 26日收到修改稿)

兴奋和抑制性作用分别会增强和压制神经电活动, 这是神经调控的通常观念, 在神经信息处理中起重要

作用. 本文选取了放电簇和阈下振荡相交替、放电簇谷值小于阈下振荡谷值的 Homoclinic/ Homoclinic型簇

放电, 研究发现时滞和强度合适的兴奋性自突触电流作用在放电簇的谷值附近时, 能引起簇内放电个数降低,

并进而导致平均放电频率降低, 这是不同于通常观念的新现象. 进一步, 用快慢变量分离获得的分岔和相轨

迹, 揭示了阈下振荡和放电簇分别对应快子系统的阈下和阈上极限环, 兴奋性自突触电流引起阈上极限环向

阈下极限环的转迁导致放电提前结束是频率降低原因. 并与近期在 Fold/Homoclinic簇放电报道的兴奋性自

突触诱发的簇内放电个数降低但放电频率增加的现象和机制进行了比较. 研究结果丰富了神经电活动的反

常现象并揭示了背后的非线性机制, 给出了调控簇放电的新手段, 揭示了兴奋性自突触的潜在功能.
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1   引　言

动物及人的基本生理功能是受神经系统调控

的, 而神经元是神经系统功能与结构的基本单位.

神经元的电活动与神经元之间突触的化学活动参

与神经系统信息处理与信息加工 [1−4]. 神经元电活

动包括静息 (resting state)、阈下振荡 (subthres-

hold oscillation)、峰放电 (spiking)模式和簇放电

(bursting)模式 [5−7]. 放电模式及不同模式间的转

迁能够通过理论模型进行数值模拟和分岔理论进

行解释 [8−16]. 一方面, 非线性动力学的发展促进了

神经科学的研究, 另一方面, 神经科学实验中发现

复杂以及反常的非线性现象也促进了非线性动力

学理论的完善. 比如, 一般概念下, 通常用抑制性

作用或者负向激励来降低神经元电活动 (如平均放

电频率降低或放电变为静息等), 用兴奋性或者正

向作用来提高神经元电活动 (如平均放电频率增加

或静息变为放电等). 但是, 在单一神经元中, 有研

究发现了与这些常规概念不同的非线性现象, 比

如, 抑制性作用或激励能导致放电频率不是降低而

是增加或簇放电模式的簇 (burst)内峰 (spike)个

数不是降低而是增加 [17−20], 兴奋性作用能导致簇

内峰个数减少 [21], 而且能够用分岔给出合理解释.

此外, 在网络层次, 通常情况下, 抑制性耦合会引

起反相同步, 而一些学者则发现抑制性耦合也能诱

导同相同步 [22−25], 并在龙虾口胃神经节的幽门网

络的实验中得以证实 [22], 这与通常的观点也是相
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反的. 最近, 在理论模型发现, 兴奋性耦合网络可

以引起同步的放电变为静息 [26], 这也不同于兴奋

性作用引起放电增强的通常观念.

兴奋性或抑制性自突触的自反馈调控是引起

与常规概念不同现象的重要途径之一 [18,20,21,27,28].

自突触是指通过一定的回路连接到自身胞体的突

触结构, 这一结构在大脑皮质和皮层、视觉皮层、

小脑、纹状体和海马等区域广泛存在 [29−41]. 自突触

的功能实现是有时滞的, 不同的时滞使得自突触电

流脉冲作用在神经电活动的不同相位调控放电节

律. 自突触在调节单神经元的放电节律和网络的复

杂时空行为方面起到了广泛的作用 [42−55], 如放电

精确性 [34]、持续性放电 [35]、放电频率、同步和波等.

其中, 大多数研究关注了自突触符合通常概念的行

为, 如实验发现的抑制性自突触压制放电 [35] 和兴

奋性自突触促进放电 [40] 等. 但是, 近期的研究还发

现抑制性自突触能引起不同于通常概念的反常现

象, 包括引起静息变为放电 [41]、簇内峰放电个数增

加 [19,25,51]、扩大而不是缩小放电参数区间 [20,52] 和增

强而不是压制信息传递 [53] 等. 例如, 在神经电生理

实验发现的抑制性自反馈诱发静息变为放电 [41].

然而, 相比于抑制性自突触, 兴奋性自突触诱发的

不同于通常现象的反常现象还相对较少 [21,54]. 对于

靠近 Hopf分岔的峰放电, 时滞较短的兴奋性自突

触会引起放电频率降低, 并能利用 II型相位响应

曲线进行理论解释 [54]. 而对于簇放电, 时滞合适的

兴奋性自突触能够引起簇内放电个数的减少 [21].

因此, 探寻兴奋性作用能够降低簇放电的平均放电

频率的条件和机制, 是拓展非线性动力学内涵的重

要科学问题, 也是神经动力学中调控神经电活动和

神经信息的重要手段.

簇放电模式是神经系统最常见的放电模式之

一, 被认为在信息处理中有重要作用 [3]. 簇放电产

生于由快、慢变量构成的多时间尺度系统 [5−7]. 簇

放电模式的行为是连续快速 (多个)放电峰构成的

簇和休止期 (quiescent state)或阈下振荡的交替,

利用快慢变量分离 (fast-slow variable dissection)

方法获得分岔可以区分簇放电的不同类型和解释

簇放电的生成和转迁机制. 一般而言, 快子系统产

生静息或小幅极限环与大幅极限环的共存行为; 静

息对应休止期或小幅极限环对应阈下振荡, 而大幅

极限环对应放电. 放电簇与休止期或阈下振荡的转

迁对应于两个分岔, 静息或小幅极限环的分岔和大

幅极限环的分岔. 因此, 该两个分岔可以解释命名

簇放电模式的类型和揭示自发簇放电和兴奋或抑

制作用下的簇放电的动力学行为 [7,21]. 例如, 可以

用于解释抑制性自突触诱发簇内放电个数增加 [18,51]

和兴奋性自突触诱发簇内放电个数降低 [21]. 例如,

文献 [21]研究的是 Fold/Homoclinic簇放电模式,

其行为是簇和休止期的交替. 抑制性自突触能够诱

发 Fold/Homoclinic簇放电模式的簇内放电个数

降低, 但是不能诱发平均放电频率降低. 因此, 本

文将选取一个新的簇放电模式, 继续探讨兴奋性自

突触对平均放电频率的调控作用.

本文将选取文献 [7]中改进 FHN模型模拟的

Homoclinic/Homoclinic型簇放电模式, 与文献 [21]

的 Fold/Homoclinic簇放电有以下是三个不同: 一

是该簇放电是放电簇和阈下振荡的交替, 阈下振荡

代替了休止期; 二是放电簇的谷值低于阈下振荡的

谷值, 而 Fold/Homoclinic簇是休止期的膜电位低

于放电簇的膜电位; 三是两类簇的快子系统的分岔

不同. 对 Homoclinic/Homoclinic簇放电施加兴奋

性作用后的研究结果如下: 1) 强度适当的兴奋性

常值脉冲电流作用到放电簇的谷值附近, 能使放电

行为跃迁到阈下振荡, 提前结束放电进而减少放电

次数; 与文献 [21]的簇内放电个数降低是刺激诱发

的从休止期到放电的转迁不同; 2)适当时滞和强

度的兴奋性自突触的突触电流作用到放电簇的谷

值附近, 能减少簇内放电次数, 并且引起平均放电

频率的显著降低; 3) 其他时滞或强度的兴奋性自

突触引起放电频率增加; 4) 通过快慢变量分离获

得的分岔结合相轨线的变化, 解释了上述符合常规

概念和反常规概念的现象, 并与文献中的 Fold/

Homoclinic簇的结果进行了比较. 本文的研究结

果给出了新的反常规现象的示例, 特别是拓展了兴

奋性作用引起放电频率降低的现象和机制, 提供了

调控神经元平均放电频率的新途径, 丰富了非线性

动力学内涵, 更为全面和深入地认识了兴奋性作用

对神经电活动的影响. 

2   模型和方法
 

2.1    改进的 FitzHugh-Nagumo 模型

由 FitzHugh[56] 和 Nagumo等 [57] 提出的二维

FitzHugh-Nagumo (FHN)模型虽然形式简洁, 但

能揭示神经元活动的本质, 被广泛研究 [58−64]. 但
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是, 二维 FHN模型只能描述峰放电, 不能描述簇

放电 . 有研究者在二维 FHN模型中引入慢变量

u 的调节, 形成改进 FHN模型 [7], 能够描述簇放

电. 改进的 FHN模型的方程式如下: 

V̇ = V − V 3

3
− w, (1)

 

ẇ = ε(−u+ V − S(w)), (2)
 

u̇ = µ(0.4 + V ), (3)

S(w) = b/

[
1 + exp

(
c− w

d

)]
式中 V 是电压变量, 用于模仿神经元的膜电位;

w 是恢复变量, 模仿向外电流的激活; u 为慢调控

变量. 其中,    , 为 S 型

函数, 这样系统会存在大的鞍同宿轨分岔 [7]. 参数

值为 e = 1, µ = –0.01, b = 1.3, c = –0.32, d =
0.05. 模型是无量纲的. 

2.2    外界脉冲电流激励下的改进 FHN 模型

I(t) = A×
 I∆t+∆T (t)

在方程 (1)中引入外界脉冲电流  

 , 方程 (2)和 (3)不变, 得到具有脉冲激

励的改进 FHN模型, 其第一个方程如下: 

V̇ = V − V 3

3
− w + I(t)

= V − V 3

3
− w +AI∆t+∆T (t), (4)

[∆t,∆t+∆T ]

[∆t,∆t+∆T ]

[∆t,∆t+∆T ] I∆t+∆T (t) = 0. A < 0

其中 A, Dt, DT 为常数 , 振幅 A 表示脉冲强度 ,

DT 表示脉冲作用时间宽度, Dt 为脉冲发放时刻,

下标 Dt + DT 表示时间区间   . 当

t 属于   时, IDt + DT(t) = 1, 当 t 不属

于   时 ,    表示抑

制性脉冲, A > 0表示兴奋性脉冲. 

2.3    具有自突触的改进 FHN 模型

在方程 (1)中引入自突触介导电流 Iaut(t)[18,21],

方程 (2)和 (3)保持不变, 得到具有自突触的改进

FHN模型, 其第一个方程如下: 

V̇ = V − V 3

3
− w + Iaut(t), (5)

Iaut(t) = −g[V (t)− Vsyn]Γ [V (t− τ)]

Γ [V (t− τ)] = 1/{1 + exp[−λ(V (t− τ)− θs)]}
式中 ,    , 其中 ,

 , g 为

自突触的电导, Vsyn 为自突触的反转电位, t 为突

触电流和膜电位之间的时间延迟, qs 为自突触的阈

值电位, 当 V(t – t) > qs 时 G [V(t – t)] ≈ 1, 即

得到不为零的自突触电流 Iaut(t), 当 V(t – t) <

qs 时 G [V(t – t)] ≈ 0, 即得到几乎为零的自突触

电流 Iaut(t), 因此自突触介导电流也是脉冲式的,

而且与膜电位 V 有关.

兴奋性自突触 Iaut(t)的参数如下 : l = 30,

Vsyn = 1.5, qs = 1.22. 参数 t 和 g 为调控参数. 

2.4    快慢变量分离的流程

快慢变量分离方法是研究簇的不同类型的常

用方法 [7,18,21], 也被扩展地用于揭示兴奋性或抑制

性作用下放电轨迹变化的动力学 [18,21]. 本文也用该

方法研究改进 FHN模型, 一是展示簇放电类型,

二是兴奋性作用下放电模式和轨迹变化的动力学.

快慢变量分离的步骤主要有两步:

一是确定快子系统并计算其分岔, 这是快慢变

量分离的关键.

≪由于|µ| = 0.01    1, 变量 u 为慢变量, 方程 (3)

为慢子系统, 方程 (1)和 (2)组成快子系统: 

V̇ = V − V 3

3
− w, (6)

 

ẇ = ε(−u+ V − S(w)), (7)

此时, u 是快子系统的分岔参数. 对快子系统进行

平衡点和极限环的分岔计算或分析. 为与快子系统

区别, 方程 (1)—(3)称为全系统; 方程 (2), (3), (4)

构成有脉冲激励的全系统, 方程 (2), (3), (5)构成

有自突触的全系统.

二是求出全系统的簇放电轨迹, 基于快子系统

的分岔认识簇放电的动力学. 对于改进的无自突触

的 FHN模型, 将快子系统的分岔和簇放电轨迹共

同画在一个相图内, 识别簇放电的类型. 对于有自

突触的改进 FHN模型, 将快子系统的分岔和自突

触电流作用后的簇放电的轨迹画在同一幅图中, 来

认识簇放电轨迹的运行与分岔的关系, 进一步认识

兴奋性作用影响放电的动力学机制. 

2.5    计算方法

在本文关注的参数范围内, 全系统的模型增

量部分在考虑的闭域内一致连续且可微 , 满足

Lipschitz条件, 所以满足四阶 Runge-Kutta单步

定步长算法的收敛性、稳定性条件. 在本文关注的

范围, V 的区间为 [–2, 1.6], w 的区间为 [–1.4, 1.8],

利用数值分析的计算结果可知: 积分步长满足 h <

0.4368时, 四阶 Runge-Kutta方法是绝对稳定的.
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通过数值实验对积分误差进行估计, 验证了四阶

Runge-Kutta法在计算过程中不会发生降阶, 截断

误差为 O(h5). 因此, 本文采取四阶 Runge-Kutta

单步定步长算法 [65] 求解模型, 步长为 0.05. 我们也

比较了其他步长, 如 1/32, 1/64, 1/128和 1/256,

结果差别很小, 对于本文关注的放电频率的增加和

降低及放电模式的结果没有影响. 抛掉的暂态时长

为 2000, 其后计算时长为 5000的稳态放电行为用

于计算平均放电频率.

平均放电频率定义为一个周期内峰个数除以

一个周期持续时长. 应用MATLAB软件数值计算

和作图. 

2.6    分岔计算或分析

10−9

对于强非线性的神经元电活动模型 , 利用

XPPAut和Matcont软件 [66] 计算分岔是目前通用

的手段 . 因此 , 为了与众多研究一致 , 本文采用

Matcont软件, 采用 ODE45积分方法, 计算时绝

对误差和相对误差均小于   , 以保证计算误差.

此外, 我们也利用 Hopf分岔定理计算了快子系统

的超临界 Hopf分岔 (平衡点的雅克比矩阵的特征

值出现纯虚根和第一李雅普诺夫系数为负值), 结

果与软件计算结果一致. 

3   仿真结果
 

3.1    簇放电: 阈下振荡和簇内放电的交替

改进 FHN模型全系统表现出周期 8簇放电模

式, 该簇放电行为的一个典型特征是阈下振荡和簇

内的 8个峰 (spike)交替, 示意图可参见文献 [7]的

图 88.

相比文献 [7], 本文给出了该簇放电的更多特

征 , 如图 1(a)所示 . 周期 (从开始到图中空心小

圈)约为 141.15, 平均放电频率为 f0 = 0.0567. 阈

下振荡 (t < 60)的最大值小于 0, 表现为 7次振荡.

簇内的 8个峰 (60 < t < 140)的最大值大于 1, 为

阈上放电模式. 阈下振荡的第 1—7个谷分别出现

在 t = 9.45, 16, 22.7, 29.75, 37.3, 45.8和 56.9, 持

续时间 (第 1—7个谷)约为 47.5; 阈上放电的第

1—8个谷值分别出现在 t = 69.7,  78.35,  87.15,

96.2, 105.55, 115.25, 125.5和 136.65, 周期 8簇的

持续时间 (第 1—8个峰)约为 67. 该周期 8簇放电

的另一个典型特征就是放电峰峰间谷值的膜电位

比阈下振荡的膜电位要低. 

3.2    簇放电的复杂动力学: 两个极限环的
交替

文献 [7]的图 88给出了周期 8簇放电在三维

空间的快慢变量分离的示意图, 将周期 8簇识别

为 Homoclinic/Homoclinic型簇放电. 我们进一步

展示了该簇放电的快慢变量分离的具体结果和特

征, 如图 1(b)和图 1(c)所示.

首先, 将慢变量 u 作为分岔参数, 研究快子系

统 (6)和 (7)的分岔. 在图 1(b)中, 快子系统的平

衡点曲线呈“S”形 . L1 和 L2 为两个鞍结分岔点 ,

H1 和 H2 分别是位于平衡点曲线下支和上支的两

个超临界 Hopf分岔点. 图中黑色实线表示稳定平

衡点, 黑色点划线表示稳定焦点, 蓝色短划线表示

不稳定焦点, 蓝色点线为鞍点. 其中下支从左到右

依次为稳定结点、稳定焦点、H1、不稳定焦点、L1;

中支为鞍点, 不稳定; 上支从左到右依次为 L2、不

稳定焦点、H2、稳定焦点.

其次, 研究快子系统的极限环及分岔, 结果如

图 1(b)所示 . 平衡点上支的超临界 Hopf分岔

H2 分岔出稳定的大幅值极限环, 本文称为阈上极

限环, 其最大值 Vmax2 (最小值 Vmin2)对应上 (下)

红实线. 平衡点下支的超临界 Hopf分岔 H1 分岔

出另一下小幅值稳定极限环, 本文称为阈下极限

环, 其最大值 Vmax1 (最小值 Vmin1)对应上 (下)洋

红实线. 阈上极限环的最小值 Vmin2 低于阈下极限

环的最小值 Vmin1. 阈上、阈下极限环分别经过位

于 u 1 = –0.7600221和 u 2 = –0.959267的鞍-同宿

轨 (saddle-homoclinic, SH)分岔点 SH1 和 SH2 消

失. 当 u 1 < u < u 2 时, 快子系统出现阈上和阈下

极限环的共存.

再次, 将全系统产生的簇放电的相轨线叠加到

快子系统的分岔图中, 利用快子系统的分岔来认识

簇放电的复杂动力学, 如图 1(c)和图 1(d), 图 1(d)

为图 1(c)的放大图. 可以发现周期 8簇放电的相

轨迹与快子系统的分岔具有密切关系. 簇放电模式

的 7个阈下振荡位于快子系统的分岔曲线下支的

稳定极限环 (洋红色实线)上; 随着 t 的增加, u 跟

着增加, 阈下振荡向不稳定的鞍点靠近, 最终经由

鞍-同宿轨分岔 SH1, 阈下振荡结束并转迁到阈上

稳定极限环 (红色); 此后, 随着 t 的增加, u 逐渐减

小, 依次呈现出簇内的 8个峰, 最终经由鞍-同宿轨
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分岔 SH2 峰放电结束, 并转迁到阈下振荡, 开始下

一个周期的活动. 因此, 从阈下振荡到簇内 8个峰

放电的转迁对应鞍-同宿轨分岔 SH1, 簇内 8个峰

放电到阈下振荡的转迁均分别对应对应鞍-同宿轨

分岔 SH2, 因此, 此簇放电模式为经由 Homoclinic/

Homoclinic滞后环的 Homoclinic/Homoclinic型簇

放电, 其动力学行为在阈上和阈下极限环之间的

转迁.

V̇ ẇ

最后, 研究快子系统和全系统在相平面 (w, V)

的动力学行为. 当 u 1 < u < u 2 时, 快子系统出现

双稳极限环. u = –0.8513的行为如图 2(a)所示:

红色和洋红色粗虚线分别为阈上和阈下稳定极限

环, 蓝色点线和虚线分别为  和  的零值线, 两条

零值线的 3个交点为平衡点, 中间的为鞍点、两边

的两个为不稳定焦点. 两个极限环在 V 取极小值

附近彼此接近. 图 2(b)为图 2(a)与全系统的周期

8簇放电的轨线在相平面 (w, V)的投影 (蓝色实

线)的叠加. 如图 2(b)所示, 阈上放电的轨线的投

影在阈上极限环 (红色虚线)附近, 阈下振荡的轨

线的投影在阈下极限环 (洋红色虚线)附近, 也展

示了周期 8簇放电是在阈上和阈下极限环间的

转迁. 

3.3    兴奋性作用引起簇内放电峰个数降低的
推测

根据图 1和图 2可以进行以下推测: 在周期

8簇放电的峰峰之间的谷值上, 也就是膜电位的极

小值附近, 对应快子系统的阈上极限环的最小值附
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图 1    改进 FHN模型簇放电模式及其快慢变量分离　(a) 周期 8簇 (圆圈对应 V = –0.3396, t = 141.15); (b) 快子系统的分岔 ,

其中黑色实线、黑色虚线、蓝色点线和蓝色虚线分别表示稳定结点、稳定焦点、鞍点和不稳定焦点; L1 和 L2 为两个鞍结分岔点、

H1 和 H2 为两个 Hopf分岔点; 从 H1 开始的上下两个洋红色实线分别表示阈下稳定极限环的最大值与最小值, SH1 为鞍同宿轨分

岔点, 对应 u 1 = –0.760022; 从 H2 开始的上、下两个红色实线分别表示阈上稳定极限环的最大值与最小值, SH2 为鞍同宿轨分岔

点, 对应 u 2 = –0.959267; (c) 图 (b)与周期 8簇放电轨线 (蓝色实线)的叠加; (d) 图 (c)的局部放大

Fig. 1. Bursting pattern and fast/slow variable dissection of the modified FHN model. (a) Period-8 bursting pattern (the position of

the hollow circle corresponds to V = –0.3396 and t = 141.15). (b) The bifurcations of the fast subsystem. The black solid line, black

dashed line, blue dotted line, and blue dashed line represent the stable node, the stable focus, the saddle, and the unstable focus.

There are two fold bifurcation points of equilibrium point L1 and L2 and two Hopf bifurcation points H1 and H2.  The maximum

(minimum) value of the subthreshold stable limit cycle is represented by the upper (lower) magenta solid line, and the homoclinic

bifurcation point SH1 corresponds to u 1 = –0.760022. The maximum (minimum) value of the suprathreshold stable limit cycle cor-

responds to upper (lower) solid red line, and the homoclinic bifurcation point SH2 corresponds to u 2 = –0.959267. (c) The traject-

ory of period-8 bursting (solid blue line) and panel (b) plotted in one figure. (d) The partial enlargement of panel (c). 
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近, 给予强度合适的兴奋性刺激, 膜电位 V 会抬

升, 有可能引起系统行为转迁到阈下振荡, 也就是

阈下极限环附近, 因此, 系统原先的簇放电结束、

使得簇内放电个数少于 8个, 产生新的放电节律. 

3.4    兴奋性常值脉冲刺激引起簇内放电峰
个数降低

AI∆t+∆T (t)上述推测可以通过施加常值脉冲  

进行验证. 其中 A = 0.08, DT = 1, 当延迟 Dt 取

合适值且振幅 A 大于阈值时, 将会使系统从阈上

极限环跃迁到阈下极限环, 从而开始阈下振荡, 簇

内的 8个峰放电提前结束, 形成的簇内少于 8个峰

的放电. 如果 A 小于阈值则不会出现状态跃迁, 延

续放电模式.

图 3左列的图 3(a1)—(g1)分别为常值脉冲作

用在第 1—7个放电谷值附近的情形, 图中蓝色虚

线为原系统周期 8簇放电, 绿色实线为常值脉冲,

黑色实线为常值脉冲作用下的放电. “●”标记脉冲

作用时刻, “►”表示脉冲作用前的放电峰的峰值且

方向向右. 从图 3左列的图 3(a1)—(g1), 系统跃迁

到阈下极限环, 分别经过 2, 3, 4, 4, 5, 6和 7个阈

下振荡或再经历 9个峰的簇然, 后恢复到周期 8簇

放电, “■”代表恢复簇放电的第 1个峰值; 可以发

现, 在兴奋性脉冲作用下, 簇内放电提前结束, 产

生包含 1—7个峰的簇放电. 图 3右列的图 3(a2)—

(g2)中实线对应左图的“►”到“■”段在相平面

(w, V)上的轨线, 同时“►”也表示轨线沿顺时针方

向运行, 虚线为快子系统在 u = –0.8513时两稳定

极限环, 红 (洋红)色虚线表示阈上 (下)极限环.

可以发现, 兴奋性脉冲作用 (相位●)下, 放电峰结

束, 系统转迁为阈下振荡 (相位◆), 然后再恢复到

簇放电 (相位■).
 

3.5    兴奋性自突触引起簇内放电个数和放
电频率降低

Iaut(t)=−g[V (t)−Vsyn]Γ [V (t− τ)]自突触电流   ,

表现出脉冲特征. 脉冲的强度主要由自突触电导

g 确定, 脉冲的作用相位主要由时滞 t 决定. 自突

触中参数 t 和 g 取值合适时, 兴奋性自突触作用下

的改进 FHN模型可以呈现多种放电模式, 甚至其

平均放电频率会小于无自突触时的平均放电频

率 f0. 

3.5.1    自突触电流作用在第 1个放电峰后的

谷值附近 (t = 3.75)

如图 4所示, 当 g = 0.02, t = 3.75时, 自突

触电流作用在第 1个放电峰后的谷值附近, 诱导

出 1个峰放电和 2个阈下振荡交替的新放电模式,

簇内放电个数降低, 平均放电频率 f = 0.0367, 低

于无自突触时的平均放电频率 f0 = 0.0567.
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图 2    改进 FHN模型的快子系统和全系统在相平面 (w, V)的动力学行为　(a) u = –0.8513时快子系统的阈上极限环 (红色虚

线)和阈下极限环 (洋红色虚线), 箭头表示轨线运行方向,   的零值线 (蓝色点线)和   的零值线 (蓝色虚线), “□”表示不稳定焦

点, “○”表示鞍点; (b)全系统周期 8簇放电的轨线在相平面 (w, V)的投影 (蓝色实线, 箭头为运行方向)与图 (a)中阈上 (红色虚

线)和阈下极限环 (洋红色虚线)的叠加

V̇ ẇ

Fig. 2. Dynamical behavior of fast subsystem and whole system in plane (w, V) of the modified FHN model: (a) The suprathreshold

stable  limit  cycle  (red  dashed  line),  the  subthreshold  stable  limit  cycle  (magenta  dashed  line),  the  direction  of  the  trajectory

(arrow), and the nullcline of    (blue dotted line) and    (blue dashed line) of the fast subsystem corresponds to u = –0.8513; “□”

represents the unstable focus, and “○” represents the saddle; (b) the projection (solid blue line) of period-8 bursting of the whole

system onto the phase plane (w, V), and suprathreshold stable limit cycle (red dashed line) and the subthreshold stable limit cycle

(magenta dashed line) in panel (a) plotted in one figure. 
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图 4(a)中蓝色虚线为原周期 8簇放电模式,

自突触电流 (上方黑色实线)作用下的新放电模式

时间历程如图中下方黑色实线; 其中“►”表示脉冲

作用前的放电峰和轨线运行方向, “●”标记脉冲作

用时刻, “◆”表示新放电节律的第 1个阈下振荡的

峰值, “■”代表经过 2个阈下振荡后恢复放电的峰.

第 1个放电峰产生后, 会诱发自突触电流脉冲, 经

过延时 t = 3.75作用到第 1个放电峰后的谷值附

近, 导致原先应该产生的第 2个放电峰消失, 变为

阈下振荡; 然后自突触电流变为接近 0, 系统经过

两次阈下振荡后再次放电, 进入下一个簇周期.

图 4(b)为放电的►到■段在相平面 (w, V)中

的投影, 从一个放电峰的峰值处►出发, 沿靠近红

线的阈上极限环附近的黑线逆时针运行到●, 在自

突触电流脉冲作用下, 原先应该沿红线的运行轨道

转变为沿黑线的运行轨道, 经历靠近洋红色阈下极

限环附近的两次阈下振荡, 恢复到放电的峰值处■.

红色和洋红色的虚线圈分别对应阈上和阈下极限

环 (u = –0.8513). 新放电节律的轨线是在阈下振

荡和放电之间的转换.
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图 3    兴奋性脉冲 (绿色实线)作用在周期 8簇放电 (蓝色点线)的簇内第 1—7个谷值附近, 使系统跃迁到阈下极限环 (洋红色虚

线)提前结束放电 (黑色实线), 然后分别经过 2, 3, 4, 4, 5, 6和 7个阈下振荡后先是经过 9个放电峰 , 然后恢复到周期 8簇放电

(a1), (a2) Dt = 69.7, 作用在第 1谷值附近; (b1), (b2) Dt = 78.35, 作用在第 2谷值附近; (c1), (c2) Dt = 87.15, 作用在第 3谷值附

近; (d1), (d2) Dt = 96.2, 作用在第 4谷值附近; (e1), (e2) Dt = 105.55, 作用在第 5谷值附近; (f1), (f2) Dt = 115.25, 作用在第 6谷

值附近; (g1), (g2) Dt = 125.5, 作用在第 7谷值附近; 左列, 放电; 右列, 对应左列图中“►”到“■”之间部分在相平面 (w, V)的轨

迹 (黑实线)和快子系统的阈上 (红虚线)和阈下 (洋红虚线)极限环的轨迹图 (u = –0.8513); “►”表示脉冲作用前放电峰的峰值

的位置和轨线的顺时针运行方向, “●”表示脉冲作用相位, “■”表示恢复簇放电后的第 1个峰值

Fig. 3. Transition from suprathreshold stable limit cycle (dashed red line) to subthreshold stable limit cycle (dashed magenta line)

to terminate the firing (solid black line) in advance induced by excitatory impulse (solid green line) applied at suitable phase near

the 1st  to  8th  trough within burst  of  the period-8 bursting (dotted blue line),  and recover  to  period-8 bursting after  2,  3,  4,  4,  5,

6 and 7 subthreshold oscillations and one period-9 bursting. (a1), (a2) Dt = 69.7, application phase near the 1st trough; (b1), (b2)

Dt = 78.35, application phase near the 2nd trough; (c1), (c2) Dt = 87.15, application phase near the 3rd trough; (d1), (d2) Dt =

96.2, application phase near the 4th trough; (e1), (e2) Dt = 105.55, application phase near the 5th trough; (f1), (f2) Dt = 115.25, ap-

plication  phase  near  the  6th  trough;  (g1),  (g2) Dt =  125.5,  application  phase  near  the  7th  trough.  Left  column:  bursting;  Right

column: The projections (black solid line) in the phase plane (w, V) corresponding to the part between “►” and “■” of the corres-
ponding  left  figure,  and the  suprathreshold  stable  limit  cycle  (red  dashed line)  and the  subthreshold  stable  limit  cycle  (magenta

dashed line) corresponding to u = –0.8513 plotted in one figure; “►” represents the peak of the spike within burst before the pulse
stimulation and clockwise direction of the trajectory, “●” represents the application phase of the pulse, and “■” represents the first

peak after the recovery of bursting. 
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新放电节律在阈下振荡和放电之间的转换还

可以从图 4(c)和图 4(d)中看出. 新放电节律►到

■的时段在 (u, V)平面的相图如图 4(c)所示, 而

该相轨线与快子系统的分岔的位置关系如图 4(d)

所示. 可以明确看出, 从◄(对应图 4(a)中的►, 但
表示方向向左)到●, 系统从放电变为阈下振荡,

经历两次阈下振荡恢复到放电峰值■.
 

3.5.2    自突触电流作用在第 2个放电峰后的

谷值附近 (t = 12.6)

当 g = 0.02, t = 12.6时, 如图 5所示, 自突

触电流作用在第 2个放电后的谷值附近, 会诱导出

较为复杂的新放电模式, 其 1个周期的行为依次包

括 2个峰放电、1个阈下振荡、2个峰放电和 5个

阈下振荡. 新放电模式的簇内放电个数降低, 平均

放电频率为 f = 0.049, 低于无自突触时的平均放

电频率 f0 = 0.0567.

如图 5(a)所示, 蓝色虚线为原周期 8簇放电

模式, 上方黑色实线为自突触电流, 下方黑色实线

为新放电模式时间历程. 符号“►”, “●”, “◆”和
“■”分别表示脉冲作用前的放电峰 (运行方向), 第

1个脉冲作用时刻, 新放电节律的第 1个阈下振荡

的峰值和经过 1个阈下振荡后放电的峰值 , 与

图 4中的意义相同. 第 1个放电峰诱发的自突触电

流脉冲经过延时 t = 12.6后, 作用到第 2个放电

峰后的谷值附近, 引起原先应该产生的第 3个放电

峰消失, 变为阈下振荡; 而后, 第 2个放电峰诱发

的自突触电流脉冲作用到阈下振荡第 1个谷值后

的上升段, 导致原先应该产生的第 2个阈下振荡消

失, 变为阈上放电, 形成新的放电峰; 第 1个新放

电峰诱发的自突触电流脉冲作用到第 2个新放电

峰后的谷值附近, 导致系统变为阈下振荡; 而后第

 

61 111 161 211

2

1

0

-1

-2





-1.4 -0.4 0.6 1.6

1.4

0.4

-0.6

-1.6





0.06

0

-0.5


a
u
t

(a) (b)

=3.75

=3.75
阈上极限环
阈下极限环

-1.00 -0.95 -0.90 -0.85 -0.80 -0.75

1.5

0.5

-0.5

-1.5




(d)

SH2 SH1

-0.83 -0.81 -0.79 -0.77

1.5

0.5

-0.5

-1.5





(c)

图  4    具有兴奋性自突触的改进 FHN模型在 g = 0.02和 t = 3.75时的新放电模式及其快慢变量分离　(a) 周期 8簇 (蓝色点

线)在兴奋性自突触电流 (上黑色实线)作用下诱导出新的放电模式 (下黑色实线); (b)自突触的作用下新模式 (►到■时段)在相

平面 (w, V )的投影, 轨线在相位●从阈上极限环 (红色虚线)跃迁到阈下极限环 (洋红色虚线); (c) 新放电模式 (►到■时段) 在相

平面 (u, V )的投影; (d) 图 (c)与快子系统分岔图 1(b)的叠加

Fig. 4. A  novel  bursting  pattern  and  the  corresponding  fast/slow  variable  dissection  of  the  modified-FHN model  with  excitatory

autapse when g = 0.02 and t = 3.75: (a) The new bursting pattern (lower solid black line) induced by excitatory autaptic current
(upper solid black line) acted on the period-8 bursting (dotted blue line); (b) projection of the new pattern (from ► to ■ in panel
(a))  on phase plane (w, V ); at  the phase ●,  the trajectory of  the new pattern (from ►  to ■  in panel  (a))  jumps into the sub-
threshold stable limit cycle (dashed magenta line) from suprathreshold stable limit cycle (dashed red line); (c) the projection of the

trajectory of the novel bursting pattern (from ► to in panel (a)) on the plane (u, V ); (d) the panel (c) and the bifurcation of the
fast subsystem Fig. 1(b) plotted in one figure. 
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2个新放电峰诱发的自突触电流脉冲作用到阈下

振荡第 2个谷值附近, 没能产生新的放电峰; 然后

自突触电流变为接近 0, 系统经过 5次阈下振荡后

再次放电, 进入下一个簇周期.

新放电模式的►到■段在相平面 (w, V)中的

投影如图 5(b)所示. 从►所示的放电峰出发, 沿与

红线 (快子系统的阈上极限环 (u = –0.8513), 对应

放电)特别近的黑线逆时针运行到●, 在自突触电

流脉冲作用下, 原先应该沿红线的运行轨道转变为

沿黑线的运行轨道, 经历 1次阈下振荡, 恢复到放

电的峰值处■. 阈下振荡对应快子系统的阈下极限

环 (洋红色的虚线圈). 新放电节律的轨线是在阈下

振荡和放电之间的转换, 也可以看作阈下极限环和

阈上极限环的转换, 只是转换的相位和规律与原先

周期 8和图 4所示的新节律有不同.

图 5(c)和图 5(d)给出了新放电节律的轨线

在 (u, V )平面的投影, 也能展示其在阈下振荡和

放电之间的转换. 新放电节律从►到■的时段的相

轨线如图 5(c)所示, 而该相轨线与快子系统的分

岔的位置关系如图 5(d)所示, 从◄(对应图 5(a)中

的►, 但表示方向向左)到●, 系统从放电变为阈

下振荡, 也对应从阈上极限环到阈下极限环的转

换, 换经历 1次阈下振荡恢复到放电峰值■. 

3.5.3    自突触电流作用在第 3个放电峰后的

谷值附近 (t = 20.65)

参数 g 不变, 当 t = 20.65时, 自突触电流作

用在第 3个峰后的谷值附近, 如图 6所示, 诱导出

更为复杂的新放电模式, 在 1个周期内依次出现

3个峰放电、2个阈下振荡、3个峰放电和 7个阈下

振荡 , 簇内总放电个数降低 , 平均放电频率 f =

0.055, 低于固有平均放电频率 f0 = 0.0567. 具体如

图 6所示.
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图  5    具有兴奋性自突触的改进 FHN模型在 g = 0.02和 t = 12.6时的新放电模式及其快慢变量分离　(a) 周期 8簇 (蓝色点

线)在兴奋性自突触 (上黑色实线)作用下诱导出新的放电模式 (下黑色实线); (b) 自突触的作用下新模式 (►到■时段)在相平面

(w, V )的投影, 轨线在相位●从阈上极限环 (红色虚线)跃迁到阈下极限环 (洋红色虚线); (c) 新放电模式 (►到■时段) 在相平面

(u, V )的投影; (d) 图 (c)与快子系统分岔图 1(b)的叠加

Fig. 5. A  new  bursting  pattern  and  the  corresponding  fast/slow  variable  dissection  of  the  modified-FHN  model  with  excitatory

autapse when g = 0.02 and t = 12.6: (a) The new bursting pattern (lower solid black line) induced by excitatory autaptic current
(upper solid black line) acted on the period-8 bursting (dotted blue line); (b) projection of the trajectory of the new pattern (from

► to ■ in panel (a)) on phase plane (w, V ); at the phase ●, the trajectory of the new pattern (from ► to ■ panel (a)) jumps into
the subthreshold stable limit cycle (dashed magenta line) from suprathreshold stable limit cycle (dashed red line); (c) the projec-

tion of the trajectory of the novel bursting pattern (from ► to ■ in panel (a)) is plotted on the plane (u, V ); (d) the panel (c) and
the bifurcation of the fast subsystem Fig. 1(b) plotted in one figure. 
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图 6中依旧沿用图 4的符号标记 , 符号“►”
(“◄”), “●”, “◆”和“■”分别表示脉冲作用前的

放电峰和运行方向, 第 1个脉冲作用时刻 (相位),

新放电节律的第 1个阈下振荡的峰值和经过 2个

阈下振荡后放电的峰值.

图 6(a)中, 原周期 8簇放电 (蓝色虚线)在自

突触电流 (上方黑色实线)作用下的新放电模式时

间历程为图中下方黑色实线. 原第 1个放电峰诱发

的自突触电流脉冲经过延时 (t = 20.65)作用到

第 3个放电峰后的谷值附近, 导致原先应该产生的

第 4个放电峰消失, 变为阈下振荡; 原第 2个放电

峰诱发的自突触电流脉冲作用到新阈下振荡的第

2个峰附近, 导致原先应该产生的第 3个阈下振荡

消失, 变为阈上放电, 产生新的放电峰; 原第 3个

放电峰诱发的自突触电流脉冲作用到第 1个新放

电谷后的上升段, 促进峰的形成, 进而形成第 2和

第 3个新放电峰; 第 1个新的放电峰诱发的自突触

电流脉冲作用到第 3个新放电峰后的谷值附近, 导

致系统变为阈下振荡; 而后第 2和第 3个新放电峰

诱发的自突触电流脉冲作用到新阈下振荡的谷值

附近, 没能产生新的放电峰; 然后自突触电流变为

接近 0, 系统经过 7次阈下振荡后再次放电, 进入

下一个簇周期.

从相平面角度, 把放电的►到■段投影在相平

面 (w, V )中, 如图 6(b), 轨线从一个放电峰的峰

值►出发, 沿黑线和红线顺时针运行到●, 在自突

触电流脉冲作用下, 原本应沿红线的运行轨道转变

为沿黑线的运行轨道, 经历 2次阈下振荡, 恢复到

放电的峰值■. 红色和洋红色的虚线圈分别对应阈

上和阈下极限环 (u = –0.8513), 也分别对应放电

和阈下振荡. 新放电节律的轨线是在阈下振荡和放

电之间的转换.
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图 6    具有兴奋性自突触的改进 FHN模型在 g = 0.02和 t = 20.65时的新放电模式及其快慢变量分离　(a) 周期 8簇 (蓝色点

线)在兴奋性自突触 (上黑色实线)作用下诱导出新的放电模式 (下黑色实线); (b) 自突触的作用下新模式 (►到■时段)在相平面

(w, V )的投影, 轨线在相位●从阈上极限环 (红色虚线)跃迁到阈下极限环 (洋红色虚线); (c) 新放电模式 (►到■时段) 在相平面

(u, V )的投影; (d) 图 (c)与快子系统分岔图 1(b)的叠加

Fig. 6. A  new  bursting  pattern  and  the  corresponding  fast/slow  variable  dissection  of  the  modified-FHN  model  with  excitatory

autapse when g = 0.02 and t = 20.65: (a) The new bursting pattern (lower solid black line) is induced by excitatory autaptic cur-
rent (upper solid black line) acted on the period-8 bursting (dotted blue line); (b) projection of the trajectory of the new pattern

(from ► to ■ in panel (a)) on phase plane (w, V ); at the phase ●, the trajectory of the new pattern (from ► to ■ in panel (a))
jumps  into  the  subthreshold  stable  limit  cycle  (dashed  magenta  line)  from  suprathreshold  stable  limit  cycle  (dashed  red  line);

(c) the projection of the trajectory of the novel bursting pattern (from ► to ■ in panel (a)) is plotted on the plane (u, V ); (d) the
panel (c) and the bifurcation of the fast subsystem Fig. 1(b) and plotted in one figure. 
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与前面类似, 新放电节律在阈下振荡和放电之

间的转换还可以从相平面 (u, V )中得出, 新放电

节律►到■时段在 (u, V )平面的投影如图 6(c)所

示, 而该相轨线的投影与快子系统的分岔的位置关

系如图 6(d)所示. 可以明确看出, 从◄(对应图 6(a)

中的►, 但表示逆时针)经历●到◆, 系统从放电

变为阈下振荡, 经历 2次阈下振荡恢复到放电峰

值■.

图 4—图 6中, “●”用来标记第 1个自突触脉

冲作用相位, 图 4(b)和图 4(d)、图 5(b)和图 5(d)、

图 6(b)和图 6(d)分别从解在两个稳定极限环之间

的状态转迁和快慢变量分离的方法揭示确定系统

在自突触的作用下提前结束放电, 导致平均放电频

率降低的内在动力学机制.
 

3.6    兴奋性自突触增强放电频率

与常规概念相符, 在 t 的大多数取值中兴奋性

自突触并不能降低平均放电频率, 如图 7所示. 例

如, 保持 g 不变, t = 70.6, 自突触作用在第 8个放

电后的谷值附近, 诱导出 12个峰放电和 8个阈下

振荡交替的新放电模式, 簇内放电个数增加, 平均

放电频率为 f = 0.0643, 大于固有平均放电频率

f0 = 0.0567.

图 7(a)中蓝色虚线为原周期 8簇放电模式,

自突触电流 (上方黑色实线)作用下的新放电模式

时间历程如图中下方黑色实线; 沿用之前的符号:

“►”表示脉冲作用前的放电峰的峰值和运行方向,

“■”代表经过第 2个自突触脉冲作用后的放电峰

的峰值. 原第 1个放电峰诱发的自突触电流脉冲,
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图  7    具有兴奋性自突触的改进 FHN模型在 g = 0.02和 t = 70.6时的新放电模式及其快慢变量分离　(a) 周期 8簇 (蓝色点

线 )在兴奋性自突触 (上黑色实线 )作用下诱导出新的放电模式 (下黑色实线 ); (b) 自突触的作用下新模式 (图 (a)中►到■时

段)在相平面 (w, V)的投影; 第 1个兴奋脉冲作用在相位●1, 在放电峰上没有引起放电峰大的变化; 第 2个兴奋脉冲作用在相位

●2, 使本来应该产生的阈下振荡变成阈上放电; (c) 新放电模式在相平面 (u, V)的投影; (d) 图 (c)和原放电轨线 (蓝虚线)及快子

系统分岔图 1(b)的叠加

Fig. 7. A  new  bursting  pattern  and  the  corresponding  fast/slow  variable  dissection  of  the  modified-FHN  model  with  excitatory

autapse when g = 0.02 and t = 70.6: (a) The new bursting pattern (lower solid black line) induced by excitatory autaptic current
(upper solid black line) acted on the period-8 bursting (dotted blue line);  (b) the projection of  the trajectory of  the new pattern

(from ► to ■ in panel (a)) on phase plane (w, V) under the action of autapse; The nearly unchanged spike induced by the 1st excit-
atory autaptic current pulse acting on phase ●1  within the spike; The expected subthreshold oscillation changes to suprathreshold

firing  induced by the  2nd  excitatory autaptic  current  pulse  acting  on phase  ●2;  (c)  the  projection  of  the  trajectory  of  the  novel

bursting pattern is plotted on the plane (u, V); (d) the panel (c), original period-8 bursting (blue dotted line), and bifurcations of

the fast subsystem Fig. 1(b) plotted in one figure. 
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峰值大小约为 0.0209, 经过延时 t = 70.6作用到

第 8个放电峰后的下降段, 大小小于阈值 (0.7), 几

乎没有改变膜电位 V 的走势; 而后第 2个放电峰

诱发的自突触电流脉冲作用到第 8个放电峰后的

上升段, 导致原先应该产生的第 1个阈下振荡消

失, 变为阈上放电, 形成放电峰; 而后第 3到第 5

个放电峰诱发的自突触电流脉冲分别作用在第 9

到第 11个放电峰后的上升段, 导致应该产生的阈

下振荡消失 , 变为阈上放电 , 形成放电峰 ; 第 5

个以后的放电峰诱发的自突触电流脉冲大小小于

阈值, 没能诱发新的放电峰, 转为阈下振荡; 然后

自突触电流变为接近 0, 系统经过 8次阈下振荡后

再次放电, 进入下一个簇周期.

为了进一步说明自突触促进放电的动力学机

制, 如图 7(b)所示, 将时间历程的►到■段投影到

相平面 (w, V )中. 轨线从一个放电峰的峰值►处

出发, 沿黑线和红线顺时针运行到●1, 在第 1个

自突触电流脉冲作用下, 没能改变轨线的运行趋

势, 继续沿黑线和红线顺时针运行; 当运行到●2,

在第 2个自突触电流脉冲作用下, 使得原先应该从

沿红线的运行轨道跃迁到洋红色线的运行轨道, 进

入阈下振荡, 转变为沿黑线的运行轨道, 恢复到放

电的峰值处■. 红色和洋红色的虚线圈分别对应阈

上和阈下极限环 (u = –0.8513), 也分别对应放电

和阈下振荡. 自突触电流脉冲增加了新放电节律的

放电峰数.

自突触促进放电的动力学机制还可以从图 7(c)

和图 7(d)得出. 新放电节律周期解在 (u, V )平面

的投影如图 7(c)所示, 而该相轨线与原放电轨线

和快子系统的分岔的位置关系如图 7(d)所示, 可

以明确看出, 新放电节律 (黑实线)比原放电 (蓝虚

线)多出 4个峰. 在自突触作用下阈上振荡跨过直

线 u = –1并继续向左延续, 最终多出 4个阈上峰.

而阈下振荡变化不大, 仅多出 1个峰, 进而总的放

电频率增加. 

3.7    平均放电频率随耦合强度或延迟参数
的变化规律

自突触作用下的改进 FHN模型, g 和 t 变化

时放电频率也变化. 图 8为平均放电频率随 g 和

t 的变化规律.

图 8(a)中固定 g 研究平均放电频率随 t 的变

化, 水平直线对应 g = 0, 也就是周期 8簇放电的

固有放电频率 f0 = 0.0567, 蓝色点线和绿色星线

分别对应 g = 0.02和 g = 0.07的平均放电频率.

结果说明, 当耦合强度 g 固定时, 随着 t 的增加,

平均放电频率呈现出先快速增加再缓慢下降、再上

升再降低且变化幅度逐渐减小的振荡模式, 最终趋

于大于固有放电频率 f0 的某个值. 自突触的电导

越大, 放电频率也越大. 当 g = 0.02时, 在 t = 3,

12和 20.6附近 3处出现了放电频率小于 f0 的反常

现象; 其他 t 值下放电频率大于 f0, 符合常规概念.

当 g = 0.07时, 在 t = 3附近放电频率小于 f0; 其

他 t 值下放电频率大于 f0, 符合常规概念.

图 8(b)中固定 t 研究平均放电频率随 g 的变

化, 水平直线对应固有放电频率 f0 = 0.0567, 蓝色
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图 8    平均放电频率随不同参数增长的变化　(a) 固定 g 时随 t 增长 , 其中 g = 0 (黑色实线), g = 0.02 (蓝色点线)和 g = 0.07

(绿色星线); (b) 固定 t 时随 g 的增长, 其中 t = 3 (蓝色实线), t = 4 (绿色点线)和 t = 5 (红色点虚线); 黑色实线对应平均放电

频率 f0 = 0.0567

Fig. 8. Changes of the average firing frequency with increasing different parameter values: (a) With increasing t values when g is
fixed at g = 0 (solid black line), g = 0.02 (dotted blue line), g = 0.07 (asterisk green line); (b) with increasing g when t is fixed at
t = 3 (solid blue line), t = 4 (dotted green line), and t = 5 (dash-dot red line); the solid black line represents f0 = 0.0567. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 9 (2020)    090502

090502-13

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


实线、绿色点线、红色点虚线分别对应 t = 3, t =

4和 t = 5. 当 t = 3和 4时, 平均放电频率在 g 相

对较小时会小于 f0; g 较大时放电频率会大于 f0,

属于符合常规概念的现象. 当 t = 5时, 放电频率

大于 f0. 结果提示, 时滞较小且自突触强度较小时

容易出现兴奋性自突触引起放电频率降低的反常

现象.

为了全面揭示放电频率对控制参数 g 和 t 的

关系, 研究了平均放电频率在双参数平面 (t, g)的

分布图, 如图 9所示.

图 9(a)为平均放电频率在双参数平面 (t, g)

的分布, 彩色表示频率高低. 为了更清晰地表述

平均放电频率小于 f0 的条件, 图 9(b)中平均放电

频率小于 f0 的用黑色表示, 大于 f0 的用白色表示.

结果表明: 在五个区域出现了平均放电频率小于

f0 的反常现象, 分别对应于 t = 3, 12, 20.6, 31.5

和 40.75附近. 其中图 4 (t = 3.75, g = 0.02)、图 5

(t = 12.6, g = 0.02)和图 6 (t = 20.65, g = 0.02)

所示的放电频率降低的情况的参数位置如图 9(b)

中的绿色、洋红色和蓝色实心圆点所示, 对应于前

三个区域, 也就是兴奋性自突触电流脉冲作用于簇

内的第 1, 2和 3个谷值附近. 随着 t 的增加, 五个

区域的 g 的参数值降低且范围变窄, t 的参数范围

略有变窄. 第 4 (5)个区域对应兴奋性自突触电流

脉冲作用于簇内的第 4 (5)个谷值. 频率降低的

反常现象发生在自突触脉冲电流作用在簇内第

1—5个谷值时, 进一步验证了在膜电位 V 的谷值

附近添加合适的兴奋性激励能实现阈上极限环到

阈下极限环的跃迁且降低放电频率的猜想. 除了这

五个区域, 其他区域的放电频率高于 f0, 符合常规

概念. 例如, 图 7 (t = 70.6, g = 0.02)放电频率增

加的情况对应图 9(b)中的红色实心圆点. 

4   结　论

通过对兴奋性自突触对改进 FHN模型的

Homoclinic/Homoclinic簇放电动力学行为 [7] 的影

响的研究, 得到结论和创新如下:

1) 适当的兴奋性常值脉冲能使系统的簇放电

行为从阈上极限环跃迁到阈下极限环, 提前结束放

电, 降低簇内放电个数, 属于不同于常规认识的新

现象. 合适相位对应于放电簇的谷值附近;

2) 适当时滞和强度的兴奋性自突触不仅能引

起簇内放电个数降低, 而且能降低平均放电频率,

比文献 [21]中只是降低簇内放电个数的结果更为

复杂, 也提供了兴奋性作用引起放电活动降低这一

反常现象的新示例;

3) 给出了不同于常规现象的产生参数范围和

条件, 在自突触时滞和强度的参数平面, 自突触时

滞和电导都相对较小且自突触电流作用在簇内的

第 1, 2, 3, 4和 5个膜电位谷值时. 其余参数范围

下, 兴奋性自突触引起放电频率增加, 符合常规概念.

4) 反常现象出现的动力学机制可以从快慢变

量分离、分岔分析以及阈上极限环和阈下极限环间
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图 9    兴奋性自突触作用下的改进 FHN模型的放电频率在平面 (t, g)上的分布　(a) 平均放电频率分布 , 彩色代表频率高低 ;

(b) 平均放电频率与 f0 = 0.0567的差的分布 , 其中黑色区域 , 频率低于内在频率 f0 = 0.0567, 白色区域 , 频率高于内在频率 f0 =

0.0567; 绿色、洋红色和蓝色实心圆点对应图 4 (t = 3.75, g = 0.02)、图 5 (t = 12.6, g = 0.02)和图 6 (t = 20.65, g = 0.02), 红色实

心圆点对应图 7 (t = 70.6, g = 0.02)

Fig. 9. Distribution of the average firing frequency on the (t, g)-plane of the modified-FHN model with excitatory autapse. (a) The
average firing  frequency.  Color  scale  represents  the  value  of  firing  frequency.  (b)  The  difference  between  the  average  firing   fre-

quency and f0 = 0.0567. Black area: average frequency is lower than f0 = 0.0567; white area: average frequency is higher than f0 =

0.0567. The green, magenta, and blue solid cycles correspond to Fig. 4 (t = 3.75, g = 0.02), Fig. 5 (t = 12.6, g = 0.02), and Fig. 6
(t = 20.65, g = 0.02), and the red solid cycle corresponds to Fig. 7 (t = 70.6, g = 0.02). 
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的转迁获得. 通过快慢变量分离, 确定本文研究的

簇放电模式属于 Homoclinic/Homoclinic型, 与文

献 [21]研究的 Fold/Homoclinic簇不同. 本研究中

的簇放电模式是放电簇 (对应阈上极限环)与阈下

振荡 (对应阈下极限环)的交替, 放电簇内的极小

值 (即阈上极限环极小值)小于阈下振荡的极小值

(即阈下极限环的极小值). 因此, 在放电簇内的谷

值 (极小值)附近, 合适的兴奋性作用能引起从放

电 (阈上极限环)到阈下振荡 (阈下极限环)的转

变, 导致放电提前结束, 簇内放电个数降低, 同时,

阈下振荡的持续期变短. 但是, 放电个数降低是主

要的, 因此, 引起了平均放电频率的降低. 兴奋性

作用包括兴奋性电流脉冲刺激和兴奋性自突触电

流脉冲 . 而文献 [21]研究的 Fold/Homoclinic簇 ,

是放电簇 (对应阈上极限环)和休止期 (对应稳定

结点)的交替, 休止期的膜电位远远低于簇内膜电

的谷值; 强度适合的兴奋性自突触电流作用在休止

期上, 引起休止期提前结束变为放电, 同时, 休止

期的变窄使得放电参数区间也变窄因而引起了放

电个数的降低. 但是, 休止期的降低更为主要, 因

此, 平均放电频率没有降低反而增加. 两类簇放电

模式的动力学性质的不同是兴奋性自突触引起放

电频率变化不同的原因.

兴奋性作用使得系统平均放电频率明显降低

的现象及其动力学机制的发现, 在神经元电活动和

非线性动力学研究领域有着重要意义.

进一步拓展了人们对常规概念和现象不同的

现象的认识. 因为平均放电频率降低不仅表明系统

放电次数降低, 而且表明其放电持续时间在整个周

期内占比降低. 目前为止人们主要关注抑制性作用

导致的反常规现象, 例如, 抑制性作用能引簇内

峰个数增加和放电频率增加、放电参数区间增

大 [16−20,41,51,52]、网络的同相同步 [23−25] 等, 对兴奋性

作用研究偏少, 且主要发现了靠近 Hopf分岔的峰

放电频率增加 [54] 和兴奋性作用使得簇内放电次数

降低但平均放电频率不降 [21]. 而本研究揭示了兴

奋性作用不仅能够降低簇内放电个数还能够明显

降低平均放电频率, 进一步扩展了兴奋性作用和非

线性动力学的内涵.

本文的结果提供了兴奋性自突触的潜在功能

和调控神经元放电频率的新手段. 一般而言, 兴奋

性自突触增强电活动. 本文研究结果提示合适的参

数下兴奋性自突触能够引起电活动的降低, 这就提

示了兴奋性自突触具有降低电活动的新的潜在功

能. 目前, 常规操作中人们主要通过抑制性作用降

低神经元的平均放电频率, 而本文结果说明在合适

强度的脉冲和自突触作用在合适的相位也能够有

效地降低神经元的放电频率.

对比本文的 Homoclinic/Homocinic簇放电与

文献 [21]的 Fold/Homoclinic簇放电的结果和机

制, 可以发现, 相同之处在于兴奋性作用诱发簇内

放电个数降低, 但是, 更多的是不同, 包括本文是

平均放电频率的降低而文献 [21]是簇内放电个数

的减少, 本文的转迁 (分岔)机制是兴奋性自突触

流引起放电 (阈上极限环)转迁到阈下振荡 (阈下

极限环), 而文献 [21]是休止期 (稳定结点)转迁到

放电 (阈上极限环), 如表 1所列. 此外, 文献 [7]揭

示了很多类簇放电模式, 远不止本文提及的两类簇

放电模式, 而簇放电又被认为在信息处理中有重要

作用 [3], 今后应进一步研究兴奋性自突触对其他类

簇放电模式的影响.
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or enhancement of firing frequency of neuronal bursting*

Hua Hong -Tao 1)    Lu Bo 1)†    Gu Hua -Guang 2)

1) (School of Mathematical Science, Henan Institute of Science and Technology, Xinxiang 453003, China)

2) (School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics, Tongji University, Shanghai 200092, China)

( Received 8 November 2019; revised manuscript received 26 February 2020 )

Abstract

Excitatory and inhibitory effect always induces the enhancement and inhibitory effect of neural electronic

activities, which is the common viewpoint of the modulations to the neural firing and plays important roles in

the  information  processing  of  the  nervous  system.  In  the  present  paper,  the  Homoclinic/Homoclinic  bursting

pattern  with  alternation  behavior  between  burst  containing  multiple  spikes  and  subthreshold  oscillations  and

the tough value of the burst lower than that of the subthreshold oscillations is chosen as representative, and the

excitatory effect on the complex nonlinear dynamics of the representative bursting pattern is studied. For the

excitatory  autapse  with  suitable  autaptic  time  delay  and  strength,  the  autaptic  current  pulse  applied  to  the

trough  of  the  burst  can  induce  the  number  of  spikes  within  a  burst  to  decrease  and  then  the  average  firing

frequency  to  decline,  which  presents  a  novel  example  different  from the  common viewpoint  of  the  excitatory

effect. The excitatory autapse induces the average firing frequency to increase in the remained parameter region

of  two-parameter  plane  of  the  autaptic  time delay  and strength.  With bifurcations  acquired by the  fast/slow

variable dissection method and phase trajectory,  the subthreshold oscillations of  the bursting correspond to a

subthreshold limit cycle of the fast subsystem and the spike within burst corresponds to a suprathreshold limit

cycle, and excitatory autaptic current can induce the transition from suprathreshold limit cycle to subthreshold

limit  cycle,  which  leads  the  spike  to  terminate  in  advance  and  is  the  cause  for  reducing  the  average  firing

frequency. The results is the present paper are compared with the phenomenon and bifurcation mechanism that

the excitatory autapse can induce the spike number to decrease within a burst but the average firing frequency

to increase as indicated in a recent study on the Fold/Homoclinic bursting. These results enrich the uncommon

phenomenon of the neuronal electrical activities, reveal the underlying nonlinear mechanism, provide a new way

to regulate the bursting pattern, and disclose the potential functions of the excitatory autapse.
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