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专题: 机器学习与物理

自动微分及其在物理模拟中的应用*

刘金国 1)†    许开来 2)

1) (哈佛大学物理系, 坎布里奇　02138)

2) (斯坦福大学, 斯坦福　94305)

(2021 年 4 月 27 日收到; 2021 年 6 月 17 日收到修改稿)

自动微分是利用计算机自动化求导的技术, 最近几十年因为它在机器学习研究中的应用而被很多人了

解. 如今越来越多的科学工作者意识到, 高效、自动化的求导可以为很多科学问题的求解提供新的思路, 其中

自动微分在物理模拟中的应用尤为重要, 而且具有挑战性. 物理系统的可微分模拟可以帮助解决混沌理论、

电磁学、地震学、海洋学等领域中的很多重要问题, 但又因为其对计算时间和空间的苛刻要求而对自动微分

技术本身提出了挑战. 本文回顾了将自动微分技术运用到物理模拟中的几种方法, 并横向对比它们在计算时

间、空间和精度方面的优势和劣势. 这些自动微分技术包括伴随状态法, 前向自动微分, 后向自动微分, 以及

可逆计算自动微分.
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1   引　言

自动微分 [1] 是指自动获取一段计算机程序导

数的技术, 很多人对它的了解源自它在机器学习中

的成功应用, 人们可以用它优化包含数千亿参数的

神经元网络 [2]. 与很多人印象不同的是, 自动微分

其实是个很古老的技术. Nolan[3] 早在他 1953 年的

博士论文中就提出过计算机自动化求导的构想, 后

来针对这一构想又出现了两种不同的实践, 分别

是 1964 年由 Wengert [4] 实现的前向自动微分和

1970 年 Linnainmaa [5] 实现的后向自动微分. 而最

近十几年, 由于后向自动微分在机器学习中的广泛

应用, 相关技术越来越成熟并在科学计算中也得到

了越来越多的应用. 科学家们利用方便的、自动化

的计算机辅助求导解决了很多重要的物理问题, 其

中包括帮助变分蒙特卡罗设计更加通用的多体物

理波函数 [6−9], 加速变分量子算法的模拟 [10], 拓展

变分张量网络算法 [11], 以及求解自旋玻璃基态构

型 [12] 等.

对物理模拟过程的自动微分是自动微分重要

的应用之一, 其中最大的技术挑战是对电磁学、海

洋学 [13] 和地震学 [14,15] 等问题中最核心的微分方程

求解过程的自动微分. 这些微分方程常见的求解方

法是先将问题的时空坐标离散化, 并以数值积分的

形式完成求解. 要得到精确的结果, 离散化后的网

格需要设计得很稠密, 从而对存储空间和计算时间

的需求巨大. 与此同时, 在自动微分计算过程中,

机器学习中主流的后向自动微分库, 如 Jax[16] 和

PyTorch[17], 需要很多额外的空间来缓存中间结

果, 导致人们经常无法直接用它们对具有一定规模

的实际物理模拟问题求导. 一种传统的解决常微分

方程求导的方案叫作伴随状态法 [18,19], 它假设了在

较短时间内积分器可逆, 并通过逆向积分来帮助自

动微分回溯状态. 事实上, 除了 Leapfrog 等少数辛

积分器外, 大多数的积分器并不能保证严格的时间
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反演对称, 所以伴随状态法往往存在与积分步长有

关的系统性误差. 后来, 有人把机器学习中的最优

检查点算法带到了物理模拟的反向自动微分中 [14],

到了严格求导. 也有一些人直接利用包含最优检

查点算法 [20,21] 的自动微分编译器, 如 Tapenade[22],

OpenAD[23] 等, 编译模拟代码实现类似的时间和

空间的权衡. 在最近几年, 可逆计算开始被用作一

种新的通用的微分的方案 [24], 也可以做到对数的

额外空间开销. 可逆计算提供了传统自动微分框架

所不具有的内存控制的灵活性, 因此可以被用来微

分 GPU 核函数、复杂的控制流等.

本文将会回顾共轭态方法, 前向自动微分以及

基于最优检查点算法和可逆计算的后向自动微分

等自动微分方法在物理模拟问题中的应用, 并对比

不同方法的优劣以及适用的场景. 第 2 节介绍了几

种自动微分方法的基本理论. 第 3 节介绍了不同自

动微分技术在波的传播模拟中的应用. 关于如何在

后向自动微分中权衡程序的运行时间和空间的理

论, 虽然重要, 但受篇幅限制我们将其放在附录. 

2   自动微分方法

物理模拟过程的常见求解方案是先将偏微分

方程的空间部分离散化并做差分处理 [26], 从而将

其转换为对时间的常微分方程 

ds
dt

= f(s, t, θ),

s t θ

n

ti ti+1 = ti +∆t

其中   为状态,   为时间,   为控制参数. 一个常微

分方程的数值求解器会把时间维度离散化, 做  步

叠代求解, 每步仅做从时刻  到时刻 

的演化, 

sn = ODESolve(f, s0, θ, t0, tn)

= (si+1 = ODEStep(f, si, θ, ti,∆t)

for i = 0, 1, · · · , n− 1), (1)

si i

ODEStep(si)
L = loss(sn)

∂L
∂s0

∂L
∂θ

其中   为完成第   步积分后的状态. 为了简便, 下

文将单步运算简记为   . 最后我们还会

定义一个损失函数   . 自动微分的目标

则是求解损失量对输入状态   和控制参数的导

数和  .
 

2.1    共轭态方法

共轭态方法 [18,19] 是专门针对常微分方程的反

∂q

∂s

∂q

∂θ

∂L
∂sn

向传播方法. 在研究中, 人们发现积分过程的导数

的反向传播同样是一个积分过程, 只不过方向相

反. 于是人们通过构造一个可以同时回溯函数值和

回传导数的拓展函数, 以对拓展函数的逆向积分的

形式完成导数的计算, 如表 1 中算法 1 所示. 该算

法的描述来自文献 [19], 其中可以找到详细的推导

过程, 这里对原算法中的符号做了替换以方便读者

理解. 算法中的  ,   以及  为局域导数, 它们

可以通过手动推导或借助其他自动微分库来实现.

该方案在积分器严格可逆的时候梯度也严格, 而当

积分器反向积分误差不可忽略时, 则需要额外的处

理保证误差在可控范围, 这一点我们会在随后的例

子中涉及.
 
 

表 1    伴随状态法 (算法 1)
Table 1.    Continuous adjoint state method (Algorithm 1).

θ t0 tn sn
∂L
∂sn

输入: 动力学参数  , 开始时间  , 结束时间  , 末态  ,

        以及需要回传的导数 

∂L
∂s0

∂L
∂θ

输出:   ,  

θ1 function aug_dynamics((s, a, –), t,   )

q = f(s, t, θ)2 　  　　 #定义拓展动力学函数(
q, −aT

∂q

∂s
−aT

∂q

∂θ

)
3 　return   ,  

4 end

S0 =

(
sn,

∂L
∂sn

, 0

)
5    #计算拓展动力学函数的初始状态

(
s0,

∂L
∂s0

∂L
∂θ

)
θ

tn

6   ,    = ODESolve(aug_dynamics, S0,   ,

      , t0)　　　　　　 #对拓展动力学反向积分
 
  

2.2    前向自动微分

p

dp

f

顾名思义, 前向自动微分是指向前 (指与程序

运行方向相同) 传播导数. 这里导数传播的规则和

数学分析中的无穷小量的运算规则有关. 数学中,

在对一个输入变量   求导时, 会让它携带一个无

穷小量   , 并通过对这个无穷小量的运算完成对

程序的求导. 例如当作用函数  时, 会有如下链式

法则: 

f

(
x⃗+

dx⃗
dp

dp
)

= f(x⃗) +

(
df(x⃗)
dx⃗

dx⃗
dp

)
dp, (2)

x⃗ f p

df(x⃗)
dx⃗

其中   为函数   的输入参数的集合, 可以包括   本

身.   为局域雅可比矩阵, 前向传播中我们将

它与梯度矢量相乘得到新的梯度矢量. 实际程序实
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(v, v̇) v̇ =
dv
dp

现中, 这个局域雅可比矩阵并不需要构造出来. 考

虑到任何程序都具有可拆分为基础指令的特点, 人

们把程序拆解为基础标量指令, 并在这些基础指令

上通过代码变换或算符重载的方式实现梯度矢量

的计算. 以标量的乘法为例, 变量会同时记录它的

数值和一阶小量的系数  , 其中  , 人们重

新定义它的基本运算规则如下: 

∗̇ : ((a, ȧ), (b, ḃ)) 7→ (a ∗ b, aḃ+ bȧ).

使得其在计算同时更新一阶小量的系数, 而自动微

分所要做的就是将所有的运算指令都引入小量的

系数并做上述运算规则的替换. 简单的运算规则的

替换对于人类来说尚可手动, 但真实的程序可能会

包含数以亿计的这样的基础操作, 虽然结果依然是

解析的, 但是人们很难再通过人力得到具体的导数

表达式, 而计算机恰恰很擅长这样繁琐但是规则简

单的任务. 如图 1(a) 所示, 在求解常微分方程中,

单步前向自动微分可以形式化的表达为 

ODEStepF :

(
si,

dsi
ds0

,
dsi
dθ

)
7→

(
ODEStep (si) ,

∂si+1

∂si

dsi
ds0

,
∂si+1

∂si

dsi
dθ

+
∂si+1

∂θ

)
,

si, si+1 θ

这里为了简洁略去了时间等常数参量. 由于状态

 和控制参数  均可包含多个变量, 上述偏微

分均解释为雅可比行列式. 一般前向自动微分在一

次前向运行中只对一个或若干个变量求导, 因此计

算空间会随着一次求导的变量数目线性增加. 无论

是一次求导多少个变量, 前向自动微分求导的时间

都会随着需求导的变量的数目线性增长, 这是限制

前向自动微分应用场景的最主要因素. 

2.3    后向自动微分

L
dL
dv⃗

后向自动微分与前向自动微分梯度传播方向

相反, 它解决了前向自动微分中计算开销随着需要

求导的变量数目线性增长的问题. 后向自动微分包

括正向计算和梯度反向传播两个过程. 正向计算过

程中, 程序进行普通的计算并获取所需的运行时信

息, 最后得到一个标量损失  . 梯度回传的过程是

计算导数的过程, 可表示为更新变量的梯度  的

dL
dL

= 1过程. 从  出发, 梯度反向传播对应如下链式

法则:
 

dL
dx⃗

=
∑
i

∂L
∂y⃗i

dy⃗i
dx⃗

.

{fp} y⃗ = fp(x⃗)

v =
dL
dv⃗

为了实现该链式法则, 软件包设计者们一般会在软

件中规定一类可微分的函数集合, 叫作原子函数

 , 并定义了梯度在原子函数  上的回传

规则为伴随变量  的更新规则,
 

fp : (x, y) 7→
(
x+ y

∂y⃗

∂x⃗
, y

)
.

∂y⃗

∂x⃗
其中,   为局域雅可比矩阵, 它不需要具体计算出

来, 而是通过后向传播函数实现. 根据实现不同,

这些原子函数可以是 Tapenade 和 NiLang[24] 那样

仅包含有限个基础标和 Pytorch 中那样的可拓展

的常用函数集合. 用户将程序表示为原子函数的组

合, 在前向计算中, 计算机将遇到的原子函数的后

向传播函数连同所需的中间变量一起存放在堆栈

中, 并在反向传播中按照后进先出的顺序调用, 这

样程序便可以利用上述梯度回传规则更新伴随变

量. 具体到求解常微分方程的自动微分过程中, 其

反向传播过程如图 1(b)所示, 可以形式化的表达为
 

 

ODEStepB : (si+1, θ, si) 7→
(
si+1

∂si+1

∂si
, θ + si+1

∂si+1

∂θ

)
,

 

 

(b)

1d
d0

d
d1

d
d2

d
d3

0 1 2 3 

(a)
0 1

d1
d0

d2
d0

d3
d0

d
d0

2 3 

图 1    物理模拟程序中对状态变量梯度的 (a) 前向传播和

(b) 后向传播过程. 其中线条上的箭头代表运算的方向, 圆

圈为后向自动微分中缓存的变量

Fig. 1. The  (a)  forward  mode  and  (b)  backward  mode

gradient propagation for state variables in a physics simula-

tion. The arrows are computation directions, and circles are

cached states  in  the  backward  mode  automatic  differenti-

ation. 
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#正向计算 (单步) #反向传播 (单步)

push(Σ, si), si = pop(Σ),

si+1 = ODEStep(si), (si, θ) = ODEStepB(si+1, θ, si).

Σ

这里也同样略去了时间等参量, push 和 pop分别

是对全局堆栈  的入栈和出栈操作. 虽然导数回传

的计算复杂度与需要求导的变量数目无关, 但后向

自动微分向堆栈中存储数据带来了正比于计算步

骤数的额外空间开销. 如何设计一个可以对计算状

态逆序的访问的算法, 使得缓存带来的时间和空间

开销更小, 是反向自动微分设计复杂性的来源, 也

被称作“时间与空间的权衡”问题. 实际应用中, 人

们可以用检查点 [20] 或者反向计算 [24] 技巧来避免

缓存全部中间结果. 如图 2(a) 所示的检查点方案

中, 正向计算中程序可以选择性的缓存 (黑色圆

点) 或者不缓存部分状态 (空心圆点), 这些被缓存

的状态被称作检查点. 在图中下方的反向传播过程

中, 当需要的数据没有被缓存时, 程序会从最近的

检查点出发重新计算该数据 (下方步骤 2). 图 2(b)

所示的反计算方案是可逆计算中常用的避免缓存

的方案. 当运算在数学层面不可逆, 可逆计算要求

保留输入状态以使其在程序层面可逆, 因此默认也

需要缓存每步的结果. 而反计算通过反向运行 (上

方步骤 5) 清零已分配的内存的方式并将空间资源

归还给系统控. 在反向传播过程中, 执行顺序和前

向镜像对称, 每个指令变成原指令的逆, 因此可以

自然地获得运行时的状态信息. 不论是检查点方案

还是可逆计算方案, 节省内存都需要消耗更多的

时间, 那么如何权衡两者的额外开销才是最好呢?

我们在附录中引入一个简单的理论模型——鹅

卵石游戏并详细讨论了如何在检查点方案中用

Treeverse 算法 [20](也叫作最优检查点算法) 实现仅

需对数的额外时间和空间逆向遍历状态, 以及如何

在可逆计算中用 Bennett 算法 [25] 实现对数的额外

空间和多项式的额外时间实现逆向遍历状态, 这里

仅把基本结论列于表 2 中. 

3   自动微分在物理模拟中的应用

本节有两个案例, 其一是用前向自动微分和伴

随状态法求解参数较少的洛伦茨系统模拟的导数,

其二是用最基于最优检查点算法和可逆计算的后

向微分对步骤较多且内存消耗巨大的地震学模拟

的求导. 这些例子的源代码可在 Github 仓库中找

到 : https://github.com/GiggleLiu/WuLiXueBao. 
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图 2    使用 (a) 检查点方案和 (b) 反计算方案避免缓存全

部中间状态 . 图中黑箭头为正常计算过程 , 红箭头为梯度

回传过程 , 蓝箭头为梯度回传和反向计算的复合过程 , 箭

头上的数字代表了执行顺序. 黑色和白色的圆点为被缓存

和未被缓存 (或通过反计算消除) 的状态

Fig. 2. Using (a) checkpointing scheme and (b) reverse com-

puting scheme to avoid caching all intermediate states. The

black arrows are regular forward computing, red arrows are

gradient  back  propagation,  and  blue  arrows  are  reverse

computing. The  numbers  above  the  arrows  are  the  execu-

tion order.  Black and white  circles  represent  cached states

and not  cached  states  (or  those  states  deallocated  in  re-

verse computing) respecitively. 

 

O(TS)

ϵ > 0

表 2    不同自动微分方案中, 时间与空间复杂度的

关系. 这里伴随状态法没有考虑了缓存部分中间结

果以保证反向积分的正确性, 考虑之后应为  .

前向自动微分时间复杂度中的 N 代表了需要求导

的参数个数. 可逆计算中的多项式时间复杂度中的

ϵ

Table 2.    The time and space complexities in differ-

ent automatic differentiation schemes.  Here,  the ad-

joint  state  method  does  not  consider  the  effect  of

round off error into consideration. The parameter N

in  the  forward  mode  autodiff  represent  the  number

of  differentiable  input parameters.  The    in the re-

verse computing is greater than 0.

方法 时间 空间 是否严格

伴随状态法 O(T ) O(S) 否

前向自动微分 O(NT ) O(S) 是

基于最优检查点的
后向自动微分

O(T logT ) O(S logT ) 是

基于可逆计算的
后向自动微分

O(T 1+ϵ) O(S logT ) 是
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3.1    洛伦茨方程求解

洛伦茨系统 [27] 是人们研究混沌问题的经典模

型, 它描述了一个定义在三维空间中的动力学 

dx
dt

= σ(y − x),

dy
dt

= x(ρ− z)− y,

dz
dt

= xy − βz.

σ ρ β

ρ > 1

ρ < σ
σ + β + 3

σ − β − 1

(x0, y0, z0) = (1, 0, 0) β = 8/3

[0, T = 30] 3× 10−3

(x0, y0, z0) (σ, ρ, β)

ρ, σ

其中,   ,   和   为三个控制参数. 该系统的含时

演化的曲线如图 3(b) 所示 .   时 , 系统有两

个吸引子 [28], 但仅当   时才会出现

图 3(b) 中橘色曲线所示的粒子稳定地围绕其中一

个吸引子运动的情况, 这时系统较为稳定并表现出

对初值较为不敏感的特点. 末了位置坐标对控制参

数和初始坐标的导数反映了末态对控制参数和初

始位置的敏感度, 在一定程度上反映了系统出现了

混沌现象. 在数值模拟中, 我们用 4 阶龙格库塔方

法对时间积分并得到末了位置, 模拟中固定初始位

置为  , 控制参数为  , 积

分时间区间为  以及积分步长为  .

由于该过程所含参数仅有 6 个, 包括初始位置的三

个坐标  和三个控制参数  , 因此用

前向自动微分工具 ForwardDiff[29] 求导比后向自

动微分有很大优势. 我们把导数的绝对值的平均与

初始  的关系画在图 3 中. 可以看出只有在理论

预言的黑线下方才会有较小的导数, 说明稳定吸

引子参数下系统动力学的确对初值依赖性较低.

表 3 对比了不同方法的时间和空间的消耗, 可以看

到前向自动微分所用的时间仅为原代码的不到

2 倍. 这里的高效来自 ForwardDiff 中允许一次对

多个变量求导, 代价是用了正比于参数数目倍数的

空间. 该技术虽然没有改变随着输入变量数目增

加, 计算复杂度线性增加的本质, 但是减少了线性

部分的系数, 对处理实际问题很有帮助. 基于可逆

计算的后向自动微分库 NiLang[24] 需要的计算时

间为原计算的约 3.5 倍, 其中包含了前向计算和反

向传播过程, 因此这个速度并不算差. 但是由于龙
 

104表 3    不同方法对  步洛伦茨系统积分过程的微

分所需时间和空间, 其中空间部分以状态数目为单

位, 时间的估计通过 BenchmarkTools.jl 软件包多

次统计得出. 这里, NeuralODE 中单步计算的微分

由 NiLang 完成, 检查点的步长为 200 步
104Table 3.    The  time  and  space  to  simulate  a  

step Lorenz  integration,  where  the  space  is  meas-

ured in unit of single state size, and the time is ob-

tained  by  repeated  sample  using  the  Julia  package

BenchmarkTools.jl.  Here,  the  single  step  back

propagation in NeuralODE is obtained with NiLang,

and the checkpoint step size is 200.

方法 Julia ForwardDiff NiLang
Neural
ODE +
NiLang

时间/ms 1.90 2.88 6.70 34.30

空间 (估计) 1 6 104 50
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Stable
Not stable

40

20

20

20

0

0

-20

0

β = 8/3 ρ σ

(σ = 10, ρ = 27)

(σ = 10, ρ = 15)

图 3    (a) 洛伦茨系统中固定参数   , 梯度大小与参数   和   的关系. 图中颜色代表了平均梯度大小, 黑线是理论上会不会

存在稳定吸引子分界线 . (b)  中的蓝色和黄色的线分别对应  (a) 图标识的蓝点处参数    和黄点处参数

  对应的动力学模拟

ρ σ β 8/3

(σ = 10, ρ = 27) (σ = 10, ρ = 15)

Fig. 3. (a) The magnitude of gradients as a function of parameters    and    in a Lorenz system with    fixed to   . The black

line is a theoretical predicted stable attractor phase transition line. The blue and yellow curves in (b) are simulations at parameters

corresponding to the blue    and yellow    dots in (a).
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l2

格库塔积分器不可逆, 在不利用额外的计算时间交

换空间的情况下, 需要缓存每一步的计算以保证可

逆性, 因此要求有   倍于状态大小的缓存空间.

好在该问题的单个状态空间仅有三个维度, 不做任

何缓存求导仍然很容易. 表中最后一列的伴随状态

法的单步求导利用了 NiLang 的自动微分, 虽然伴

随状态法在理论上可以做到无额外内存消耗, 但是

会引入由于积分器不可逆带来的系统误差, 这对于

研究混沌问题非常致命. 我们以前向自动微分的导

数是严格的导数作为基准, 把伴随状态法求得的导

数的   相对误差与积分步长的关系绘制于图 4(a)

中, 可以看出相对误差随着积分步长指数增加. 因

此, 我们需要每隔一段积分, 就设置一个检查点重

新加载正确的坐标. 图 4(b) 显示检查点越密, 误差

越小, 消耗的额外空间也越多. 在表格中的模拟中,

我们选择了检查点步长为 200, 对应检查点数目为

10−550, 相对误差约为  . 

3.2    波的传播方程的微分

u(x1, x2, t)考虑由如下方程决定的波函数  在非

均匀二维介质中的传播过程: 

∂2u

∂t2
−∇ · (c2∇u) = f, t > 0,

u = u0, t = 0,

∂u

∂t
= v0, t = 0.

(3)

c其中   为波在介质中的传播速度 . 理想匹配层

(PML)[30−32] 是模拟波在介质中运动的一种准确可

靠的方案, 为了在有限尺寸模拟该动力学, PML 方

法引入了吸收层防止边界反射的影响. 在引入辅助

场并对空间和时间进行离散化后, 上述方程可变形

为如下数值计算过程: 

 

un+1
i,j ≈ ∆t2

1 + (ζ1i + ζ2j)∆t/2

(
(2− ζ1iζ2j)u

n
i,j −

1− (ζ1i + ζ2j)∆t/2

∆t2
un−1
i,j + c2i,j

un
i+1,j − 2un

i,j + un
i−1,j

∆x2

+ c2i,j
un
i,j+1 − 2un

i,j + un
i,j−1

∆y2
+

(ϕx)i+1,j − (ϕx)i−1,j

2∆x
+

(ϕy)i,j+1 − (ϕy)i,j−1

2∆y

)
,

(ϕx)
n+1
i,j = (1−∆tζ1i)(ϕx)

n
i,j +∆tc2i,j(ζ1i − ζ2j)

ui+1,j − ui−1,j

2∆x
,

(ϕy)
n+1
i,j = (1−∆tζ2j)(ϕy)

n
i,j +∆tc2i,j(ζ2j − ζ1i)

ui,j+1 − ui,j−1

2∆y
,

(4)

c ζ1 ζ2 x

这里的第一项为近似, 因为它忽略了原式中介质传

播速度  的空间梯度项的贡献.   和  分别是  和

y ϕx ϕy

x y ∆x ∆y ∆t

 方向的衰减系数,   和  分别为引入的辅助场的

 和  方向的分量,   ,   和  分别是空间和时
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ρ = 27, σ = 10, β = 8/3 l2

100 104
图 4    (a) 利用共轭态方法对   的洛伦茨系统求导时, 相对   误差与积分步数的关系. 其中一个点代表了

在该步长下, 对   个随机初始点计算得到的中位数, 缺失的数据代表该处出现数值溢出. (b) 每隔固定步长设置检查点后,  

步积分的误差

l2

ρ = 27, σ = 10, β = 8/3 100

104

Fig. 4. (a)  Relative    error  as  a  function  of  the  integration  step  in  differentiating  the  Lorenz  equation  solver  at  parameters

  using  the  adjoint  state  method.  Each  data  point  in  the  graph  represents  a  median  of    random

samples. Some data are missing due to the numerical overflow. (b) The same error curve of computing    steps with checkpoint-

ing to decrease the round off error. 
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间的离散化参数 . 该方程的详细推导可参考文

献 [26]. PML 模拟的自动微分在地震学中有着重

要的应用 [15], 而且人们很早就认识到检查点方案

可以用于地震波模拟中 [14], 从而使回溯中间状态

的内存需求大大减少.

1000× 1000

sn = {un−1, un, ϕn
x , ϕ

n
y}

c

106

104

在数值模拟中, 我们用双精度浮点数模拟了

 的二维格点上的 PML 方程求解, 每个

状态要存储 4 个矩阵  , 占用

存储空间为 32 MB. 虽然前向自动微分可以仅用

常数倍空间开销微分该程序, 但由于仅传播速度 

就包含  个参数, 前向自动微分带来的线性时间

复杂度的增加是不可接受的. 同时, 若不做任何内

存优化对该程序后向自动微分, 积分  步需要存

储空间至少为 320 G, 远超出了普通 GPU 的存储

能力. 此时, 我们需要用附录中描述的 Bennett 算

法和 Treeverse 算法来节省后向自动微分的缓存.

图 5 中展示了这两种时间空间交换方案下, 实际程

序在 GPU 上运行的时间与空间的关系, 计算设备

为 Nvidia Tesla V100. 纯可逆计算实现的 Ben-

nett 算法中, 计算梯度的部分随着前向计算的步

骤数的增加而增加, 额外开销和理论模型几乎一致.

Bennett 算法在可逆计算的意义下是最优的时空

交换策略, 但对普通硬件并不是最优的. Treeverse+

NiLang 的方案是指用可逆计算处理单步运算的微

分, 同时用 Treeverse 算法处理步骤间的微分. 这

里随着检查点数目的减少, 计算时间的减少并不明

显. 这是因为增加的计算时间是前向计算, 而这里

单步后向计算梯度的时间是前向时间的 20 多倍,

因此即使仅用 5 个检查点, 额外的增加的时间也不

到 1 倍. 这里单步计算梯度的之所比前向计算慢很

多, 是因为当使用 NiLang 微分并行运行的 GPU

核函数, 必须要避免变量的共享读取以避免程序在

后向计算中同时并行更新同一块内存的梯度, 这些

额外的设计带来了很多性能的损失. 与此对比, 在

单线程版本的 CPU 上, 前向和后向的单步运算时

间差距在 4 倍以内. 此外, 虽然 Treeverse算法在

可以做到高效的时间和空间的交换, 但由于内存的

管理需要用到系统内存中的全局堆栈, 无法直接用

于微分 GPU 的核函数. 而可逆计算则非常适合微

分这种非线性且具有一定可逆性的程序, 这也是为

什么这里选择用可逆计算对单步运算求导来避免

手动求导 GPU 核函数的麻烦.

感谢王磊老师的讨论以及计算设备的支持. 感谢彩云

天气 CTO 苑明理老师关于自动微分关于自动微分在天气

预报中应用的讨论. 感谢 QuEra 公司提供的研究赞助. 

附录 A1　名词表

伴随变量　adjoint

核函数　kernel function

原子函数　primitive function

可逆计算　reversible computing

可逆编程　reversible programming

鹅卵石游戏　pebble game

伴随状态法　adjoint state method

自动微分　automatic differentiation (AD)

前向自动微分　forward mode AD

后向自动微分　reverse mode AD

地震学　seismic

检查点　checkpoint

拓展动力学　augmented dynamics

损失　loss
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图 5    Bennett 算法和 Treeverse 算法应用于 PML 求解过

程的微分的时间与空间开销. 其中图中标记的数字为函数

的实际前向运行步骤数与原始模拟步骤数 (  ) 的比值 .

纵轴的总时间是前向计算和后向传播时间的总和, 横轴的

空间的数值的实际含义为检查点的数目或可逆计算中的最

大状态数. 在 Bennett 算法中, 后向运行次数和前向运行次

数一样, 而 Treeverse 算法中, 反向传播的次数固定为  

104

Fig. 5. The time and space cost of using Bennett algorithm

and  Treeverse  algorithm  to  solve  the  PML  equation.  The

annotated numbers are relative forward overhead defined as

the  ratio  between  actual  forward  computing  steps  and the

original computing steps. The time in the y axis is the actu-

al  time  that  includes  both  forward  computing  and  back

propagation. The space in the x axis is defined as the max-

imum number  of  checkpoints  in  the  checkpointing  scheme

or the maximum intermediate states in the reverse comput-

ing scheme. In the Bennett's algorithm, the number of for-

ward and backward steps are the same, while in Treeverse

algorithm, the number of back propagation steps is fixed to

 . 
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控制流　control flow

辛积分器　symplectic integrator

洛伦茨　Lorenz

龙格库塔　Runge-Kutta 

附录 A2　时间与空间的交换, 鹅卵石
　　 　　游戏

n 0, 1, 2 · · ·n 0

鹅卵石游戏是一个定义在一维格子上的单人游戏. 人

们最初提出这个模型是为了描述可逆计算中的时间与空间

的交换关系. 游戏开始时, 玩家拥有一堆鹅卵石以及一个一

维排布的  个格子, 标记为  , 并且在  号格子上有

一个预先布置的鹅卵石. 游戏规则见表 A1.
  

表 A1    鹅卵石游戏-可逆计算版本
Table A1.    Pebble  game rules—the  reversible  computing

version.

i

i+ 1

放置规则: 如果第  个格子上有鹅卵石, 则可以从自己堆中
              取一个鹅卵石放置于第  个格子中,

i i+ 1回收规则: 仅当第  个格子上有鹅卵石, 才可以把第 

              个格子上的鹅卵石取下放入自己的堆中,

n结束条件: 第  个格子上有鹅卵石.

S游戏目标: 在固定可使用鹅卵石数目为   (不包括初始鹅
              卵石) 的前提下, 使用尽可能少的步骤数触发游
              戏结束.

 
 

S ⩾ n n

O(n)

这里一个鹅卵石代表了一个单位的内存, 而放置和取

回鹅卵石的过程分别代表了计算和反计算, 因此均需要一

个步骤数, 对应计算中的一个单位的运算时间. 这里对应回

收规则中要求前一个格点中存在鹅卵石, 对应可逆计算在

释放内存时, 要求其前置状态存在以保证反计算可行. 当鹅

卵石数目充足 (  ), 我们用  个鹅卵石依次铺至终点

格子, 此时时间复杂度和空间复杂度均为  . 最少的鹅

卵石数目的玩法则需要用到可逆计算框架下时间和空间最

优交换方案 Bennett 算法.

k ⩾ 2 k

k − 1

k − 1

k

l

如表 A2 中算法 (图 A1(b)) 所示, Bennett 算法将格

子均匀的分割为  等份, 先是像前执子  个区块使最

后一个区块的末尾存在鹅卵石, 然后从最后第  个区块

开始反向执子收回中间  个鹅卵石到自由堆中. 每个区

块又递归的均匀分割为  个子分块做同样的放置鹅卵石-保

留最后的鹅卵石-取回鹅卵石的操作, 直到格子无法再分割.

假设次过程的递归次数为  , 我们可以得到步骤数和鹅卵石

数为 

T = (2k − 1)l, S = l(k − 1) + 1.

k l n = kl

k

其中,   与  满足总格子数  . 可以看出可逆计算的时

间复杂度和原时间为多项式关系. 同时可以看出    越小,
 

表 A2    Bennett 算法
Table A2.    The Bennett's algorithm.

S = {0 : s0} k

i = 0 L = n

输入: 初始状态集合  , 子分块数目  , 分块
　 　起点点  , 分块长度 

S[n]输出: 末态 

k i L1 function bennett (S,   ,   ,   )

2 　if L = 1 then

S[i+ 1]← 03 　 

S[i+ 1]+ = fiS[i]4 　 

5 　else

l← ⌈L/k⌉6 　　　 

k′ ← ⌈L/l⌉7 　 　  

j = 1, 2, · · · , k′8 　      for    do

(S, k, i+ (j − 1)l) (l, L(j − 1)l))9 　     bennett   , min  

10 　    end

j = k′ − 1, k′ − 2, · · · 111 　      for    do

(S, k, i+ (j − 1)l, l)12 　      bennett  

13 　       end

14   　end

15 　end

 

...

(a)

-1,3 -1,2

-2,2 -2,1

-1,1

...(b)

-1 -1 -1

-1 -1

-1

-2-2 -2

-1 -1

-2-2
-1

η(τ, δ) ≡
(
τ + δ
δ

)
=

(τ + δ)!

τ !δ!
k = 3

P−1

图  A1    (a) Treeverse 算法 [20] 示意图 , 其中   ; (b) Bennett 算法对应   的示意图 [33,25], 其中 P 和

 分别代表了计算和反计算

η(τ, δ) ≡
(
τ + δ
δ

)
=

(τ + δ)!

τ !δ!
k = 3 P−1

Fig. A1. (a) An illustration of the Treeverse algorithm[20], where   . (b) An illustration of the Bennett's

algorithm for   [33,25], where P and    are forward computing and reverse computing respectively. 
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k = 2 n = 16 k = 2

l = 4 (T + 1)/2 = 41

使用的总鹅卵石数目越小, 因此最省空间的鹅卵石游戏解

法对应  . 作为例子, 图 A2(b) 展示了  ,  

(  ) 时候的游戏解法, 对应步骤数为  ,

这里的实际操作数少了大约一半 , 是因为最外层的

Bennett 过程不需要取回鹅卵石.

n

我们稍微修改游戏设定可以得到检查点版本的鹅卵石

游戏. 该版本中用户多了一支画笔可用于涂鸦格点, 且初始

状态的  号格子已经被涂鸦, 新的规则描述见表 A3.

i

i

k ⩽ n(n− 1)/2 2 < δ < n

0

δ − 1 = S − 2

δ

η(τ − 1, δ), · · · , η(τ − 1, 2),

η(τ − 1, 1) τ η(τ, δ) = n

n− 1 n− 1

τ − 1

η(τ − 2, 2) η(τ − 2, 1)

检查点版本的鹅卵石游戏中, 鹅卵石可以被随时取下,

代表不可逆的内存擦除. 涂鸦过程则代表了梯度反向传播

的过程, 它要求前置计算状态和后置梯度都存在. 在鹅卵石

充足的情况下, 最节省步骤数的解法和可逆计算版本一样,

即计算过程中不取下任何鹅卵石. 而用最少鹅卵石的解法

则仅需要两枚鹅卵石交替使用, 每当我们需要涂鸦一个格

子  , 我们总是从初始鹅卵石开始扫描 (依次放置一个鹅卵

石并取下前一个鹅卵石 )  步至指定格子 , 因此总步骤

 . 鹅卵石数目为   的最优解最

难, 需要用到如表 A4 中算法 (图 A1(a)) 所示的 Treeverse

算法. 该算法在完成第一遍从格子  开始的扫描会在格子上留

下   个鹅卵石 (不包括初始鹅卵石), 把格子

分割成  个区块. 我们把这些没有被取下的鹅卵石称为检

查点, 总可以从任意一个检查点出发扫描后方的格子. 区块

的 大 小 由 二 项 分 布 函 数  

 确定, 其中  的取值满足  . 为了涂

鸦  号格点, 我们从离  号格点最近的检查点 (最

后一个区块的开始处) 出发扫描至该点, 重复该过程直至涂

鸦至最后一个区块的开始处. 由于最后一个区块尺寸最小,

仅为  , 因此我们并不担心这样的扫描会使得步骤数增

加太多. 当完成了最后一个区块的涂鸦, 便可把格子上用于

标记最后一个区块起点的鹅卵石取下以便重复利用. 为了

涂鸦倒数第二个区块, 先扫描这个区块, 并用刚回收的鹅卵

石将其分割为大小分别为   和   的两

个子区间. 用同样的方式计算最后一个区间并递归分割前

一个子区间直至区块大小为 1 而无法继续分割. 整个算法

的步骤数和鹅卵石数目的关系是 

T ≈ τn, S = (δ + 1),

τ δ

log(n)
由二项分布的性质可得 ,   和   的大小可以都正比于

 . 图 A2(a) 展示了 Treeverse 算法仅用 4 个鹅卵石,

46 个步骤数涂鸦完所有 20 个格子. ①

 

格子T21

步
骤
T
4
6

(a)

格子T17

步
骤
T
4
1

(b)

τ = 3 δ = 3

k = 2 n = 4

图 A2    (a) Treeverse 算法 (  ,   ) 和 (b) Bennett

算法 (  ,   ) 对应的最优时间空间交换策略下的

鹅卵石游戏解法, 横向是一维棋盘的格子, 纵向是步骤. 其

中“○”为在这一步中收回的鹅卵石 , “●”为在这一步中放

上的鹅卵石 , 而颜色稍淡的“ ”则对应之前步骤中遗留在

棋盘上未收回的鹅卵石 . (a) 中的红色格子代表已被涂鸦 .

(b) 中带旗帜的格点代表终点

τ = 3 δ = 3

k = 2 n = 4

Fig. A2. (a)  The  Treeverse  algorithm(  ,   )  and

(b)  Bennett's  algorithm  (  ,   )  solutions  to  the

pebble  game,  the x direction  is  the  grid  layout  and  the y

direction is the number of steps. Here, a “○” represents a

pebble returned to the free pool in current step, a “●” rep-

resents the pebble added to the board in current step, and a

“ ” represents a pebbles left on the board. In (a), red grids

are  painted  grids.  In  (b),  the  grid  with  a  flag  sign  is  the

goal. 

表 A3    鹅卵石游戏-检查点版本
Table A3.    Pebble game rules—the checkpointing version.

i i+ 1放置规则: 如果第  个格子上有鹅卵石, 则可以从自己堆中取一个鹅卵石放置于第  个格子中.

回收规则: 可以随意把格子上的鹅卵石取下放入自己的堆中, 收回鹅卵石不计步骤数.

i i+ 1 i涂鸦规则: 当第  个格子有鹅卵石, 且第  个格子被涂鸦, 可以涂鸦第  个格子, 涂鸦不记入步骤数.

结束条件: 涂鸦完所有的格点.

S游戏目标: 在固定可使用鹅卵石数目为   (不包括初始鹅卵石) 的前提下, 使用尽可能少的步骤数触发游戏结束.
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鹅卵石游戏是对程序的时间和空间的交换关系的非常

理想化的描述, 它恰巧非常合适用于描述常微分方程求解

这样的不可逆线性程序. 图 A3 展示了在固定额外时间开

销下, 程序应用 Bennett 算法和 Treeverse 算法得到的最

优的空间开销. 可以看出, 可逆计算整体上需要更多的空间

开销. 尤其是当步骤数更多, 或是允许的时间的额外开销更

大时, 该差别愈加明显. 当程序具有一定结构, 可逆计算也

有不错的优点, 例如可以利用可逆性节省内存. 另外由于可

逆计算不需要对程序自动设置检查点, 因此不需要借助全

局堆栈, 对于微分运行在 GPU 设备上的核函数, 避免全局

堆栈操作是必要的.
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表 A4    算法 A2: Treeverse 算法
Table A4.    Algorithm A2: The Treeverse algorithm.

S = {0 : s0} sn ≡
∂L
∂sn

δ τ β = 0

ϕ = n

σ = 0

输入: 状态缓存集合  , 需回传的梯度 

 , 允许缓存的状态数  , 扫描次数  , 分块起点  ,

分开终点  内容 以及把分块分割为两部分的分割点

s0 ≡
∂L
∂s0

输出: 回传的梯度 

sϕ δ τ β σ ϕ1 function treeverse(S,   ,   ,   ,   ,   ,   )

σ > β2 　if    then

δ = δ − 13 　　 

s = S[β] sβ4 　　  　　#加载初始状态  

j = β, β + 1, ..., σ − 15 　　for    do

sj+1 = fj(sj) sσ6 　　　  　　#计算 

7 　　end

S[σ] = sσ8 　　 

9 　end

κ10 　#以  为最优分割点(二项分布), 递归调用
      Treeverse算法

τ > 0 κ = mid(δ, τ, σ, ϕ) < ϕ11 　while    and    do

sκ sϕ δ τ σ κ ϕ12 　　   = treeverse(S,   ,   ,   ,   ,   ,   )

τ = τ − 113 　　 

ϕ = κ14 　　 

15 　end

sσ=fσ(sσ+1, sσ) sσ sϕ16 　  　　#利用已有的  和   回
      传导数

σ > β17 　if    then

S[σ] sσ18 　　remove(  )　# 从缓存的状态集合中移除 

19 　end

sσ20 　return  

21 end

δ τ σ ϕ22 function mid(  ,   ,   ,   ) #选取二项分布分割点

κ = ⌈(δσ + τϕ)/(τ + δ)⌉23 　 

κ ≥ ϕ δ > 024 　if    and    then

κ = max(σ + 1, ϕ− 1)25 　　 

26 　end

27 end
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Treeverse (=102)
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图 A3    为了回溯中间状态, 时间和空间在两种最优时间-

空间交换策略下的关系　(a) 固定横轴为状态回溯的计算

时间与原函数计算时间的比值, 对比再允许固定时间开销

下, 内存的额外开销. 其中 Bennett 算法代表了可逆计算下

的最优策略 , 而 Treeverse 则是传统计算允许的最优策略 .

(b) 对比 Bennett 算法与 Treeverse 算法空间开销的比值

Fig. A3. The  time  and  space  to  trace  back  states  in  two

time-space  tradeoff  strategies.  (a)  Space  overheads  versus

time  overheads  at  different  numbers  of  simulation  steps.

The Bennett's  algorithm is  the optimal time-space tradeoff

scheme in  reversible  computing,  while  the  Treeverse  al-

gorithm is the optimal time-space tradeoff  scheme in regu-

lar irreversible computing. (b) The ratio between the space

overheads in the Bennett's algorithm and that in the Tree-

verse algorithm. 
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Abstract

Automatic differentiation is a technology to differentiate a computer program automatically. It is known to
many people for its use in machine learning in recent decades. Nowadays, researchers are becoming increasingly
aware  of  its  importance  in  scientific  computing,  especially  in  the  physics  simulation.  Differentiating  physics
simulation  can  help  us  solve  many  important  issues  in  chaos  theory,  electromagnetism,  seismic  and
oceanographic. Meanwhile, it is also challenging because these applications often require a lot of computing time
and  space.  This  paper  will  review  several  automatic  differentiation  strategies  for  physics  simulation,  and
compare  their  pros  and  cons.  These  methods  include  adjoint  state  methods,  forward  mode  automatic
differentiation, reverse mode automatic differentiation, and reversible programming automatic differentiation.
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