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声子晶体板中的第二类狄拉克点和边缘传输*

骆全斌 1)    黄学勤 1)    邓伟胤 1)    吴迎 1)†    陆久阳 1)‡    刘正猷 2)

1) (华南理工大学物理与光电学院, 广州　510640)

2) (武汉大学物理科学与技术学院, 人工微纳结构教育部重点实验室, 武汉　430072)

(2021 年 4 月 14日收到; 2021 年 5 月 13日收到修改稿)

在弹性板波体系中设计了一种具有第二类狄拉克点的声子晶体板. 不同于第一类狄拉克点, 第二类狄拉

克点附近的色散具有大的倾斜, 以致于等频面的几何形状由点状变成交叉的线状. 微调结构的几何参数破缺

该镜面对称性, 可打开第二类狄拉克点简并, 实现体系的能带反转. 能带反转前后的二维声子晶体板属于不

同的能谷拓扑相, 不同拓扑相之间存在无带隙的拓扑保护界面态. 不仅如此, 由于弹性板波界面态的特殊应

力分布, 单一能谷相声子晶体板的边界上同样支持无带隙的弹性波传输. 本文拓展类石墨烯体系中的二维狄

拉克点和能谷态到第二类情形中, 在同一结构中获得了界面和边界上的弹性波无带隙边缘传输. 由于结构设

计简单, 可在微小尺寸下加工获得, 为高频弹性波器件的设计和构造提供了可行的途径.

关键词：声子晶体板, 第二类狄拉克锥, 弹性波, 能带反转
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1   引　言

声子晶体由声介质材料在空间中周期性排列

构成, 可以调控在其中传播的声波和弹性波, 形成

类似电子在天然晶体中的能带结构 [1]. 声子晶体的

宏观特性使其几何结构和单元间的耦合强度均可

精确调控, 从而可以人工设计丰富多样的声子晶体

能带 [2−8]. 声子晶体借助这一优势, 结合凝聚态物

理中的拓扑能带理论, 产生了一系列重要的发现,

实现了多种声学拓扑态.

拓扑声子晶体根据其体能带带隙的存在与否

可以分为声学拓扑绝缘体和声学拓扑半金属 [7,8];

而根据其边缘态的维度和自身维度的比较又可分

为一阶拓扑态和高阶拓扑态 [9−11]. 经典的声学 (一

阶)拓扑绝缘体有多种实现机制, 包括: 利用声学

环流打破时间反演对称性的声学陈数拓扑绝缘

体 [12−16], 利用能带反转机制实现的声学量子自旋

拓扑绝缘体 [17−19], 利用空间镜面或反演对称性

破缺实现的声学能谷拓扑绝缘体 [20,21], 以及通过

引入赝自旋-轨道耦合的声学自旋陈数拓扑绝缘

体 [5,22] 等. 不同于高阶声学拓扑态中的角态和棱

态 [23−25], 上述的声学绝缘体的显著特征是, 体能带

具有非平庸的拓扑特性, 从而可以诱导出沿着边缘

传播的手征性或螺旋性边缘态 [21,26,27], 具有良好的

声学传输特性. 声学拓扑态的实现, 不仅证明声子

晶体作为理想平台可以用来展示并研究新奇的拓

扑物理现象, 同时拓展了传统的声学理论, 为设计

基于拓扑声物理的声学器件奠定了基础.

狄拉克点最早在二维石墨烯中受到关注 [28−30]:

石墨烯中的电子输运在其费米面附近呈现锥状的

线性色散关系, 其低能方程符合洛伦兹不变性下的
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无质量狄拉克方程, 因此得名. 当狄拉克锥的倾斜

程度足够大时, 费米面的几何形状将会由点状变成

交叉的线状, 被称为 (二维)第二类狄拉克锥. 而此

前的狄拉克锥则被称为第一类狄拉克锥. 具有第二

类狄拉克锥的半金属具有高导电率 [31,32]、各向异性

的磁导率 [33,34] 等特点. 在声学体系中, 能带具有第

一类狄拉克锥的声子晶体已得到广泛研究, 最近第

二类狄拉克锥也在空气介质的声子晶体中实现 [35].

相较于空气声子晶体, 弹性波声子晶体具有较强的

抗干扰能力和较低的传播损耗等优势, 但弹性波声

子晶体的设计却因为难以类比到紧束缚模型而更

加困难.

∆h

∆h

基于上述背景, 本文将研究弹性声子晶体中的

第二类狄拉克锥及相关的弹性波传输现象. 采用一

种结构简单的二维声子晶体板, 板上传播的弹性波

受正方晶格排布的矩形凸台阵列调制, 可以实现存

在于第一布里渊区边界上的第二类狄拉克锥色散.

受镜面对称保护, 在微调矩形凸台高度时, 第二类

狄拉克点不会被破坏打开带隙, 而是沿布里渊区边

界微小移动 [35,36]. 调节引入的结构参数   , 声子

晶体板会因为镜面对称破缺而在第二类狄拉克点

能带简并处打开带隙; 进一步利用符号相反的  ,

可以实现声子晶体的能带反转, 构建不同的谷相.

将两个不同谷相的声子晶体拼接, 可以在其界面上

实现拓扑界面态. 更进一步, 基于镜面对称性构建

了弹性波在单一绝缘相声子晶体自由边界上的拓

扑传输.
 

2   声子晶体板中的第二类狄拉克锥

t = 1 mm

a = 10.0 mm

h0 = 4.0 mm b = 8.0 mm c =

6.0 mm
ρ = 8.0× 103 kg/m3 E = 193.0 GPa

ν = 0.26

Γ -Y -M -X-Γ

YM ky = π/a

f = 25.0 kHz

如图 1(a)所示, 本文在一个金属薄板上构建

矩形凸台阵列, 薄板厚度  . 矩形凸台以正

方晶格分布, 晶格常数   , 凸台的高度、

长度和宽度分别为  ,   及 

 . 薄板和凸台均为具有以下参数的钢材料:

密度  , 杨氏模量  ,

泊松比  . 本文的模拟计算由数值仿真软件

COMSOL完成. 在计算声子晶体板的单体色散时,

使用固体结构模块, 在原胞边界上设置 Floquet-

Bloch周期性边界条件, 得到沿着布里渊区高对称

线  的能带结构 (见图 1(b)), 可以看到,

在第一布里渊区边界上 (  之间 ,    )

存在第一和第二条能带的简并点 (点 D), 频率

 . D 点附近的两条能带线性交叉, 且
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图 1    具有第二类狄拉克点的声子晶体板　(a)正方晶格声子晶体板和单胞结构示意图; (b)声子晶体沿布里渊区高对称线的能

带结构, 插图为第一布里渊区; (c)第二类狄拉克点附近的能带结构, 绿色平面为简并点所在的等频面

Fig. 1. Phononic crystal plates with type-II Dirac point. (a) Schematics of the phononic crystal plates and the unit cell. (b) Disper-

sions of the phononic crystal plates along the high-symmetry lines. Inset: the first Brillouin zone. (c) Dispersions around the type-II

Dirac point. Green plane shows the isofrequency plane at the frequency of the type-II Dirac point. 
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kx

D

kx-ky

D

kx-ky

D D′

D D′

沿   方向上两条能带斜率符号一致 (都大于零),

该简并点因此为第二类狄拉克点. 为进一步展示第

二类狄拉克点的能带结构, 在图 1(c)中展示了  

点附近能带结构随  的变化, 其中蓝色和红色

曲面分别是第一和第二条能带, 它们形成两个严重

倾斜的圆锥. 绿色平面标志简并点所在的频率, 该

等频面恰好截取第一和第二条能带, 截线在  点附

近呈线性交叉 (  面上的蓝色和红色曲线). 简

并点所在的等频面为线性交叉而非一个孤立的点,

正是第二类狄拉克点相对于第一类狄拉克点的不

同之处. 由于时间反演对称性的存在, 第一布里渊

区中和  点相对的时间反演对称位置  点上还存

在另外一个第二类狄拉克点. 破坏空间对称性, 将

同时打开   和   点处的第二类狄拉克点简并, 得

到不同的弹性波能谷拓扑相. 

3   镜面对称破缺导致的能带反转

y

h0

y

第一布里渊区边界上的第二类狄拉克点由于

受  方向上的镜面对称性保护, 在仅改变矩形凸台

的高度  时, 其只会沿边界微小移动. 为了打开第

二类狄拉克点处的能带简并, 需要破缺体系在  方

y

∆h ∆h ̸= 0

∆h = 2.5 mm

YM 21.5 kHz

22.2 kHz ∆h

D ∆h

∆h < 0 ∆h = 0 ∆h > 0 D

∆h = 0

向上的镜面对称性. 这里选择一种简单的方案, 把

矩形凸台沿  方向分为宽度相等的两部分, 对这两

部分的凸台分别增加和减去高度  . 于是,  

对应于镜面对称性破缺的情形, 第二类狄拉克点简

并被打开. 图 2(a)展示了   时声子晶

体板的能带结构 , 其在   上存在从   到

 的频率带隙. 对参数  进行扫描, 可以观

察  点的本征频率和本征模态随  的变化, 从而

分析系统的拓扑相变过程. 结果如图 2(b)所示, 在

 至  再到  的过程中,   点经历

了从带隙打开到闭合到再打开的变化; 从  

前后能带本征场图的变化可以看到, 上下能带的振

动模态带隙闭合前后发生了反转.

∆h = ±2.5 mm

Ω (k)=∇×

⟨uk|i∇k|uk⟩ ⟨uk|i∇k|uk⟩

为了进一步表征弹性声子晶体能带的拓扑

特性 , 分别计算了   两种情况下第

一条能带的贝里曲率在布里渊区中的分布 , 如

图 2(c)和图 2(d)所示. 贝里曲率定义为 

 , 其中   被称为贝里联络, 表

示为动量空间中的梯度算符在布洛赫态下的期

望. 计算时将布里渊区离散化为许多单元, 从而

把贝里曲率表示为贝里联络沿单元边界的求和
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图 2    镜面对称破缺以及拓扑相变　(a)镜面对称破缺声子晶体板 (  )的能带结构, 插图为原胞示意图; (b)   点本

征频率随   的变化关系, 插图给出了   前后上下能带对应的本征模态; (c), (d)分别为   时第一条能带的贝

里曲率分布

∆h = 2.5 mm D ∆h

∆h = 2.5 mm ∆h = −2.5 mm

Fig. 2. Breaking  of  mirror  symmetry  and  topological  phase  transition:  (a)  Dispersions  of  the  phononic  crystal  plate  with

 , where the inset is the diagram of unit cell; (b) eigenfrequencies at    point versus   , where the insets show eigen-

modes before and after the band inversion; (c), (d) Berry curvature distributions of the first bands for phononic crystal plates with

  and   , respectively. 
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D D′

D D′

D

2π D

CD =
1

2π

∫
Ω (k) d2k = ∓1/2

D D′

再除以单元面积 [37]. 贝里曲率在   点和   点分别

出现大小相等符号相反的峰值, 把这两个点及其

附近的区域称为   和   能谷. 在低能近似下, 对

贝里曲率在  能谷所在半个布里渊区内积分 (除以

 ), 得到对应于两种情形下   能谷的谷陈数

 . 时间反演对称性的

存在使第一条能带  和  能谷的总谷陈数为零.
 

4   声子晶体板的弹性波传输
 

4.1    界面态传输

∆h

∆h = −2.5 mm

∆h = 2.5 mm y

y

具有相反符号  的弹性声子晶体属于不同的

能谷相. 将  的声子晶体 (记为 A)和

 的声子晶体 (记为B)沿  方向以ABA

的方式拼接, 排布示意图如图 3(a)所示, 实际计算

时   方向共有 46个周期单元, 两端设为连续边界

条件. 如此组成的 ABA结构存在 AB和 BA两种

z

z

不同界面, 计算得到的投影能带如图 3(b)所示, 其

中灰色部分为体能带在界面方向上的投影, 蓝线和

红线分别对应 AB界面和 BA界面上的界面态色

散. 两条界面态均具有无带隙的特征, 即色散贯穿

整个体能带的带隙频率范围. 图 3(c)分别给出了

投影能带中蓝、红五角星标记的界面态位移本征场

及其在界面上的局部放大图. AB和 BA界面上的

界面态具有明显不同的场分布特征, AB界面态在

界面处  方向上的位移为零, 而 BA界面态在界面

处  方向上的位移极大, 这样的场分布是由于两个

界面都具有镜面对称性, 且 AB和 BA界面态分别

具有奇宇称和偶宇称的镜面对称性.

kx = π/a

D D′ D

x

CA
D = −1/2 CB

D = +1/2

∆CAB
D = CA

D − CB
D = −1 D

无带隙界面态的存在源自能谷态的体-边对应

关系 [38,39], 色散位于  左侧和右侧的界面态

分别由  能谷和  能谷诱导. 对于  能谷, AB界

面左侧 (沿   正方向看)的声子晶体 A的谷陈数

 , 右侧 B的谷陈数   , 于是

 , 即在 AB界面上存在  
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图 3    声子晶体板的界面态传输　(a)在 y 方向上依次由 ABA拼成的声子晶体板; (b) ABA结构的投影能带; (c)分别表示 (b)中

蓝色和红色五角星标记的位移本征场分布, 其中形变表示总位移, 彩色条表示 z 方向上的位移, 绿色虚线为边界所在位置; (d)含

缺陷的 BA界面态传输, 绿线为边界位置, 绿色五角星为位移沿 z 方向的偏振点源, 激发频率   ; (e)蓝色点线和红色点线

分别是无缺陷和存在缺陷时的两种边界态传输率; (f) AB和 BA界面态的剪切应力分布

f = 22.3 kHz

Fig. 3. Interface  state  transports  of  phononic  crystal  plates.  (a)  Schematic  of  sandwich  structure  ABA  successively  consisting

phononic crystal plates of phases A and B along the y direction. (b) Projected dispersions of the sandwich structure ABA. (c) Dis-

placement field eigenmodes marked by the blue and red star in panel (b), where the deformation is the total displacement. The col-

or bar is the displacement in z direction, and the green dotted line is the boundary position. (d) Interface state transports along the

BA interface with defect (denoted by green line). Green star denotes the point source polarized along the z direction and operating

at    . (e) Transmissions for perfect and defective interfaces. (f) Shear stress distributions corresponding to AB and BA

interface states. 
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∆CBA
D = CB

D − CA
D = 1

D D′

D

x

30× 30

z

D

D′

z

能谷投影点附近群速度为负的界面态; 同理, 对于

BA界面,   , 该界面上可以存

在由   能谷诱导的群速度为正的界面态.    能谷

的情形可由  能谷时间反演直接得到. 受能谷拓扑

保护, 界面态对于界面上的弯折和缺陷具有一定的

抗反射特性. 我们在 BA界面上引入了一个小的弯

折, 破坏了  方向上的晶格平移对称性. 图 3(d)展

示了在外界激励下的弹性波传输情况, 其中的计算

区域由   个周期单元拼接而成, 四周均设置

为低反射边界条件, 绿线表示 BA界面所在位置.

在 BA界面左端 (五角星处)放置   方向偏振的弹

性波源, 可以激发群速度向右的由  能谷诱导的弹

性波界面态 (  能谷诱导的界面态群速度向左, 无

法与左端的激励源耦合), 该界面态很好地跨过缺

陷区域在界面上向右传播. 同时由于体带隙的存

在,   向偏振点源激发出界面态被很好地局域在边

界处. 图 3(e)给出了不同频率激发下无缺陷和存

在缺陷的两种不同界面的透射率, 可以看到, 在

体带隙频率范围内两种边界具有很高的透射率, 两

条曲线几乎重合表明了该界面态具有一定的抗缺

陷反射能力. 

4.2    边界态传输

z

σyz = 0

y

和界面态的位移场分布类似, 界面上的镜面对

称性对弹性应力分布同样有约束. 对于薄板中的弹

性波, BA界面态在界面处底板上沿   方向的剪切

应力分布为零, 即  (图 3(f)左下), 而 AB界

面态在界面处底板上的剪切应力则具有非零分布

(图 3(f)右上). BA界面态在界面处独特的应力分

布启发我们是否可以只利用声子晶体 B构建沿自

由边界传播的表面态. 因此考察了具有自由边界的

单一能谷相声子晶体. 声子晶体 B组成的超胞 ( 

方向上 15个周期单元, 两端为自由边界)的投影

能带图如图 4(a)所示, 其中插图为五角星标记点

的本征场. 可以看到, 边界态仅局域在下边界传播,

并且单一能谷相声子晶体的边界态能带和图 3(b)
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图 4    声子晶体板的边界态传输　(a)声子晶体 B在自由边界下的投影能带, 插图为边界态位移本征场分布 (仅存在于下边界);

(b), (c)分别是无缺陷和存在缺陷时两种沿自由边界传播的边界态传输; (d)蓝色点线和红色点线分别是对应 (b)和 (c)情形的透

射率

Fig. 4. Boundary state transports of phononic crystal plates. (a) Projected dispersions of phononic crystal plates of phase B. Inset:

the displacement field eigenmodes of the boundary state, locating at the bottom free boundary. (b), (c) Boundary state transports

along the free boundaries without and with defect. (d) Transmissions for two distinct boundaries corresponding to (b) and (c). 
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中的 BA界面态能带十分相似, 也具有无带隙的特

征. 这表明声子晶体 B的下边界, 由于提供了 BA

界面态所需的零剪切应力条件, 从而可以很好地支

持边界态的传输; 另一方面, 由于 AB界面态的剪

切应力分布与自由边界完全不同, 声子晶体 B的

上边界在不施加外应力的自由边界下无法支持边

界态的存在.

z

这里的边界态可以在外界激励下沿着声子晶

体的自由边界传播, 并且同样具有一定的抗反射能

力. 构建的声子晶体 B是由 20 × 15个单胞组成,

如图 4(b)所示, 左右边界为低反射边界, 其余均为

自由边界, 在左下角   向偏振的声源激发下, 弹性

波局域在下底边, 沿自由边界向右传输. 为表征边

界态传输的稳定性, 在自由边界上去除两个单胞用

以构建缺陷, 如图 4(c)所示. 可以发现, 同一频率

下的弹性波沿自由边界绕过该缺陷近乎无反射的

向前传播. 在图 4(d)中进一步给出了不同频率下,

两种不同边界的弹性波透射. 可以看到, 弹性波的

透射率均接近于 1且两条曲线高度重合, 这表明边

界态也具有较好的抗缺陷散射能力. 利用边界态传

输, 使得我们可以脱离界面的限制, 只用单一声子

晶体相实现稳定的传输效果, 为声子晶体弹性波传

输迈向实际应用提供了新的方案. 

5   结　论

本文在正方晶格声子晶体板中实现了弹性波

的第二类狄拉克锥色散, 通过调节几何参数破坏体

系的狄拉克点简并, 实现了由第二类狄拉克点诱导

的声学能谷态, 并构建了不同能谷态之间的受拓扑

保护的无带隙界面态. 不仅如此, 利用弹性界面态

的特殊应力分布, 在单一能谷相声子晶体板的自由

边界上同样构建了无带隙边界态. 通过数值模拟验

证了这两种不同机制产生的边缘传输都具有稳定

的抗反射传输特性. 我们的研究丰富了弹性波的调

控方式, 为新型声学拓扑器件的设计提供了参考.
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Abstract

The  accidentally  degenerate  type-II  Dirac  points  in  sonic  crystal  has  been  realized  recently.  However,

elastic phononic crystals with type-II Dirac points have not yet been explored. In this work, we design a two-

dimensional  phononic  crystal  plate  in  square  lattice  with  type-II  Dirac  points  for  elastic  waves.  The  type-II

Dirac  points,  different  from  the  type-I  counterparts,  have  the  tiled  dispersions  and  thus  the  iso-frequency

contours become crossed lines. By tuning structures to break the mirror symmetry, the degeneracies of the type-

II Dirac points are lifted, leading to a band inversion. In order to have a further explanation, we also calculate

the Berry curvatures of phononic crystals with opposite structure parameters, and it turns out that these two

crystals hold opposite signs around the valley. The phononic crystal plates before and after the band inversion

belong  to  different  topological  valley  phases,  whose  direct  consequence  is  that  the  topologically  protected

gapless  interface  states  exist  between  two  distinct  topological  phases.  Topologically  protected  interface  states

are  found  by  calculating  the  projected  band  structures  of  a  supercell  that  contains  two  kinds  of  interfaces

between two topological phases. Robustness of the interface transport is verified by comparing the transmission

rate  for  perfect  interface  with  that  for  defective  interface.  Moreover,  owing  to  the  special  stress  field

distributions of the elastic plate waves, the boundaries of a single phononic crystal phase can similarly host the

gapless boundary states, which is found by calculating the projected band structures of a supercell with a single

phase, thus having two free boundaries on the edges. This paper extends the two-dimensional Dirac points and

valley  states  in  graphene-like  systems  to  the  type-II  cases,  and  obtains  in  the  same  structure  the  gapless

interface and boundary propagations. Owing to the simple design scheme of the structure, the phononic crystal

plates  can be fabricated and scaled to a small  size.  Our system provides  a  feasible  way of  constructing high-

frequency elastic wave devices.

Keywords: phononic crystal plate, type-II Dirac point, elastic wave, band inversion
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