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随机纵场对一维量子 Ising 模型
动力学性质的影响*

袁晓娟†    王辉    赵邦宇    赵敬芬    明静    耿延雷    张凯煜

(齐鲁师范学院物理与电子工程学院, 济南　250200)

(2021 年 4 月 5日收到; 2021 年 5 月 13日收到修改稿)

量子自旋系统的动力学性质是统计物理和凝聚态理论研究的热点问题. 本文利用递推关系方法, 通过计

算系统的自旋关联函数及谱密度, 研究了纵场对一维量子 Ising模型动力学性质的影响. 对于常数纵场的情

况, 发现当自旋耦合相互作用较弱时纵场能够引起不同动力学行为之间的交跨效应, 且驱使系统出现了多种

振动模式, 但较强的自旋耦合相互作用会掩盖纵场的影响. 对于随机纵场的情况, 分别讨论了双模型随机纵

场和高斯型随机纵场的影响, 发现不同随机类型下的动力学结果有很大的差别, 且高度依赖于随机分布中参

数的选取, 如双模分布的均值, 高斯分布的均值和偏差等. 尽管常数纵场和随机纵场下的动力学结果不同, 但

可以得到一个共同的结论: 当纵场所占比重较大时, 系统的中心峰值行为将得到保持. 且此结论可以推广: 系

统哈密顿中非对易项的出现有利于中心峰值行为的保持.

关键词：Ising模型, 纵场, 自旋关联函数, 谱密度
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1   引　言

Cs(H1−xDx)2PO4 PbH1−x

DxPO4 LiHO0.167Y0.833F4

LiHOF4

经典或量子多体系统的动力学性质一直是实

验和理论研究的热点. 其中, 在对量子自旋系统动

力学性质的研究中, 一维横向 Ising模型被广泛采

用. 尽管 Ising模型非常简单, 但却显示了非常丰

富的物理性质. 研究表明, 该模型可以用来描述准

一维有序-无序铁电体 (如  ,  

 )[1−4]、自旋玻璃 (如   )[5]、均

聚物 [6]、DNA序列 [7]、准一维化合物 (如 BaCo2V2
O8)[8] 等众多材料的性质. 此外, 该模型还可以捕

捉某些中子散射实验 (例如   材料)的重要

特征 [9−10].

早期, 人们重点关注纯自旋系统的动力学性

质, 考虑自旋耦合相互作用和外加的横向 (或纵

向)磁场为常数 [11−14]. 后来, 随着对无序系统的关

注, 人们开始研究随机外场对自旋动力学的影响.

此时考虑外加的磁场不再为常数而是满足某种概

率分布的随机数, 例如满足双模分布 [15−18]、三模分

布 [19]、高斯分布 [20,21]、双高斯分布 [22,23] 等, 且取得

了重要的成就和进展. 近期, 实验上发现当外加磁

场既有横场又有纵场时可以得到一些有趣的结果.

例如, 在类 XY量子铁磁体 Cs2CoCl4 中, 非对易

场 (noncommuting field)的出现将诱导有序-无序

相变 [24]; 在 Ising-like光学晶格中, 通过改变纵场

可以引起顺磁-反铁磁相变 [25]. 因此横场和纵场共

同作用 (混合磁场)下的自旋系统成为近十几年来

理论研究关注的焦点. 研究结果表明混合磁场下系

统的量子相变 [26]、基态相图 [27,28]、热力学性质 [29]、
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临界行为 [30,31]、热输运 [32] 等与系统只有横场 (或纵

场)时的结果有很大不同.

但据我们所知, 截至目前人们对混合磁场下自

旋系统动力学性质的研究相对较少, 尤其对纵场下

的自旋动力学缺乏系统而深入的研究, 其主要原因

是对动力学相关物理量的计算极具挑战性. 本工作

采用一维量子 Ising模型, 考虑外加的磁场既有横

场又有纵场. 鉴于以往的工作大多研究横场对自旋

动力学性质的影响, 这里重点关注纵场的影响. 考

虑常数纵场和随机纵场两种情况, 给出系统的自旋

关联函数和相应的谱密度, 得出结论并推广. 

2   模型及方法

当外加磁场既有横场又有纵场时 [11,33−35], 一

维量子 Ising模型的哈密顿量可以表示为 

H =− 1

2
J
∑N

i
σx
i σ

x
i+1 −

1

2

∑N

i
Bx

i σ
x
i

− 1

2

∑N

i
Bz

i σ
z
i , (1)

σα
i (α = x, y, z)

Bx
i Bz

i

σα
i+N = σα

i

其中,    为格点 i 处的自旋算符, J 是

自旋耦合相互作用参数,   为纵向磁场,   为横

向磁场. (1)式中 1/2是为了计算方便而选取的常

数, 计算采用周期性边界条件  .

研究自旋动力学性质的关键是求解含时自旋

关联函数 [36], 其定义式为 

C (t) =
⟨
σx
j (t)σ

x
j (0)

⟩
, (2)

⟨ ⟩

C (t)

其中  表示先求统计平均, 然后再对无序求平均.

在实际应用中, 自旋关联函数所对应的谱密度可以

通过实验直接测量 [37], 例如中子散射实验、中子自

旋回声实验等. 因此理论求解谱密度也非常关键,

具体可对关联函数  进行 Fourier变换 

Φ (ω) =

∫ +∞

−∞
dteiωtC (t) (3)

得到.

C (t) Φ(ω)

众 多 研 究 表 明 递 推 关 系 方 法 (recursion

method)是求解关联函数   及谱密度   的最

有效的方法之一 [38−40]. 该方法由 Lee首先提出, 最

初用于求解广义 Langevin方程, 随后被逐渐用于

研究自旋系统的动力学. 目前递推关系方法已被广

泛应用于研究电子气、谐振子链、多粒子系统、简

单流体等众多系统的动力学性质 [41]. 下面将递推

关系方法简述如下.

σx
j (t)

考虑一量子自旋系统, 其哈密顿量为 H, 力学

量  满足 Liouville方程
 

dσx
j (t)

dt
= iLσx

j (t) , (4)

LA=[H,A]≡HA−

AH σx
j (t)

{fν}

其中 L 为 Liouville算符, 定义为 

 . 按照递推关系方法,   可以按一组完备的

正交基矢  展开如下:
 

σx
j (t) =

∞∑
ν=0

aν (t) fν , (5)

aν (t) σx
j (t) fν其中  是 t 时刻  在基矢  上的投影.

f0 = σx
j (0) {fν}选择零阶基矢  , 则  满足如下递

推关系式 

fν+1 = iLfν +∆νfν−1, ν ⩾ 0, (6)

其中 

∆ν = (fν , fν)/(fν−1, fν−1), ν ⩾ 1, (7)

(fν , fν)称为连分式系数.   是 Hilbert空间中基矢的

内积, 满足 Kubo内积的形式 

(X,Y ) = β−1

∫ β

0

dλ
⟨
X (λ)Y +

⟩
− ⟨X⟩

⟨
Y +

⟩
, (8)

X (λ) = eλHXe−λH ⟨XY ⟩ = Tr(e−βHXY )/

Tre−βH β = (kBT
−1)

T = ∞

其中 ,    ,   

 ,    . 如果考虑对无序求平均且

在高温极限下 (  )求解, 内积可以简化为 

(X,Y ) = ⟨XY +⟩. (9)

{aν (t)}另外, 系数  满足如下递推关系式
 

∆ν+1aν+1 (t) = −daν (t)
dt

+ aν−1 (t) , ν ⩾ 0. (10)

a0 (t) C (t)可以证明  正是所要求解的自旋关联函数  .

将 (10)式进行 Laplace变换, 得到如下连分式 

a0 (z) =
1

z +
∆1

z +
∆2

z + · · ·

, (11)

z = ε+ iω (ε > 0)

a0 (z)

其中   为复数. 由于连分式是无穷

阶的, 因此必须采用一种合理的截断方法将其截

断. 其中高斯截断比较适合我们的模型, 截断后由

 的近似解可以得到谱密度
 

Φ (ω) = lim
ε→0

1

2π
Rea0 (z) . (12)

ν

利用 (6)式我们精确计算了前 9个基矢, 随着

 的增大, 基矢越来越复杂. 因此这里仅给出前两

个基矢及其相应的内积, 如下 
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f1 = Bz
j σ

y
j , (13)

 

f2 =
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j
2
)
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j +Bz
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+ JBz
j

(
σx
j−1σ
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)
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(f1, f1) = Bz
j
2, (15)

 

(f2, f2) =∆2
1 − 2∆1Bz

j
2 +Bz

j
4

+ 2JBz
j
2 +Bz

j
2Bx

j
2, (16)

∆1,∆2, · · · ,
∆9

利用 (7)式计算了前 9个连分式系数  

 , 进而得到自旋关联函数及相应的谱密度. 需要

说明的是, 以上计算是在高温极限下进行的, 所以

动力学结果不会受到相变的影响. 

3   常数纵场对动力学的影响

Bz
i = 1

Bx
i = 0

首先讨论纵场取值为常数时系统的动力学性

质. 为了不失一般性, 令横场   . 纵场的取值

可以小于 1也可以大于 1, 例如   , 0.5, 1.0,

1.5和 2.0. 当纵场取值为 0时, 该模型蜕化为一维

横向 Ising模型 [15,20]. 自旋耦合相互作用参数 J 取

J < 1

J ⩾ 1

C (t) Φ (ω)

值为 0.1, 0.5, 1.0和 1.5, 既考虑了弱耦合 (  )

的情况又考虑了强耦合 (  )的情况. 图 1和图 2

分别给出了系统在不同参数下的自旋关联函数

 及相应的谱密度  .

ω = 1

ω ≈ Bz
i

Bx
i = 0.5

ω = 0

ω = 0 ω ̸= 0

图 1(a)和图 2(a)分别对应 J = 0.1时的自旋

关联函数和谱密度. 此时由于自旋耦合相互作用比

较弱, 外加磁场的影响非常明显. 当纵场取值为零

时, 此时外场只有横场, 系统的关联函数是一个余

弦函数 (图 1(a)中红色虚线), 相应的谱密度峰值

出现在   处. 显然, 系统的动力学行为表现为

自由自旋在横场中的进动, 且进动频率  , 与

已有结果相吻合 [20,35], 证明我们的计算是可行的.

但随着纵场的逐渐增强 (如  , 1.0), 关联函

数呈余弦振荡的振幅逐渐变小, 相应的谱密度峰出

现右移且峰值逐渐变小, 同时在  处出现了一

个小的峰. 我们把谱密度同时在   和   处

出现峰的行为称为双峰行为. 经与已有结果进行比

较, 发现这种动力学行为只出现在横场和纵场共同

存在的情况下. 因此随着纵场的增强, 系统的动力

学经历了一个由自由自旋在横场中的进动到双峰

行为的交跨效应.
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i = 0图  1    横场取值   , 纵场取值   , 0.5, 1.0, 1.5和 2.0,　(a)−(d)分别对应自旋耦合相互作用参数 J = 0.1, 0.5, 1.0和

1.5时的自旋关联函数

Bz
i = 1 Bx

i = 0

C (t)

Fig. 1. Take the transverse magnetic field     and the longitudinal magnetic field    , 0.5, 1.0, 1.5 and 2.0, respectively.

Spin autocorrelation functions    for different values of spin interactions (e.g., J = 0.1, 0.5, 1.0 and 1.5) are given in (a)−(d), re-

spectively. 
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J = 0.5

Bx
i = 0

ω = 0.5− 1.0

Bx
i = 1.0

ω = 0

ω ̸= 0

ω = 0 ω ̸= 0

图 1(b)和图 2(b)分别为   时的自旋关

联函数和谱密度. 当  时, 自旋关联函数以阻

尼振荡的形式衰减 , 相应的谱密度峰出现在

 处, 此时系统的动力学表现为典型的

集体模行为 . 但随着纵场的增强 (如   ,

1.5), 谱密度由原来的一个峰逐渐扩展为两个峰.

其中   处的峰值随着纵场的增强而增大 ,

 处的峰值则逐渐变小, 且两个峰之间的距离

越来越远. 这表明, 纵场的增强会使系统的低频响

应 (  处)更加明显, 而高频响应 (  处)被

削弱. 当纵场增大到 2.0时, 谱密度出现了 3个峰,

如图 2(b)黑色实线所示. 这表明较强的纵场能够

引起新的振动频率. 因此随着纵场的增大系统的动

力学经历了一个由集体模行为到多峰行为的交跨

效应. 从以上分析可以看出, 在弱耦合情况下, 纵

场对系统动力学性质的影响非常明显, 不但能够引

起不同动力学行为之间的交跨效应, 而且驱使系统

出现了多种振动模式.

J = 1.0

Bx
i = 0

ω = 0

图 1(c)和图 2(c)分别为   时的自旋关

联函数和谱密度. 当  时, 关联函数呈高斯衰

减, 相应的谱密度峰出现在   处, 与已有结果

Bx
i ̸= 0

ω = 0

t < 3

ω = 0

J = 1.5

吻合 [20,42]. 当  时, 关联函数曲线呈单调递减,

谱密度峰值依然处于  处, 这是非常典型的中

心峰值行为. 需要说明的是, 由于计算中采用了近

似处理, 所以短时动力学行为更加准确, 在图 1(c)

中以  的结果为准进行分析. 结果显示, 随着纵

场的增强, 关联函数衰减得越来越慢, 相应的谱密

度峰值越来越大, 且谱线越来越向  处集中, 这

表明纵场的增强可以使中心峰值行为增强. 但纵场

的增强没有引起动力学行为之间的交跨现象, 这是

因为较强的自旋耦合相互作用在动力学行为中占

主导作用, 掩盖了纵场的影响. 同样, 在  的情

况下也得到了类似的结论, 如图 1(d)和图 2(d)所示.

∑
Kiσ

x
i σ

x
i+2

∑
Bx

i σ
x
i ∑

Bz
i ×σz

i

以上结果表明, 无论是弱耦合情况还是强耦合

情况, 纵场的增强可以使系统动力学行为中的低频

响应 (中心峰值行为)得到更好的保持, 相应地使

高频响应 (集体模行为)减弱. 其物理机制可以从

系统哈密顿中的非对易项进行分析. 之前我们的

结果显示, 次近邻相互作用 (  )的出现

能够增强系统的中心峰值行为 [43,44], 这与纵场

(  )的影响结果类似. 经进一步分析, 发现当

系统哈密顿中出现非对易项时 (与横场项 
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i = 0图  2    横场取值   , 纵场取值   , 0.5, 1.0, 1.5和 2.0,　(a)−(d)分别对应自旋耦合相互作用参数 J = 0.1, 0.5, 1.0和

1.5时的谱密度.

Bz
i = 1 Bx
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Fig. 2. Take the transverse magnetic field     and the longitudinal magnetic field    , 0.5, 1.0, 1.5 and 2.0, respectively.

The  corresponding  spectral  density      for  different  values  of  spin  interactions  (e.g.,  J  =  0.1,  0.5,  1.0 and  1.5)  are  given  in

(a)−(d), respectively. 
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非对易), 自旋耦合相互作用将被加强, 在与横场竞

争中占有优势, 从而系统的中心峰值行为得到保

持, 相应地集体模行为被削弱. 因此可以在系统哈

密顿中加入非对易项来调节系统的动力学性质, 比

如 D-M相互作用 [45,46]、晶格场作用 [47]、杂质 [48]、链

间自旋耦合相互作用或四自旋相互作用 [49] 等. 

4   双模型随机纵场对动力学的影响

J = 0.5

通过上面的结果可以看出, 在弱耦合情况下纵

场对系统动力学性质的影响比较明显, 所以这里重

点分析弱耦合情况下随机纵场的影响, 比如取自旋

耦合相互作用参数   . 首先考虑随机纵场满

足双模分布的情况, 这是一种典型的离散型分布,

表达式为 

ρ (Bx
i ) = pδ (Bx

i −B1) + (1− p) δ (Bx
i −B2) ,

0 ⩽ p ⩽ 1, (17)

B1 B2

B1 B2 p 1− p

Bz
i = 1 B1 B2

Bz
i Bz

i B1 = 1.3 B2 = 0.7

其中   和   为均值. 该分布的物理含义为, 纵场

取值为  (  )的概率为  (  ). 为了不失一般

性, 仍令横场   , 均值   和   的取值可以大

于  也可以小于  . 比如取  和  ,

p

B1 = 1.3 B2 = 0.7

B1 = 1.8 B2 = 0.2

则随着   的增加纵场的取值从小于横场的情况变

为大于横场的情况. 图 3给出了两种均值取值情

况下的自旋关联函数和相应的谱密度. 图 3(a)和

图 3(b) 为   和   时的结果 , 图 3(c)

和图 3 (d)为  和  时的结果.

p = 0

ω = 0 ω ̸= 0

p ω = 0

ω ̸= 0

B1=1.8 B2=0.2

p

B1 B2

从图 3(a)和图 3(b)可以看出, 当   时, 系

统的动力学行为表现为典型的双峰行为 , 此时

 和  处的两个峰大小几乎相同, 如图 3(b)

红色虚线所示. 随着  的增大,   处的峰逐渐增

大, 而  处的峰逐渐变小, 且两个峰之间的距离

逐渐变大. 这表明随着纵场所占比重的增大, 系统

的低频响应增强, 相应地高频响应减弱, 这与纵场

取值为常数时得到的结论一致. 当双模分布的均值

取值为   和   时, 双模分布的不对称

性增强. 图 3(c)和图 3(d)显示随着   的增大系统

的动力学出现了由集体模行为到双峰行为的交跨

效应. 这表明双模分布的不对称性越明显 (  和 

的取值差别越大), 越容易引起不同动力学行为之

间的交跨现象. 从以上分析可以看出, 对于双模随机

纵场, 系统的动力学高度依赖于随机分布的均值,

且不对称的双模分布更容易引起新的振动模式. 

 

0 1 2 3 4 5 6
-1.0

-0.5

0

0.5

1.0
(a)



1=1.3; 2=0.7

0
0.25
0.50
0.75
1.00





0 1 2 3 4 5 6
-1.0

-0.5

0

0.5

1.0
(c)



1=1.8; 2=0.2

0
0.25
0.50
0.75
1.00





(b)

0

1

2

3

4

5

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5


1=1.3; 2=0.7 0
0.25
0.50
0.75
1.00


(

)

(d)

0

1

2

3

4

5

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5


1=1.8; 2=0.2 0
0.25
0.50
0.75
1.00


(

)

B1 = 1.3 B2 = 0.7 B1 = 1.8

B2 = 0.2

图 3    随机纵场满足双模分布时的自旋关联函数和谱密度　(a), (b)对应   和   时的结果; (c), (d)为   和

 时的结果

B1 = 1.3 B2 = 0.7 B1 = 1.8 B2 = 0.2

Fig. 3. Spin autocorrelation functions and the corresponding spectral densities for bimodal-type random longitudinal magnetic field.

The results for    and    are given in (a) and (b), and the results for    and    are given in (c) and

(d), respectively. 
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5   高斯型随机纵场对动力学的影响

现在讨论随机纵场满足高斯分布的情况, 这是

一种典型的连续型分布, 表达式为
 

ρ (Bx
i ) =

1√
2πσ

exp

[
− (Bx

i −Bx)
2

2σ2

]
, (18)

Bx σ Bz
i = 1

Bx

其中,   为均值,   为偏差. 横场取值仍为  ,

纵场均值   的取值可以小于 1也可以大于 1, 比

如取 0, 0.5, 1.0, 1.5和 2.0. 为了更好地显示动力

学行为的演变过程, 偏差的取值从一个较小值 (如

0.3)变为较大值 (如 1.8). 计算中参数的选取有很

多种, 这里仅给出具有典型代表作用的一些结果.

由于关联函数和谱密度呈现的动力学结果一致, 因

此这里仅给出谱密度结果, 如图 4所示.

σ = 0.3

Bx = 0

Bx = 1.0

σ=0.8

Bx

σ = 1.8

图 4(a)对应   时的结果. 当均值较小时

(  )系统表现为典型的集体模行为, 随着均

值的逐渐增大 , 谱密度逐渐扩展为两个峰 (如

 和 1.5), 因此系统经历了一个由集体模行

为到双峰行为的交跨效应. 显然这种效应是由于均

值变化所引起. 随着偏差的增大 (如  和 1.3),

系统的集体模行为消失, 同时双峰行为也随着  

的增大而逐渐演变为中心峰值行为. 这表明, 随机

纵场偏差的增大使得系统的中心峰值行为得到保

持, 相应地集体模行为被削弱. 继续增大偏差 (如

 ), 系统仅表现为中心峰值行为, 如图 4(d)

所示. 已有结果显示, 当高斯型随机横场的偏差较

大时, 系统表现为无序行为 [20]. 这表明随机纵场对

系统动力学性质的影响与随机横场的影响有很大

的差别.

将图 3和图 4进行比较, 发现对于不同类型的

随机纵场, 其动力学结果有很大的差别, 高斯型随

机纵场下的动力学结果更加丰富. 但我们可以得到

一个共同的结论, 那就是当纵场所占的比重较大

时, 系统的中心峰值行为将得到保持, 这与纵场取

值为常数时的结论一致.
 

6   结　论

本文利用递推关系方法研究了常数纵场和随

机纵场对 Ising模型动力学性质的影响. 研究发现
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σ = 0.3, 0.8, 1.0, 1.8图 4    随机纵场满足高斯分布时的谱密度　(a)−(d)分别对应   时的结果.

σ = 0.3, 0.8, 1.0Fig. 4. Spectral densities for Gaussian-type random longitudinal magnetic field. The results for    and 1.8 are given

in (a)−(d), respectively. 
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在常数纵场下, 当自旋耦合相互作用较弱时纵场的

影响较明显, 不但能够引起不同动力学行为之间的

交跨效应, 而且能够驱使系统出现多种振动模式;

但较强的自旋耦合相互作用会掩盖纵场的影响. 在

随机纵场下, 发现不同类型的随机纵场对系统动力

学性质的影响有很大的差别, 且高度依赖于随机分

布中参数的选取. 对于双模型随机纵场, 发现不对

称的双模分布更容易引起新的振动模式. 对于高斯

型随机纵场, 发现当高斯分布的偏差较小时, 随着

均值的增大系统经历了不同动力学行为之间的交

跨效应, 但当偏差较大时, 系统仅表现为中心峰值

行为.

尽管常数纵场和随机纵场下的动力学结果有

很大差别, 但可以得到一个共同的结论: 当纵场所

占比重较大时, 系统的中心峰值行为将得到保持.

经进一步分析发现, 此结论可以推广为: 系统哈密

顿中非对易项的出现有利于中心峰值行为的保持.

因此可以在系统哈密顿中加入非对易项来调节系

统的动力学性质, 比如次近邻相互作用、D-M相互

作用、杂质、链间自旋耦合相互作用或四自旋相互

作用等. 这为将来研究自旋系统的动力学性质提供

了新的方向.
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Abstract

C (t) =
⟨
σx
j (t)σx

j (0)
⟩

Φ (ω)

The dynamical properties of quantum spin systems are a hot topic of research in statistical and condensed
matter physics. In this paper, the dynamics of one-dimensional quantum Ising model with both transverse and
longitudinal  magnetic  field  (LMF)  is  investigated  by  the  recursion  method.  The  time-dependent  spin  auto-

correlation  function      and  corresponding  spectral  density      are  calculated.  The

Hamiltonian of the model system can be written as

H = −1
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This work  focuses  mainly  on  the  effects  of  LMF  (  )  on  spin  dynamics  of  the  Ising  system,  and  both
uniform LMF and random LMF are considered respectively. Without loss of generality, the transverse magnetic

field    is set in the numerical calculation, which fixes the energy scale.

J

B1 B2 Bx

σ B1 ̸= B2

σ

Bx σ

The results show that the uniform LMF can induce crossovers between different dynamical behaviors (e.g.
independent spins precessing, collective-mode behavior or central-peak behavior) and drive multiple vibrational

modes (multiple-peaked behavior) when spin interaction (  ) is weak. However, the effect of uniform LMF is not
obvious when spin interaction is strong. For the case of random LMF, the effects of bimodal-type and Gaussian-
type random LMF are investigated, respectively. The dynamical results under the two types of random LMFs

are quite  different  and highly dependent on many factors,  such as  the mean values  (  ,     and    )  or  the

standard deviation (  ) of random distributions. The nonsymmetric bimodal-type random LMF (  ) may
induce new vibrational modes easily. The dynamical behaviors under the Gaussian-type random LMF are more

abundant than under the bimodal-type random LMF. When     is small, the system undergoes two crossovers:
from a collective-mode behavior to a double-peaked behavior, and then to a central-peak behavior as the mean

value    increases. However, when    is large, the system presents only a central-peak behavior.

∑N

i
Bz

i σ
z
i

For both cases of uniform LMF and random LMF, it is found that the central-peak behavior of the system
is maintained when the proportion of LMF is large. This conclusion can be generalized that the emergence of

noncommutative  terms  (noncommutative  with  the  transverse-field  term    )  in  Hamiltonian  will

enhance  the  central  peak  behavior.  Therefore,  noncommutative  terms,  such  as  next-nearest-neighbor  spin
interactions,  Dzyaloshinskii-Moryia  interactions,  impurities,  four-spin  interactions,  etc.,  can  be  added  to  the
system Hamiltonian to modulate the dynamical properties. This provides a new direction for the future study of
spin dynamics.
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