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Mojette 变换层析技术中的投影角度布局方法*

吴慎将    刘荣明    王佳†    李党娟    程军霞

(西安工业大学光电工程学院, 西安　710021)

(2020 年 6 月 16日收到; 2020 年 9 月 16日收到修改稿)

Mojette变换是一种最小冗余采样的离散 Radon变换, 能够用较少角度的投影数据进行精确的计算层析

(computed tomography, CT)重建, 为少量投影角度 CT技术的实现提供了一种新思路. 投影角度的空间布局

决定了层析重建最少所需投影的数量. 为了获得Mojette变换层析技术中的最优投影空间角度布局方案, 本

文对三维Mojette变换数学模型及其精确重建条件进行了研究. 以此为基础, 在考虑实际探测器像素数目受

限的条件下, 提出了确定最优投影角度的方法. 研究结果表明: 所有探测器围绕被测物体在同一水平面内进

行平行投影采集是最优的投影角度布局方案, 此时投影模型为二维Mojette变换, 所需的投影角度和探测器

像素数最少, 投影角度范围最小; 若在实际的测量中该投影条件无法满足, 则投影矢量中|pi|和|qi|的值越小越

好. 该研究可为实际层析系统的建立提供理论基础.

关键词：计算层析, 三维Mojette变换, 精确重建条件, 投影角度
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1   引　言

计算层析 (computed tomography, CT)技术,

是一种由低维投影数据重建高维目标的技术, 已广

泛应用在 Terahertz波检测 [1]、量子态 [2]、医学三维

成像 [3]、风洞 [4]、地质探测、激光打靶和燃烧场三维

成像和检测等领域中 [5−7]. 它利用探测器采集测试

目标在多个角度的二维投影, 并结合层析理论进行

三维重建. 在实际应用中, 由于探测对象或测量环

境的影响, 经常会遇到投影采集角度受限制的问

题 [8]. 如何利用有限角度投影进行精确层析重建,

对于层析成像技术的发展和应用, 具有非常重要的

意义.

传统的基于 Radon变换的层析技术很难在极

少角度采样的情况下获得较好的重建结果. Moj-

ette变换是一种最小冗余采样的离散 Radon变换,

可以根据多个投影之间的相互独立特性对投影个

数、投影角度等进行变化, 通过改变不同投影矢量

下的采样率来控制冗余度的大小, 因此可以在最大

程度上避免投影信息的重复和冗余采样 [9]. Mojette

变换的理论基础由 Katz[10] 提出的离散角度概念以

及 Herman[11] 提出的迭代算子共同构筑而成, 该变

换利用满足 Katz引理的稀疏角度即可被精确重

建, 其重建所需的数据采集量远小于 Radon变换

所需的数据量 [12−14]. 基于 Mojette变换的层析重

建能够显著减少所需的投影角度和投影射线条数,

其重建所需的数据采集量远小于 Radon变换所需

的数据量, 在稀疏角度下具有良好的重建性能. 并

且实际的 Radon变换投影可以转换为 Mojette投

影, 为基于Mojette变换的实际投影层析重建提供

可能 [15,16].

Mojette变换层析理论中的可精确重建条件以

及最少投影角度布局对于实际层析系统的建立以
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及提高重建精度具有非常重要的指导意义 [17]. 在

传统的基于二维 Radon变换 [18,19] 和二维 Mojette

变换的层析重建技术 [20,21] 中, 探测器放置在被测

物体周围同一水平面内, 进行平行投影的采集. 当

实际测量环境中水平面内投影角度受限时, 可以在

三维空间中进行投影采集, 此时层析投影模型为三

维 Radon变换或三维 Mojette变换. Cai等 [22] 利

用数值计算的方法讨论了基于三维 Radon变换层

析技术中投影角度的三维空间分布对重建精度的

影响. 目前, 从理论上分析和解释层析系统中投影

角度的最优布局方案, 特别是对三维Mojette变换

以及相应的层析重建理论的相关研究仍较少.

为了在理论上获得 Mojette变换层析技术中

的最优投影角度空间布局方案, 本文将建立三维

Mojette变换数学模型 , 并且利用基于角的重建

(corner based inversion, CBI)算法对精确重建条

件进行研究. 以此为基础, 结合实际探测器像素数

目受限条件, 提出并确定最优投影角度方案. 

2   三维Mojette变换数学模型

(x, y, z)

ξi = (pi, qi, ri)

pi ∈ Z qi ∈ Z+ ri ∈ Z

i = 1, 2, · · · , N
ξi = (pi, qi, ri)

φi θi φi = tan−1

(
qi
pi

)
θi =

tan−1

(
ri√

pi2 + qi2

)

在三维直角坐标系   中 , 三维 Mojette

变换的投影方向用三维离散向量   来

表示, 其中  ,   和  分别表示投影

向量在 x, y 和 z 轴的分量, 投影方向限制在 y 轴正

向 , 并且   表示投影角度数 . 如图 1

所示, 投影向量   对应的投影角度由

方位角   和天顶角   确定,    ,   

 . 投影探测平面垂直于投影向

f(x, y, z)

P ×Q×R f(k, l,m)

量. 将被测三维物体  均匀划分为分辨率为

 的离散网格  .

pi = 0 qi = 0 ri = 0

ri = 0

当  , 或  , 或  时, 三维Mojette

变换等效为相应方向上的二维 Mojette变换. 以

 为例, 三维Mojette变换等效为 m 组水平方

向上的二维Mojette变换, 其投影方程为 

[Mf ](b1,m) =

P∑
k=1

Q∑
l=1

f(k, l,m)∆[b1 − qi(k − 1)

− pi(l − 1)− po1], (1)

pi > 0 po1 = 1 pi < 0 po1 =

−(Q− 1) · pi + 1 B1

h1

其中 po1为一个修正值, 使投影像素的序号从 1

开始 , 当   时 ,    , 当   时 ,   

 . 每行投影像素数目   和相邻像

素间隔  分别为 

B1 = (Q− 1) |pi|+ (P − 1) |qi|+ 1,

h1 =
1√

pi2 + qi2
. (2)

pi ̸= 0 qi ̸= 0 ri ̸= 0当  ,   , 并且  时, 如图 1所示,

三维 Mojette变换可以看成一组在平行于平面

A 的平面内的二维Mojette变换结果. 探测平面上

每行像素的 Mojette变换投影值为在该行像素所

对应的平面 A 内投影射线经过中心的所有网格数

值的积分, 投影的行数由平行于平面 A 的平面数

决定. 因此, 三维 Mojette变换可以分解为两次二

维Mojette变换:

(pi, qi) (x, y)

pi qi GCD(pi, qi) = 1

步骤 1　矢量   确定了   平面内的投

影方向, 沿该方向的二维Mojette变换决定了最终

三维Mojette变换投影的行数, 行数和相邻行之间

的间隔由 (2)式确定. 根据二维 Mojette变换的要

求,   和  互质, 即  .

(pi, qi) ri

ξi

步骤 2　在矢量   和   构成的二维平面

A 内, 以   为投影方向进行二维 Mojette变换, 其

结果决定了三维 Mojette变换投影的列数和最终

的投影值.

(pi, qi)√
p2i + q2i h1 =

1/
√
p2i + q2i (pi, qi)

p2i + q2i (x, y)

(−qi, pi)

b′ = (P − 1) |pi|+

(Q− 1) |qi|+ 1

(p2i + q2i , ri)

由于第 1次二维Mojette变换投影矢量 

的 长 度 为   , 并 且 其 投 影 间 隔 为  

 , 因此可得   方向的投影整数为

 . 平面 A 内水平方向的网格数为  平面

内的离散网格沿   方向进行二维 Mojette

变换后的投影数 , 可以表示为  

 , 垂直方向的网格数为 R. 在平面 A

内以投影方向   进行二维 Mojette变换,

 












x














图 1    三维Mojette变换示意图

Fig. 1. Schematic  diagram  of  three-dimensional  Mojette

transform. 
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GCD(p2i + q2i , ri) = 1要求  .

B2

h2

三维 Mojette变换投影的列数  和相邻投影

间隔  分别为 

B2 = (b′ − 1) |ri|+ (R− 1)(p2i + q2i ) + 1,

h2 =
1√

ri2 + (p2i + q2i )
2
. (3)

根据以上分析, 三维Mojette变换可表示为 

[Mf ](b1, b2)

=

R∑
m=1

P∑
k=1

Q∑
l=1

f(k, l,m)∆[b1 − qi(k − 1)

− pi(l − 1)− po1]∆[b2 − ri(n− 1)

− (p2i + q2i )(m− 1)− po3], (4)

n = −qi(l − 1)+pi(k − 1)+po2其 中   ,  po1,  po2和

po3为投影像素序号的修正值, 取值分别为 

po1 =

{
1, pi > 0,

−pi(Q− 1) + 1, pi < 0,

po2 =

{
qi(Q− 1) + 1, pi > 0,

qi(Q− 1)− pi(P − 1) + 1, pi < 0,

po3 =

{
1, ri > 0,

−ri(b
′ − 1) + 1, ri < 0.

(5)

P = Q = R = 10

(pi, qi, ri) = (1, 1, 3)

(pi, qi, ri) = (1, 2, 3)

利用 (4)式和 (5)式计算一个 

的全 1矩阵在投影矢量   和

 时的三维 Mojette变换 , 投

影归一化结果如图 2(a)所示. 图 2(b)为全 1矩阵

在该投影角度下的视觉投影显示结果. 可以看出,

两种投影结果在像素数目、投影分布上完全相同,

验证了该三维Mojette变换数学模型的正确性. 

3   精确重建条件

(pi, qi)

P ×Q

1978年 Katz[10] 给出一个约束投影角度数量

上界的公式, 即著名的 Katz引理, 该定理指出对

于一簇互质的投影矢量对  , 如果重建图像的

分辨率  满足关系 

N∑
i=1

|pi| ⩾ P, or
N∑
i=1

|qi| ⩾ Q, (6)

P ×Q

则最少可通过 N 个投影角度即可完成精确重建.

(6)式为二维 Mojette变换的精确重建条件. 根据

不同重建图像分辨率  和投影角度数的要求,

(pi, qi)可以选择合适的投影矢量  完成精确重建.

从几何角度出发, 二维Mojette变换的精确重

建条件可理解为: 若所有投影矢量的绝对和超出被

测区域, 则该图像可被精确重建. 将该结论推广至

三维情况, 可得三维 Mojette变换的精确重建条

件为 

N∑
i=1

|pi| ⩾ P, or
N∑
i=1

|qi| ⩾ Q, or
N∑
i=1

|ri| ⩾ R. (7)

为了验证该精确重建条件的正确性 , 利用

CBI算法进行层析重建 [10,12]. CBI算法是 Mojette

变换最基本的重建理论. 与各种迭代类、变换类算

法不同, 该算法是一种精确的求解线性方程组的算

法, 二维图像中所有像素点的值被依次精确重建出

来. CBI算法能够准确验证线性方程组的可解性,

其重建结果可以准确说明 Mojette变换的精确重

建条件是否成立, 并且通过 CBI验证的精确重建

条件对共轭梯度算法、反投影算法等均适用 [11,14].

P ×Q×R− 1

利用 CBI算法进行三维Mojette变换重建时,

除了对待重建三维物体进行正常投影外, 在相同投

影条件下对与重建物体相同维度的三维全 1矩阵

和索引矩阵进行投影. 全 1矩阵投影的作用是: 通

过投影可以从投影向量值中看出某投影矢量下的

射线穿过的像素中心点的个数, 当投影向量值中的

分量为 1时, 说明该投影射线穿过的路径上只有一

个像素点值的贡献, 可直接求解出变量值. 当向量

值中有多个 1存在时, 可依次进行重建. 索引矩阵

投影的作用是: 索引矩阵中的像素点值从左上角

的 (1, 1, 1)点赋值为 0开始, 从左向右、从前到

后、从上至下像素点以此递增, 每次加 1, 遍历至右

下角最后一个像素点时, 该点的值为  .

设置索引矩阵的目的在于, 在全 1矩阵的投影向量

值中找到投影值为 1的分量时, 可以让计算机理解

该投影对应的像素点的位置. 其逆变换的求解过程

是一种串行求解模式, 即每次迭代求出全 1矩阵投

影值为 1所对应的一批像素点, 再根据这些像素点

求出的值来更新被测物体、全 1矩阵、索引矩阵投

影, 从而产生出投影值即为点值的像素点, 重复这

一步骤, 直至所有的待求点与探测器像元上更新完

毕后的一个投影值一一对应, 迭代结束.

选择经典的 Shepp-Logan模型进行数值模拟

实验以验证精确重建条件的正确性. 模拟三维物体

的分辨率为 P = Q = R = 48, 所有水平二维平面

为相同的 48 × 48的 Shepp-Logan模型分布, 如
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图 3(a)所示. 对表 1中列出的不同投影矢量条件

下的三维Mojette变换投影及重建进行数值仿真.

图 3(b)—(d)分别为 Case 1, Case 3和 Case 5

三种满足精确重建条件时的重建结果. 可以看出,

当选取的投影矢量满足精确重建条件时, 都可以进

行精确的层析重建. 在相同的投影角度数下, 即使

一个投影矢量发生变化使得精确重建条件不满足,

就得不到正确的重建结果. 数值模拟实验验证了精

确重建条件的正确性. 

4   最优的投影角度布局

由上述三维Mojette变换投影模型可知, 投影

向量的选择决定了投影采集所需探测器的像素数

目和像素大小. 对于三维Mojette变换在水平和垂

直方向的投影间隔不同的问题, 在实际的投影探测

中可以使用定制的成像镜头, 使水平和垂直方向的

放大率不同, 可实现行和列上相邻两个像素的间隔

不同. 因此, 本文只讨论探测器像素数目的影响.

由于实际探测器的像素个数有限, 则满足精确重建

条件的实际投影向量和投影角度数应符合以下条件:
 

(Q− 1) |pi|+ (P − 1) |qi|+ 1 ⩽ B1, (8a)
  

(P − 1) |pi| |ri|+ (Q− 1) |qi| |ri|

+ (R− 1)(pi
2 + qi

2) + 1 ⩽ B2, |ri| ̸= 0,

R ⩽ B2, |ri| = 0,

(8b)
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图 2    (a)三维Mojette变换投影; (b)视觉投影

Fig. 2. (a) Three-dimensional Mojette transform projection; (b) visual projection. 
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N∑
i=1

|pi| ⩾ P, or
N∑
i=1

|qi| ⩾ Q, or
N∑
i=1

|ri| ⩾ R, (8c)
 

min(N), (8d)
 

GCD(pi, qi) = 1, GCD(pi2 + qi
2, ri) = 1,

pi ∈ Z, qi ∈ Z+, ri ∈ Z (8e)

(B1, B2)其中  为实际探测器的像素数.

确定最优投影向量的具体步骤如下.

(pi, qi, ri)

步骤 1　确定满足 (8a)式、(8b)式和 (8e)式

的所有投影矢量  .

N∑
i=1

|pi|⩾P

N∑
i=1

|qi|⩾Q

N∑
i=1

|ri|⩾R

pi qi ri

步骤 2　根据 (8c)式, 要满足精确重建条件有

三种方案, 即  ,   或  ,

与其对应的条件是选取的投影矢量中  ,   或  的

绝对值越大, 投影角度数越少. 且要保证投影像素

数最少, 则在投影矢量的一个分量保持较大值时,

其他两个分量的值尽可能小. 因此, 将步骤 1所确

pi qi ri定的所有投影矢量对  ,   或  的绝对值进行降序

排序, 从大到小选取投影矢量, 直至满足 (8c)式,

则可确定投影角度数和其对应的投影矢量.

步骤 3　选择步骤 2中确定的三种方案投影

角度数的最小值, 其投影矢量即为最优的投影角度

布局方案. 或者在实际的测量系统中, 根据测试条

件对投影角度的限制, 选择三种方案中最好实现的

一种为最优投影角度布局方案.

P = Q = R = 64

|ri| = 0

以   , 像素数为 1024  ×  2048

的探测器为例对最优投影角度的布局进行说明. 当

 时, 最少需要 5个投影角度可实现精确重

建. 若要求投影像素数最少, 则选取的投影矢量为

[(15, 1, 0), (–15, 1, 0), (14, 1, 0), (–14, 1, 0), (13,

1, 0)](方案 1)或 [(1, 15, 0), (–1, 15, 0), (1, 14, 0),

(–1,  14,  0),  (1,  13,  0)]  (方案 2), 其空间分布如

图 4(a)和图 4(b)所示, 该条件下探测器限制在较
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图 3    满足精确重建条件下不同投影矢量的重建结果　(a) 模拟物体; (b) Case 1; (c) Case 3; (d) Case 5

Fig. 3. Reconstruction results of different projection vectors under accurate reconstruction condition: (a) Simulative object; (b) Case 1;

(c) Case 3; (d) Case 5. 

表 1    模拟仿真中采用的不同投影矢量
Table 1.    Projection vectors used in simulation.

条件 投影矢量 (7)式是否满足 是否能精确重建

Case 1 (15, 1, 1), (13, 1, 1), (9, 1, 1), (7, 1, 1), (4, 1, 1) √ 是

Case 2 (15, 1, 1), (13, 1, 1), (9, 1, 1), (7, 1, 1), (3, 1, 1) × 否

Case 3 (1, 15, 1), (1, 13, 1), (1, 9, 1), (1, 7, 1), (1, 4, 1) √ 是

Case 4 (1, 15, 1), (1, 13, 1), (1, 9, 1), (1, 7, 1), (1, 4, 1) × 否

Case 5 (1, 1, 15), (1, 1, 13), (1, 1, 9), (1, 1, 7), (1, 1, 5) √ 是

Case 6 (1, 1, 15), (1, 1, 13), (1, 1, 9), (1, 1, 7), (1, 1, 3) × 否
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小的角度范围内. 该投影矢量方向的二维 Mojette

变换投影结果如图 5(a)和图 5(b)所示, 投影像素

数分别为 64 × 1009, 64 × 1009, 64 × 946, 64 ×

946和 64 × 883. 若探测器角度范围不受限制, 选

取投影矢量为 [(15, 1, 0), (–15, 2, 0), (14, 5, 0),

( –14,  9,  0),  (13,  11,  0)]  (方案 3)或 [(1,  15,  0),

(–2, 15, 0), (5, 14, 0), (–9, 14, 0), (11, 13, 0)] (方

案 4), 空间分布如图 4(c)和图 4(d)所示. Mojette

变换投影如图 5(c)和图 5(d)所示, 投影像素数分

别为 64 × 1009, 64 × 1072, 64 × 1198, 64 × 1450

和 64 × 1513.

|ri| ̸= 0
N∑
i=1

|pi|⩾P

N∑
i=1

|qi|⩾Q

当   时 , 若 要 满 足 条 件   或

 , 则最少的投影角度数为 11; 而满足条

N∑
i=1

|ri|⩾R件   时最少的投影角度数为 5, 对应的投

影矢量为 [(1, 1, 5), (1, 1, 15), (–1, 1, 15), (1, 1,

–15), (–1, 1, –15)] (方案 5), 空间分布如图 4(e)所

示. 该投影矢量方向的三维Mojette变换投影结果

见图 5(e), 投影像素数分别为 127 × 757, 127 ×

2017, 127 × 2017, 127 × 2017和 127 × 2017.

|pi| > 1 |qi| > 1

|ri|
若选取的投影矢量中   或   , 此时

对应的  变小, 则所需最少投影角度数会增多. 例

如满足精确重建条件的另一组投影矢量为 [(1, 2,

9), (–1, 2, 9), (1, 2, –9), (–1, 2, –9), (2, 1, 9), (–2,

1, 9), (2, 1, –9), (–2, 1, –9)] (方案 6), 空间分布如

图 4(f)所示. 对应的投影结果如图 5(f)所示.

图 4和图 5的结果综合表明: 在探测器像素数

受限的条件下, 最优的投影角度布局方案为水平面
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图 4    不同投影矢量对应的投影角度空间分布　(a)方案 1; (b)方案 2; (c)方案 3; (d)方案 4; (e)方案 5; (f)方案 6

Fig. 4. Spatial  distribution  of  projection  angles  corresponding  to  different  projection  vectors:  (a)  Scheme  1;  (b)  Scheme  2;

(c) Scheme 3; (d) Scheme 4; (e) Scheme 5; (f) Scheme 6. 
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N∑
i=1

|ri|⩾R

|pi| |qi|

投影, 即基于二维 Mojette变换的层析重建, 此时

所需投影角的数目最少. 并且不论投影角度是否受

限, 其所需的投影探测器的像素数都比三维布局方

案的少. 这种方式与传统层析技术中所选取的探测

器的空间布局方案完全一致. 当投影矢量无法满足

水平面投影时, 要选择  为精确重建条件,

并且选择  和  的值越小, 所需的投影角度数和

探测器的像素数越少.
 

5   结　论

为了解决计算层析技术中投影采集角度受限

制的问题, 利用有限角度的投影实现高精度的层析

重建, 本文在建立三维Mojette变换数学模型及其

精确重建条件的基础上, 对Mojette变换层析技术

中的最优投影空间角度布局方案进行了研究. 在综

合考虑精确重建条件和实际探测器像素数目受限

的条件下, 提出了确定最优投影角度的方法. 研究

结果表明: 1)若要求层析采集系统中投影角度数

和投影像素数尽可能少, 则探测器要分布在被测物

|pi| |qi|

体周围的同一水平面内进行平行投影的采集, 此时

层析模型为二维Mojette变换及重建; 2)当投影条

件受限, 无法实现水平面投影采集时, 则投影矢量

中  和  的值越小越好. 该投影角度布局方案与

传统的层析系统中探测器的空间布局方案完全一

致, 本文首次从理论上说明了这种布局方案的优

越性.
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Abstract

Computed  tomography  (CT)  is  an  effective  tool  for  three-dimensional  (3D)  imaging  by  using  optical

detectors  to  capture  the  two-dimensional  (2D)  projections  of  tested  parameters  from  multiple  views  and

realizing 3D reconstruction through various algorithms. However, for practical applications, typically only a few

detectors can be applied due to their high expense and the limited optical access of the test environment. The

realization  of  high  precision  reconstruction  with  a  few  projections  is  of  great  significance  for  promoting  the

development  and  application  of  CT  technology.  The  spatial  arrangement  of  the  detectors  determines  the

amount of  useful  information collected by the system, which greatly affects the quality of  CT reconstruction.

Therefore, in this work we study the optimization method of projection arrangement based on the 3D Mojette

transform theory.

Mojette transform is a special discrete form of Radon transform, which can realize projection sampling with

minimum redundancy and accurate tomographic reconstruction from less  projection angles.  It  provides a new

way to realize the CT technology with fewer projections. However, the existing researches mainly focus on the

reconstruction theories of 2D Mojette transform, which is used for realizing the 2D slice tomography. In order to

realize the real 3D tomographic reconstruction, in this work we establish a mathematical model of 3D Mojette

transform, and study its accurate reconstruction condition. The results show that the 3D Mojette transform is a

combination  of  twice  2D  Mojette  transform  in  two  directions.  The  accurate  reconstruction  condition  of  3D

Mojette  transform  is  that  the  sum  of  the  absolute  values  of  projection  vectors’   components  in  x,  y,  and  z

directions is greater than the number of discrete grids in each direction. The correctness of the mathematical

model and the accurate reconstruction condition are verified by numerical simulations.

Considering  the  limitation  of  the  pixels  in  the  practical  detectors,  the  method  to  determine  the  optimal

arrangement  of  projection  angles  is  proposed.  The  results  indicate  that  the  optimal  arrangement  is  that  all

detectors  are  located  in  the  same  horizontal  plane  around  the  tested  object,  where  the  projection  model  is

reduced to 2D Mojette transform. In this case, the minimum projection angles and pixels are required and the

projection angles can be positioned in a smaller spatial range. If the condition cannot be satisfied in practice,

projection  vectors  with  smaller  |pi|  and |qi|  should  be  chosen.  This  research  provides  the  theoretical  basis  for

establishing the actual CT system.

Keywords: computed  tomography,  three-dimensional  Mojette  transform,  accurate  reconstruction  condition,
projection angle
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