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临界中性 Gauss-Bonnet-anti-de Sitter
黑洞复杂度演化*

梁华志    张靖仪†

(广州大学物理与材料科学学院, 广州　510006)

(2020 年 8 月 7日收到; 2020 年 10 月 5日收到修改稿)

利用 Fan和 Liang (Fan Z Y, Liang H Z 2019 Phys. Rev. D 100 086016)研究一般高阶导数引力复杂度的

方法 , 对临界中性 Gauss-Bonnet-anti-de Sitter (Gauss-Bonnet-anti-de Sitter, AdS)黑洞的复杂度演化进行研

究, 并且将研究结果和一般中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的结果进行了比较. 研究发现, 二者的复杂度演化的

整体规律是一致的, 它们的主要区别在无量纲的临界时间上. 对于五维的临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞,

当黑洞视界面为平面或者球面时, 不同大小的黑洞的无量纲的临界时间相同, 都取到了最小值. 当维度超过

五维时, 不同大小的球对称临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的无量纲临界时间的差异明显要比一般的情况

小. 这些差异很可能和中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的临界性有关.
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1   引　言

|A⟩ |B⟩

C
|A⟩ |B⟩

|B⟩ = U |A⟩

复杂度是量子信息理论中的概念, 大致说来,

可以将复杂度理解为衡量从一个给定的参考状态

构造出一个目标状态的难度的量. 给定参考状态

 以及目标状态  , 可以定义一个测量这两个量

子态之间的距离的特殊“度规”, 称为相对复杂度,

用  表示. 相对复杂度的物理含义是从一个参考状

态  到一个目标状态  所需“门”的最小数目. 在

量子信息理论中, “门”指的就是简单操作. 两个量

子态之间通过幺正算符 U 相联系, 即:   ,

其中, 幺正算符 U 包含了一系列的“门”. U 有时候

也被称为“电路”, 尽管它没有任何的周期性.

由于受到黑洞的贝肯斯坦-霍金熵正比于黑洞

视界面积的启发, ’t Hooft[1] 在 1993年首次提出了

全息原理, 随后 Susskind[2] 对全息原理进行了进一

步的研究和阐述. 1997年, Maldacena[3] 在 IIB型

超弦理论背景下, 利用 N 张重合的 D3-brane的低

能极限, 找到了全息原理的第一个, 也是极其重要

的一个具体实现的例子—AdS/CFT (anti-de

Sitter/conformal field theory)对偶. AdS/CFT对

偶指出 (d + 1)维的反德西特时空中的引力理论

等价于 d 维边界的共形场论 . 之后 ,  Witten[4] 和

Gubser等 [5] 分别独立给出了一套数学上的对应关

系. 一直以来, 除了几个简单的模型以外, 想要直

接去计算黑洞的复杂度是十分困难的. AdS/CFT

对偶为黑洞复杂度的研究打开了一扇新的窗户. 基

于 AdS/CFT对偶, Susskind研究组先后提出了复

杂度/长度对偶 [6] 以及复杂度/体积对偶 [7,8], 经过

逐步改进, 最后发展出了复杂度/作用量对偶 [9,10].

复杂度/作用量对偶指出 d 维边界全息状态的量子

计算复杂度对偶于 (d + 1)维Wheeler-Dewitt片

的经典作用量. 复杂度/作用量对偶把黑洞复杂度
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问题归结为对引力作用量的计算. 经过几年发展,

人们已经利用复杂度/作用量对偶得到了许多黑洞

复杂度演化的结果 [10−35].

给定一个宇宙学常数, 一般的 Gauss-Bonnet

引力都会存在两个 AdS时空作为它的真空解. 研

究发现, 存在一个参数空间的临界点, 两个 AdS真

空合并成一个, 这种临界的引力理论没有传播子,

因此一般的引力子模型不再适用, 这种引力理论被

形象地称为没有引力子的引力 [36]. 临界中性 Gauss-

Bonnet-anti-de Sitter (Gauss-Bonnet-anti-de Sit-

ter, AdS)黑洞性质上和一般的情况有很大不同,

进一步研究临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的

复杂度演化, 不仅对黑洞复杂度研究的发展有所贡

献, 同时对 Gauss-Bonnet引力临界性的研究也有

一定意义.

k = 0

k = 0

2019年 , Fan和 Liang[11] 得到了一般高阶导

数引力的复杂度演化公式, 并利用数值方法对平

面 (  )的 Gauss-Bonnet-AdS黑洞以及平面

(  )的三阶 Lovelock-AdS黑洞的复杂度演化

进行了详细的讨论. 后来, 本研究组利用 Fan和

Liang给出的一般高阶导数引力的复杂度演化公

式, 把他们对中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞复杂度

的演化推广到了一般的情况 (k 任意), 得到了一般

中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化公式,

并利用数值方法画出了演化图和微分图, 找出了不

同视界几何的中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞复杂

度演化的共同点以及差异 [12]. 本文将进一步利用

Fan和 Liang给出的一般高阶导数引力的复杂度

演化公式, 研究临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞

复杂度演化, 通过和一般中性 Gauss-Bonnet-AdS

黑洞的结果作对比 [12], 找出其临界性对复杂度演

化的影响. 

2   临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞
复杂度演化

 

2.1    临界点

对于含有宇宙学常数的一般的 Gauss-Bonnet

引力, 都会允许两个 AdS时空作为它的真空解, 这

种一般的 Gauss-Bonnet引力理论可以用线性引力

子模型去解释, 线性引力子在其中一个 AdS真空

中具有正的动能, 而在另一个 AdS真空中具有负

的动能. 研究发现, Gauss-Bonnet-AdS引力理论

k = 1

(α, β, γ, δ)

α = 0, β = 1/2, γ = 1, δ = 3

的参数空间存在一个的临界点, 两个 AdS真空会

合并成一个, 同时动能项的有效耦合常数消失, 这

种临界点的引力理论没有传播子, 因此一般的引力

子模型不再适用, 这种引力理论被形象地称为没有

引力子的引力 [36]. 参数空间的临界点也可看作是

一个相变点, 超过这个临界点, 引力理论不再具有

最大对称性的时空解. 1983年, Hawking和 Page

发现 AdS黑洞的热力学系统存在 Hawking-Page

相变 [37]. 后来研究发现 , 随着黑洞温度的升高 ,

5维的中性球对称 (  )的 Gauss-Bonnet-AdS

黑洞同样存在相变现象 [38], 类比于范德瓦耳斯系

统, 黑洞系统在相变点的临界指数   分

别为   . 需要特别强调

的是, 本文所说的 Gauss-Bonnet-AdS引力的临界

点和 Hawking-Page相变的临界点并无关系.

Λ0 λ

Λ0 Λ

下面先给出中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞参

数空间临界点的临界条件. Gauss-Bonnet-AdS引

力包含两个非平凡的参数空间, 分别是裸宇宙学常

数  以及耦合常数  . 首先, 可以利用裸宇宙学常

数  去定义一个有效宇宙学常数  
[36]: 

1

2
(Λ− Λ0) +∆0Λ

2 = 0, (1)

其中, 

∆0 ≡ (D − 3)(D − 4)

(D − 1)(D − 2)
γ, (2)

γ

L
这里的  表示 Guass-Bonnet-AdS引力的拉格朗日

密度  中的系数, 分别有 

L = R− 2Λ0 + γ(R2 − 4R2
µν +R2

µνλρ), (3)
 

γ =
λℓ2

(D − 3)(D − 4)
. (4)

λ

λ = 0

λ ⩽ 9/100

λ ⩽ −7/36

此处的   为 Gauss-Bonnet耦合常数, 它是表

征 Gauss-Bonnet引力和爱因斯坦引力差异的参

数. 当   时, Gauss-Bonnet引力会退回到爱因

斯坦引力. Gauss-Bonnet引力的耦合常数的取值

被边界理论的微观因果关系所强烈约束 . 关于

Gauss-Bonnet耦合常数的取值, Brigante等基于

AdS/CFT对偶 , 最先给出了 5维 Gauss-Bonne

黑洞耦合常数的上界为“   ” [39,40]. 而后 ,

Buchel和Myers进一步给出了 5维 Gauss-Bonnet

黑洞耦合常数的下界为“   ” [41]. 最后 ,

Camanho和 Edelstein指 出 , 一 个 D 维 Gauss-

Bonnet引力的耦合常数的取值范围为 [42]
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− (D − 3)(3D − 1)

4(D + 1)
2

⩽ λ ⩽ (D − 3)(D − 4)(D2 − 3D + 8)

4(D2 − 5D + 10)
2 . (5)

D = 5

λ

λ = 0

λ > 0

由 (5)式可以看出, 当  时, (5)式给出的

Gauss-Bonnet耦合常数的上界以及下界跟前人得

到的结果 [39−41] 完全一致. 对于一个负的  , 线元的

解将会在视界内有限半径处存在另外一个奇点. 为

了避免这种情况以及考虑到“当   时, Gauss-

Bonnet引力会退回到爱因斯坦引力” , 所以对

Gauss-Bonnet耦合常数的取值作了进一步的限制,

即要求   . 从弦论的角度看, 这也是一个物理

上感兴趣的例子. 因此, 本文中的 Gauss-Bonnet

耦合常数所允许的范围为 

0 < λ ⩽ (D − 3)(D − 4)(D2 − 3D + 8)

4(D2 − 5D + 10)
2 . (6)

Λ±

通过对 (1)式进行求解, 可以求得两个有效宇宙学

常数  分别为 

Λ± =
±
√
1+8∆0Λ0 − 1

4∆0
, (7)

Λ±这里的两个有效宇宙学常数   分别对应着两个

AdS时空.

Λ±

对于 (7)式, 一般中性 Gauss-Bonnet-AdS黑

洞要求  是一个实数, 因此有 

1+8∆0Λ0 ⩾ 0. (8)

当 (8)式取等号时, 就得到了中性 Gauss-Bonnet-

AdS黑洞的临界条件, 即 

Λ0 = − 1

8∆0
, (9)

或 

∆0 = − 1

8Λ0
=

ℓ2

4(D − 1)(D − 2)
. (10)

Λ±

在临界条件 (9)式或 (10)式下, 两个有效宇宙学常

数  相等, 即两个 AdS时空合并成了一个, 此时有 

Λ+ = Λ− = Λ∗ ≡ 2Λ0. (11)

综合 (2)式、(4)式和 (10)式, 可推导出中性Gauss-

Bonnet-AdS黑洞关于参数空间的临界条件为 

λ = 1/4. (12)
 

2.2    临界中性 Gauss-Bonnet-AdS 黑洞的
线元表达式

D ⩾ 5对于一个时空维度为 D (  )的一般中性

Gauss-Bonnet-AdS黑洞, 它的线元表达式为 

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

D−2,k, (13)

f(r)这里度规函数  为 

f(r)=k+
r2

2λℓ2

[
1−

√
1−4λ+

64πλℓ2GM

(D−2)ωD−2rD−1

]
,

(14)

k = 1, 0, −1

ℓ

ωD−2

λ

λ

Λ

其中,    分别表示视界面为球面、平面

以及双曲抛物面的黑洞;   为 AdS半径; M 为黑洞

质量;   是与视界面几何相关的余二维的单位

体积. Gauss-Bonnet耦合常数   定义如度规函数

(14)式所示. 由 (14)式可以看出, 对于一个负的  ,

(13)式的解将会在视界内有限半径处存在另外一

个奇点. 可以利用参数 g 把有效宇宙学常数  重新

定义为 

Λ = −1

2
(D − 1)(D − 2)g2. (15)

根据前面的分析, 在临界条件下 

Λ = 2Λ0 =
(D − 1)(D − 2)

ℓ2
. (16)

综合 (15)式和 (16)式, 有 

ℓ2 = 2g−2. (17)

将临界条件 (12)式以及 (17)式代入 (14)式中, 可

以得到 

f(r) = g2r2 + k − µ

r
D−5

2

, (18)

其中, 

µ =

√
32πGMg2

(D − 2)ωD−2
. (19)

(18)式就是临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的

度规函数, 进一步地, 可以利用 (19)式, 解得黑洞

质量 M 为 

M =
(D − 2)ωD−2

32πGg2
µ2. (20)

不难证明, (20)式给出的黑洞质量表达式和利

用Wald formalism得到的结果是一致的 [43−45]. 根

据 Gauss-Bonnet-AdS引力的Wald公式, 有 

δH =
ωD−2

16πG
rD−2

[
− D−2

r

+
2(D−2)(D−3)(D−4)γ(f−k)

r3

]
δf. (21)
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f(r)这里的 f 是度规函数   的简写. 对于临界中性

Gauss-Bonnet-AdS黑洞 , 度规函数如 (18)式所

示, 故 

δf = −r−
D−5

2 δµ. (22)

将 (22)式代入 (21)式, 化简后可以得到 

δH =
(D − 2)ωD−2

16πG

(
r

D−1
2 − g2r

D−1
2 +

µ

g2

)
δµ.

(23)

r → ∞ δH∞ = δM对于渐进无穷远, 即   , 有   . 根据

(23)式可以得到 

δM = δH∞ =
(D − 2)ωD−2

16πGg2
µδµ. (24)

不难看出 , 由 (24)式得到的黑洞质量表达式和

(20)式给出的结果完全一致.

f(rh) = 0进一步, 根据  , 可以得到 

µ = rh
D−5

2 (g2rh
2 + k), (25)

rh这里  为黑洞事件视界半径, 需要指出的是, (25)式

是一个重要的化简条件. 

2.3    临界中性 Gauss-Bonnet-AdS 黑洞热
力学量

T̂ (r) Ŝ(r)

t = const r = const

根据之前的研究 [11,12], 黑洞复杂度的演化结果

依赖于黑洞的热力学量, 为了进一步研究临界中

性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化, 需要先

计算出相关的热力学量. Gauss-Bonnet-AdS黑洞

的温度函数   以及Wald熵函数   定义在任

意的超曲面  以及  上, 定义式分别

为 [11]
 

T̂ (r) =
f ′(r)

4π
, (26)

 

Ŝ(r) = − 1

8G

∫
ΣD−2

dD−2y
√
γ

∂L
∂Rµνρσ

εµνερσ, (27)

εµν

T̂ (r) Ŝ(r)

其中   表示超曲面的副法矢. 将 (3)式的拉格朗

日密度以及 (18)式的度规函数分别代入上述定义

式, 不难推导出临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞

的温度函数  以及Wald熵函数  分别为
 

T̂ (r) =
4g2r + (D − 5)r−

D−3
2 µ

8π
, (28)

 

Ŝ(r)=
ωD−2r

D−2

4G

1+ (D−2)
(
r−

D−5
2 µ−g2r2

)
(D−4)g2r2

 .

(29)

在 (28)式和 (29)式的化简中, 利用了 (25)式

的条件, 需要注意的是 (28)式和 (29)式并不是黑

洞真正的温度和熵, 后者是定义在黑洞事件视界上

的. 可以证明, 当超曲面在晚期接近黑洞事件视界

时, 它们的确会变成黑洞真正的温度和熵. 因此临

界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的温度 T 以及熵

S 分别为 

T = T̂ (rh) =
(D − 1)g2rh

2 + k(D − 5)

8πrh
, (30)

 

S= Ŝ(rh)=
ωD−2r

D−2
h

4G

[
1+

(D − 2)k

(D − 4)g2rh2

]
. (31)

 

2.4    临界中性 Gauss-Bonnet-AdS 黑洞复
杂度演化公式

根据复杂度/作用量对偶 (complexity/action

duality, CA对偶) [10], 有 

C = I/(πℏ), (32)

C
ℏ

ℏ = 1

dC/dt

其中,   表示复杂度, I 表示作用量, π是一个比例

系数, 没有特指数学上的圆周率.   是普朗克常数,

这里使用自然单位制,    . 相比于黑洞的复杂

度, 更多的时候关心的是黑洞复杂度的增长速率

 , 把 (32)式对时间 t 求导, 可以得到 

dC
dt

=
1

π
dI
dt

. (33)

dI/dt

tc

t ⩽ tc

这里的   表示作用量增长速率. 根据 Fan

和 Liang[11] 给出的结果, 对于一个高阶导数引力理

论下的中性黑洞, 它的复杂度在临界时间   以前

(  )不演化, 即 

t ⩽ tc :
dC
dt

= 0. (34)

tc t > tc而在临界时间  以后 (  ), 它的复杂度增长速

率为 

dC
dt

=
∆

π
− Ŝ′(rm)

4π2
|f(rm)| log

(
|f(rm)|
α2

)
, (35)

∆

rm

tc

这里的  表示总作用量增长速率的晚期极限. 图 1

给出了一般的中性双边 AdS黑洞Wheeler-Dewitt

片的示意图,    为Wheeler-Dewitt片两条过去类

光边界交界处的径向坐标. 需要特别说明的是, 上

文所说的临界时间   指的是Wheeler-Dewitt片两

条过去类光边界相交的“节点”恰好落在过去奇点

上所对应的时间 t, 与前文所说的临界 Gauss-Bon-

net-AdS黑洞的临界点并无关系. 这里的时间 t 指
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的是两侧边界时间之和, 即
 

t ≡ tL + tR = −2r∗(rm), (36)

r∗(r)其中乌龟坐标  定义为 [11]
 

r∗(r) = −
∫ ∞

r

1

f(r)
dr. (37)

r∗(∞) = 0.所以 

引力作用量的 Gibbons-Hawking-York(GHY)

表面项的定义式以及它的增长速率公式为 [11]
 

IGHY = − 1

8πG

∫
r=ϵ

dD−1x
√
h2

∂L
∂Rµσνρ

nσnρKµν ,

(38)
 

dIGHY
dt

= −T̂ (ϵ)Ŝ(ϵ)+∆, (39)

Kµν

∆

其中  为外曲率. 根据 (38)式、(39)式及 (18)式,

可以推导出临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的

总作用量增长速率晚期极限  为 

∆ = lim
ϵ→0

− (D − 2)ωD−2

8(D − 4)πG
ϵD−5f(ϵ){(D − 4)ϵ2

+ g−2[(D − 4)(k − f(ϵ))− ϵf ′(ϵ)]}. (40)

进一步计算, 可以得到 

D = 5 : ∆ =
3ωD−2µ(µ− k)

8πGg2
,

D ⩾ 6 : ∆ =
(D − 2)(D − 3)ωD−2

16πGg2(D − 4)
µ2. (41)

至此, 只要把 (18)式的度规函数、(29)式的Wald

熵函数以及 (41)式的作用量增长速率的晚期极限

代入 (35)式 , 就可得到临界中性 Gauss-Bonnet-

AdS黑洞复杂度演化的公式. 

2.5    数值结果

为了更直观地看出临界中性 Gauss-Bonnet-

rm

r∗(r)

rh

F (r) H(r)

AdS黑洞复杂度演化的情况, 需要进行数值分析,

利用数值方法画出黑洞复杂度的演化图以及微分

图 . 最直接了当的方法是利用数值方法去求解

(36)式 , 得到   随时间 t 的演化函数 , 然后代入

(35)式从而得到复杂度演化的函数, 从而进一步去

画出复杂度演化的图像, 理论上这样求解并不困

难. 但是需要注意的是, 由于乌龟坐标  在事件

视界   处是奇异的, 使得直接求解 (36)式难以进

行. 和 Fan和 Liang[11] 的文章一样, 为了解决这个

问题, 必须引入新的函数  以及  

f(r) ≡ F (r)(r2 − rh
2), (42)

 

H(r) ≡ 2rh[F (rh)− F (r)]

F (r)F (rh)(r2 − rh2)
, (43)

F (rh) = 2πT/rh其中一个有用的关系式是  .

r∗(r)此时, 乌龟坐标  可以重新表示为 

r∗(r) =
1

4πT
log

∣∣∣∣r − rh
r + rh

∣∣∣∣− 1

2rh

∫ ∞

r

H(r̃)dr̃. (44)

不难看出, 乌龟坐标的奇异部分已分离到 (44)式

右边第一项, 现在可以很容易得到乌龟坐标的数

值解.

tc同时, 时间 t 以及临界时间  也可以分别重新

表示为 

t =−2r∗(rm) =− 1

2πT
log

∣∣∣∣rm − rh
rm + rh

∣∣∣∣+ 1

rh

∫ ∞

rm

H(r̃)dr̃,

(45)
 

tc =
1

rh

∫ ∞

0

H(r̃)dr̃. (46)

t/β = Tt β

β = 1/T Tt

T tc

在数值方法中, 本研究组习惯采用无量纲的量. 因

此本文采用无量纲的时间  , 其中  表示热

时间  . 此时, 无量纲的时间  以及临界时

间  分别表示为 

Tt = − 1

2π
log

∣∣∣∣rm − rh
rm + rh

∣∣∣∣+ T

rh

∫ ∞

rm

H(r̃)dr̃, T t ⩾ 0,

(47)
 

Ttc =
T

rh

∫ ∞

0

H(r̃)dr̃, T tc ⩾ 0. (48)

同样地, 复杂度增长速率也需要通过除以晚期极限

来无量纲化, 即 

dC
dt

/(
∆

π

)
=

π
∆

dC
dt

. (49)

下面利用数值方法给出临界中性 Gauss-Bon-

net-AdS黑洞的复杂度演化的数值结果. 图 2为用
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图 1    一般的中性双边 AdS黑洞Wheeler-Dewitt片

Fig. 1. The  Wheeler-DeWitt  patch  for  a  general  neutral

two-sided AdS black hole. 
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D = 5, 6, 7

Tt
π
∆

dC
dt

k = 0, 1 rh/ℓ = 1,

3, 5

Tt
π
∆

δC
β

δC = C(t)− C(tc)

dC/dt

G = α = 1 ωD−2 = 16π

Ttc

数值方法画出的不同大小的   维的临界

中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化图, 横

坐标表示无量纲的时间   , 纵坐标表示无量纲的

复杂度增长速率   , 其中,    ,   

 . 图 3为对应的复杂度微分图, 横坐标表示无

量纲的时间   , 纵坐标表示无量纲的复杂度微分

 , 其中, 复杂度微分   通过对

 积分得到. 为了方便画图, 在图 2和图 3中,

已经让   ,    . 表 1和表 2分别

列出了不同大小以及不同维度的临界中性 Gauss-

Bonnet-AdS黑洞的无量纲的临界时间  .

根据数值分析的结果 , 可以看出临界中性

Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化和一般中

性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化 [12] 的整

体规律是一致的. 复杂度增长的整体趋势都是先增

Ttc k = 0

Ttc k = 1 D ⩾ 6

Ttc

rh/ℓ

T tc

Ttc

rh/ℓ = 3, 5

rh/ℓ = 1

长到一个局部的极大值, 再开始下降, 最后趋近于

晚期极限. 而且随着维度 D 的增加, 相同大小的临

界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化的

图像会整体往右移, 说明对于相同大小的临界中

性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞来说, 维度越高, 相应

的无量纲的临界时间  越大. 当  时, 不同大

小的临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞无量纲的

临界时间  总是相同的. 但是当  ,   时,

不同大小的黑洞无量纲的临界时间   却不再相

同, 在相同维度下, 黑洞越大 (  的值越大), 无

量纲的临界时间  越小, 而且维度越高 (D 越大),

不同大小黑洞的无量纲的临界时间   差别越大.

同时也发现, 大黑洞 (  )的复杂度演化图

无论是位置还是演化的趋势整体上都非常相似, 而

小黑洞 (  )的复杂度演化图和大黑洞的差

别较大.
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D = 5, k = 0 D = 5, k = 1 D = 6, k = 0 D = 6,

k = 1 D = 7, k = 0 D = 7, k = 1

图 2    临界中性Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化图　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

 ; (e)   ; (f)  

D = 5, k = 0 D = 5, k = 1

D = 6, k = 0 D = 6, k = 1 D = 7, k = 0 D = 7, k = 1

Fig. 2. Complexity evolution diagram of the critical neutral Gauss-Bonnet-AdS black holes: (a)   ; (b)   ;

(c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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Ttc

D = 5 k = 0

Ttc

但是临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞复杂

度演化也有和一般中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞

复杂度演化不同的地方, 二者的差别主要体现在无

量纲的临界时间   上 . 对于临界中性 Gauss-

Bonnet-AdS黑洞, 当   时, 不仅是   的不

同大小黑洞的无量纲的临界时间   相同, 而且

k = 1 Ttc

k = 0 k = 1

Ttc Ttc ⩾ 0

k = 0, 1 D = 5

Ttc

k = 1 D ⩾ 6

 的不同大小黑洞的无量纲的临界时间   也

都相同, 同时  和  的不同大小黑洞的无量

纲的临界时间   都趋近于 0, 由于要求   ,

所以   ,    的临界中性 Gauss-Bonnet-

AdS黑洞的无量纲临界时间   都取到了最小值.

同时也发现, 随着维度 D 的增加,   ,   的
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D = 5, k = 0 D = 5, k = 1 D = 6, k = 0 D = 6,

k = 1 D = 7, k = 0 D = 7, k = 1

图 3    临界中性Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度微分图　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

 ; (e)   ; (f)  

D = 5, k = 0 D = 5,

k = 1 D = 6, k = 0 D = 6, k = 1 D = 7, k = 0 D = 7, k = 1

Fig. 3. Complexity  difference  diagram  of  the  critical  neutral  Gauss-Bonnet-AdS  black  holes:  (a)    ;  (b)   

 ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 

 

k = 0

Ttc λ = 0.05

表 1      时, 临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑

洞无量纲的临界时间  (  )
Ttc

λ = 0.05

k = 0

Table 1.    Dimensionless  critical  time      of  critic-

al neutral Gauss-Bonnet-AdS black holes (  )

for   .

维度 Ttc (rh/ℓ = 1) Ttc (rh/ℓ = 3) Ttc (rh/ℓ = 5) 

D = 5 0 0 0

D = 6 0.162460 0.162460 0.162460

D = 7 0.288675 0.288675 0.288675

D = 8 0.398736 0.398736 0.398736

 

k = 1

Ttc λ = 0.05

表 2      时, 临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑

洞无量纲的临界时间  (  )
Ttc

λ = 0.05

k = 1

Table 2.    Dimensionless  critical  time      of  critic-

al neutral Gauss-Bonnet-AdS black holes (  )

for   .

维度 Ttc (rh/ℓ = 1) Ttc (rh/ℓ = 3) Ttc (rh/ℓ = 5) 

D = 5 0 0 0

D = 6 0.209745 0.168224 0.164552

D = 7 0.359752 0.297391 0.291841

D = 8 0.490653 0.409981 0.402820
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Ttc

不同大小临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞之间

的无量纲临界时间   的差别明显要小于一般中

性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的情况. 

3   结论与展望

Ttc

通过计算 , 得到了临界中性 Gauss-Bonnet-

AdS黑洞的复杂度演化公式, 并用数值方法画出

了它的复杂度演化图以及微分图, 最后和一般中

性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的复杂度演化结果作

对比. 由于临界 Gauss-Bonnet-AdS黑洞本质上还

是属于 Gauss-Bonnet-AdS黑洞, 所以发现二者的

复杂度演化的整体规律是一致的. 但又由于 Gauss-

Bonnet-AdS黑洞临界性的影响, 二者的复杂度演

化又有一些明显的不同. 这些不同主要体现在无量

纲的临界时间  上.

Ttc

k = 0

Ttc k = 1 D ⩾ 6

Ttc rh/ℓ

T tc

Ttc

rh/ℓ = 3, 5

rh/ℓ = 1

相同点　1)复杂度增长的整体趋势都是先增

长到一个局部的极大值, 再开始下降, 最后趋近于

晚期极限; 2)随着维度 D 的增加, 复杂度演化的图

像会整体往右移 , 即无量纲临界时间   增大 ;

3)当  时, 不同大小的黑洞无量纲的临界时间

 总是相同的; 4)当  ,   时, 不同大小的

黑洞无量纲的临界时间  不相同, 黑洞越大 ( 

的值越大), 无量纲的临界时间  越小, 而且维度

越高 (D 越大), 无量纲的临界时间   差别越大

5)大黑洞 (  )的复杂度演化图, 无论是

位置还是演化的趋势整体上都非常相似, 而小黑洞

(  )的复杂度演化图和大黑洞的差别较大.

k = 1 D = 5

Ttc

Ttc

k = 0 D = 5 Ttc

k = 1 D ⩾ 6

Ttc

不同点　1)当  ,   时, 不同大小的一

般中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的无量纲的临界

时间  不相同, 但是不同大小的临界中性 Gauss-

Bonnet-AdS黑洞的无量纲的临界时间  都相同,

而且和   ,    的无量纲的临界时间   一

样, 都取到了最小值; 2)  ,    的不同大小

的临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞之间的无量

纲临界时间  的差别明显要小于一般中性 Gauss-

Bonnet-AdS黑洞的情况.

k = 0, 1 D = 5

Ttc H(r)

Ttc

Ttc

分析后知道, 当  ,   时, 不同大小

的临界的中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的无量纲

临界时间  的积分函数  会趋近于 0, 所以无

量纲的临界时间  都为 0, 均取到了最小值, 这是

数学上的必然结果. 猜测这种无量纲的临界时间

 的差异现象可能和 Gauss-Bonnet-AdS黑洞的

临界性有关.

研究发现, 临界中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞

复杂度演化和一般的情况确实有一些明显的差别,

这对中性 Gauss-Bonnet-AdS黑洞临界性的研究

是有指导性意义的. 但是现阶段对于这种临界的高

阶导数引力黑洞的复杂度演化的研究还远远不够,

期待后续可以对更多临界的高阶导数引力黑洞的

复杂度演化进行研究, 特别是三阶的临界 Lovelock-

AdS黑洞, 这样会知道更多高阶导数引力黑洞的

临界性的细节.

感谢广州大学天体物理中心范仲英老师的讨论.
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Abstract

General Gauss-Bonnet gravity with a cosmological constant allows two anti-de Sitter (AdS) spacetimes to

be taken as its vacuum solutions. It is found that there is a critical point in the parameter space where the two

AdS vacuums coalesce into one, which is very different from the general Gauss-Bonnet gravity. Susskind’s team

proposed a Complexity/Action duality based on AdS/CFT duality, which provides a new method of studying

the complexity of black holes. Fan and Liang (Fan Z Y, Liang H Z 2019 Phys. Rev. D 100 086016) gave the
formula  of  the  evolution  of  complexity  for  general  higher  derivative  gravity,  and  discussed  the  complexity

evolution  of  the  neutral  planar  Gauss-Bonnet-AdS  black  holes  in  detail  by  the  numerical  method.  With  the

method of studying the complexity of general higher derivative gravity proposed by Fan and Liang (2019), we

investigate  the  complexity  evolution  of  critical  neutral  Gauss-Bonnet-AdS  black  holes,  and  compare  these

results  with  the  results  of  the  general  neutral  Gauss-Bonnet-AdS  black  holes,  showing  that  the  overall

regularities of the evolution of the complexity of these two objects are consistent, and their main difference lies

in  the  dimensionless  critical  time.  As  for  the  five-dimensional  critical  neutral  Gauss-Bonnet-AdS  black  holes,

when the event horizon of the black holes is flat or spherical, the dimensionless critical times of black holes with

different  sizes  are  identical,  all  reaching  their  minimum  values.  While  in  the  higher  dimensional  cases,  the

differences in dimensionless critical time among spherically symmetric critical neutral Gauss-Bonnet-AdS black

holes with different sizes are obviously less than those of general ones. These differences are probably related to

the criticality of the neutral Gauss-Bonnet-AdS black holes.
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