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由正负磁单极对相互作用诱导的孤立狄拉克弦*

焦婧    罗焕波    李禄†

(山西大学理论物理研究所, 太原　030006)

(2020 年 10 月 21日收到; 2020 年 12 月 1日收到修改稿)

基于三维旋量 Gross-Pitaevskii (GP)方程研究在含时周期性外磁场作用下玻色-爱因斯坦凝聚体的动力

学行为 . 结果显示 , 在含时周期外磁场的作用下 , 铁磁态自旋为 1的玻色-爱因斯坦凝聚体将发生拓扑形变 .

当磁场的两个零点进入凝聚体后, 自旋向上态的密度布居图在 z 轴上分别形成向上和向下的凸起. 随着磁场

的两个零点在凝聚体内逐渐重合, 向上和向下的凸起被拉长, 最终自旋向上态在 z 轴上呈线状分布, 这与理

论分析预测得到的孤立狄拉克弦相对应. 最后, 通过计算凝聚体的超流涡度给出磁单极的表征图. 结果显示,

凝聚体在磁场的两个零点处形成正、负磁单极对, 分别对应着自旋向上态在 z 轴上向上和向下的凸起. 随着

磁场的两个零点重合, 正、负磁单极对中的两条狄拉克弦逐渐靠近, 之后大约经 5 ms, 它们完全相连, 最终形

成孤立的狄拉克弦.
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1   引　言

磁单极问题不仅涉及宇宙早期演化及微观粒

子结构等理论, 而且还与物质磁性的来源和电磁现

象的对称性相关, 同时还能很好地解释磁荷的量子

化 [1−3]. 自 1931年狄拉克首次提出磁单极理论以

来 [4], 研究工作者对磁场进行了大量的实验观察,

但在自然电磁场中仍找不到磁单极 [5−8]. 2008年

Castelnovo等 [9] 指出“自旋冰”里可能存在磁单极,

发现自旋冰晶体内粒子的散射结果与假设磁单极

存在的计算机模型预测一致. 到目前为止, 大量的

研究致力于寻找各种凝聚态系统中的类似实体, 如

自旋冰 [10]、液晶 [11] 和 Skyrmion晶格 [12−14] 等. 由

于在足够强的外磁场作用下, 凝聚体中的涡度与磁

单极的磁场一致, 所以研究者可以让相应原子的磁

场排列成一个大漩涡的形状, 构成“涡旋”的属性,

通过绝热修正外场, 多量子涡旋可以被印刻到凝聚

态中 [15−18]. 这样可以在凝聚体的自旋结构上产生

一个点状缺陷, 从而产生一个相当于磁单极磁场的

涡度. 也就是说在这样的排列下, 中间的地方就是

一个“合成磁单极”.

87Rb

磁单极是矢量场中的拓扑缺陷, 它既符合量子

力学又符合电磁场的规范不变性 [3,5,19−21], 它的单

位向量相对于某个唯一的中心点是径向的 (即“刺

猬”缺陷)[5,22]. 研究结果表明,    (铷)在铁磁自

旋为 1的玻色-爱因斯坦凝聚体 (BEC)中的特定

激发态可以成功模拟一个狄拉克单极子 [23]. 采用

多分量波函数进行数值模拟在三维玻色-爱因斯坦

凝聚体中可产生单极子 [24]. 另外, 利用三维密度剖

面的层析重建可以检测到狄拉克弦, 并利用原位相

位衬度成像探测到相应的自旋纹理以提供单极子

的明确信号 [25].

在玻色-爱因斯坦凝聚体中, 单个磁单极在理

论上已经被大量研究过 [26−30], 并且在实验中也被

观测到 [23], 但是多个磁单极的产生以及它们之间

的相互作用至今鲜有研究. 本文利用周期性磁场的

多个零点可以产生多个磁单极的特性, 通过引入含
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时周期性磁场, 在玻色-爱因斯坦凝聚体中产生一

个正、负磁单极对, 并借助于理论分析及数值计算

来研究正、负磁单极对的相互作用, 以及孤立狄拉

克弦的形成. 

2   理论模型

87Rb考虑一团  原子在光学势阱 V(r)中形成的

玻色-爱因斯坦凝聚体, 它在磁场 B中的动力学可

以用自旋为 1的三维旋量 Gross-Pitaevskii (GP)

方程来描述 [25,31−33]: 

iℏ∂tψ =

[
− ℏ2∇2

2m
+ V (r) + c0n

+ (µBgFB + c2S) · F
]
ψ, (1)

ψ(r, t) =
√
n(r) ξ(r, t)

ξ(r, t) = (ξ1, ξ0, ξ−1)
T n(r)

r = (x, y, z) c0 = 4πℏ2(a0 + 2a2)/(3m) c2 =

4πℏ2(a2 − a0)/(3m)

87Rb a0 = 5.387 nm a2 =

5.313 nm m = 1.443× 10−25 kg

c2 < 0

N = 4.4× 104 87Rb gF =

−1/2 µB V (r) =

mω2(x2 + y2 + z2) ω=100 Hz

F = (Fx, Fy, Fz)
T

S(r, t) = ψ†Fψ

S · S = 1

其中   是凝聚体的序参量 ,

 是三组分旋量 ,    是原子

密度,   .   和 

 是密度-密度和自旋-自旋耦合

常数 , 其中对于   原子 ,    ,   

 , 以及   . 在这种情况

下,    表明凝聚体的基态处于铁磁态. 选取总

粒子数为  .   原子的朗道因子 

 ,    是波尔磁矩. 光学势阱的形式为  

 , 其中光学势阱频率为  .

 是自旋为 1的 Pauli矩阵矢量 .

自旋矢量定义为  , 在铁磁态下它为

单位矢量  , 可以用来表示粒子的指向.

Beff = a cos(kz)
B0(t) = c− vt

考虑一个含时周期性外磁场, 其中在 xoy 平面

为四极磁场, 在 z 轴方向上为一对激光相互作用产

生的等效磁场   
[33] 和随时间变化的

均匀偏置场  的叠加, 具体形式如下: 

B(r, t) = (bx,−by, a cos(kz) + c− vt), (2)

b = 3.7 G/cm
c = 10 mG t = 0

v = 0.25 G/s
a = 3.6 mG k =

0.2 μm−1

t =

0 t = 50 ms

z = 4 μm z = −4 μm t =

55 ms

其中   是四极磁场梯度的强度系数 ,

 为偏置场在   时刻的磁场强度以及

 为偏置磁场的减少速率. 等效磁场中

的系数   与激光强度有关而系数  

 与激光的频率相关. 图 1给出了不同时刻

的磁场在 xoz 平面的分布图. 从中可以看出, 在 

 时, 凝聚体内的磁场全部指向 z 轴; 在  

时, 由于等效磁场的周期性, 凝聚体内将会出现两

个零点 , 分别位于   和   ; 在  

  时, 两个零点在原点处合并变成一个零点.

B · F

Ωs =

∇× vs vs = iℏξ†∇ξ/m
kz = π/2

B(r, t) = (bx,−by,−akz + aπ/2)T = (x′,−y′,−z′)T

x′,−y′,−z′

由于磁场的变化非常缓慢 (v 足够小), 凝聚体

的序参数始终处于线性塞曼算符  的三个本征

态中能量最小态上, 即自旋矢量与磁场方向一致的

铁磁态上, 所以可以通过自旋的超流涡度来刻画磁

场的极性 . 凝聚体的超流涡度可以定义为  

 , 其中   为超流速度. 当偏置

磁场为 0时, 磁场在  附近可以近似表示为

 ,

其中  为新的坐标. 在新的坐标下, 超流

涡度 [23]
 

Ωs = − ℏ
mr′2

r̂′ +
4πℏ
m

δ(x′)δ(y′)Θ(z′)r̂′, (3)

等价于在 z 轴正半轴有一条狄拉克弦的负磁单极,
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图 1    凝聚体处不同时刻的磁场在 xoz 平面的分布图. 箭头的方向和长度分别表示磁场的方向和大小. 绿色图案为凝聚体所在

位置, 凝聚体的半径  可以通过托马斯-费米近似得到:   , 其中各图分别对应时刻　(a) t = 0; (b) t =

50 ms; (c) t = 55 ms

RTF = 5Nc0/(4mω2) = 6 μm

Fig. 1. Distributions of the magnetic field at xoz plane for different timesaround the condensation. Direction and length of arrows

indicate the direction and size of the magnetic field. The green pattern indicates the condensation, radius of which is determined by

Thomas-Fermi approximation, i.e.,   . (a) t = 0; (b) t = 50 ms; (c) t = 55 ms.
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Θ kz = −π/2
B(r, t) = (bx,−by, akz + aπ/2)T =

(x′,−y′, z′′)T x′, y′, z′′

其中  是阶跃函数. 类似地, 在  附近磁场

可近似表示为  

 , 其中  为另一组的坐标. 此时,

超流涡度 [23]
 

Ωs =
ℏ

mr′′2
r̂′′ − 4πℏ

m
δ(x′)δ(y′)Θ(−z′′)r̂′′ , (4)

B0(t) = c− vt

∓akz+aπ/2 + c− vt

±(aπ/2 + c− vt)/(ak)

等价于在 z 轴负半轴有一条狄拉克弦的正磁单极.

由此可以看出, 磁单极是产生在磁场零点附近. 当考

虑到含时均匀偏置场  时, 则在 z 轴方

向上的磁场可以近似地表为   .

于是我们可以看到, 随着时间的演化, 它的两个零

点   逐渐靠近直到重合, 此时

正负磁单极的相互作用可以表示为 

Ωs = − ℏ
m

(
1

r′2
− 1

r′′2

)
r̂′

+
4πℏ
m

δ(x′)δ(y′) [Θ(z′)−Θ(−z′′)] r̂′

=
4πℏ
m

δ(x′)δ(y′)ẑ . (5)

r′=r′′

t = (aπ/2 + c)/v ≈ 62.6 ms

55 ms
t = 55 ms

这里利用了在零点重合处   . 从方程 (5)可以

看出, 正负磁单极相碰后消失, 合成一条孤立的狄

拉克弦. 在这样的近似下, 这两个零点重合的时间

约为  . 需要指出的是, 这

个时间值大于  . 这说明当磁场的零点重合时

(  ), 正负磁单极中的狄拉克弦并不能相连

形成孤立狄拉克弦, 需要一定的时间重整. 我们预

测孤立的狄拉克弦可能在 55—62.6 ms之间形成.

为了验证这个结果 , 下面我们将通过数值求解

GP方程 (1)来探究正、负磁单极的产生以及相互

作用所形成的孤立狄拉克弦. 

3   结果与讨论
 

3.1    初始凝聚体的制备及其演化

t = 0

S = (0, 0, 1)T

ξ = (1, 0, 0)T

ψ1

在数值模拟过程中, 首先通过 GP方程 (1)的

虚时演化获取   时刻凝聚体的基态, 并将其作

为初态. 此时, 由于凝聚体处的磁场都指向 z 轴正

方向, 所以为了使能量最低, 凝聚体中粒子的自旋

将会与磁场同向, 即自旋矢量为   , 对

应的旋量为   . 如图 2(a)所示, 此时所

有粒子都布居在  态上.

确定初态后, 再使用实时演化来探究凝聚体的

动力学行为. 在这个过程中, 由于沿 z 轴方向的偏

t = 50 ms

ψ1

t > 55 ms

Bz < 0 ψ1

t = 60 ms ψ1

ψ0 ψ−1

置磁场缓慢减少, 凝聚体处的磁场不再全部指向

z 轴正方向, 同时两个磁场零点从正负 z 轴进入凝

聚体, 如图 1(b)所示. 在这种情况下, 当磁场与自

旋不再对齐 (能量偏离最低点)时, 粒子将会受到

一个回复力驱使粒子自旋与磁场对齐回到能量最

低态, 从而保证粒子自旋始终与磁场对齐. 但是在

z 轴上, 当磁场零点经过后, 磁场由指向 z 轴正方

向直接翻转指向 z 轴负方向, 而自旋无法直接发生

翻转 , 只能保持与磁场反向 . 如图 2(b)给出了

 时粒子的布居图, 显示 z 轴上粒子始终布

居在  态上, 而粒子自旋与磁场反向表现在 z 轴上

向上和向下的凸起. 随着进一步的演化, 磁场的

两个零点逐渐重合, 向上和向下的凸起被拉长, 如

图 2(c)所示. 当  时, 凝聚体处的磁场 z 方

向分量全部为负, 即  . 此时, 在  态上的粒

子逐渐聚集在 z 轴上. 直到  , 在  态上的

粒子全部集中在 z 轴上形成线状分布, 而其他粒子

都布居在  和  上, 如图 2(d)所示. 

3.2    正负磁单极对的产生以及相互作用

t = 0

ψ1

由于超流涡度对应着磁单极, 这样可以通过凝

聚体演化过程中涡度场的变化来探究对应的磁单

极的行为. 我们数值计算出不同时刻的涡度, 如图 3

所示. 注意由于初始时刻   所有粒子都布居在

 态上, 涡度始终为 0, 故在此不做讨论.

t = 50 ms z = ±4 μm

z = ±4 μm

z = 4 μm

z = −4 μm

在  时, 磁场在  处的两个零

点进入了凝聚体. 此时, 涡度场在   处具

有正负磁单极的结构, 如图 3(a)所示. 事实上, 在

 处所有的涡度场线都进入该点, 而 z 方向

的场线却是离开该点 (对应狄拉克弦). 这说明在该

点形成了负磁单极, 与 (3)式描述的一致. 在 

处所有的场线都离开该点, 而–z 方向的场线却是

进入该点 (对应狄拉克弦), 对应着正磁单极, 与 (4)

式描述的一致. 磁单极可以用磁荷 Q 来表征: 

Q =
1

4πr2

∫
Σ

⌢

Ωsdσ2, (6)

Σ其中  为包含磁单极但是在狄拉克弦处有缺口的

半径为 r 的球面. 通过数值计算, 得出正磁单极处

磁荷 Q = 0.97和负磁单极处磁荷 Q = –0.97. 同

时, 也能看到明显的正负磁单极的相互作用, 最典

型的是在 z = 0平面形成了一个所有场线都指向

z 方向的平面, 如图 3(b)所示.
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图  2    不同时刻凝聚体各个组分密度在 xoz 平面的分布图 , 其中各图分别对应时刻　(a) t = 0; (b) t = 50 ms; (c) t = 55 ms;

(d) t = 60 ms

Fig. 2. Distributions of density of the condensation at xoz-plane for different times: (a) t = 0; (b) t = 50 ms; (c) t = 55 ms; (d) t = 60 ms.. 
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图 3    第一行是不同时刻涡度场在 xoz 平面的分布图 . 第二行是归一化的涡旋场 , 只保留了涡旋场的方向　(a), (b) t = 50 ms;

(c), (d) t = 55 ms; (e), (f) t = 60 ms

Fig. 3. First row is the distributions of vorticity at xoz-plane for different times. Second row is the corresponding normalized field.

(a), (b) t = 50 ms; (c), (d) t = 55 ms; (e), (f) t = 60 ms. 
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t = 60 ms

在 t = 55 ms时, 从狄拉克弦看 (图 3(c)), 两

条狄拉克弦还未相连, 说明两个磁单极还未重合.

在 z = 0平面形成了一个所有场线都指向–z 方向

的平面, 而狄拉克弦处依旧指向 z 方向, 如图 3(d)

所示. 进一步地, 在   时, 两条狄拉克弦合

二为一, 狄拉克弦处磁场与外界磁场不再连接, 两

个磁单极消失, 孤立的狄拉克弦形成, 如图 3(e)所

示. 我们注意到, 图 3(f)的结果与理论结果 (5)式

存在一定的差别: 除了在 z 轴处的狄拉克弦外, 其

他地方还有一个指向 z 轴负方向的磁场. 这是由

于 (5)式是在磁场零点处做了近似后得到的理论

结果. 

4   结　论

5 ms

本文基于三维旋量 Gross-Pitaevskii (GP)方

程研究了在含时周期性外磁场作用下玻色-爱因斯

坦凝聚体的动力学. 结果显示, 在含时周期外磁场

的作用下, 铁磁态自旋为 1的玻色-爱因斯坦凝聚

体将发生拓扑形变. 当磁场的两个零点进入凝聚体

后, 自旋向上态的密度布居图在 z 轴上分别形成向

上和向下的凸起. 随着磁场的两个零点在凝聚体内

逐渐重合, 向上和向下的凸起被拉长, 最终自旋向

上态在 z 轴上呈线状分布, 这与理论分析预测得到

的孤立狄拉克弦相对应. 最后, 通过计算凝聚体的

超流涡度给出了磁单极的行为. 结果显示, 凝聚体

在磁场的两个零点处形成正、负磁单极对, 分别对

应着自旋向上态在 z 轴上向上和向下的两个凸起.

随着磁场的两个零点重合, 正、负磁单极对中的两

条狄拉克弦逐渐靠近, 之后大约经过  , 它们完

全相连, 最终形成孤立的狄拉克弦. 这一结果为进

一步研究孤立狄拉克弦提供了新的思路.
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Abstract

Based on the three-dimensional spinor Gross-Pitaevskii (GP) equation, the dynamic behavior of the Bose-

Einstein condensate under the action of a time-dependent periodic external magnetic field is studied. The results

show  that  the  Bose-Einstein  condensate  with  spin-1  in  a  ferromagnetic  state  will  undergo  topological

deformation under the action of an external magnetic field periodically varying with time. When the two zero

points  of  the  magnetic  field  enter  into  the  condensate,  the  density  pattern  of  the  spin-up  state  forms  small

convexities protruding upward and downward on the z-axis, respectively. As the two zero points of the magnetic

field  gradually  coincide  in  the  condensate,  the  upward  and  downward  protruding  convexities  are  elongated.

Finally, the spin-up state in the shape of a line is distributed on the z-axis, which is consistent with the scenario

of the isolated Dirac string predicted by theoretical analysis.

As far as we know, magnetic monopole can be divided into positive monopole and negative monopole. The

positive magnetic monopole means that all magnetic induction lines are emitted from the center of the circle.

And only  the  Dirac  string  points  to  the  center  of  the  circle.  The  negative  monopole  is  that  all  the  magnetic

induction lines point from the outside to the center of the circle, and only the Dirac string emits from the center

of  the  circle.  Magnetic  monopole  is  a  topological  defect  in  vector  field,  which  accords  with  both  quantum

mechanics and gauge invariance of electromagnetic field.

Single  magnetic  monopole  has  been  studied  a  lot  in  theory,  and  its  analogues  have  been  observed  in

experiment.  But  multiple  monopoles  and the  interaction between them are  still  rarely  studied.  In  this  paper,

multiple monopoles are produced based on the fact that the periodic magnetic field has multiple zeros. We use a

new periodic magnetic field to generate a positive and negative magnetic monopole. Due to the strong external

magnetic field, the vorticity in the condensate is consistent with the magnetic field of the monopole. Finally, by

calculating the superfluid vorticity  of  the condensate,  the characteristic  diagram of  the magnetic  monopole  is

obtained. The results show that the condensate forms a pair of positive and negative magnetic monopoles at the

two  zero  points  of  the  magnetic  field,  corresponding  to  the  two  small  convexities  protruding  upward  and

downward on the z-axis of the spin-up state, respectively. As the two zero points of the magnetic field coincide,

the two Dirac strings in the positive and negative magnetic  monopole  gradually approach to each other,  and

after about 5 ms, they are completely connected, finally forming an isolated Dirac string. This result provides a

new idea for further studying the isolated Dirac strings.
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string
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