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类氢原子核质量对电子状态的影响*

刘兆斌    李凯    曾天海†    王锋    宋新兵    邵彬    邹健

(北京理工大学物理学院, 北京　100081)

(2020 年 10 月 22日收到; 2020 年 11 月 16日收到修改稿)

在孤立的两体复合系统中, 讨论其中一体的变化如何影响另一体的状态, 有助于了解单粒子混合态与纯

态的关系 . 本文讨论 5个孤立的一维类氢原子模型系统 , 原子核的质量互不相同 . 这 5个两体 (电子与原子

核)复合系统的相对运动状态都处于纠缠态, 其中电子状态都用约化密度矩阵表示的混合态描述. 在原子核

质量趋近无穷大的一维氢原子模型中, 电子处于纯态. 为比较这里的纯态和混合态, 在位置表象中计算了这

些混合态的纯度、它们分别与纯态的保真度、以及所有这些态的相干性. 研究表明, 原子核的质量越大, 纯度

和保真度越接近 1, 混合态的相干性与纯态的也越接近. 这样的纯态及其相干性可以是这种混合态及其相干

性的近似, 并与原子核及库仑相互作用有关.

关键词：混合态, 保真度, 相干性, 连续变量
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1   引　言

单个粒子可以处于纯态或混合态. 在量子信息

传输中, 单粒子的初始纯态一般会变为混合态. 很

难制备单粒子纯态, 得到的一般是混合态. 如何得

到接近纯态的混合态是个有意义的问题. 在孤立的

氢原子模型中, 假设原子核质量趋近无穷大, 则其

电子处于纯态. 但考虑氢原子核的质量, 那么, 核

与电子处于纠缠态 [1,2] (即不能写成原子核状态与

电子态的直积态), 电子处于混合态. 对于不同的类

氢原子, 其核质量不同, 它们的电子混合态也会不

同. 核质量越大, 电子混合态自然越接近相应的纯

态. 本文定量讨论混合态与纯态是如何接近的.

讨论 5个一维类氢原子系统, 它们具有相同的

电子和库仑相互作用势能, 而原子核的质量不同.

假设前两个原子的核质量与电子的比为 10和 100,

后三个是氕、氘和氚原子, 质量比约为 1836, 2 ×

1836和 3 × 1836. 它们均可以看成两体复合系统,

这些两体复合系统都处于纠缠态, 可以用密度矩阵

表示. 对密度矩阵的一部分求迹, 得到的约化密度

矩阵 [3,4] 表示另一部分的状态为混合态. 在假设的

原子核质量为无穷大的一维氢原子中, 电子处于纯

态. 把这 5种情形的电子混合态及其相干性与纯态

及其相干性进行比较. 比较的方式是用纯度 [5]、保

真度 [6−10] 和相干性 [11−22] 进行定量计算. 根据定

义, 纯度定量表征混合态中的纯态“含量”. 纯度越

高, 越接近纯态; 纯度为 1的即为纯态. 保真度可

以用来定量比较两个量子态的接近程度. 若值为 1,

则两个态相同. 量子态的相干性与选取的表象有

关, 若在所选的表象中为本征态, 则没有相干性;

纯态的相干性表征干涉的对比度; 而对于一个混合

态, 相干性则表征了所有纯态成分的干涉或相干的

大小总和.

本文第 2节引用一维类氢原子的两体模型, 计

算第一激发态及其与第二激发态的叠加态中的电
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l1 norm
子混合态密度矩阵. 第 3节计算这些混合态的纯

度、与相应纯态之间的保真度、以及用  定量

的混合态和纯态的相干性. 

2   模　型

这里采用简单的孤立一维氢原子模型 [1,23,24].

用薛定谔方程求解这样的两体问题, 可以分成质心

运动和相对运动两部分. 质心运动相当于自由粒子

运动. 文献 [3]指出, 自由粒子的初始能量可以为

零. 因此, 设质心不动, 为坐标原点. 只需考虑相对

运动. 对于原子核质量趋近无穷大的一维氢原子,

文献 [23,24]给出了其定态薛定谔方程的波函数偶

宇称和奇宇称的表达式: 

ψ+
n (x)⊂


xF

(
1− n, 2,

2x

na

)
e−x/na, x > 0,

− xF

(
1− n, 2,−2x

na

)
e−x/na, x < 0,

(1)
 

ψ−
n (x) =

{
ψ+
n (x), x > 0,

− ψ+
n (x), x < 0,

(2)

F a ψ+
n (x)

ψ−
n (x)

其中  为合流超几何函数,   是玻尔半径,   和

 都是实函数.
√
δ

ℏ = 1 e = 1

me = 1

由于系统相对运动的基态为   函数 [1], 不利

于计算, 所以选取第一激发态偶宇称波函数和第

一与第二激发态偶宇称波函数的叠加态进行计算.

同时, 为了表述的问题方便计算, 取   ,    ,

 , 则电子在原子核质量趋近无穷大的一维氢

原子中的运动, 其归一化的第一激发态偶宇称波函

数可写成 

ψ+
1 (x) =

√
2|x|e−|x|. (3)

归一化的第一与第二激发态偶宇称波函数的叠加

态可写成 

ψ+
12(x)=

√
2

2

[√
2|x|e−|x|+

√
1

4

(
|x| − |x|2

2

)
e−|x|/2

]
.

(4)

当考虑原子核的质量时, 第一激发态偶宇称波函数

变为 

ϕ+1 (xe, xp) = b′ |xe − xp| e
−|xe−xp|
1+1/mp , (5)

第一与第二激发态偶宇称波函数的叠加态变为 

ϕ+12 (xe, xp) =

√
2

2

[
b′ |xe − xp| e

−|xe−xp|
1+1/mp

+ c′

(
|xe − xp| −

|xe − xp|2

2

)
e

−|xe−xp|
2(1+1/mp)

]
, (6)

xe xp mp

b′ c′

ϕ+1 (xe, xp) ϕ+12 (xe, xp)

ρ1 =
∣∣ϕ+1 ⟩ ⟨ϕ+1 ∣∣

ρ12 =
∣∣ϕ+12⟩ ⟨ϕ+12∣∣

ρ
(1)
1 = tr2ρ1 ρ

(1)
12 = tr2ρ12

其中  和  分别是电子和原子核的位置坐标;  

是原子核质量;   和  是相应第一和第二激发态偶

宇称波函数的归一化常数, 数值大小随所取的原子

核质量的大小不同而不同 , 并能通过求全空间

概率为 1得到具体数值 .    和  

都是实函数. 相应的密度矩阵为:   

和   . 假设电子为粒子 1, 原子核为

粒子 2. 对粒子 2部分求迹可得到电子的约化密度

矩阵   和   , 表示电子的混合

态. 在位置表象中, 位置有连续本征值谱 [4], 相应的

约化密度矩阵元分别表示为  (
ρ
(1)
1

)
xex′

e

=

∫
ϕ+1 (xe, xp)ϕ

+
1 (x′e, xp) dxp, (7)

  (
ρ
(1)
12

)
xex′

e

=

∫
ϕ+12 (xe, xp)ϕ

+
12 (x

′
e, xp) dxp, (8)

xe x′e其中  和  分别表示约化密度矩阵的行和列. 

3   纯度、保真度和相干性计算
 

3.1    纯度的计算

混合态的纯度的一种定义 [5] 为 

P (ρ) = tr
(
ρ2
)
, (9)

ρ
(1)
1 ρ

(1)
12

在位置表象中, 求迹写成积分. 对于约化密度矩阵

 和  , 其纯度计算公式可分别表示为
 

P1

(
ρ
(1)
1

)
=

∫∫ (
ρ
(1)
1

)
xex′

e

(
ρ
(1)
1

)
x′
exe

dxedx′e, (10)
 

P12

(
ρ
(1)
12

)
=

∫∫ (
ρ
(1)
12

)
xex′

e

(
ρ
(1)
12

)
x′
exe

dxedx′e. (11)

ℏ = 1 e = 1 me = 1

[−20, 20]

[−20, 20] [
−20

mp
,
20

mp

]
mp

按照上述   ,    ,    的设定, 当积分区

间取  范围内时, 第一激发态和叠加态偶宇

称波函数所表示的概率非常接近 1, 所以电子的积

分区间取   . 根据两体问题的运动关系, 相

应的原子核的积分区间取为  , 其中  是

原子核的质量.

tr
(
ρ
(1)
1

)2
tr
(
ρ
(1)
12

)2
考虑 5个一维类氢原子系统， 分别计算了原

子核质量取不同值时，电子混合态的纯度的变化趋

势, 即   和  的变化趋势.
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图 1为纯度变化趋势图, 可以看出, 原子核的

质量越大, 电子混合态的纯度越高, 并非常接近 1.

对于氕、氘和氚原子, 电子混合态都近似于某个纯

态. 反之, 说明一个纯态是由混合态近似而来的.
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图 1    纯度变化趋势图, 横坐标表示原子核质量和电子质

量之比　(a) 第一激发态; (b) 叠加态

Fig. 1. Purity  vs.  the  ratio  of  mass  between  nucleus  and

electron: (a) The first excited state; (b) the superposition of

the first and the second excited states.
  

3.2    保真度的计算

混合态与纯态之间的保真度定义 [9] 为 

F (|ψ⟩, ρ) = ⟨ψ|ρ|ψ⟩. (12)

ψ+
1 ρ

(1)
1 ψ+

12 ρ
(1)
12仍然利用积分计算  和  以及  和  的保真

度 

F1

(
ψ+
1 , ρ

(1)
1

)
=

∫∫
ψ+
1 (xe)

(
ρ
(1)
1

)
xex′

e

ψ+
1 (x

′
e)dxedx′e,

(13)
 

F12

(
ψ+
12, ρ

(1)
12

)
=

∫∫
ψ+
12(xe)

(
ρ
(1)
12

)
xex′

e

ψ+
12(x

′
e)dxedx′e,

(14)

两个保真度变化趋势如图 2所示.

从图 2可以看出, 原子核的质量越大, 保真度

越大, 电子混合态与相应的纯态也越接近. 在氕、

氘和氚原子情形, 保真度都接近 1, 说明电子混合

态都近似于纯态. 反之, 说明这两个纯态都是由相

应混合态近似而来的.
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图 2    保真度变化趋势图, 横坐标表示原子核质量和电子

质量之比　(a) 第一激发态; (b) 叠加态

Fig. 2. Fidelity  vs.  the  ratio  of  mass  between  nucleus  and

electron: (a) the first excited state; (b) the superposition of

the first and the second excited states. 

3.3    相干性的计算

l1 norm

Cl1(σ) =
∑

i ̸=j |σij |

量子态的相干性是相对特定表象而言的. 在能

量表象中, 这里的电子第一激发态是能量本征态,

没有相干性. 但在位置表象中, 第一激发态是位置

本征态的叠加态, 是有相干性的. 第一与第二激发

态的叠加态在这两个表象中, 都有相干性. 这里也

采用位置表象. 量子态   相干性定义 [13] 为:

 . 在采用位置表象后, 求和改成

积分的形式 

Cl1 (σ) =

∫∫ ∣∣σxex′
e

∣∣ dxedx′e − 1. (15)

ψ+
1 (x) ψ+

12(x) ρ
(1)
1 ρ

(1)
12分别计算   和   以及   和   的相干性,

并得到了混合态的相干性随原子核质量变化的趋

势图, 如图 3所示.

从图 3可以看出, 原子核的质量越大, 电子混

合态的相干性与相应纯态的相干性越接近. 也说明

氕、氘和氚原子中, 电子混合态的相干性都近似于
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相应纯态的相干性.
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图 3    相干性变化趋势图, 横坐标表示原子核质量和电子

质量之比　(a)第一激发态; (b)叠加态

Fig. 3. Coherence vs. the ratio of mass between nucleus and

electron: (a) The first excited state; (b) the superposition of

the first and the second excited states. 

3.4    讨　论

{φ1, φ2, φ3}

1√
2
(φ1 + φ2)

1√
2
(φ1 + φ3)

与纯度和保真度不同的是, 这里得到的电子混

合态的相干性不是随原子核质量的增大而增大, 而

是相反. 这可以做如下解释: 在特定表象中, 若纯

态是本征态, 则没有相干性; 而混合态的成分中,

有不同本征态的相干叠加态, 则相干性不为零. 例

如, 某一表象有三个本征态基矢   , 若

纯态是其中任一本征态, 则相干性为零; 而混合态

中出现纯态   的概率为 1/3, 出现纯态

  的概率为 2/3, 则相干性不为零. 说

明混合态的相干性可以大于纯态的相干性.

虽然相干性变化规律与保真度不同, 但仍然说

明这两个纯态的相干性都是由相应混合态近似而

来的. 这里的电子混合态及其相干性, 都是与原子

核及它们的库仑相互作用势能有关的. 这是因为这

样的两体复合系统的哈密顿量含有原子核的动能

算符和库仑相互作用势能算符, 电子与原子核的纠

缠态就与原子核质量和库仑相互作用有关. 若原子

核质量很大, 它就近似不动或它的状态近似不变,

库仑相互作用势能也近似为电子的外场库仑势能.

换一个角度看, 原子核与电子的纠缠态近似为核的

不变状态与电子态的直积态 [25−30]. 这样, 电子的纯

态就是近似的, 这个纯态及其相干性就与原子核及

它们的库仑相互作用势能有关.

这个特例有可能推广到其它孤立的两体复合

系统中进行定量计算. 其一体保持为微观体不变,

相互作用势能也不变, 而另一体由微观体换成宏观

体. 那么, 微观体在宏观体的势场中运动, 其状态

近似为纯态, 并在一些表象中显示相干性. 因此,

这个纯态及其相干性与宏观体有关, 并与相互作用

势能 (即近似的外场)有关. 

4   结　论

本文利用纯度、保真度和相干性, 对一维类氢

原子中的电子状态随核质量的变化进行了定量计

算. 结果表明, 一维类氢原子核质量趋近无穷大的

电子纯态及其相干性, 可以由一维类氢原子中电子

的混合态及其相干性近似而来. 这种电子混合态及

其相干性与原子核及它们的库仑相互作用势能有

关, 因而, 电子的这种纯态及其相干性也是如此.

说明存在单粒子的一些纯态及其相干性是混合态

及其相干性的近似, 并且这些态及其相干性与其他

物体及相互作用有关.
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Influence of hydrogen-like nucleus mass on electronic state*
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Abstract

In an isolated two-body composite system, the discussion of how the change of one body affects the state of

the other will  help to know the relation of a single particle's mixed and pure states. Given 5 one-dimensional

hydrogen-like atoms models, each Coulomb interaction potential keeps invariant, while the masses of the nuclei

are different. These two-body composite systems stay in their respective entangled state, each electron stays in

a mixed state. If we suppose a one-dimensional hydrogen atom model having infinite nuclear mass, the electron

stays in a pure state. We select position representation. The wave function of the ground state of the atom has

the form of the square root of a d function. To avoid calculation trouble of d function, we select the first excited
state and the superposed state of the first and the second excited states. We compare the two pure states, the

first  excited  state  and  the  superposed  state,  with  those  corresponding  mixed  states  by  fidelity  and  l1  norm

coherence,  and  calculate  the  purities  of  the  mixed  states.  The  summations  become  integrations  due  to  the

position variable having a continuous eigenvalue spectrum. We investigate the changes in these quantities with

the  increase  of  the  nuclear  mass.  The  results  show  that  the  purities  of  the  mixed  states  and  the  fidelities

increase  with  the  nuclear  mass  increasing.  However,  the  coherences  of  the  mixed  states  decrease  with  the

nuclear mass increasing. This can be explained as that a mixed state with non-zero coherence may approach to

a pure eigenstate, while the latter has zero coherence in the eigenspace. These mean that the greater a nuclear

mass is, the closer the mixed state approaches to the corresponding pure state. Therefore, the two pure states

are the approximations of the corresponding mixed states. The entangled state of the electron and the nucleus is

related  with  the  nuclear  mass  and  the  Coulomb  interaction  potential.  So,  each  electron  mixed  state  and  its

coherence are related with the nucleus and their Coulomb interaction potential. If the nuclear mass is great, the

nucleus  is  approximately  motionless  or  its  state  is  approximately  unchanged,  and  the  Coulomb  interaction

potential approximates to the external Coulomb potential of the electron. The electron approximately stays in a

pure state. The state and its coherence are related with the nucleus and the Coulomb interaction. From other

point  of  view,  the  entangled  state  of  the  nucleus  and  the  electron  approximates  to  the  product  state  of  the

unchanged  nucleus  state  and  the  electron  state.  In  this  case,  an  electron  mixed  state  approximates  to  its

corresponding pure state,  and then these states and their  coherences are all  related with the nucleus and the

Coulomb interaction.
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