
超疏水表面液滴的振动特性及其与液滴体积的关系

王凯宇   庞祥龙   李晓光

Oscillation properties of water droplets on a superhydrophobic surface and their correlations with droplet volume

Wang Kai-Yu      Pang Xiang-Long      Li Xiao-Guang

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 70, 076801 (2021)    DOI: 10.7498/aps.70.20201771

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.70.20201771

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

纳米结构超疏水表面冷凝现象的三维格子玻尔兹曼方法模拟

Three-dimensional lattice Boltzmann modeling of droplet condensation on superhydrophobic nanostructured surfaces

物理学报. 2019, 68(3): 030501   https://doi.org/10.7498/aps.68.20181665

液滴撞击液膜的穿越模式及运动特性

Kinematics and passing modes of a droplet impacting on a soap film

物理学报. 2019, 68(15): 156101   https://doi.org/10.7498/aps.68.20190604

液滴撞击圆柱内表面的数值研究

Numerical study of droplet impact on the inner surface of a cylinder

物理学报. 2018, 67(18): 184701   https://doi.org/10.7498/aps.67.20180364

单指式微执行器端面冷凝液滴的迁移特性

Migration characteristics of droplet condensation on end surface of single-finger microgripper

物理学报. 2020, 69(18): 186801   https://doi.org/10.7498/aps.69.20200463

中空液滴碰撞水平壁面数值分析

Numerical analysis of hollow droplet impact on a flat surface

物理学报. 2017, 66(1): 014704   https://doi.org/10.7498/aps.66.014704

单液滴正碰球面动态行为特性实验研究

Experimental investigation on dynamic behavior of single droplet impcating normally on dry sphere

物理学报. 2020, 69(2): 024702   https://doi.org/10.7498/aps.69.20191141

http://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.70.20201771
http://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.68.20181665
https://doi.org/10.7498/aps.68.20190604
https://doi.org/10.7498/aps.67.20180364
https://doi.org/10.7498/aps.69.20200463
https://doi.org/10.7498/aps.66.014704
https://doi.org/10.7498/aps.69.20191141


 

超疏水表面液滴的振动特性及其
与液滴体积的关系*

王凯宇    庞祥龙    李晓光†

(西北工业大学物理科学与技术学院, 西安　710129)

(2020 年 10 月 24日收到; 2020 年 11 月 28日收到修改稿)

超疏水表面液滴的振动特性与接触线的移动、液滴体积、基底振幅等因素密切相关. 本文在基底振幅较

小且恒定的条件下 , 研究了超疏水表面液滴的共振振幅、模式区间、共振频率等振动特性及其与液滴体积

(20—500 µL)的关系. 此外, 将基于一般性疏水表面建立的 Noblin共振频率计算模型应用于超疏水表面, 并

提出“虚驻点”的概念, 借此对模型进行了误差分析和修正. 研究表明: 1)共振时, 液滴高度变化率即比振幅随

体积增大而增大, 随阶数增大而减小; 2)各模式区间的起止频率首尾相接, 其范围随体积增大而减小; 3)液滴

体积越大, 共振频率越小, 随着阶数增大, 共振频率 f 与体积 V 的关系趋于 f -V–0.4, 不同于一般性疏水表面上

的 f -V–0.5; 4)直接应用 Noblin模型计算共振频率会产生较大误差, 主要原因在于液滴表面波波段数量统计

存在较大偏差, 而修正后的模型可以准确计算超疏水表面大体积液滴的共振频率.
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1   引　言

液滴振动是一种常见且容易调控的动态行为,

在液滴雾化 [1]、微流控制 [2]、物质结晶 [3,4] 等诸多领

域发挥着重要作用. 此外, 利用液滴振动, 还可以

实现平衡态接触角、表面张力、粘度等物理量的测

量 [5−9], 促进内部物质混合 [10−13], 增大细胞球尺

寸 [14], 等等.

对液滴振动物理特性的研究由来己久. 早在

1879年, Rayleigh[15] 就从理论上研究了非黏性自

由液滴的振动. 此后, 人们逐步研究了自由液滴 [16],

以及亲水、一般性疏水 [3−5,17−27] 和超疏水表面上液

滴/座滴 [28−32] 的振动行为. 确定不同条件、不同振

荡模式下座滴的共振频率具有重要意义. 2004年,

Noblin等 [26] 将座滴等效成水池中的液体, 结合水

池一维表面波的本征频率公式, 给出了一般性疏水

表面上大体积液滴的共振频率公式, 与实验结果较

为吻合. 2006年, Lyubimov等 [27] 报导了半球形液

滴的受迫振动行为, 在忽略黏性耗散的情况下给出

了相应的共振频率计算公式. 2009年, Ilyukhina

等 [28] 建立了适用于描述任意浸润性表面的接触线

固着的小体积液滴振动模型, 理论上可以计算超

疏水表面上液滴的共振频率. 但实际上, 由于超疏

水表面粘滞力很小, 液滴的接触线常处于移动状

态, 与模型假定的接触线固着并不相符. 2012年,

Mettu和 Chaudhury[32] 报导了超疏水表面小体积

(1—20 µL)液滴的振动行为, 他们采用白噪声混频

信号来驱动液滴振动, 利用傅里叶转换同时获取液

滴在各个频率下的振幅, 通过这种间接测量手段来
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确定共振频率, 其实验结果与基于一般性疏水表面

建立的 Noblin模型 [26] 理论值较为符合. 2014年,

周建臣等 [31] 在保持基底振幅恒定的情况下, 通过

调节频率变化直接测量了超疏水表面小体积 (9 µL)
液滴的共振频率, 发现测量结果满足 Rayleigh公

式, 这与之前 Ramos等 [36] 得出的超疏水表面球形

液滴可近似看作自由液滴的结论相一致. 然而, 作

者没有对大体积液滴的振动行为, 及其共振频率是

否满足 Noblin模型进行研究.

总体而言, 目前对超疏水表面液滴的振动特性

认识还不充分, 尤其是大体积液滴 (大于 20 µL)的
共振频率、振幅变化等问题还未见报导. 此外, 以

往的研究总是忽略了振动模式 (阶数)对应的频

率区间问题. 液滴会随频率变化做不同阶数的振

动, 而每种振动阶数都不只对应一个频率点, 而是

一个频率区间, 这里我们称其为“模式区间”. 处于

不同振动阶数的液滴的某些性质, 如内部流场特

征 [33,34], 会存在明显差异, 因此, 了解模式区间的

变化规律具有重要意义, 而这方面的内容目前也未

见报导.

基于以上背景, 本文在保持基底振幅恒定的条

件下, 研究了超疏水表面液滴的振动特性及其与

液滴体积 (20—500 µL)的关系. 首先对不同体积

液滴的幅频关系进行了实验测量, 从中提炼出了共

振振幅、模式区间、共振频率等参量的变化规律;

继而针对共振频率进行了理论研究, 重点研究了

Noblin模型的适用性和修正问题. 通过引入“虚驻

点”对液滴的几何特征进行分析, 阐明了 Noblin模

型误差产生的原因及其随液滴体积变化的机制, 并

在此基础上建立了修正模型. 实验证明, 使用修正

模型可以准确计算超疏水表面大液滴的共振频率. 

2   研究方法

如图 1所示 , 采用美瑞克 RK1212BL(20 W)

音频信号发生器产生正弦信号, 将信号输出至扬声

器以产生简谐振动, 通过调节输出电压来调节扬声

器振幅. 实验中, 频率调节范围为 30—350 Hz. 利

用烷基化二氧化硅溶胶, 结合提拉和水洗工艺在单

凹玻片基底上制备超疏水二氧化硅薄膜 [35], 其表

面水接触角为 162° ± 2°, 滚动角为 5° ± 2°. 将镀

膜后的玻璃片固定在扬声器振膜上, 再将水滴置于

凹面中间使其做受迫振动. 与 Noblin等 [26] 的实验

一样, 本研究采用带凹面的基底, 目的是防止液滴

在振动过程中滚落. 所用单凹玻片凹面处的曲率很

小, 曲率半径高达 106.8 mm, 而本研究中最大液

滴 (500 µL)的宽度仅为 12.6 mm, 因此, 液滴可近

似看作是在平面基底上振动. 采用高速摄像机以

每秒 2000帧的速度拍摄液滴的振动行为 ; 使用

Adobe Photoshop软件对振动瞬态图像进行叠加,

判断振动阶数; 使用 Adobe Illustrator软件测量液

滴的轮廓长度. 

3   结果与讨论
 

3.1    模式区间和共振振幅

如果液滴振动剧烈, 引起了接触线的大幅振

荡, 那么在接触线滞后阻力等因素的影响下, 液

滴振动频率会趋于基底振动频率的一半 [5,17,19,31],

在这种情况下, 液滴有时会做非轴对称的星形振

动 [5,17,19]. 如果振动比较轻微, 接触线保持固着或者

仅轻微振荡, 液滴则会做与基底同频的轴对称振

 

输出频率 输出电压

音频信号发生器

白光光源

液滴 凹面处

高速CCD

微距镜头

扬声器

16.0 mm

0.3 mm

图 1    实验装置示意图, 图中玻片凹面处的曲率大小与实际情况相同.

Fig. 1. Sketch of experiment set, with the curvature of the concave area equal to that of the real substrate. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 7 (2021)    076801

076801-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


动. 本研究发现, 超疏水表面的大体积液滴很容易

在剧烈振动下失稳, 因此, 通过调节电压使得基底

处于小幅振动, 并观测到在这种情况下, 不同体积

(20—500 µL)液滴皆与基底同频振动, 且始终呈现

为轴对称的形态. 由于振动的轴对称性, 只考察液

滴在侧视平面内的振动.

在振动中, 液滴表面有些点的位置不随时间变

化, 被称作“驻点”. 驻点数量会随频率增加, 如图 2

所示. 一般把驻点数量的一半定义为振动阶数, 并

用于划分振动模式. 本研究对阶数的定义略有不

同, 下面以图 3为例进行说明. 若接触线固着, 液

滴底部会存在两个驻点, 如同左边液滴的情形. 而

本实验中可以观察到接触线的小幅移动, 如同右边

液滴的情形. 后者相对于前者, 底部驻点消失, 按

照通常的定义, 振动模式由 3阶降为 2阶. 然而,

由于接触线位移很小, 两个液滴的形态差异并不明

显, 因此, 为便于比较, 仍将右边液滴的振动称为

3阶振动. 换言之, 本文在讨论实验中的液滴振动,

以及接触线移动的 Noblin模型时, 设定振动阶数

n 与驻点数 k 的关系为 n = k/2 + 1, 而在讨论接

触线固着的 Noblin模型时, 仍然沿用阶数的一般

定义 (n = k/2).

∆h

为描述液滴振动的剧烈程度, 引入一个无量纲

参量—液滴比振幅, 定义为液滴在振动过程中最

大和最小高度之差   与液滴静止时的高度 h 之

比. 根据扬声器在不同频率下的响应选择合适的

输入电压 (0.004—1.441 V), 来确保基底振幅 (约

16 µm)不随频率变化, 排除基底振幅变化对结果

的影响. 图 4(a)—4(d)展示了 4种不同体积液滴

的比振幅随频率的变化, 可以看出, 整体上, 振动

阶数随振动频率增大而增大, 而每种模式的振动都

对应着一个频率区间 (模式区间), 区间的两端大致

位于幅频曲线的极小值处, 也就是说, 液滴刚进入

或离开某个模式区间时, 振幅最小. 图 4(e)总结了

不同体积液滴的 3—5阶振动模式区间, 可以看出,

各阶振动模式区间首尾相接, 起止频率随体积增大

而减小, 区间范围也随体积而减小.

在图 4(a)—4(d)中, 每个模式区间内都有一

个比振幅极大值, 对应的频率即为该振动模式中的

共振频率. 对于同一体积, 液滴的共振比振幅随阶

数增大而减小; 对于同一阶数, 共振比振幅随体积

增大而增大, 如图 4(f)所示. 前人在针对亲水表面

液滴以及超疏水表面小体积液滴的研究中也发现

了类似规律 [8,26,32], 然而, 有些研究忽视了基底本身

振幅随频率的变化 [26,32], 因此所得到的结果难以准

确反映出液滴振幅随频率和阶数的变化规律. 相比

之下, 本文通过调节电压使基底振幅在各个频率下

保持恒定, 排除了基底振幅变化的干扰, 从而使得

具体结果和相关规律具有较高的准确性和可靠性. 

3.2    理论和实验共振频率

超疏水表面的球形微液滴可以近似看作自由

液滴, 它们的本征频率可以用 Rayleigh公式来估

算 [31,36]. 而本研究涉及的液滴体积较大, 受到较强

的重力作用, 这些液滴明显偏离球形, 不能再视为

自由液滴, 因此Rayleigh公式不再适用. 而Noblin等

提出的共振频率计算模型适用于大体积液滴 [26],

因此采用这种模型用于共振频率的理论计算.

Noblin模型描述的是球冠/半球形液滴, 即一

般性疏水表面上的液滴. 该模型将静止液滴轮廓弧

长 p 设定为表面波总长度, 相邻两驻点包含 1/2个

波段, 并根据接触线移动与否, 将液滴振动分为两

 

(a) (b)

(c) (d)

2 mm 驻点

图 2    500 µL液滴在不同频率下的振动瞬态图像叠加 (接

触线位移非常小 , 近似认为三相线处为驻点)　(a) 30 Hz;

(b) 50 Hz; (c) 70 Hz; (d) 100 Hz

Fig. 2. Snapshot-superimposed  images  of  an  oscillated  dro-

plet (500 µL) under different frequencies: (a) 30 Hz; (b) 50 Hz;
(c) 70 Hz; (d) 100 Hz. 

 

驻点 移动

图 3    接触线固着 (左)和移动 (右)模式下驻点数分别为

6和 4的液滴振动示意图

Fig. 3. Schematics of droplet oscillations under pinned (left)

and moving (right) contact lines, with the quantity of sta-

tionary points being 6 and 4, respectively. 
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λ̄

种类型: 接触线固着型和接触线移动型, 如图 5所

示. 在此基础上, 根据驻点数量确定表面波的波段

数量 N, 再利用表面波总长 p 求出波段平均长度,

并将其定义为表面波的平均波长  :
 

λ̄ = p/N. (1)

对于接触线固着和移动模型, 表面波波段数

量 N 与驻点数的关系分别为
 

N = (j − 1)/2, (2)
 

N = k/2, (3)

其中, j, k 分别为这两种模型中的驻点数. 需要指

出的是, 式 (3)意味着将图 5(b)中最下方驻点与

基底之间的波段数量视为 1/4, 尽管 Noblin等在

文章中并未对该细节进行说明.
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图 4    不同体积液滴的幅频关系　(a) 20 µL, (b) 70 µL, (c) 200 µL, (d) 500 µL; 模式区间 (e), 共振比振幅 (f)与液滴体积的关系

Fig. 4. Droplet amplitudes versus oscillation frequencies for different droplet volumes: (a) 20 µL; (b) 70 µL; (c) 200 µL; (d) 500 µL;
mode ranges (e) and resonance amplitudes (f) versus droplet volumes. 

 

(a) (b)=4, =3/2 =4, =2

图 5    Noblin模型示意图　(a)接触线固着型 ; (b)接触线

移动型, 其中蓝色区域表示静止液滴, 实线、虚线分别为液

滴处于最大和最小高度时的轮廓

Fig. 5. Illustrations of two types of Noblin models: (a) Fix-

ed  contact  line;  (b)  mobile  contact  line,  where  the  blue

areas  represent  the  static  droplets,  the  solid  and  dashed

curves represent droplet profiles at the maximum and min-

imum heights, respectively. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 7 (2021)    076801

076801-4

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


在此基础上, Noblin等将座滴的表面波等效

为水池中液体的表面波, 把式 (1)计算出的表面波

平均波长代入用来计算水池中液体一维表面波本

征频率 f 的公式 [37]:  

f2 =
gq

4π2

[
1 +

( q

k

)2
]
tanh (qh) ,

κ−1 =

(
γ

ρg

) 1
2

,

q = 2π/λ,

(4)

κ−1 γ ρ

V /(πa2)

λ

λ̄

并将计算得到的 f 视作液滴共振频率的理论值. 其

中, g 为重力加速度,   ,   ,   分别为液体的毛细

长度、表面张力和密度, h 为水池中水深 (用液滴平

均高度  代替, V, a 分别为液滴体积和接触

半径),   和 q 分别为水池中液体表面波的波长 (用

座滴表面波平均波长  代替)和波矢. 值得一提的

是, 这种等效体的思路在科学研究中应用广泛, 其

本质在于借用成熟的、易测量的研究体系来模拟复

杂的实际研究对象, 基于各种设定和近似来测量或

计算出所研究对象的参数或特性. 例如, 在液体弹

珠 (空气环境中表面附着颗粒的液滴)有效表面张

力问题的研究中, 常把液体弹珠等效成同体积的裸

液滴, 利用裸液滴的表面张力测量手段得到液体弹

珠的有效表面张力, 对此, 李晓光等人近期进行了

深入探讨 [38−41].

f − V a

f − V a

本研究将超疏水表面上的液滴等效成水池中

的液体, 将相关液滴参数代入 Noblin模型来计算

共振频率. 具体来说, 量取 4种不同体积液滴静止

状态的总弧长和俯视图半径, 分别利用接触线固

着和移动模型计算出 3—6阶共振频率理论值. 从

图 6(a)可以看出, 理论和实验共振频率有一定偏

差, 但整体规律一致, 都随体积增大而减小, 随阶

数增大而增大. 从图 6(b)可以看出, 共振频率 f 与

体积 V 近似满足  (a 为曲线斜率), 并且随着

阶数增大, 实验曲线和理论曲线的斜率逐渐接近,

都趋于–0.4. Noblin等 [26] 用一般性疏水表面作基

底, 也发现了  的关系, 然而在他们的研究中,

随着阶数的增大, a 趋于–0.5. 斜率的差异说明, 当

表面浸润性不同时, 液滴共振频率随体积变化的规

律也有所不同. 

3.3    共振频率理论模型的误差与修正

从图 6还可以看出, 相对于实验测量的共振频

率, 基于接触线固着模型的理论值偏大, 而基于接

触线移动模型的理论值偏小. 这说明对超疏水表面

上的液滴直接套用 Noblin模型会产生特定误差.

分析原因, 主要有两方面因素需要考虑, 一是液滴

的平均高度, 二是液滴表面波的波长. Noblin模型

在建立过程中将体积与底面积之比定义为液滴“平

均”高度, 实为有效高度, 用于等效水池中的液体

深度. 这一设定其实是将球冠/半球形液滴等效成

了圆柱体. 按照该思路, 对于超疏水表面球形/椭

球形液滴有效高度的求算, 应该用体积除以俯视图

面积而不是底面积, 所以, 本研究将俯视图面积代

入计算. 然而, 由于液滴并不关于俯视图截面严格

上下对称, 所以算得的有效高度与 Noblin模型的

设定并不完全一致. 为检验有效高度的影响, 将不

同体积液滴的实际高度和有效高度分别代入式

(4), 发现双曲正切函数 tanh(qh)这一项在所有情
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图  6    普通坐标系 (a)和双对数坐标系 (b)中液滴 3—6

阶振动的共振频率与体积的关系曲线

Fig. 6. Theoretical  and  experimental  resonance  frequencies

versus droplet volumes under oscillation mode numbers ran-

ging from 3 to 6: (a) General coordinate system; (b) logar-

ithmic coordinate system. 
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况下都大于 0.999(极限值为 1), 实际高度和有效高

度的差异所引起的共振频率 f 的变化在 0.1 Hz量

级, 与共振频率的大小相比可以忽略不计. 这意味

着在分析 Noblin模型适用性时, 可以忽略有效高

度这一因素.

对表面波波长这一因素的分析, 也需要围绕几

何特征来展开. 对于接触线固着模型, 基底上存在

驻点, 该驻点与上方相邻驻点间包含了 1/2个波

段 (图 5(a)). 超疏水表面上液滴的接触线会随液滴

一起振动, 因此基底上并不存在驻点. 然而, 将横

向和纵向形变最大时的两个液滴轮廓向基底下方

延长, 交汇处可形成“虚驻点”, 如图 7所示. 可以

认为, 虚驻点与上方相邻的实驻点间包含 1/2个波

段, 该波段以基底为界分成两个部分 (A, B). 这意

味着, 基底与上方驻点间 (B 部分)的波段数量实

际不足 1/2, 所以, 直接采用 Noblin接触线固着模

型, 波段数量会比实际偏多, 导致由式 (1)得到的

平均波长偏小, 继而使得由式 (4)计算出的共振频

率偏大.

 
 

1/2个波段
1/4至1/2个波段

0至1/4个波段

(实)驻点

虚驻点



图 7    超疏水表面液滴表面波的结构示意图

Fig. 7. Schematic of the surface wave structure of a droplet

on a superhydrophobic surface.
 

对于接触线移动模型, 如前所述, 式 (3)意味

着该模型将基底至上方最近邻驻点间的波段数量

设定为 1/4, 这可以结合一般性疏水基底上液滴表

面波的形状 (图 5(b))来理解 . 当接触角约为

90°时, 波段弧线与基底正交, 可以认为基底将一

个 1/2波段截去了一半, 所以基底与上方最近邻驻

点间只有 1/4个波段. 然而, 在超疏水表面上, 由

于接触角较大, 虚驻点的位置又很靠近边缘, 所以

基底只将 1/2波段截去了一小半 (图 7, 区域 A),

在基底之上余留了一大半 (图 7, 区域 B), 也就是

说, 基底与上方最近邻驻点间的波段数量大于 1/4.

所以, 直接采用 Noblin接触线移动模型, 波段数量

会比实际偏少, 导致由式 (1)得到的平均波长偏大,

继而使得由式 (4)计算出的共振频率偏小.

此外, 以实验值为标准, 接触线固着模型的相

对误差随体积增大而减小, 而接触线移动模型的情

况则刚好相反 (图 8). 以 20 µL和 500 µL液滴的

3阶振动为例, 对二者使用固着模型时产生的相对

误差分别为 26%和 7%; 使用移动模型时分别为

9%和 17%. 这主要是因为, 随着体积增大, 接触线

移动变得困难, 其长度变化率会逐渐减小. 根据图 7,

当接触线长度变化率较小时, 区域 B 所占的比例

较大, 包含的波段数接近 1/2, 也就是接近接触线

固着模型对波段数的设定, 所以, 此时采用固着模

型误差较小. 反之, 当接触线长度变化率较大时,

区域 B 所占比例较小, 包含的波段数接近接触线

移动模型设定的 1/4个波段, 所以, 此时采用移动

模型误差较小.
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图 8    利用 Noblin接触线固着模型 (a)和移动模型 (b)求

得的共振频率的相对误差与体积的关系

Fig. 8. Relative  errors  of  resonance  frequencies,  obtained

from  the  two  types  of  Noblin  models,  versus  droplet

volumes:  (a)  Fixed-contact-line  model;  (b)  mobile-contact-

line model.
 

综上, 将两种 Noblin模型直接应用于超疏水

表面上的液滴, 产生的误差都来源于对表面波波段

数量的判定, 此外, 无论哪一种模型, 产生的最小

误差都已经接近 10%(3阶振荡时). 为此, 引入两
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α β

α β

α+ β = 2

0 < α < 1 1 < β < 2

个修正系数/几何因子  和  来对波段数量进行修

正, 以期提高模型的适用性. 如图 9所示, 设定区

域 A 和 B 分别包含  和  个 1/4波段, 由于整个区

域包含 1/2个波段, 所以  . 由于接触角很

大, 接触线移动范围较小, 所以区域 B 占比总是比

区域 A 大, 因此有:   ,   .

 
 




波段数量




波段数量




 <  < 

波段数量




 <  < 

α β图 9    包含修正系数   和   的表面波结构示意图

α and β

Fig. 9. Schematic of the surface wave structure with correc-

tion coefficients (  ) involved.
 

如前文所述, 接触线固着模型统计的波段数偏

多, 即多统计了图中区域 A 包含的“虚”波段数, 因

此, 应将其减去: 

N = Nfixed − 2× α/4 = (j − α− 1)/2, (5)

Nfixed其中, j,    和 N 分别为该模型的驻点数、及修

正前后的总波段数.

相应的, 接触线移动模型统计的波段数偏少,

具体说来是对区域 B 的波段数估计不足, 因此, 应

予以补足: 

N = Nmobile + 2×
(
β

4
− 1

4

)
=

k + β − 1

2
, (6)

Nmobile其中, k,   和 N 分别为该模型的驻点数、及修

正前后的总波段数.

α β

α

至此, 只需将式 (2)和 (3)分别替换为式 (5)

和 (6), 就完成了对两种 Noblin模型的修正. 实际

上, 虽然式 (5)和 (6)分别是对两种不同模型的修

正, 但都描述了真实的波数, 因此完全等价. 对同

一个液滴振动, k = j – 2, 将其代入式 (6)即可得

到与式 (5)相同的表达式. 也就是说, 对于超疏水

表面接触线移动较小的液滴振动, 计算其理论共振

频率时, 既可以采用修正后的 Noblin接触线移动

模型, 也可以采用修正后的固着模型, 其结果是一

样的, 只要知道   或   的数值, 即可计算求解出唯

一的共振频率值, 下面以  为对象进行讨论.

利用实验测得的共振频率, 可以反向推出四个

α

α

α

体积、四个振动模式对应的   值, 如表 1所示. 继

而, 对所得  值进行指数拟合, 就可以得到各个振

动模式下   随体积连续变化的曲线 (图 10(a)), 及

其对应的函数表达式 (3—6阶):
 

α = 0.38 + 0.56× 0.98V , α = 0.14 + 0.66× 0.99V ,

α = 0.32 + 0.52× 0.98V , α = 0.11 + 0.93× 0.98V .
 

α表 1    不同体积及阶数对应的修正系数 

αTable 1.    Values  of  correction  coefficient      under

different droplet volumes and oscillation mode num-

bers.

液滴体积/µL
振动阶数

3 4 5 6

20 0.73573 0.68488 0.69771 0.71784

70 0.47875 0.55128 0.49756 0.32655

200 0.46078 0.22800 0.33208 0.09438

500 0.32044 0.16831 0.33258 0.13569

 

3 4 5 6

0
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0.15
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相
对

误
差

振动阶数

50 mL接触线固着模型
350 mL接触线固着模型
50 mL接触线移动模型
350 mL接触线移动模型
50 mL修正模型
350 mL修正模型

(b)

3阶振动
4阶振动
5阶振动
6阶振动

0.2

0.4

0.6

0.8
模型 Asymptotic1

方程 =-

阶数 3 4 5 6

 0.38 0.14 0.32 0.11

 -0.56 -0.66 -0.52 -0.93

 0.98 0.99 0.98 0.98

0
0 100 200 300 400 500

体积/µL

(a)

修
正

系
数



α图  10    (a)修正系数   的拟合曲线 ; (b)修正前后 Noblin

模型的相对误差

αFig. 10. (a)  Fitted  curves  of  the  correction  coefficient    ;

(b)  Relative  errors  of  resonance  frequencies  from  pristine

and modified Noblin models. 
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α

为了检验修正模型的有效性, 补充测量了体积

为 50和 350 µL的液滴的 3—6阶共振频率, 并利

用上述函数关系求出  值, 继而求出相应的理论共

振频率. 结果发现, 以实验值为标准, 理论值的相

对误差最大不超过 3%, 且受体积影响很小. 相比

之下, 直接运用修正前的 Noblin模型, 产生的相对

误差远大于修正后的结果, 最大误差更是达到了

20%以上, 而且误差受体积影响较大 (图 10(b)).

以上结果说明, 修正模型可以大幅度提高大体积液

滴共振频率理论值的精确度, 相比原始的 Noblin

模型更适用于超疏水表面. 

4   结　论

本文揭示了超疏水表面液滴的共振振幅、模

式区间、共振频率等振动特性及其与液滴体积

(20—500 µL)的关系. 发现共振时液滴的变形程度

总体上随体积增大而增大, 随阶数增大而减小. 指

出每个振动阶数都对应一个频率区间即模式区间,

其范围随体积增大而减小. 重点研究了共振频率,

发现共振频率随体积变化的指数关系不同于一般

性疏水表面上的结果. 在理论共振频率的研究方

面, 发现将基于一般性疏水表面建立的两种 Noblin

模型直接应用于超疏水表面会产生较大误差, 其

中, 接触线固着模型得到的共振频率偏大, 接触线

移动模型得到的共振频率偏小, 前者的误差随体积

增大而减小, 后者的误差随体积增大而增大. 提出

了“虚驻点”的概念用于表面波形状分析, 基于此揭

示了上述误差及其变化的来源: 采用固着模型时,

由于接触线实际发生了移动, 导致统计的波段数量

偏多; 采用移动模型时, 由于接触角远大于 Noblin

模型中的接触角 (约 90°), 导致统计的波段数量偏

少. 为此引入了几何因子对波段数量进行修正, 利

用修正后的模型计算共振频率误差明显减小, 最大

相对误差不超过 3%.
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Oscillation properties of water droplets on a
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Abstract

In-depth understanding is limited to the oscillation properties of a droplet on a superhydrophobic surface,

which are closely related to the contact line movement, droplet volume, and substrate amplitude, to name only

a  few  factors.  In  the  present  work,  we  investigate  the  characteristics  of  droplet  resonance  amplitude,  mode

range,  and  resonance  frequency,  as  well  as  their  correlations  with  droplet  volume  (from  20  to  500  µL).  In
particular, the theoretical resonance frequency is mainly concerned and addressed. To this end, a model based

on  general  hydrophobic  surfaces  proposed  by  Noblin  et  al.  is  employed,  with  its  applicability  to

superhydrophobic surfaces examined. We propose a concept “virtual stationary point” for analyzing the errors

from this model, with which we modify the model through using the correction coefficients. The main results are

concluded as follows.  1) Under resonance,  the change rate in droplet height rises with the increase of  droplet

volume  and  reduces  with  the  increase  of  oscillation  mode  number.  2)  Each  number  of  oscillation  mode

corresponds  to  a  frequency  range,  and  the  ends  of  adjacent  mode  ranges  are  connected  to  each  other.  These

frequency  ranges  decrease  with  the  increase  of  droplet  volume.  3)  Resonance  frequency,  f,  decreases  with  the

increase of droplet volume, V, and they are related approximated by f -V–0.4 under high mode numbers, which is

different  from  f  -V–0.5  as  found  on  general  hydrophobic  surfaces.  4)  Direct  application  of  Noblin  model  to  a

superhydrophobic  surface  results  in  nonnegligible  errors,  because  geometric  characteristics  in  this  case  are

different  from  those  on  a  general  hydrophobic  surface,  which  leads  to  inaccuracy  in  counting  the  number  of

surface wave segments. In contrast, results from modified Noblin model accord well with experimental results.

Keywords: superhydrophobic surface, droplet oscillation, resonance frequency, mode range
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