
一维准周期晶格的性质及应用

王玉成  刘雄军  陈澍  

Properties and applications of one dimensional quasiperiodic lattices

Wang Yu-Cheng      Liu Xiong-Jun      Chen Shu

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 68, 040301 (2019)    DOI: 10.7498/aps.68.20181927

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.68.20181927

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

新型Fibonacci准周期结构一维等离子体光子晶体的全方位带隙特性研究

Omnidirectional photonic bandgap of the one-dimensional plasma photonic crystal based on a novel Fibonacci quasiperiodic structure

物理学报. 2016, 65(24): 244204   https://doi.org/10.7498/aps.65.244204

多模1064nm光纤激光器实现一维远失谐光晶格

One-dimensional far-detuned optical lattice realized with a multimode 1064 nm laser

物理学报. 2016, 65(4): 043701   https://doi.org/10.7498/aps.65.043701

无序效应对1T-TaS2材料中Mott绝缘相的影响

Anderson localization effect on Mott phase in 1T-TaS2

物理学报. 2017, 66(5): 057101   https://doi.org/10.7498/aps.66.057101

表层厚度渐变一维耦合腔光子晶体的反射相位特性及其应用

Reflection phase characteristics and their applications based on one-dimensional coupled-cavity photonic crystals with gradually
changed thickness ofsurface layer

物理学报. 2016, 65(7): 074201   https://doi.org/10.7498/aps.65.074201

高压下准一维纳米结构的研究

Studies of quasi one-dimensional nanostructures at high pressures

物理学报. 2017, 66(3): 039101   https://doi.org/10.7498/aps.66.039101

http://wlxb.xml-journal.net
https://doi.org/10.7498/aps.68.20181927
http://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.65.244204
https://doi.org/10.7498/aps.65.043701
https://doi.org/10.7498/aps.66.057101
https://doi.org/10.7498/aps.65.074201
https://doi.org/10.7498/aps.66.039101


 

专题：冷原子-分子物理

编者按　　20世纪八十年代,激光冷却中性原子技术的发展开创了冷原子分子物理研究领域; 1995年玻色-爱因

斯坦凝聚体在冷原子气体中的实验实现吸引了凝聚态和统计物理等多学科研究人员的广泛关注, 这两项开创性研

究分别获得了 1997年和 2001年的诺贝尔物理学奖. 随后, 研究者在该领域迅速取得了若干其他重要突破, 并逐渐

和物理学的各分支学科, 如凝聚态物理、光物理、精密测量物理、理论物理和量子信息等交叉融合, 从而形成了

一个全新的研究领域. 近几十年来, 冷原子-分子物理始终是物理学国际前沿热点研究领域之一. 由于冷原子或冷

分子都是高度可控并近乎完美的量子体系, 描写它的哈密顿量的每一项参数, 如动能、势能、相互作用、无序

度、等效规范场等都是实验可控的, 因此它可以用来模拟强关联体系以及研究一些极端条件的物理现象, 同时它

是量子计算物理实现的有力候选体系. 另外, 它可以用于精密测量各种物理量, 如实现最高时间测量精度的原子

钟、精密测量电磁场等, 从而在军民两用领域都有重大应用价值. 本专题邀请了若干活跃在该领域前沿的专家撰

稿, 介绍冷原子和冷分子领域部分国际前沿课题和最新研究进展. 专题以短篇综述为主, 从研究内容上可大致分为

三类：一是基于冷原子分子的量子模拟 (大部分文章属于此类); 二是冷原子分子的实现和精确操控; 三是基于冷

原子分子的精密测量.

　　希望这个专题能够为青年学者选择科学方向、研究课题以及从事相关领域的研究人员提供帮助, 并进而促进

我国原子分子和量子物理学的发展.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(客座编辑：南京大学物理学院　朱诗亮)
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准周期晶格在冷原子领域被广泛研究, 它使得人们可以在一维或者二维系统里研究扩展到安德森局域

的转变. 2008年, Inguscio研究组在冷原子系统里制备了一维准周期晶格, 并观测到了安德森局域化现象, 这

极大地推动了准周期系统的理论和实验研究. 后来, Bloch研究组在制备的一维和二维准周期晶格中都观测

到了多体局域的现象. 最近, 他们还在准周期晶格中成功观测到迁移率边以及存在迁移率边的系统的多体局

域现象. 这些冷原子实验推动了多体局域以及迁移率边等方向的研究. 准周期晶格已经成为一个平台, 它对

很多物理现象的影响正在被广泛研究, 并可以尝试在冷原子实验中观测到这种影响. 本文结合作者的一些相

关工作, 对一维准周期晶格一些近期的研究进行了简要综述, 介绍了一些相关的重要的冷原子实验, 讨论了

准周期晶格的一些重要性质, 以及它对一些物理现象 (比如拓扑态)的影响.
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1   引　言

近三十年来, 随着一系列原子的激光冷却与陷

俘技术的实现和进步 [1], 人们能够研究超冷原子气

体中新奇的量子现象. 一些关键性的技术, 比如菲

斯巴赫 (Feshbach)共振技术 [2], 应用到冷原子系

统上, 人们可以调节原子间的有效相互作用. 由于

超冷原子气具有高度纯净和容易操控的优点, 成为

了理想的量子模拟的平台, 比如人们已经成功模拟

了费米和玻色哈伯德 (Hubbard)模型 [3], 自旋轨道

耦合 [4,5], 拓扑模型及相变 [6,7], 科斯特利茨-索利斯

(Kosterlize-Thouless)相变 [8], 甚至霍金辐射 [9] 等.

所以现在的理论物理学家提出一个新的现象时, 往

往会考虑怎么在冷原子中模拟这种现象. 另外, 这

些量子模拟不仅仅是验证凝聚态里的一些已知的

结果, 而且通过引入一些参数和新的环境, 可以得

到一些新的物理现象, 这些新的物理现象又推动了

理论物理的发展.

在 1980年, Aubry和 André 研究了一维准周

期系统 [10](以下简称 AA模型). 尽管该系统不是随

机无序的, 但是它仍然没有平移对称性, 它具有扩

展到局域的转变的性质. 此后, 对于该模型以及该

模型的一些推广 [11−14] 被广泛研究. 2008年, Roati

等 [15] 在冷原子系统里成功模拟了 AA模型, 并且

观测到了安德森局域化的现象. 这开启了人们在冷

原子系统里研究局域化问题的新篇章, 一系列理论

与实验的成果被发现. 同时 AA模型成为了研究其

他物理现象的重要平台, 比如在 AA模型上加上 p

波配对项 [16−19], 可以用来研究拓扑超导到安德森

局域相的转变, 在 AA模型上加上相互作用 [20−22],

可以研究热化相到多体局域相的转变 . 2015年 ,

Schreiber等 [23] 在冷原子里制备出了带有相互作用

的 AA模型, 从而第一次观测到多体局域相, 这在

一定程度上引发了多体局域研究的热潮.

本文详细介绍一些一维准周期系统及其应用,

先介绍 AA模型以及它的实验实现和在其基础上

的一些推广模型, 接着在 AA模型上加上相互作

用, 讨论热化到多体局域的转变, 并介绍如何在冷

原子实验中观测多体局域现象, 然后介绍 AA模型

相关的动力学研究, 最后讨论准周期势对拓扑超导

和拓扑半金属的影响.

2   AA模型简介及其冷原子实验实现

2.1    AA 模型简介

H =
∑
i

εi|i⟩⟨i|+
∑
i ̸=j

Jij |i⟩⟨j|

|i⟩ Jij i, j

εi i

[
−W

2
,
W

2

]
|Ψ⟩ =

∑
i

Ci|i⟩

Ci i

1958年, 美国物理学家 Anderson[24] 研究了无

序晶体中电子的运动, 提出了强无序体系中电子局

域化的概念. 由于无序的存在, 晶格的周期性被破

坏, 电子的波函数不再能扩展到整个晶体中, 而是

在空间中按照指数形式衰减, 这就是局域态. 由于

无序的存在, 动量不再是描述电子态的好量子数,

因此通常采用紧束缚近似, 在瓦尼尔基下进行讨

论. 考虑安德森模型   ,

其中  表示第 i 个格点的态矢量,   表示  格点

之间的跃迁,   是  格点的化学势, 它在 

范围内随机分布. 本征态可写为  , 其

中  是粒子在  格点的概率幅. 容易得到动力学方

程为 

iℏ
dCi
dt

= εiCi +
∑
j

JijCj . (1)

i Ci(t = 0) = 1

Cj = 0(j ̸= i) t

Ci(t→ ∞) = 0

Ci(t→ ∞)

如果初始时刻粒子在   格点 , 即   , 且

 . 由 (1)式可以得到  时刻的波函数分

布, 在热力学极限下, 若  , 则系统处

于扩展态, 若   是不等于零的有限值, 则

系统处于局域态.

对于一维或二维系统, 很弱的随机无序就会使

系统变得局域. AA模型是一个一维准周期系统 [10]

(也可以称为非公约系统), 其哈密顿量为 

H =J
∑
j

(ĉ†j ĉj+1 + H.c.)

+

L∑
j=1

∆ cos(2παj + δ)n̂j , (2)

ĉ†j ĉj J

α ∆

∆/J = 2 ∆/J < 2

∆/J > 2

δ = 0 |ψ⟩ =∑
n

cn|n⟩ |n⟩

H|ψ⟩ = E|ψ⟩

其中   (  )是费米子的产生 (湮灭)算符,    是近

邻格点的跃迁强度,   是一个无理数,   是准周期

势的强度 .  AA模型的扩展到局域的转变点是

 , 当   时, 所有的本征态都是扩展

的, 当   时, 所有的本征态都是局域的. 这

个转变点可以通过下面的对偶变换解析得到. 不

失一般性 , 设初相位   . 本征态写为  

 ,   是 n 格点的瓦尼尔态, 利用本征方程

 可把 (2)式化为 
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J(cn−1 + cn+1) +∆ cos(2παn)cn = Ecn. (3)

cn =
∑
k

ckei2παnk引入变换   , 则 (3)式变为
 

∆

2
(ck−1 + ck+1) + 2J cos(2παk)ck = Eck. (4)

J ∆

|ψ⟩ =
∑
n

cn|n⟩

|ϕ⟩ =
∑
k

ck|k⟩

∆

2
= J

可以看到 (3)式和 (4)式有着完全类似的形式, 这

时称这两个方程是对偶的. 对于固定的  和  , 如

果波函数   是扩展的 (局域的), 其变

到对偶空间的波函数   应该是局域的

(扩展的). 所以这个系统的扩展-局域的转变点是

 .

IPRn =
L∑
j=1

|ψn,j |4 ψn

n
∑
j

|ψn,j |2 =

IPRn ∝ 1/L

L→ ∞ IPRn

J = 1 L = 1000

∆

∆ < 2

∆ = 2

为了直观展示 AA模型的扩展局域的性质, 下

面研究这个系统的倒参与率 (the inverse participa-

tion ratio, IPR)和波函数的分布. 倒参与率是一

个最常用的描述系统局域扩展性质的量 [25–27]:

 , 这里 j 代表第 j 个格点 ,    是

系统的第  个本征态, 它满足归一化条件 

1. 如果一个态是扩展的, 容易验证  , 当

 时,    趋于 0. 而对于局域态, 在热力学

极限下, IPR是一个有限的非零值. 固定跃迁强度

 和系统尺寸  , 在图 1中展示了AA模

型的基态的倒参与率随准周期势强度  的变化, 这

里取的是开边界条件 (open boundary condition,

OBC). 可以看出 ,  IPR在   时接近于零 , 在

 处突变为一个有限值, 说明系统在这一点从

∆ = 1.9 ∆ = 2.1

∆ = 1.9

∆ = 2.1

扩展态变为了局域态. 在图 1的左右插图中, 分别

展示了   和   时系统的基态波函数的

分布, 可以看出  时系统的基态波函数分布

在整个空间, 这是扩展态的特征, 而  时系统

的基态波函数分布在一个很小的区域内, 这是局域

态的分布特征. 不止是基态, 容易验证其他态仍然

有类似的特征.

2.2    AA 模型的冷原子实验实现

λ1 λ2

由于晶体中存在电子-电子以及电子-声子的相

互作用, 所以很难在晶体中直接观测到安德森局域

化. 冷原子系统干净和可控的特性为直接观测到安

德森局域现象提供了可能. 2008年, Roati等 [15] 在

冷原子系统中成功模拟了 AA模型, 并在此基础上

观测到了安德森局域态. 他们首先在光势阱中冷却

得到一团玻色 -爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einste-

in condensate), 然后通过菲斯巴赫共振技术将原

子间的相互作用调到零, 最后将其放入一维双色光

晶格中, 如图 2所示 [15]. 一维双色光晶格势可以通

过两束激光以驻波的形式产生, 一束激光的波长为

 , 产生主晶格, 另一束波长为   产生弱的次晶

格, 它们的形式为 [28,29]: 

Vb(x) = s1E1sin2(k1x) + s2E2sin2(k2x+ ϕ), (5)

ki = 2π/λi i = 1, 2 si

Ei = h2/(2mλ2i )

ϕ

其中  (  ) 对应主次晶格的波数,  

是以各自反冲能量   为单位的主次

晶格的深度,   是一个任意的相位. 因此一维双色

光晶格的单粒子哈密顿量可写为 

H = − ℏ2

2m
∇2
x + Vb(x), (6)

k−1
1 E1如果以主晶格的参数为单位, 即以  和  分别作

为长度和能量的单位, 可将 (6)式中的哈密顿量无

量纲化: 

H/E1 = −∇2
ξ + s1sin2(ξ) + s2β

2sin2(βξ + ϕ)

= H1 + s2β
2sin2(βξ + ϕ), (7)

ξ = k1x β = λ1/λ2 β2 = E2/E1其中  ,   ,   .

wj = w(ξ − ξj)

j H1

|ψ⟩ =
∑
j

cj |wj⟩

将系统在主晶格的瓦尼尔基  下

展开, 其中  表示格点, 即  最低能带的波函数可

写为  . 那么哈密顿量可以被写为
 

H → ⟨ψ|H|ψ⟩ =
∑
ij

c†i cj⟨wi|H|wj⟩, (8)

式中矩阵元为 

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0


0
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图  1    基态的倒参与率随   的变化，这里固定   和

 . 左右的插图分别展示了   和   时

系统的基态波函数的分布

∆

J = 1 L = 1000

∆ = 1.9 ∆ = 2.1

Fig. 1. IPR  of  ground  states  as  a  function  of      for  this

system  with      and    .  The  left  and  right

insets  show  the  distribution  of  the  ground  state  with

  and    respectively. 
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⟨wi|H|wj⟩ ≈ε0δij − Jδi,j±1

+ δijs2β
2

∫
dξsin2(βξ + ϕ)|wi(ξ)|2,

(9)

其中 

ε0 =

∫
dξwi(ξ)H1wi(ξ); J =

∫
dξwi+1(ξ)H1wi(ξ).

(10)

sin2(βξ + ϕ) = (1− cos(2βξ+

2ϕ))/2

考虑到晶格势很深时瓦尼尔函数的高度局域化, 这

里交叠积分只取到了跃迁项的次近邻部分和次晶

格势的在位部分. 利用 

 和  ∫
dξ cos(2βξ + ϕ′)|wi(ξ)|2

= cos(2πβi+ ϕ′)

∫
dξ cos(2βξ)|w(ξ)|2, (11)

(9)式最后一项的积分可以写成 AA模型中的准周

期势项对应的形式. 定义 

∆ =
s2β

2

2

∫
dξ cos(2βξ)|w(ξ)|2, (12)

舍去常数项, 易得 

⟨wi|H|wj⟩ ≈ −Jδi,j±1 − δij∆ cos(2πβi+ ϕ′). (13)

因此, 得到了 AA模型类似的哈密顿量 

H =− J
∑
j

(
c†j+1cj + c†jcj+1

)
+∆

∑
j

cos(2πβj + ϕ)c†jcj . (14)

并且, 从 (10)式和 (12)式中可以看到, 通过实验

s1, s2 β ∆控制  和  , 就可以得到 (14)式中的参数 J 和  .

实验上可以测量系统的输运性质来研究扩展-

局域转变: 突然撤掉简谐势让原子在这个晶格中运

动, 然后利用原位吸收成像技术测量原子随时间的

演化. 会发现在准周期势强度很弱的情况下, 系统

迅速膨胀; 而在准周期势强度很大的情况下, 系统

基本上没有扩散发生. 这和前面通过动力学方程对

安德森模型中扩展态和局域态的描述是一致的.

3   AA模型的推广

3.1    存在迁移率边的一维准周期模型

Ec Ec′

Ec < E < Ec′

E > Ec′ E < Ec

对于三维系统, 如果加的无序强度在某个范围

内, 系统的能带中可能会出现迁移率边   和   .

满足  的本征值对应的态是扩展的, 如

果费米面在这个范围内, 系统就表现出金属属性,

 或者  范围的本征值对应的态是局域

的, 如果费米面在这个范围, 系统就表现出绝缘体

属性. 通常可以通过掺杂、加压或者加电磁场等方

式调节费米面或迁移率边的位置, 从而使系统可以

发生金属-绝缘体的转变.

L∑
j=1

∆ cos(2παjν + δ)n̂j ν = 1

J = 1

ν < 1 ∆ < 2

|E| < 2−∆

2−∆ < |E| <
2 +∆ Ec = |2−∆|

∆ > 2

在 AA模型之后, 科学家们在此基础上提出几

个准周期模型 [11−14], 这使得可以在一维系统里研

究迁移率边. 如哈密顿量 (2)式中化学势项写为

 
[11,12]. 可以看出, 当   时,

该系统简化为 AA模型. 固定跃迁强度   , 理

论和数值研究发现, 当  以及  时, 这个系

统存在迁移率边, 在能带的中间 (  ), 所

有的态是扩展的 , 在能带的两边 ( 

 ), 所有的态是局域的,   是两个迁

移率边的位置. 当  时, 所有的态都是局域的.

另一种扩展是在跃迁项上做文章 [13,14]. 考虑下

面一个紧束缚模型: 

Eun =
∑
n′ ̸=n

Je−p|n−n
′|un′+∆ cos(2παn+δ)un, (15)

α p > 0

p0 > 0

其中  是个无理数,   . 可以看出, 这里的跃迁

不仅仅是只包含近邻的跃迁, 它的强度是随距离指

数衰减的短程跃迁. 仿照 AA模型的对偶变换, 这

里做类似的处理. 定义参数  , 使它满足: 

(E + J)−∆ cos(2παn+ δ) = ω2Tn, (16)
 

Tn =
cosh(p0)− cos(2παn+ δ)

sinh(p0)
, (17)

 

Position

E
n
e
r
g
y



J

2∆

图 2     实验实现准周期晶格的原理示意图. J 描述的是主

晶格最近邻格点之间的跃迁 ,   是由次晶格导致的在位

能最大的差别

2∆

Fig. 2. Sketch  of  the  quasiperiodic  lattice  realized  in  the

experiment.  J  describes  the  hopping  between  the  nearest-

neighbor  sites  of  the  primary  lattice  and      is  the

maximum  shift  of  the  on-site  energy  induced  by  the

secondary lattice. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 4 (2019)    040301

040301-4

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ω2 =
√
(E+J)2−∆2 (E + J)/

∆ = cosh(p0)

其中  , 由(16)、(17)式得 

 , 同时 (15)式可写为 

ω2Tnun =
∑
n′

Je−p|n−n
′|un′ . (18)

如果做下面的变换: 

ũm =
∑
n

eim(2παn+δ)Tnun, (19)

ũm可以得到  满足: 

ω2T̃mũm =
∑
m′

Je−p0|m−m′|ũm′ , (20)

T̃m这里  定义为: 

T̃m =
cosh(p)− cos(2παm+ δ)

sinh(p)
. (21)

p = p0

p > p0

p < p0

可以看到在 (19)式的变换下, 当  时, (18)式

是自对偶的. 类似于对 AA模型的讨论, 当  

时, 所有的态是局域的, 当  时, 所有的态是扩

展的. 因此可以给出临界条件: 

cosh(p) =
E0 + J

∆
. (22)

E0

E > E0 E < E0

满足这个方程的   , 对应的态应该是临界态 .

 对应的态是局域的,   对应的态应该

是扩展的.

3.2    存在迁移率边的一维准周期光晶格的
实验实现

最近, Li等 [30] 和 Lüschen等 [31] 在冷原子系统

中成功实现了存在迁移率边的一维准周期光晶格 

Ĥ =− ℏ2

2m

d2

dx2
+
Vp
2
cos(2kpx)

+
Vd
2
cos(2kdx+ ϕ), (23)

Vp Vd ki =

2π/λi i = p, d ϕ

m 40K

这里,   ,   分别是主次晶格的晶格势强度,  

 (  ) 表示两个晶格的波矢,   是它们的

相对相位,   是实验中用到的  原子的质量. 实

际上这个哈密顿量反映的就是前面讨论的含有指

数衰减的短程跃迁的模型 [13].

I =

这个系统存在三个相: 局域相, 扩展相和中间

相 (包含局域态和扩展态的相). 实验中为了测得这

三个相 , 他们制备了一个电荷密度波 (charge

density wave, CDW)的初态, 如图 3(a)所示, 然

后考虑这个初态的演化. 如果系统中存在局域态,

那么初始的 CDW的模式将会存在很长的时间, 考

虑一个能反映奇偶格点的密度分布差异的量  

(Ne −No)/(Ne +No)

Ne No

σ ξ ∼
(σ(t)− σ(0)) ξ

ξ

I

I ξ

 , 在很长时间的演化后, 它仍

不等于零, 如图 3(b)和图 3(c)所示. 这里,   (  )

表示偶 (奇)格点的原子数. 如果系统中存在扩展

态, 那么初态会往整个空间扩散, 因此原子云的总

尺寸   将变大 . 引入可以反映这个变化的量  

 , 那么如果系统存在扩展态,   将大于

零, 如图 3(c)和图 3(d)所示. 如果所有的态都是

局域的,    则等于零, 如图 3(b)所示. 如果所有的

态都是扩展的,    将等于零, 如图 3(d)所示. 如果

系统中既存在扩展态又存在局域态, 那么在一段时

间演化之后,   和  都将不为零, 如图 3(c)所示. 在

实验中通过测量这两个量, 证明了这个系统中中间

相的存在 , 从而间接地说明了迁移率边的存在 .

4   存在相互作用的一维准周期系统

安德森局域化考虑的是单粒子的问题, 下面加

上粒子间的相互作用. 相互作用可以影响系统的自

能, 自能的虚部在一定程度上反映了单粒子激发的

寿命, 如果单粒子激发在有限时间内可衰减, 系统

 

(a)

Initial

state

(b)

Localized

phase

(c)

intermediate

phase

(d)

extended

phase

I > 0

ξ = 0 I > 0 ξ = 0

I > 0 ξ > 0

I = 0 ξ > 0

图 3    实验原理图. 制备的初始 CDW态，以及在局域、中

间和扩展相中，经过一段时间演化后，分别对应的系统的

末态　(a)初态分布，制备为 CDW态 (根据定义，有   ,

 ); (b)局域态 (  ,   );(c)中间态，对应于不同

的能量存在局域态和扩展态 (  ,    ); (d)扩展态

(  ,   )

I > 0

ξ = 0 I > 0 ξ = 0

I > 0 ξ > 0

I = 0 ξ > 0

Fig. 3. Schematics of the experiment. Schematic illustration

of the initial CDW state and the states reached after time

evolution  in  the  localized,  intermediate,  and  extended

phase,  respectively:  (a)  Initial  state:  CDW  state  (  ,

 );  (b)  localized  phase  (  ,    );  (c)  the

intermediate phase, extended and localized states coexist at

different  energies  (  ,    );  (d)  extended  phase

(  ,   ). 
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是可热化的, 如果单粒子激发有无限长的衰减时

间, 系统可稳定存在, 它是多体局域的, 所以相互

作用可以影响热化相和多体局域相之间的转变 [32].

另外, 从动力学角度来分析一个封闭的多体系统的

初态在任意长的时间内会演化成什么样的态. 根据

初始态的细节信息会不会在演化过程中消失也可

以区分热化相和多体局域相 [33]. 多体局域的系统

在任意长的时间演化后都不会热化, 从动力学上看

它保留了初始态的信息, 并且它对于局域的微扰是

不敏感的. 多体局域在过去几年里被广泛研究 [34−37],

它正逐渐成为其他理论的基础 , 比如时间晶体

(time crystal), 就是通过弗洛凯 (Floquet)周期驱

动和多体局域结合定义的 [38]. 人们第一次在实验

中观测到多体局域现象就是在一维的准周期晶

格中 [23]. 下面先讨论加相互作用的 AA模型的相

变 [20−22].

4.1    存在相互作用的 AA 模型

考虑在 AA模型中加上近邻排斥相互作用的

费米子模型, 其哈密顿量为 [21]: 

H =
∑
j

[−J(ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj)

+ h cos(2παj + θ)n̂j + Un̂j n̂j+1], (24)

ĉj ĉ†j n̂j = c†jcj

h α

α =

√
5− 1

2
θ

J J = 1

U = 0.4

N/L = 1/2 N L

其中   (  )是费米子湮灭 (产生)算符,   

是粒子数算符,   是准周期势强度,   是无理数, 仍

取   ,    是一个任意的相移 . 为了方便 ,

设跃迁振幅  作为能量单位, 即  , 并且固定近

邻格点的费米子之间的相互作用强度   ,

其他情况可做类似的讨论. 考虑半填充的情况, 即

固定   , 这里   是总的费米子数,    是晶

格尺寸.

PT(δ) =
π
2

δ

s2
exp

[
−π
4
(
δ

s
)2
]

PM(δ) =

1

s
exp

[
−δ
s

]
δ s

s = ⟨δ⟩ δ

r(n) = min{δ(n), δ(n+1)}/
max{δ(n), δ(n+1)} δ(n) = E(n) − E(n−1)

下面用能级间距统计 [34,39] 和纠缠熵 [40,41] 来研

究热化相到多体局域相的转变. 热化相的能级间距

服从高斯正交分布   , 而

多体局域相的能级间距服从泊松分布  

 , 其中  表示近邻能级间距,   是其平均

值, 即   . 由于能级间距   的最大值和最小值

差距很大, 不方便进行能级统计, 所以通常会对

能级间距做进一步的处理. 将多体系统的本征值

从小到大进行排列, 定义  

 , 其中   , 这里

E(n) n r(n)

⟨r⟩ ⟨r⟩ = 0.387

⟨r⟩ ≈ 0.529 ⟨r⟩

⟨r⟩ h h

⟨r⟩ 0.529 0.387

 是系统的第  个本征值, 那么  的大小显然

属于 [0, 1]. 通常要对所有的态和样品做平均得到

 . 可以解析证明, 对于多体局域相   ,

而对于热化相   
[42]. 所以可以通过   的

变化来研究系统从热化相到多体局域相的转变.

图 4(a)展示了   随   的变化, 可以看到随着   的

增大,   从  变到  , 对应于系统从热化相

变到多体局域相.

|n⟩
ρ(n) = |n⟩⟨n|

ρ
(n)
A = TrB|n⟩⟨n|

S = −
∑
i

λilnλi λi

ρA i

⟨S⟩ d⟨S⟩/dh
h

L

L

h

L L

hc = 2.4–2.5

把一个系统分成子系统 A与其他部分 B, 对

于一个多体本征态   , 可以得到其对应的密度矩

阵   和 子 系 统 A的 约 化 密 度 矩 阵

 . 可以定义一个本征态的纠缠熵

 , 其中   是对应的约化密度矩阵

 的第  个本征值. 在图 4(b)中, 展示了能谱中间 1/3

能级对应的本征态的平均纠缠熵   和   随

 的变化 [43]. 热化相的纠缠熵服从“体积律”, 而多

体局域系统的纠缠熵服从“面积律”, 这可以简单地

理解为只有 B与子系统 A接触的部分才会对 A产

生影响. 由于这里考虑的是一维系统, 所以, 热化

相对应的纠缠熵应与尺寸  成正比, 而多体局域相

对应的纠缠熵应该是与尺寸  无关的常数. 从图 4(b)

中可以看出, 随着准周期势强度  的增大, 纠缠熵

的确从与  成正比的分布变到一个与  无关的数,

这意味着系统从热化相变到了多体局域相. 从图 4(b)

的插图中可以看到, 这个平均的纠缠熵的导数在转

变点处有个尖峰, 所以这个系统的热化相到多体局

域相的转变点大约在  处.

4.2    一维准周期系统中多体局域的实验实现

实验上第一次观测到多体局域现象的是

Schreiber等 [23]. 他们制备的系统是在 AA模型上

加上在位的相互作用, 即 

H =
∑
j,σ

[−J(ĉ†j,σ ĉj+1,σ + ĉ†j+1,σ ĉj,σ)

+∆ cos(2παj + δ)ĉ†j,σ ĉj,σ] + Un̂j,↑n̂j,↓, (25)

∆ α δ

U

σ ∈ {↑, ↓} J

J = 1

I = (Ne −No)/(Ne +No)

U

其中   是准周期势强度,    是无理数,    是一个任

意的相移,    表示在位格点费米子间相互作用强

度,    . 仍然设跃迁振幅   作为能量单位,

即  . 他们首先制备了一个 CDW的初态, 仍然

是在一段时间演化后测量前面提到的能反映奇偶

格点的密度分布差异的量  ,

不过这里是有相互作用的系统. 在相互作用   为
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∆/J = 2

I

U

∆c

|U |

|U |

|U |

Jeff =
2J2

|U |
≪ J

∆/Jeff ≫ ∆/J

0时, 这个系统的哈密顿量就是 AA模型的哈密顿

量, 所以扩展局域的转变点应该在  , 将其

对应的  作为热化相到多体局域相的转变点的参考

值, 从而可以得到相互作用为  时, 发生热化到多

体局域转变对应的准周期势强度   . 从实验结果

可以看出, 当相互作用  比较小时, 转变点会稍微

变大, 这与前面研究的相互作用是近邻时的情况是

一致的. 但是当相互作用  很大时, 转变点反而变

小. 为了理解这种情况, 假设初态为每个格点要么

是空的, 要么是双占据, 由于能量守恒的原因,  

很大时, 双占据的粒子不会分离, 所以, 有效的跃

迁是个二阶过程, 有效的跃迁强度为  ,

那么粒子感受到的准周期势的强度  ,

这会有利于形成局域态.

另外, 热化相和多体局域相的纠缠熵随时间的

变化也明显不同 [44,45]. 多体局域相对应的纠缠熵随

时间变化是对数增加的, 这是既不同于热化相, 也

不同于安德森局域态的性质. 所以也可以在实验中

测量纠缠熵随时间的变化观测系统从热化到多体

局域的转变 [23].

进一步, Bordia等 [46] 也成功在二维系统中观

测到多体局域现象. 最近, Kohlert等 [47] 还在已经

实现的有迁移率边的系统里引入相互作用, 并观测

到多体局域. 这些实验都是在准周期的系统中完成

的, 并极大地促进了多体局域方面的理论研究.

5   一维准周期系统中的动力学

正如前面提到的, 扩展态和局域态在动力学上

会表现出明显不同的性质. 下面基于 AA模型讨论

常见的三种动力学方面的研究: 系统参数不变的动

力学演化, 周期驱动和参数突变的动力学演化.

5.1    AA 模型的动力学演化

t = 0 L/2

|ψ(t)⟩ =
∑
n

ψn(t)c
†
n|0⟩

|0⟩ ψn(t = 0) = δn,L/2

⟨(δx)2⟩ =
∑
n(n− L/2)2|ψn(t)|2

L = 3000 J = 1

∆
√

⟨(δx)2⟩

考虑 (2)式所示的 AA模型的动力学演化. 假

设在时间  时, 把一个粒子放在  格点, 那么

在 t 时刻的波函数可写为    , 这

里   指的是真空态, 显然有   . 为

了描述这个初始波包的时间演化, 定义 t 时刻波函

数的位移均方[48,49]:   .

取开边界条件 , 并固定   和   , 在图 5

中展示了取不同的准周期势强度   时   随

时间 t 的变化.

 

0.53

0.48

0.43

0.38

4

3

2

1

1

1 2 3 4 5

2 3

h

h

h

4 5

1.00.5 1.5 2.5 3.5 4.52.0 3.0 4.0 5.0

0

(a)

(b)
2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0












 

<
r
>

<
S
>

d
<S

>/
d
h

⟨r⟩ h L = 12 L = 14 50 L = 16 30

L = 18 20 ⟨S⟩ d⟨S⟩/dh h L = 8 L = 10 500 L = 12

100 L = 14 30 U = 0.4 θ

图  4      (a)  随   的 变 化 . 当 系 统 尺 寸 为   和   时 用 的 样 品 数 是   , 当   时 用 的 样 品 数 是   ,

当   时用的样品数是   ; (b)平均的纠缠熵   和   随   的变化. 当   和   时用   个样品, 当   时用

 个样品, 当   时用   个样品. 相互作用强度始终被固定为   . 这里一个样品指的是任选一个初相位   [21]

⟨r⟩ h L = 12 L = 14 L = 16

L = 18 ⟨S⟩ d⟨S⟩/dh h L = 8 L = 10

L = 12 L = 14 U = 0.4

θ

Fig. 4. (a)     as a function of    . Here we use 50 samples for     and    , 30 samples for    , and 20 samples for

 ;  (b) averaged entanglement entropy     and     versus    .  Here we use 500 samples for     and    ,  100

samples  for      and  30  samples  for    .  The  interaction  strength  is  fixed  at    .  Here  a  sample  is  specified  by

choosing an initial phase  [21]. 
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√
⟨(δx)2⟩√

⟨(δx)2⟩ ∼ tβ

∆ < 2

β = 1

∆ ∆ = 2

β =

∆ > 2
√
⟨(δx)2⟩

β = 0

lc

∆ J lc = 1/ln
(
∆

J

)

通常 ,    与时间 t 的关系满足幂律关

系, 即   , 所以在图 5中, 横纵坐标均

取了对数. 从图中可以看出, 当  时, 粒子的运

动属于弹道 (ballistic)输运, 即  , 并且与准周

期势强度   的大小无关. 当   时, 粒子的运动

属于扩散 (diffusive) 输运 , 即   1/2[50– 52]. 当

 时,   在很长的一段时间后会在一个

值附近波动, 即   , 这个值对应着这个系统的

局域长度. 在 AA模型里, 局域长度   和准周期势

强度  以及跃迁强度  的关系为  
[10].

可以看出, 局域、 扩展和临界相的动力学演化或者

输运性质有明显的差异.

另一个常用来描述 AA模型不同相的动力学

演化差异的是初态的残存率 (return  probabi-

lity)[53,54], 即若假设初态是粒子在某一个格点上,

在一段时间演化之后, 研究这个粒子还待在这个格

点的概率. 因为在后面的 AA模型的动力学相变中

会详细介绍这个量, 所以这里不再赘述.

5.2    周期驱动的准周期晶格

考虑下面的准周期势是周期驱动的模型 [55]: 

H =
∑
i

[(
−Jĉ†i ĉi+1 + H.c.

)
+
∑
n

δ (t− nT )Vin̂i

]
,

(26)

n̂i = ĉ†i ĉi ĉ†i ĉi

J Vi = λ cos(2πiα)

α λ

其中   是粒子数算符 ,    (  )是产生 (湮

灭)算符,   是近邻的跃迁强度. 其中    ,

这里   是无理数,    是准周期势强度. 对比 AA模

T型可以看出, 这里的准周期势是每隔周期   加上

的, 这在实验上也是容易实现的 [55].

U(T )引入弗洛凯 (Floquet)算符   描述这个系

统的演化 [56,57], 易得 

U(T ) = exp (−iH0T ) exp

−i
L∑
j

Vj ĉ
†
j ĉj

 ,

H0 = −
∑
j

(
ĉ†j ĉj+1 + H.c.

)
L

ℏ = 1 J = 1

|ψη⟩
Eη U(T ) |ψη⟩ = e−iEηT |ψη⟩ |i⟩ = c†i |0⟩

i |i⟩
|ψη⟩ =

∑L
i=1 Ci(Eη)|i⟩

其中  ,   是系统尺寸. 为

了方便, 设   , 以及   作为能量单位. 假如

 是弗洛凯算符的本征态, 对应的弗洛凯本征值是

 , 即   . 引入   表

示一个粒子局域在第   个格点, 那么以   为基矢,

本征态可写为   . 下面引入信

息熵 [58−60]
 

Sinf
η ≡ −

L∑
i=1

|Ci(Eη)|2 ln |Ci(Eη)|2 .

Sinf
η = 0

Sinf
η = ln(L)

|Ci(Eη)| = 1/
√
L

容易验证它的最小值是   , 对应着一个态完

全局域在一个格点, 而它的最大值是   ,

对应着这个态完全扩展, 即  .

Sinf ≡ L−1
∑L
η=1 S

inf
η

由于 AA模型中不存在迁移率边, 所以可以定

义一个平均的信息熵  . 图 6展
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图  5     AA模型中取不同的   时   随时间 t 的变

化的对数 -对数图 , 这里固定   , 跃迁强度   ,

以及系统尺寸  √
⟨(δx)2⟩

∆ α =
√
5−1
2

J = 1 L = 3000

Fig. 5. Log-log  plot  of  the  width      vs  time  t  for

several  values  of      in  the  AA  model  with    ,

  and   . 
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图 6    固定   和   , 平均信息熵随周期   的变

化. 左上角的插图展示了平均纠缠熵的导数随周期   的变

化 , 这里固定   (蓝色 ),    (红色 ), 和  

(绿色). 右下角的插图展示了平均纠缠熵随  的变化, 这里分

别固定   (蓝色),   (红色),   (绿色)[55]

T

λ = 1 L = 1500

T λ = 0.8 λ = 1.2

λ = 1.6

λ T =0.05 T =0.3 T =0.5

Fig. 6. The  mean  information  entropy  as  a  function  of   

for  this  system  with      and    .  The  left  up

inset shows the derivative of the mean information entropy

as a function of    with fixed   (blue),   (red),

and    (green).  The  right  down  inset  shows  the

derivative of the mean information entropy as a function of

  with   (blue),   (red), and   (green)[55]. 
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T

λ = 1

T

T λ = 0.8 λ = 1.2 λ = 1.6

T = 0.4 T = 0.6 T = 0.8

λ T = 0.05 T = 0.3

T = 0.5

λ = 0.1 λ = 0.6 λ = 1.0

λ/T = 2

示了这个平均的信息熵随驱动周期  的变化, 这里

固定了准周期势的强度   . 可以看出, 随着周

期  的增大, 这个平均的信息熵从近似于零的小值

变为一个非零的有限值, 这意味着这个系统的波函

数从局域态变为扩展态. 在图 6的插图中, 展示了

不同强度的准周期势时, 平均信息熵的导数随周期

 的变化. 当  ,   和  时, 这个导

数的尖峰分别出现在   ,    和  

处. 图 6下方的插图展示了不同周期时, 平均信息

熵的导数随  的变化, 可以看出当  ,  

和   时, 平均信息熵导数的尖峰分别出现在

 ,   和  的地方. 可以看出, 平均

信息熵导数的尖峰位置满足  , 这对应于这

个系统从动力学局域到扩展的转变点.

下面从这个系统的有效哈密顿量中来分析这

个转变点, 

U(T ) = exp (−iH0T ) exp
(
−iλV̂

)
= exp (−iHeffT ) , (27)

V̂ =

L∑
j

cos(2πiα)ĉ†j ĉj其中  . 利用公式 [61]
 

eÂeB̂ = exp
(
Â+ B̂ +

1

2

[
Â, B̂

]
+

1

12

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+

1

12

[[
Â, B̂

]
, B̂
]
+ · · ·

)
, (28)

可以得到有效哈密顿量为 

Heff = H0+
λ

T
V̂ −iλ

2

[
H0, V̂

]
− Tλ

12

[
H0,

[
H0, V̂

]]
− λ2

12

[[
H0, V̂

]
, V̂
]
+ · · · . (29)

1/T ≫ 1 λ≪ 1

Heff = H0 +
λ

T
V̂ λAA = λ/T

λ/T = 2

1/T

λ/T = 2

1/T < 1

λ/T = 2

可以看出, 当  和  时, 这个有效哈密顿

量可写为   , 设   , 这就是

AA模型, 所以在高频的情况下,   是系统局

域到扩展的转变点. 但是, 在低频情况下, 即  小

于 1的时候, 就需要考虑高阶项. 为了说明这一点,

图 7展示了平均信息熵随准周期势强度和驱动周

期的变化. 可以看出, 在高频的情况下, 在 

处, 平均信息熵有明显的突变, 但是当   时,

平均信息熵的变化就比较复杂 , 转变点不再是

 .

5.3    准周期晶格中扩展-局域转变的动力学
相变

动力学相变最近被广泛研究 [62−65], 它扩展了

J = 1

H(∆i)

H(∆f)

我们对相变的理解. 第一次在局域扩展的转变中引

入动力学相变的概念是在 AA模型中 [66], 即哈密

顿量如 (2)式所示, 下面设  作为能量单位. 制

备一个初态, 使之是哈密顿量  的一个本征态,

然后突然改变系统的参数, 用哈密顿量  描述,

研究在一段时间演化后, 初态的残存率 [67−71]
 

L(t,∆i,∆f) = |⟨Φ0(∆i)|e−itH(∆f)|Φ0(∆i)⟩|2, (30)

|Φ0(∆i)⟩
∆i ∆f

t

也被称为 Loschmidt echo. 这里   表示初始

哈密顿量的本征态,   和  分别是参数突然变化

前和变化后的准周期势的强度. Loschmidt echo在

动力学相变中扮演着重要的角色, 它可以类比于统

计力学中的配分函数, 它的对数可类比自由能 [62].

热力学极限下, 在一些时间点   , Loschmidt echo

能够变为零被认为是动力学相变发生的标志, 因

为 Loschmidt echo等于 0意味着其对数 (即类比

于自由能)在这些时间点是发散的, 其对数的一阶

导数在这些时间点是不连续的.

∆i = 0.5

∆i = 4

∆f

∆i ∆f

∆ > 2 ∆ < 2

L(t)

∆i ∆f

L(t)

在图 8(a)和图 8(b)中, 选择初始的准周期势

强度为  , 在图 8(c)和图 8(d)中, 选择初始

的准周期势强度为   . 初态为相应系统的基

态, 这些图展示了不同的  时, Loschmidt echo的

演化情况. 可以看出, 当  和  在相同的相区间,

即都在局域区 (  ) 或者都在扩展区 (  )

时,   随时间振荡并且不会变为零, 如图 8(a)和

图 8(c)所示. 但是, 如果  和  对应不同的相区

间,   会在一些时间变为零, 如图 8(b)和图 8(d)

所示.
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Fig. 7. The mean information entropy versus both    and  

for the system with   [55]. 
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ε L(t)

T t ∈ [0, T ]

L(t) ⩽ ε M(ε)

I(L⩽ε)

m(ε) =
M(ε)

T
∆i = 0.5

ε ε = 5× 10−4 3× 10−4

2× 10−4 1× 10−4 m(ε) ∆f

m(ε)

∆f < 2 ∆f > 2 ∆f < 2

m(ε) ∆c = 2

∆f

ε

下面对 Loschmidt echo怎么趋于零进行定量

描述, 引入一个接近于零的小量   对   做截断.

给定一个大的时间间隔   , 在   中, 测量满

足  的时间间隔长度, 定义为  . 相当于引

入了一个勒贝格测度 (Lebesgue measure)   
[66].

为了方便, 研究  . 固定  , 在图9(a)

中, 展示了   取不值同时 (  ,    ,

 和   ),    随   的变化 . 这里的

初态仍然是选系统的基态 . 可以看出 ,    在

 和   时的表现确实不同. 当   时,

 总是零, 但是过了转变点   后, 它随着

 的变大突然增大到一个有限的非零值. 尽管这

个非零值会依赖于截断的  的大小, 但是这种在转

变点突变的性质不会随着截断的不同而改变.

H(∆i)

m(ε) ∆f

尽管上面考虑的初态是  的基态, 但是对

于其他本征态也有类似的现象. 为了说明这一点,

把初态选为初始哈密顿量不同的本征态 , 并在

图 9(b)中展示   随   的变化 . 可以看到 , 在

∆f = 2 m(ε) 处, 对于所有的本征态,   都有从零到有

限非零值的明显的转变. 所以, 对于 AA模型, 它

的动力学相变点和它的局域-扩展的转变点是一

致的.

6   准周期势对系统拓扑性质的影响

最近几十年, 拓扑态 (拓扑绝缘体、拓扑超导

体和拓扑半金属)的发展是凝聚态发展的一个重要

的方向 [72−75]. 对拓扑相变的描述超出了朗道对称

性破缺的理论, 加深了我们对凝聚态的认识. 如果

系统是周期的, 可以通过调节跃迁强度的相对大小

来诱导拓扑和非拓扑之间的转变 [76,77]. 在开边界条

件下, 这个转变会对应于边缘态的出现或消失; 在

周期边界条件下, 这个转变可以计算拓扑不变量来

描述, 这个不变量在实验上可以通过索利斯泵浦

(Thouless Pumping)来测量 [78−81]. 如果系统中存

在无序或者准周期势, 那么一个自然且有趣的问题

是它们会对系统的拓扑性质产生什么影响. 下面研

究在一维 p波超导链 [82] 和外尔半金属 [83−85] 中增
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∆f ∆i=0.5 ∆i=4图 8      取不同值时 Loschmidt echo的演化. 初态选准周期势强度为   ((a), (b))和   ((c), (d))的哈密顿量的基态 [66]

∆f

∆i = 0.5 ∆i = 4

Fig. 8. Evolution of  Loschmidt  echo in  a  long time with different    s.  The initial  state  is  chosen to  be  the  ground state  of  the

Hamiltonian with    ((a), (b))and   ((c), (d))[66]. 
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加准周期势对系统产生的影响.

6.1    准周期势对一维 p 波超导链的影响

在一维 p波超导链上加上准周期势 [16,18,19], 讨

论其影响. 系统的哈密顿量为 

H =
∑
i

[(
−Jĉ†i ĉi+1 +∆ĉiĉi+1 + H.c.

)
+V cos (2πiα) n̂i] , (31)

n̂i = ĉ†i ĉi ĉ†i ĉi

J ∆

α

√
5− 1

2

V ∆ = 0

α = 0

|V | = 2J

|V | < 2J

|V | >
2J

J = 1

其中  是粒子数算符,   (  ) 是费米子的产

生 (湮灭)算符.   是近邻跃迁强度,   是 p波配对

强度 .    是无理数 , 不失一般性 , 仍然取   .

 是准周期势强度. 可以看出, 当  时, 这个模

型就是 AA模型. 当   时, 这个哈密顿量描述

的是一维 Kitaev模型 [82], 这个模型在   处

会发生拓扑相变, 当  时, 这个系统是拓扑

的, 有马约拉纳 (Majorana)零能模 [86−88], 当 

 时, 这个系统是拓扑平庸 (topologically trivial)

的. 下面设   作为能量单位, 研究在准周期势

和 p波超导项共同作用下, 这个系统发生的相变.

这个哈密顿量可以用波戈留波夫 -德热纳

变换 (Bogoliubove-de Gennes (BDG) transforma-

tion)[16,89] 来对角化: 

η†n =

L∑
i=1

[
un,iĉ

†
i + vn,iĉi

]
, (32)

L n = 1, · · · , L ηn η†n

H =

L∑
n=1

Λn

(
η†nηn − 1

2

)
Λn

Λn un,i vn,i

其中  是晶格尺寸,   . 利用  和  , 哈

密顿量可被对角化为   , 这

里   是单个的准粒子谱. 通过解下面的 BDG方

程, 可以得到  , 以及对应的  ,   :  (
ĥ ∆̂

−∆̂ −ĥ

)(
un
vn

)
= Λn

(
un
vn

)
, (33)

ĥij = −J(δj,i+1 + δj,i−1) + Viδji ∆̂ij = −
∆(δj,i+1 − δj,i−1) uTn = (un,1, · · · , un,L) vTn =

(vn,1, · · · , vn,L)

其 中   ,   

 ,    和  

 .

IPRn =
L∑
i=1

(u4n,i + v4n,i) un,j vn,j
∑
i

(u2n,i+

v2n,i) = 1

MIPR =

L∑
n=1

Pn/L

∆ = 0.5 0.8 V

V = 2|∆− J | V = 2(∆+

既然这个系统存在准周期势, 那么随着准周

期势强度的增加 , 它应该会发生扩展到局域的

转变 . 定义这个系统的倒参与率 [25−27]:   

 ,   和  满足归一化条件 

 . 由于这个系统的基态是所有的负准粒子

能级全填满 , 所以可以定义一个平均 IPR, 即

 , 来刻画这个系统基态的局域-扩

展性质. 图 10(a)展示了  和  时MIPR随 

的变化. 可以看出在满足    和 
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ε = 0.01

图 9     固定系统参数   ,   和   时   随   的变化 : (a)不同的颜色对应不同的   值 , 这里的初态是

初始哈密顿量的基态; (b) 选取不同的初态,   表示初始哈密顿量的第 n 个本征态. 在   处, 可以清晰地看到一个相边界. 这

里固定   [66]

m ∆f L = 1000 T = 6× 105 ∆i = 0.5

ε

n nth H(∆i) ∆f = 2

ε = 0.01

Fig. 9. The behavior of     versus     for the system with    ,     and    : (a) Different colors correspond

to different    s and the initial state is chosen to be the ground state of the initial Hamiltonian; (b) different choice of initial state

with      standing  for  the      eigenstates  of  the  initial  Hamiltonian    .  A  clear  boundary  can  be  seen  at    .

Here we choose   [66]. 
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J)

V < 2 |∆− J | 2|∆− J | < V <

2(∆+ J) V > 2(∆+ J)

 处 ,  MIPR有突然的变化 . 进一步分析发现

   时 , 系统是扩展的 ,   

 时, 系统是临界的,   时, 系统

是局域的 . 这个系统的相图如图 10(b)所示 , 图

中 I对应扩展相 , II对应临界相 , 它的波函数会

展现出多分形的性质, III对应局域相. 这三个相会

在能谱统计和多分形分析上表现出明显的差异,

Wang等 [19] 也对这个系统做过尺寸分析, 给出这

个系统临界相的一些临界参数和这些临界参数满

足的标度律.

V ∆

∆ = 0.5

Λ1 V Λ1

V = 3 V = 2(∆+ J)

γAi = ĉ†i + ĉi γBi = (ĉi − ĉ†i )/i

随着准周期势强度   和 p波配对强度   的变

化, 这个系统的拓扑性质也应该发生变化. 为了直

观地看出拓扑相变, 取开边界条件, 分析这个系统

零能模的变化. 图 11(a)展示了在开边界条件下这

个BDG方程的准粒子谱, 这里固定  . 在图 11

(a)的插图中, 展示了  随  的变化, 可以看出 

在   (满足   )处突然由零变为

非零 . 这里零能模的存在往往对应于马约拉纳

边界态的存在. 为了清楚看到这一点, 引入马约拉

纳算符   和   , 它们满足

(γαi )
† = γαi {γαi , γ

β
i } = 2δijδαβ α β =

A,B

 和反对易关系    (  ,  

 ), 那么准粒子算符可用马约拉纳算符重新写为 

η†n =
1

2

L∑
i=1

[
ϕn,iγ

A
i − iΨn,iγ

B
i

]
, (34)

ϕn,i = (un,i + vn,i) ψn,i = (un,i − vn,i)

Λ1 ϕi

ψi V < 2(∆+ J) ϕi ψi

V >

2(∆+ J) V = 3.5

ϕi ψi

V = 2(∆+ J)

容易得到   和   .

图 11(b)和图 11(c)展示了最低激发   对应的  

和  .   时,   和  的分布是局域在链

的两端, 对应于存在两个孤立的马约拉纳费米子局

域在链的两端 , 这时系统是拓扑超导的 . 当  

 时, 例如图中所示的  , 最低激发模

对应的   和   的分布不在链的两端, 而是局域在

体态内, 这意味着这个态是安德森局域态. 还可进

一步计算这个系统的拓扑数 (马约拉纳数)来标定

这个系统的拓扑转变 [16]. 总的来说, 上面得到的扩

展相和临界相是拓扑的, 得到的局域相是拓扑平庸

的. 在     处, 存在拓扑超导到安德森局

域的相变.

6.2    准周期势对外尔半金属的影响

考虑下面的可在冷原子中实现的外尔半金属

模型的哈密顿量 [90]: 

H0 = −
∑
m,n,l

(txe−iϕm,n,la†m+1,n,lam,n,l

+tya
†
m,n+1,lam,n,l

+tze−iϕm,n,la†m,n,l+1am,n,l + H.c.), (35)

am,n,l a
†
m,n,l (m,n, l)

tx ty tz x y z

ϕm,n,l = (m+ n)π 2π

这里   (  ) 是在点   上的湮灭 (产

生)算符,   ,   和  分别是  ,   和  方向的跃迁强

度,    (取除以   的余数). 这个哈

密顿量在动量空间中可写为 

H0 =
∑

kx,ky,kz

Γ †h0(kx, ky, kz)Γ,

Γ † = (aA†kx,ky,kz , a
B†
kx,ky,kz

)这里     , 以及
 

h0(kx, ky, kz) =− 2[ty cos(kya)σx
+ tx sin(kxa)σy − tz cos(kza)σz],

(36)

σx,y,z其中  是泡利矩阵. 容易得到这个系统的能谱为 

E = ±2
√
t2xsin

2(kx) + t2ycos2(ky) + t2zcos2(kz), (37)

(kx, ky, kz) =

(0,±π/2,±π/2)
这两个带的四个接触点是外尔点  

 
[90].

Lx × Ly × Lz

Lx = Ly = Lz = Na a = 1 tx =

考虑系统体积为   , 为了方便, 取

 , 并设晶格常数   和  
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图  10    　(a) 固定两个 p波配对强度   和  

时，MIPR随准周期势强度   的变化，这里用的系统尺寸

是   ; (b) 系统随 p波配对强度   和准周期势强度

 变化的相图，I:扩展相，II:临界相，III:局域相 . 这里固定

V

∆ = 0.5 ∆ = 0.8 L = 1000

∆

V

J = 1

Fig. 10. (a)  MIPR  as  a  function  of  the  incommensurate

potential  strength      at  two  p-wave  pairing  strength

   and    .  Here  use    ;  (b)  phase

diagram of  this  system  with  a  p-wave  pairing  strength   

and  incommensurate  potential  strength    .  I:  extended

phase,  II:  critical  phase  and  III:  localized  phase.  Here  fix

 . 
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ty = tz = 1 z 作为能量单位. 下面沿   方向加上准周

期势, 则哈密顿量变为
 

H = H0 + V
∑
m,n,l

cos(2παl)nm,n,l, (38)

nm,n,l = a†m,n,lam,n,l V α

α = (
√
5− 1)/2

kx ky kx =
2π

N
ix ky =

2π

N
iy(

ix=−N
4
,−N

4
+1, · · · , N

4
− 1, iy=−N

2
,−N

2
+1,· · ·,

N

2
−1

)
kx ky

En(kx, ky)

这里  ,   是准周期势的强度,  

是一个无理数, 这里仍然取为   . 这

时,   和  仍然是好量子数, 且  ,     ,

 . 固定动量  和  时, 这个系统可等效于一

个一维系统, 可以对角化哈密顿量 (38)式. 第 n 个

本征值  对应的本征态可写为
 

|Ψn⟩ =
∑
l

(ψn,l,Aa
A†
kx,ky,l

+ ψn,l,Ba
B†
kx,ky,l

)|0⟩, (39)

aAkx,ky,l a
B
kx,ky,l

kx ky

l

式中  (  )是固定  和  时沿 z 方向的

第  层的子格 A (B)上的湮灭算符. 然后由本征方

程可得:
 

Enψn,l,A = tz(ψn,l−1,A + ψn,l+1,A)

+ V cos(2παl)ψn,l,A
+ (−2ty cos ky + 2itx sin kx)ψn,l,B ,

Enψn,l,B = −tz(ψn,l−1,B + ψn,l+1,B)

+ (−2ty cos ky − 2itx sin kx)ψn,l,A
+ V cos(2παl)ψn,l,B , (40)

Ψ = (ψn,1,A, ψn,1,rmB , ψn,2,A, ψn,2,B, · · ·,
ψn,N,A, ψn,N,B) 2N×
2N

如果引入基矢 

 , 解方程 (40)简化成求一个  

 矩阵的本征值问题.

z可以想象, 由于准周期势的作用,    方向应该

会存在扩展到局域的转变. 为了研究这种转变, 可

以引入倒参与率:
 

IPR =
∑
j

(ψ2
n,j,A + ψ2

n,j,B)
2
, (41)

Ψn这里波函数  已经归一化. 对于填满的下带, 同样

可以定义一个平均的 IPR:
 

MIPR =
1

N

N∑
n=1

∑
j

(ψ2
n,j,A + ψ2

n,j,B)
2
, (42)
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∆ = 0.5 L = 500 V ϕi ψi图 11    　(a) 在开边界条件下, 固定   和   时系统的能谱; (b), (c)不同的   值时最低激发模的   ((b))和   ((c))的

分布 [16]

∆ = 0.5 L = 500 ϕi ψi

V

Fig. 11. (a) Energy spectra of this system with     and     under OBC. The distributions of    (b) and    (c) for the

lowest excitation with different   [16]. 
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N

kx ky V = 1.9

(kx, ky) = (0,±π/2)

z

(kx, ky) = (0,±π/2) z

V

ky =
π

2
N kx

V

kx = 0 N ky

V V 0.4

z (kx, ky) =

(0,±π/2) V > 2

kx

ky xy

z

xy z

这是下带所有本征态的 IPR的平均. MIPR可以

给出下带所有填充态的扩展到局域转变的信息.

图 12(a)和图 12(b)分别展示了第   个本征态的

IPR和MIPR作为  和  的函数, 这里取  .

从图中可以看出, 在   附近的态

是扩展的, 而其他区域的态在  方向已经变得局域,

也就是说   附近的态在   方向更

难变得局域, 即需要更大的  才能使外尔点附近的

态变得局域. 图 12(c)和图 12(d)分别刻画了固定

 时第   个本征态的 IPR和 MIPR作为  

和   的函数 . 图 12(e)和图 12(f)展示了固定

 时第  个本征态的 IPR和MIPR作为  和

 的函数. 从这些图中可以看出在,   >  时开始

有本征态在   方向变得局域, 而动量在  

 附近的本征态在  时才由扩展变为局

域 . 从 (40)式出发 , 可以直观地理解这一现象 .

A和 B子格之间的有效跃迁强度大小依赖于  和

 . A和 B子格间的跃迁是在   平面内, 其跃迁

强度越大, 粒子在  方向的运动就会更容易变得局

域, 反之,    平面内的跃迁强度越小, 则   方向的

V kx = 0

ky = ±π
2

z

V

V > 2

z

运动变得局域所需要的   就越大 . 当   和

 时, 从 (40)式中可以看出, 两个子格间的

有效跃迁强度是零, 这时粒子在  方向的运动发生

扩展到局域的转变所需要的  最大, 而且可以看出

这时这个模型可以简化为 AA模型, 所以  时

所有  方向的本征态变成局域, 这和我们的数值结

果是一致的.

为了研究系统的费米面随着准周期势增大的

变化 , 下面数值计算态密度 (density  of  states,

DOS), 其定义为 

ρ(E) =
1

N3

N3∑
i=1

δ(E − Ei)

=
1

N3

2N∑
l=1

N
4 −1∑

ix=−N
4

N
2 −1∑

iy=−N
2

δ(E − El,ix,iy ), (43)

El,ix,iy kx =
2π
N
ix ky =

2π
N
iy l

δ(E − Ei)

1√
πσ2

exp(−x
2

σ2
) δ(x)

ρ(E) ∼ |E|2

其中   是固定   和   时的第  

个本征态. 为了数值上推导  , 用高斯函数

 近似代替   
[92]. 外尔半金属的费

米 面 附 近 的 态 密 度 满 足   
[93], 易 得
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图  12      　 第 N 个 本 征 态 的 IPR((a))和 MIPR((b))随   和   的 变 化 , 这 里 固 定   ; 第 N 个 本 征 态 的 IPR((c))和

MIPR((d))随   和   的变化 , 这里固定   ; 第 N 个本征态的 IPR((e))和 MIPR((f))作为   和   的函数 , 这里固定   .

其他参数是   和   [91]

kx ky V = 1.9 kx

V ky = π
2

ky V kx = 0 L = 300

tx = ty = tz = 1

Fig. 12. IPR((a))and MIPR((b)) as a function of    and    with fixed   ; IPR((c)) and MIPR((d)) as a function of    and

  with fixed    ;  IPR((e)) and MIPR((f)) as a function of     and     with fixed    .  The lattice size is     and

 [91].
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ρ(0) = 0 ρ(0)

ρ(0)

N

N > 50

N = 300

V = 2.3

V

V = 0 ρ(E)

E ρ(E) ∼ |E|2 |E| ∼ 0

V 2.3 ρ(0) = 0 V

Vc(= 2.3) ρ(0)

Vc > 2

z V > 2.3

 . 如果  变成一个有限值, 系统就进入了

金属相, 所以能够用  来描述外尔半金属相到金

属相的转变 [94,95]. 图 13(a)显示了不同  时零能的

态密度随准周期势强度的变化 , 可以看到当

 时转变点已经不依赖于系统尺寸, 所以下

面选择  得到的结果是可靠的. 另外可以看

出 , 半金属到金属的转变点大约在   . 图

13(b)展示了不同的准周期势强度  下系统的态密

度作为能量的函数. 当   时, 可以看出   是

 的二次函数, 即   , 在   附近, 即

使加上一个较小的准周期势, 这个二次函数的关系

也是近似满足的. 当  <  时, 都有  , 当 

>  时,    成为一个非零的有限值, 这说

明系统进入了金属相. 由于  , 所以系统在进

入金属相之前   方向已经变得局域, 因此  

时, 系统是一个准二维的金属.

最近, 人们还研究了在外尔半金属的三个方向

上都加上准周期势 [96] 以及在节链 (nodal-link)半

金属的一个方向上加上准周期势 [97,98] 时系统发生

的相变, 都得到了一些有趣的结果.

7   总结与展望

当一个新的物理现象被发现的时候, 一个自然

而有趣的问题就是这种物理现象能否被无序 (或准

周期势)轻易地破坏, 比如前面提到的准周期势对

拓扑超导体相和拓扑半金属相的影响. 所以对无

序 (或准周期势)的研究具有持久的生命力. 在一

维系统或者冷原子系统中, 准周期势的优点显得尤

为突出: 一方面它本身具有很好的性质, 比如可解

析得到扩展到局域的转变点等, 使得对这类模型本

身的研究就很有意义, 如文中提到的动力学性质的

研究; 另一方面, 这种势在冷原子实验中更容易实

现, 因此正如文中提到的, 第一次实验观测到准周

期势导致的局域转变, 第一次实验观测到多体局

域, 第一次实验验证迁移率边的存在等等都是在冷

原子中实现的准周期势的晶格中完成的. 正是因为

在冷原子中实现了很多与准周期势有关的物理现

象, 反过来又推动了这方面的理论研究. 相信在将

来, 准周期势会被应用到更多的领域, 会带来更多

有趣的物理现象. 本文主要涉及了准周期势带来的

局域转变方面的工作, 实际上当体系处于扩展态时

在准周期格子系统中也展示了丰富的拓扑相, 有兴

趣的读者可以参考相关的文献 [77,99–101].
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Abstract

Quasiperiodic lattices have been widely studied in cold atoms, which make one study extended-Anderson

localization  transition  in  one-dimensional  (1D)  or  two-dimensional  (2D)  systems.  In  2008,  Inguscio's  group

prepared one-dimensional quasiperiodic lattice in cold atomic system and observed Anderson localization, which

promoted the theoretical and experimental studies of quasiperiodic systems. Later, Bloch's group observed the

many  body  localization  in  their  prepared  1D  and  2D  quasiperiodic  lattices.  Recently,  they  also  successfully

observed the mobility edge and many body localization in a system with mobility edge in quasiperiodic lattices.

These  cold  atom  experiments  have  promoted  the  researches  of  many  body  localization  and  mobility  edge.

Quasiperiodic lattices have become a platform and its effects on many physical phenomena are being extensively

studied,  which  can  be  expectantly  observed  in  cold  atomic  experiments.  This  paper  is  based  on  the  authors'

some  related  work  and  briefly  review  some  recent  studies  on  the  1D  quasiperiodic  lattices,  including  some

important cold atom experiments,  some important properties of  the quasiperiodic lattices and their  effects on

some physical phenomena, such as topological states.

Keywords: optical lattice, Anderson localization, many body localization, topological states
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专题：冷原子-分子物理

量子气体中的输运行为*

张世忠†

(香港大学物理系, 理论和计算物理中心, 香港)

(2018 年 11 月 5日收到; 2018 年 12 月 13日收到修改稿)

输运测量是了解物质性质的一个重要手段. 本文简单介绍最近在量子气体中实现的输运实验及其主要

结论, 包括在类似于介观物理器件中的 Landauer输运和强相互作用费米气体中的自旋输运行为. 我们着重讨

论自旋动力学的特殊性以及其由于全同粒子相互作用所导致的特殊自旋扩散流的形式.

关键词：自旋扩散, 电导量子化, 朗道-玻尔兹曼方程, 全同自旋旋转效应

PACS：03.75.–b, 67.85.–d, 67.25.du, 67.30.eh 　DOI: 10.7498/aps.68.20181966

1   引　言

最近几年来, 输运行为成为量子气体研究中的

一个主要方向. 这些研究主要集中在以下几个方

面. 首先是一般集体运动中的弛豫行为, 比如说在

谐振子势中呼吸模式的衰变和体积黏度的关系 [1].

这类实验关心的是体系的集体激发, 测量的物理量

一般是在势阱中密度平均之后的结果, 因此其物理

解释需要比较多的模拟. 其次是类似于传统固体物

理实验中的输运, 比如说在磁势阱或者光晶格中电

导以及自旋扩散的研究 [2−9]. 量子气体的一个突出

优点是它具有比较高的可控性和可调制性. 实验中

可以较容易地改变体系的相互作用, 维度等等. 尤

其重要的是, 利用光学控制, 人们可以在比体系本

征时间尺度更短的时间内调节体系的参数, 从而为

研究骤变现象提供了一个很好的平台.

2   量子气体的特殊性

相比于传统的凝聚态 (包括电子气, 液氦等),

量子气体这种比较新的多体量子系统具有其特

有的性质 , 从而也导致了一些特有的现象和问

题 [10−12].

−C6/r
6

在量子气体的研究中, 我们一般关心的是处在

电子构型基态上的碱金属原子, 比如钠 (Na)或者

钾 (K). 这些原子之间的相互作用是由一个长程的

范德瓦耳斯吸引势  和一个强烈的短程排斥

势所构成, 如图 1. C6 是范德瓦耳斯常数. 对于这

样的两体相互作用而言, 我们可以定义一个特征长

度, 范德瓦耳斯长度 r0, 其大小可以通过平衡两体

动能和相互作用能的大小来得到 [9,10]
 

ℏ2

mr20
∼ C6

r60

r0 =
(
mC6/ℏ2

)1/4也就是说,    . 它对应着在范德瓦

尔斯吸引势中最靠近零能的两体束缚态的特征大

小. 一般而言, r0 的大小大概是 50 Å. 它一方面远

远大于一般分子的大小, 但同时又远远小于一般是

几个微米的原子间距 d. 对应于这些长度尺度, 冷

原子中的能量尺度也相差很大. 对费米系统而言,

体系的费米能 EF 一般是 20 kHz左右, 比范德瓦

尔斯吸引势中能量最小的两体束缚态的能量小很

多. 这就导致我们在考虑多体问题的时候, 只关心

低能两体散射, 因此只需要为数不多的几个散射参

数就可以描述体系的相互作用了 . 对于 s-波而
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λT

λT ≪ r0

λT > r0

λT

λT > d

λT < d

言 [9,10], 一般只需要一个散射长度 as; 对于 p-波而

言 [13−15], 就需要同时考虑低能散射体积和有效长

度. 另外在有限温度下, 热德布罗意波长  也是一

个重要的长度尺度, 它决定了在考虑相互作用的时

候原子的粒子性和波动性的相对重要性. 在高温

下,    , 这时候粒子基本上可以看成经典粒

子, 散射可以看成经典散射. 然而当   的时

候, 两体散射不能看成是经典散射, 而必须考虑衍

射的效果. 在这种情况下, 我们可以进一步依据 

和 d 的相对大小来分两类情况.    对应于量

子简并气体: 玻色子形成玻色-爱因斯坦凝聚而费

米子表现出简并费米压. 在这种情况下, 原子的空

间运动自由度是量子化的.    对应于简并温

度之上, 空间运动自由度是经典的, 但散射过程必

须要考虑粒子的量子性质. 具体比较见表 1.

d ∼ dL
1

2
mω2

0r
2 ℏω0 = 2EL(V0/EL)

1/2

EL = ℏ2k2/2m

在光晶格中, 相邻格点之间的距离 dL 提供了

一个新的长度尺度 [16]. 对于现有的实验而言, 一般

 . 另外, 单个光晶格可以近似为一个简谐振

子势  , 其中  . V0 是光

场势的幅度,   是反冲能量. k 是光晶

格相干激光的波矢. 实验上可以通过控制 V0 的大

小来控制单个光晶格势束缚的强弱. 我们可以定义

a0 = (ℏ/mω0)
1/2 a0 < dL

ℏω0

ℏω0 ≫ EF

谐振子长度   . 一般而言   ,

其对应的能量尺度   给出光晶格中能带之间能

隙的大小. 如果   , 我们可以忽略激发能

带的贡献.

在考虑非平衡态输运的时候, 一个比较重要的

问题是如何处理和描述粒子之间的相互作用. 在平

衡态, 我们所关心的物理量不随时间变化, 多体波

函数在空间的分布以及关联也不随时间变化. 在这

种情况下, 复杂的相互作用势可以由低能散射的几

个参数来描述. 具体而言, 对于 s-波散射的问题,

两体相互作用可以写成 [9,17]
 

E ∼ 4πℏ2as
m

|ψ (r ∼ 0)|2,

ψ (r ∼ 0) r0 ≪
r ≪ d

这里 ,    是指波函数在接近零点 ( 

 )的幅度大小. 如果还需要继续使用上面的

式子描述非平衡过程, 就要求在动力学过程中, 多

体波函数在以上尺度的行为必须可以绝热的跟随

局域体系参量 (温度、压强等)变化以保证上面简

化的正确性. 在现有的实验中, 上述条件似乎都是

成立的. 不过在某些特殊情况下, 比如说骤变实验,

我们还是有必要回头看看上述假设是否成立.

3   量子气体中的输运实验

本文着重讨论类似于固体物理中的输运实验.

我们大概可以将这类输运实验分成两类. 一类实验

关注类似于介观量子结构的特殊势场构型的输运

行为. 另一类实验注重于测量束缚在谐振子势场或

者盒子势中的量子气体的输运系数. 首先简单介绍

前一类实验 (详细介绍可参考文献 [2]), 之后再讨

论后一类实验.

3.1    类似于介观物理器件的输运实验 [2]

ωz = ωy ≫ ωx

在这类实验中, 玻色子或费米子被束缚在一个

各向异性的谐振子势中. 谐振子势的频率满足如下

条件:    . 沿着 y 方向, 一束蓝失谐的

激光将原子团沿着 x 方向分成三部分: 两侧未经扰

动的原子和中间的准二维区域. 一般而言, 原子团

在 x 方向的大小约为 300微米, 而准二维区域在

x 方向的大小约为 50—60微米. 沿着垂直于准二

维区域的 z 方向上, 谐振子频率可以达到 3.9 kHz.

注意到准二维束缚区域的大小比起原子气体的所

有特征长度都大. 在这个范围内, 束缚势导致的空

 

表 1    冷原子物理研究中的三个不同区域
Table 1.    Three  different  regimes  in  the  study  of

cold atom physics.

长度尺度 备注

经典气体 λT < r0 < d
 经典散射;

麦克斯韦-玻尔兹曼经典分布

量子气体 r0 < λT < d
 量子散射;

麦克斯韦-玻尔兹曼经典分布

量子简并气体 r0 < d < λT
 

量子散射;
玻色-爱因斯坦或者费米-

狄拉克分布

 

r



C6

r6

r0

图 1    原子之间的范德瓦耳斯吸引势和短程排斥势

Fig. 1. van  der  Waals  attractive  potential  and  short-range

repulsive potential between atoms. 
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∆N ≡ NL −NR

间运动量子效果可以忽略, 体系处于多通道区域.

在进行类似电导输运实验的测量中, 可以调节两侧

原子的相对数目 (  )来产生两侧化

学势差: 

∆µ = µL − µR =

(
∂µL
∂NL

+
∂µR
∂NR

)
∆N

2

κ =

(
∂µL
∂NL

+
∂µR
∂NR

)−1

∆N ≪ N κ

∆N

∆N (t)

  可以看作整个体系的有效

压缩率 . 在   的情况下 ,    可以认为不随

 变化, 其大小可以由平衡态的热力学测量得

到. 实验上可以通过测量两侧原子相对数目随着时

间的变化,   , 来得知粒子流的大小. 

I (t) = −1

2

d∆N (t)
dt

I (t) = G∆µ (t) = Gκ−1∆N (t) /2

I (t) = G∆µ (t)

利用  , 我们可以得

到二维区域电导 G 或者电阻 G–1 的大小. 对于无

相互作用或者弱相互作用的费米子而言, 实验上发

现二维区域的粒子输运行为满足一般的欧姆定则

 , 初始的原子数差别以指数形式

衰减, 

∆N (t) = ∆N (0) exp (−t/τ) ,

τ = κ/G τ时间常数  . 实验中  一般是 200毫秒左右.

由于原子自由程远大于体系的尺度, 原子在二维区

域属于弹道输运, 所以以上的电阻几乎完全是由三

维和二维势接触区域贡献的 (接触电阻). 需要说明

的是, 这里的接触区域相比于凝聚态介观体系要光

滑很多. ETH实验组还测量了在二维区域加上由

激光散斑产生的无序势后的输运行为. 同样的实验

装置也可以用来测量自旋以及热的传导.

∆N (t)

∆N (t)

∆N (t)

同样在多通道区域, 实验上可以通过再加上一

个高斯激光束来调节在二维区域内的原子密度. 由

于在有吸引相互作用的费米系统中存在超流, 这类

调控显得更为重要. 在保持温度不变的情况下, 如

果二维区域的原子密度比较低, 体系处于正常态,

实验上发现  依旧满足指数形式衰减; 当密度

变大到使得体系处于超流状态时候,   的长时

行为不再满足指数衰减形式, 反而呈现出残余震荡

的迹象. 另外  的短时指数衰减行为被解释成

由于涡旋的产生所导致的超流衰变, 但是这还有待

于进一步的研究.

在多通道实验设置的基础上, 加上另一蓝失谐

的激光系统, 可以在原先二维区域制造出一个更窄

的区域 (量子点接触), 大概 5.5微米沿着 x 方向;

ωy = 50

ℏωy ∼ EF

ωy

沿着垂直方向的束缚非常强, 有效的谐振子频率最

高可达    KHz, 尺度大约 1.5微米. 在这种

情况下, 我们需要计入径向的量子化的后果. 由于

 , 输运处于单个或少数几个通道的区域.

通过改变   的大小, 实验上可以调节有效通道的

数目. 对于无相互作用或者弱相互作用费米系统, 弹

道输运给出量子化的电导G = n/h, n是费米面下的

通道数目, h是普朗克常数. 这在实验上被验证了.

ωy

α/h α

对于强相互作用的费米系统而言, 单通道下的

输运表现出更有趣的性质. 在超流态, 实验上观察

到约瑟夫森动力学过程以及多次安德烈夫反射导

致的正常粒子流. 在靠近超流温度的正常态以及较

高温下, 实验上测量到的电导随着   的改变仍然

表现出量子化的结构, 但是量子化的值不再是之前

的 n/h的形式, 而是   ,    是一个依赖于温度以

及相互作用的常数 (不一定是整数). 一类的理论解

释认为这是在强相互作用下超流温度附近的涨落

效应导致的 [18,19]; 另一类解释认为在量子点接触处

的强束缚导致原子密度较高, 从而该处处于超流

态. 因为两边的量子气体仍旧在正常态, 所以边界

处的安德烈夫反射导致电导加强 [20].

3.2    量子气体中的自旋扩散实验

下面着重讨论第二类输运实验. 解释这类实验

的一个复杂之处在于实验中的原子是被束缚在谐

振子势中, 所以一般情况下输运行为和谐振子势中

的动力学过程是耦合在一起的. 区分内秉的输运行

为和谐振子势中的集体行为通常不是那么容易. 在

下面的讨论中, 假设实验上的这些麻烦可以被适当

的处理, 而只讨论由于强相互作用而导致的内秉的

输运行为. 作为一个例子, 我们将讨论强相互作用

的费米系统中的自旋扩散行为 [7−9]. 关于强相互作

用费米子体系粘滞系数的行为请参见文献 [21,22].

ρ1 ρ2 v1 v2

v1 ̸= v2 ∆V

v = (ρ1v1 + ρ2v2)/(ρ1 + ρ2)

J1,2 = ρ1,2 (v1,2 − v)

我们首先讨论二元流体中的扩散. 假设体系中

有两种原子, 这两种原子的总质量分别为 M1 和

M2, 密度分别为  和  , 速度分别为  和  . 如果

 , 扩散现象就会发生. 设想一体积元   ,

其质心运动速度为  . 对

于单纯扩散行为, 在质心系中两种原子的流密度可

以写成   . 然而, 宏观的观察告

诉我们, 扩散流密度的大小和密度的梯度成正比

关系: 
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J1,2 = −Dρ∇ (ρ1,2/ρ) ,

ρ = ρ1 + ρ2其中   是总密度, D 是扩散系数, 它将流

密度 (流量)和密度梯度线性的联系起来. (原则上

D 有下标 D1, 2, 描述第一种和第二种原子的扩散

系数, 但是很容易说明两者相等. 这是昂萨格倒易

关系的一个特例). D 是一个唯象的参数, 它的计算

涉及到具体物理体系的微观细节. 我们注意到, 因

为这里扩散的物理量 (密度)是一个标量, 所以只

对应一个扩散系数.

∆V s (r)

相对而言, 自旋的扩散就不一样了. 假设空间

某一体积元  中的自旋密度是  . 它的梯度可

以写成两项: 

∇s (r) = ∇s (r) ê (r) + s (r)∇ê (r) ,

s (r) = s (r) ê (r) s (r)

ê (r)

其中   ,    是自旋密度的大小而

 描述自旋密度的方向. 上式第一项对应于纵向

的自旋扩散, 由自旋密度大小的梯度驱动; 第二项

对应于横向的自旋扩散, 由自旋密度方向的梯度驱

动. 在考虑自旋扩散时, 我们一般可以比较好的分

辨这两类扩散过程. 纵向的自旋扩散过程和二元流

体中的扩散过程类似, 它所引起的自旋流 (沿着

x 方向)可以写成 

JL,x = −D∥
∂s (r)

∂x
ê (r) .

∇ê (r)
s (r)×∇ê (r)

我们注意到对于纵向自旋流而言, 它在自旋空

间的方向和自旋密度是一致的, 而在空间的方向则

由自旋密度大小的梯度来决定. 对横向的自旋扩散

而言, 事情就比较复杂了. 我们首先注意到在自旋

空间, 横向自旋流和自旋密度方向是垂直的. 这决

定了在自旋空间 , 它可能的方向是   或者

 . 具体计算发现 [23], 

JT,x = − D⊥

1 + µ2s2

(
s (r)

∂ê (r)

∂x
+ µs (r)× ∂s (r)

∂x

)
,

µ其中  是一个新的参数 (Leggett-Rice参数). 最初

上面的方程是在研究简并费米液体氦-3中推导出

来的. 其后的研究发现, 这样的自旋流不仅仅描述

简并费米液体里面的自旋输运, 同时也描述了非简

并量子气体中的自旋扩散行为 (全同自旋旋转效应[24]).

在后面一种情况下, 它描述了由于全同粒子交换不

变性所导致的自旋进动. 具体物理可以由图 2中描

述的两体散射看出来 [25].

s1

s2

假设粒子 1和粒子 2散射. 粒子 1的自旋为  ,

粒子 2的自旋为  . 散射势是与自旋无关的, 所以

总自旋 

s = s1 + s2

v1

v2

是一个守恒量. 如果粒子 1和 2 的速度分别为  

和  , 那么自旋流的大小就是 

Js = s1v1 + s2v2,

s1 δs1 s2 δs2

δs1 + δs2 = 0

散射过程中, 单个自旋会绕着总自旋 s作进动. 假

设在散射过程中 ,    改变   ,    改变   . 那么

 . 但自旋流因此改变了, 

δJs = δs1(v1 − v2).

δJs

δs1 s1 s2

从这里我们也可以看出,    在自旋空间是沿着

 的方向, 垂直于   和   所决定的平面. 也就是

说即使两体散射是和自旋无关的, 自旋流也会在垂

直方向产生一个分量, 绕着总自旋作进动. 通过自

旋守恒的方程 

∂ts (rt) +
∂Js,x (rt)

∂x
= 0,

δJs  可以改变自旋密度的大小和方向. 具体的微观

计算发现 [25]
 

δs1 = 2πReT (π) s1 × s2,

T (θ) θ = π

D⊥ µ

这里  是两体散射矩阵,   时对应交换散射

的幅度. 对于两分量费米子而言, 理论计算的目标

是要给出  以及  随着温度以及相互作用的变化.

±1

2
↑ ↓

考虑一个两分量的费米子体系 (两分量分别用

自旋  , 或者  和  来表示), 它的哈密顿量可以写成
 

H =
∑

kσ=±1/2

(ϵk − µσ) a
†
kσakσ

+
g

V

∑
kk′q

a†k↑a
†
k′↓ak′−q↓ak+q↑,

ϵk = k2/2m µσ σ

g−1 +

∫
m

k2
d3k

(2π)3
=

m

4πas

  是单粒子的能量.    是自旋为   的费

米子的化学势. g 是两个费米子之间的相互作用强

度 , 它和散射长度 as 的关系由众所周知的公式

 给出. 在真空中, 两体散

射可以由自由散射 T 矩阵来描述. 在质心系内, 如

果两个粒子的总能量是 E, 那么 

 

s

s

ds

ds

图 2    全同自旋旋转效应

Fig. 2. Identical spin rotation effect. 
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T0 (E) =
4π/m

a−1
s +

√
−mE

,

ϵk = k2/2m 2ϵk对于两个动能为  的散射粒子 (E =  ),

散射振幅可以写成, 

f (k) =
−1

a−1
s + ik

,

相应的微分散射截面可以写成 

dσ
dΩ

= |f (k) |2 =
1

a−2
s + k2

.

σ =

4π
a−2
s + k2

as ≪ k−1

ℓ =

1/ (nσ) (1/kF )× 1/(kFas)
2

ℓ ∼ k2/n ℏk

k ∼ n1/3 ℓ ∼
n−1/3

对立体角积分 , 我们得到总的散射截面  

 . 这告诉我们, 在弱相互作用下 (  ),

散射截面正比于 as
2. 在强相互作用下, 散射截面正

比于 k-2, 和散射长度无关. 相应的输运自由程  

 在弱相互作用下正比于  ,

远远大于粒子之间的距离 ; 而在强相互作用下

 , 它依赖于粒子的动量   以及体系的密

度 . 对于在低温下的费米子体系 ,    ,   

 , 仅是粒子之间距离的尺度. 需要指出的是,

当自由程和粒子间距相当的时候, 自由程就失去

了其物理意义, 以上的讨论只能作为一个定性的

分析.

对于一般的扩散过程, 玻尔兹曼方程给出如下

形式的扩散系数 

D =
1

3
vℓ,

D∥

D⊥
1

3

TF < T ≪ ℏ2

2mr20
v ∝

√
T

D ∝
√
T

k2 ∝ T D ∝ T 3/2 T ≪ TF

D = C(TF /T )
2 1/T 2

(kFas)
−2

在上式中, v 是平均速度. 因为上面的讨论对纵向

和横向自旋扩散都适用, 所以我们先不区分   和

 , 而统一写成 D. 在实际推导中, 平均速度的定

义并不是非常明确, 而且上式中的系数  也不是很

确定的系数. 但是扩散系数的量纲以及其随温度和

相互作用的变化是可以由上面的表达式确定下来 [26].

考虑在简并温度之上,   , 粒子的平

均速度  , 对于弱相互作用体系因为自由程

不依赖于温度, 所以   ; 在强相互作用下,

 , 所以  . 在低温下  , 我们需

要计入由于费米面的存在而导致的散射相空间变

小, 另外我们也不能使用高温时的粒子观念, 而应

该计入相互作用对粒子的重整化效果 (朗道准粒

子). 最终的结果是  ; 这样的  温

度依赖在低温朗道液体理论里是非常常见的. 常

数 C 在弱相互作用的时候还是和  成正比;

as = ∞

T ∼ TF

在强相互作用下,   , 它就是一个常数. 从上

面的分析可以看出, D 随温度的变化是非线性的.

高温以及低温 D 都是比较大. 在温度  的时

候达到最小值. 其大小可以由量纲分析得到 

D ∝ vℓ ∝ ℏkF
m

1

kF
=

ℏ
m
.

D ∝ vℓ =
ℏ
m
kℓ >

ℏ
m

有的时候, 大家认为由于海森伯不确定原理, D 会

有一个最小值:    , 因为自由程

不能小于德布罗意波长. 但是这类论证依赖于扩散

系数的动力学表达式, 而在自由程和德布罗意波长

相当的时候, 针对粒子或者准粒子的玻尔兹曼方程

不一定成立, 所以不是很有说服力. 实验上的确发

现在散射共振附近, 扩散系数达到一个最小值, 见

表 2. 我们注意到二维纵向自旋扩散还没有被测量,

另外实验给出的二维横向自旋扩散也存在相互矛

盾, 这还有待进一步实验研究.

µ

D⊥

如 果 需 要 更 加 精 确 地 计 算 扩 散 系 数 和

Leggett-Rice参数  的大小, 我们需要考虑碰撞积

分的详细形式. 从动力学理论我们可以得到  的

表达式 [27,28]
 

D⊥ =
τ⊥
ns

∫
d3k

(2π)3
∑
i

vk,ivk,j (fk↑ − fk↓) ,

fkσ vk,i

τ⊥

τ⊥

其中   是粒子在动量空间的分布函数.    是动

量为 k的粒子沿着 i 方向的速度.    是横向自旋

扩散弛豫时间.   可以写成如下形式 [27]
 

1

τ⊥
=
sinh (βh)
α⊥s

∫ d3q

(2π)3
d3k

(2π)3
dΩ

k2x
2m

|T (k,k′) |2

×
(
e−βhf1↑f2↑ + eβhf1↓f2↓

)
(1− f3↑) (1− f4↓),

α⊥ h =

µ↑ − µ↓

p1,2 = q/2± k p3,4 = q/2± k′

µ

  是一个参数, 其具体表达式可以见文献 [27],  

 . 上式中的下标 1, 2, 3, 4分别代表以下四个

动量,   以及  . Leggett-

Rice参数  则可以表示为 [27,28]
 

 

表 2    强相互作用费米系统的自旋扩散系数
Table 2.    Spin diffusion  constants  for  strongly   in-

teracting Fermi gases.

ℏ
m

实验测量值
(单位  ) 实验组

二维费米系统 横向自旋扩散
0.0067 剑桥[8]

1.7 多伦多[9]

三维费米系统 纵向自旋扩散 1.34 MIT[6]

三维费米系统 横向自旋扩散 1.08 多伦多[7]
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µ =
τ2⊥

2D⊥s2

∫
d3k1

(2π)3
d3k2

(2π)3
v1x (v1x − v2x)

× (f1↑ − f1↓) (f2↑ − f2↓)ReT (k1 + k1)

T (k,k′)在具体计算中, 对于   , 我们可以使用不同

的近似. 最粗糙的是使用两粒子在真空中的散射矩

阵, 其次我们可以加入费米面对于散射的影响, 或

者可以做一些更自洽的计算 ; 具体可以参见文

献 [27,28].

需要指出的是, 在散射共振附近的强相互作用

费米子体系中, 虽然以上计算和实验大概吻合, 但

是不代表这些动力学计算已经抓住了本质的物理.

这主要有以下原因. 第一, 对于描述体系的自旋动

力学的方程而言, 它的形式在很大程度上已经由对

称以及守恒律决定了, 不依赖于动力方程的推导过

程. 第二, 玻尔兹曼方程的出发点是体系有比较好

的准粒子, 但这对于处在共振附近的正常费米体系

来说还是一个没有完全解决的问题. 利用全像原

理 (holographic principle), 我们可以对一些无正

常准粒子的体系进行一些初步可控的输运计算 [29].

4   结　论

作为总结, 我们想提一下最近在光晶格中的原

子输运和自旋输运实验 [3−5]. 这一类实验的主要目

的在于模拟 Fermi-Hubbard模型在低温乃至零温

下的性质. 这些冷原子模拟实验中的温度还没有达

到超交换相互作用的尺度, 因此输运行为可以认为

是相对高温下 Fermi-Hubbard模型的行为. 一个

比较值得关注的发现是在低参杂时出现类似于高

温超导中电导和温度的线性关系 [4], 另一个是在高

参杂的时候电导在强相互作用下的饱和行为 [3]. 在

冷原子体系, 这方面的探索现在才刚刚开始, 我们

期待之后更多的实验和理论发现.

参考文献

 Elliott E, Joseph J A, Thomas J E 2014 Phys. Rev. Lett. 112
040405

[1]

 Krinner  S,  Esslinger  T,  Brantut  J  2017 J.  Phys.:  Condens.
Matter 29 343003

[2]

 Anderson R, Wang F D, Xu P H, Venu V, Trotzky S, Chevy
F, Thywissen J H 2017 arXiv: 1712.09965

[3]

 Brown  P  T,  Mitra  D,  Guardado-Sanchez  E,  Nourafkan  R,
Reymbaut A, Bergeron S, Tremblay A M S, Kokalj J, Huse
D, Schauss P, Bakr W S 2018, arXiv: 1802.09456

[4]

 Nichols M A, Cheuk L W, Okan M, Hartke T R, Mendez E,
Senthil T, Khatami E, Zhang H, Zwierlein M W 2018 arXiv:
1802.10018

[5]

 Sommer A, Ku M, Roati G, Zwierlein M W 2011 Nature 472
201

[6]

 Bardon  A  B,  Beattie  S,  Luciuk  C,  Cairncross  W,  Fine  D,
Cheng N S,  Edge G J A,  Taylor  E,  Zhang S Z,  Trotzky S,
Thywissen J H 2014 Science 344 722

[7]

 Koschorreck  M,  Pertot  D,  Vogt  E,  Ko ̈hl  M  2013  Nature
Physics 9 1

[8]

 Luciuk  C,  Smale  S,  Bo ̈ttcher  F,  Sharum  H,  Olsen  B  A,
Trotzky S, Enss T, and Thywissen J H 2017 Phys. Rev. Lett.
118 130405

[9]

 Leggett A 2001 Rev. Mod. Phys. 73 307[10]
 Pethick C J, Smith H 2011, Bose–Einstein Condensation in
Dilute Gases (Cambridge: Cambridge University Press) p109

[11]

 Pitaevskii  L  P  and  Stringari  S  2003  Bose-Einstein
Condensation (Oxford: Clarendon Press) p129

[12]

 Braaten  E,  Hagen  P,  Hammer  H  W,  and  Platter  L  2012
Phys. Rev. A 86 012711

[13]

 Bertulani C A, Hammer H W and van Kolck U 2002 Nuclear
Physics A 712 37

[14]

 Yu  Z  H,  Thywissen  J  H,  and  Zhang  S  Z  2015 Phys.  Rev.
Lett. 115 135304

[15]

 Bloch I, Dalibard J and Zwerger W 2008 Rev. Mod. Phys. 80
885

[16]

 Leggett A 2006 Quantum Liquids (Oxford: Oxford University
Press) p120

[17]

 Uchino S and Ueda M 2017 Phys. Rev. Lett. 118 105303[18]
 Liu B, Zhai H and Zhang S Z 2017 Phys. Rev. A 95 013623[19]
 Kanász-Nagy M, Glazman L, Esslinger T and Demler E 2016
Phys. Rev. Lett. 117 255302

[20]

 Thomas  S  2014  Annual  Review  of  Nuclear  and  Particle
Science 64 125

[21]

 Joseph J A, Elliott E, and Thomas J E 2015 Phys. Rev. Lett.
115 020401

[22]

 Leggett A 1969 J. Phys. C, Solid St. Physics 3 448[23]
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Abstract

Transport measurement is one of the most important ways to study the properties of matter. In this article,

we discuss recent experiments in ultracold atomic gases where the analog of Landauer transport in mesoscopic

devices is realized and spin dynamics in a strongly interacting Fermi gas is probed. In the latter case, we pay

special attention to the peculiarity of spin dynamics due to identical spin rotation effect which leads to a novel

form  of  spin  diffusion  current.  This  modifies  the  usual  diffusion  equation  into  a  more  complicated  form  and

leads to important consequence for, in particular, transverse spin diffusion in ultracold Fermi gases.
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专题：冷原子-分子物理

动力学淬火过程中的不动点及衍生拓扑现象*

邓天舒　易为†

(中国科学技术大学, 中国科学院量子信息重点实验室, 合肥　230026)

(2018 年 10 月 30日收到; 2018 年 12 月 27日收到修改稿)

本文对近两年来有关淬火动力学过程中拓扑现象的研究做简要综述. 这些动力学拓扑现象被动力学过

程中的衍生拓扑不变量保护, 与淬火前后体系的拓扑性质有密切关系. 基于人工量子模拟平台的高度可控性,

已在诸如超冷原子、超导量子比特、核磁共振、线性光学等众多物理体系中, 通过对人工拓扑体系动力学过

程的调控, 观测到如动力学涡旋、动量-时间域的 Hopf映射及环绕数、拓扑保护的自旋环结构、动力学量子相

变、动量-时间斯格明子等诸多动力学拓扑现象. 其中某些拓扑结构还可以在非幺正动力学淬火过程中稳定

存在. 这些研究将人们对拓扑物相的认识和研究从平衡态推广到非平衡动力学领域, 具有重要的科学价值.

关键词：拓扑相, 淬火动力学, 动力学拓扑不变量, 超冷原子

PACS：03.75.Kk, 03.75.Ss 　DOI: 10.7498/aps.68.20181928

1   引　言

对拓扑相与相变的研究是现代物理的重要方

向之一. 在传统的金斯堡-朗道相变中, 量子相与体

系的对称性有深刻的关系, 量子相变由局域序参量

刻画, 同时伴随着对称性的破缺. 拓扑相和相变与

此截然不同: 拓扑相变一般不伴随对称性的破缺,

拓扑相则与体系基态波函数在希尔伯特空间的几

何性质相关并由拓扑不变量刻画 [1,2]. 从人们发现

量子霍尔效应至今已有三十余年了, 此间人们对无

相互作用体系中拓扑相的理解和分类日趋完善, 对

有相互作用体系中拓扑相的认识也有了长足进展.

近年来拓扑物态研究领域的一个新兴方向是在凝

聚态物质之外的体系中寻找、刻画拓扑相及与拓扑

相关的现象. 随着超冷原子、线性光学等量子模拟

平台的蓬勃发展, 具有拓扑能带及拓扑特性的人工

拓扑体系相继在这些平台上得以实现 [3−11]. 此外,

人工拓扑体系的高度可控性使对动力学过程及非

厄米体系中拓扑现象的实验研究成为可能 [7−11], 而

这也驱动了相关领域的理论研究 [12−16]. 值得强调

的是, 动力学过程及非厄米体系中的拓扑现象在传

统凝聚态体系中一般很难被实现. 因此各量子模拟

平台上的人工拓扑体系具有重要的价值.

Hi

Hf

在这一背景下, 本文简要综述近年来人们对淬

火动力学过程中拓扑现象的理论和实验研究. 所谓

淬火, 即体系由初始哈密顿量  的本征态出发, 在

末态哈密顿量  作用下演化的动力学过程. 对于

拓扑体系, 一个重要的问题是该体系的淬火动力学

过程中是否也会出现受拓扑保护的拓扑现象? 更

进一步, 如果初态和末态哈密顿量具有不同拓扑性

质的能带, 体系淬火过程中的拓扑现象是由初态还

是末态哈密顿量的拓扑性质决定? 对这些问题, 一

个最直接的回答来自于对体系瞬时波函数几何性

质的刻画. 文献 [17,18]研究了几种简单拓扑体系

在淬火过程中瞬时波函数的拓扑不变量, 结果表明

瞬时波函数的拓扑不变量不随时间变化, 即淬火过

程的拓扑性质完全由初始哈密顿量决定. 由于这些

工作中考虑的体系都是无相互作用 (或者平均场意

义下无相互作用)的厄米体系, 淬火动力学时间演
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化相当于对初始态做局域幺正变换. 此时, 由于局

域幺正变换不破坏保护拓扑性质的对称性, 瞬时态

的拓扑不变量必然不变. 然而, 人们发现在淬火过

程中会出现衍生的动力学拓扑现象, 这些拓扑现象

或与初态和末态哈密顿量的拓扑性质相关, 或由衍

生的动力学拓扑数保护, 并在动力学过程中表现出

可观测效应 [19−31]. 有趣的是, 即使基于同一淬火过

程中观测到的拓扑现象, 也可以构造不同的衍生拓

扑结构加以解释. 这一方面说明了淬火动力学过程

中丰富的物理内涵, 另一方面也会引发关于动力学

拓扑现象普适描述的思考.

冷原子体系的高度可控性使其成为研究淬火

动力学过程中拓扑性质的理想平台之一. 2017年

初，德国汉堡大学的研究组通过周期驱动光晶格,

在冷原子中实现了基于 Floquet Haldane模型的

淬火过程, 并利用动力学量子相变理论对淬火过程

中的动力学涡旋进行了刻画 [24]. 此后, 清华大学的

研究组从理论上研究了淬火动力学过程中的衍生

拓扑结构, 利用 Hopf映射和环绕数重新解释了汉

堡实验, 并把环绕数与淬火前后哈密顿量的静态拓

扑性质联系了起来 [19]. 这一理论随后被汉堡大学

研究组的另一实验所证实 [25]. 与此同时, 来自中国

科学技术大学和北京大学的研究组在对拉曼晶格

上的冷原子气体进行淬火时发现了动力学过程中

原子自旋分布中的环形结构, 并通过能带反转面的

理论把环的出现与静态哈密顿量的陈数联系了起

来 [22,23,26]. 这些实验充分反映了淬火动力学中衍生

拓扑现象的普遍性和丰富性. 除冷原子气体之外,

淬火过程中的动力学拓扑现象也在超导量子比特、

单光子量子行走等量子模拟平台上被实验观测. 目

前这些模拟平台都还是通过操控单量子比特模拟

费米体系拓扑模型的淬火过程, 其优势是更易于进

行实验操控和态重构, 以及可以方便的实现耗散以

研究非幺正动力学淬火过程.

我们将从几个不同的方面介绍这一领域的一

些最新进展, 着重描述与拓扑保护的动力学不动点

相关的衍生拓扑结构. 所谓动力学不动点, 即在这

些参数点上体系不随时间演化. 而拓扑保护的动力

学不动点的存在性与淬火前后静态哈密顿量的拓

扑性质直接相关. 由此, 拓扑保护的动力学不动点

为这些动力学拓扑现象提供了一个普适的基础, 并

成为连接动力学拓扑现象和体系静态拓扑性质的

桥梁.

2   动力学量子相变及动力学拓扑序参量

Hf

L

我们首先介绍动力学量子相变及其与拓扑保

护不动点的关系. 先回顾动力学过程中 Loschmidt

回波的定义. Loschmidt回波是量子体系动力学演

化中的一个重要可观测量, 它描述体系初态在演化

过程中的重现行为. 如体系的时间演化由  决定,

则 Loschmidt回波  可表示为 

L = |G(t)|2 = |⟨ψi|e−iH
f t|ψi⟩|2, (1)

|ψi⟩ G(t)

t = −iβ G(β)

其中   为体系初态,    为 Loschmidt振幅. 如

果对 (1)式中的时间作 Wick转动 , 即取虚时

 , Loschmidt振幅   的形式会非常类似

于热力学中的正则系综配分函数 

Z = Tr(e−βH
f

), (2)

β = 1/kBT kB T其中  ,   为玻尔兹曼常数,   为体系温度.

F = − 1

V
limV→∞ lnZ V

Z

G(t)

g(t)

基于这一形式上的相似性, Heyl等提出了动

力学量子相变的概念 [32−36]. 在热力学中, 热力学相

变发生在体系自由能   (  为

体系体积 )非解析处 , 此时   过零点 . 相应的 ,

Heyl等人认为, 当  过零点时, 动力学演化过程

中也存在动力学量子相变. 相应的动力学自由能

  可定义为 

g(t) = − 1

V
lim
V→∞

ln |G|2. (3)

从上述定义可知, 动力学相变发生在瞬时态和初态

正交的时刻, 此时动力学自由能非解析. 与热力学

相变不同, 动力学量子相变的临界点可以在体系演

化时周期性地出现, 而不是通过调节体系哈密顿量

参数达到. 动力学量子相变在多大程度上可以定义

为相变仍然是有争议的话题. 比如动力学量子相变

是否继承了传统热力学相变中重要的性质, 如在临

界点附近的标度行为, 相变普适类等.

G

与此同时, 人们发现动力学量子相变有深刻的

几何溯源, 它的出现可以由动力学拓扑序参量联系

起来 [35]. 在这个意义上, 动力学量子相变可以看作

是动力学过程中的衍生拓扑现象. 动力学序参量的

定义与所谓的 Pancharatnam几何相位有密切联

系. Pancharatnam相位是 Loschmidt振幅   的辐

角中与动力学相位无关的部分, 源于体系动力学演

化过程中的几何性质. 以无相互作用的半满晶格模

型为例, 由于晶格平移对称性, 不同晶格动量子空
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ϕGk (t) = ϕk(t)− ϕdyn
k (t) G =

∏
kGk

ϕk(t) Gk

ϕdyn
k (t) = −

∫ t
0
⟨ψk(t′)|Hf

k |ψk(t′)⟩dt′ Hf
k

Hf
k

间的动力学演化解耦. 此时, Pancharatnam几何

相位写做   , 其中   ,

而   为   的 辐 角 . 体 系 的 动 力 学 相 位 为

 , 其中  为末态

的 Bloch哈密顿量 (假设  不含时).

ϕGk

{km} m = 1, 2, ...

在体系的淬火过程中, 往往存在一些   在任

意时刻都消失的不动点    (  ). 而在

拓扑体系的淬火过程里, 不动点的存在性与淬火前

后哈密顿量的拓扑性质有一定关系 [37,38]. 举例来

说, 对于一维两能带拓扑体系, 只要淬火前后的能

带具有不同的拓扑数, 则不动点一定成对出现. 对

于二维的两能带陈绝缘体, 如淬火前后哈密顿量能

带的陈数绝对值不同, 则不动点也会成对出现. 其

他诸如高维、多能带、不同拓扑分类的情况不动点

原则上也会存在, 但规律会比较复杂 [39,40]. 除此之

外, 淬火过程中也可能出现一些与拓扑完全无关的

不动点. 这里, 我们主要考虑与淬火前后体系拓扑

特性相关的不动点, 即拓扑不动点.

在拓扑不动点的基础上, 可以进一步定义动力

学拓扑序参量. 对于一维体系, 动力学拓扑序参量

可以写作 

νD(t) =
1

2π

∫ kn

km

∂ϕGk (t)

∂k
dk. (4)

ϕGk

νD k ∈ (km, kn) eiϕ
G
k

S1 → S1

Gk(t) = 0 ϕGk νD

kc

此处积分限取为两个不同的拓扑不动点. 由于  

在不动点上消失 ,    为从   到   的

 映射度, 因此只能取整数. 同时, 在动力学

量子相变发生时   ,    无法定义, 所以  

只能在临界点处跳变. 在二维体系中, 动力学序参

量的定义更为复杂. 这是因为动力学量子相变的临

界点   会随时间在布里渊区内产生、移动、消失.

文献中目前存在两种不同的定义二维动力学拓扑

序参量的方式, 其出发点均基于动力学量子相变的

几何结构. 因此, 动力学拓扑序参量的重要性在于

提供了一个从动力学衍生拓扑不变量的角度理解

动力学量子相变的途径. 目前, 动力学量子相变已

在离子阱, 超冷原子, 单光子量子行走, 以及核磁

共振等多个人工量子模拟平台上被观测到, 动力学

量子相变和 Pancharatnam几何相及动力学拓扑

序的关系也相继被实验证实 [24,27−30].

从上述讨论可以看出, 动力学量子相变及动力

学拓扑序参量与拓扑保护的不动点有深刻联系. 基

于这一认识, 下面我们将进一步揭示动力学量子相

变与其他衍生动力学拓扑不变量的关系.

3   动力学拓扑不变量

我们在第 2节讨论了拓扑体系淬火过程中的

拓扑不动点. 在拓扑不动点上, Pancharatnam相

位在时间演化过程中恒为零. 相位在拓扑不动点消

失的本质原因在于这些不动点同时也是动力学不

动点, 即在这些参数点上体系的态不随时间演化.

基于这一认识, 人们发现可以基于不动点在动量-

时间的二维参数空间里定义衍生动力学拓扑不变

量 [20,21,27,28,31]. 这些动力学拓扑不变量跟同样基于

不动点的动力学量子相变、动力学拓扑序参量以及

淬火前后哈密顿量的拓扑性质等紧密关联. 目前文

献里这方面的工作主要集中在一维两能带拓扑体

系的淬火过程, 我们也将具体介绍这类体系中的不

动点结构和动力学拓扑不变量. 高维多带体系的动

力学淬火过程中的拓扑结构会更加丰富, 但仍有待

进一步研究.

对于无相互作用且具有晶格平移对称性的体

系, 不同动量部分的动力学解耦. 因此, 一维两能

带拓扑体系的普适 Bloch哈密顿量可表示为 

Hk = hk · σ. (5)

Hi
k hik Hf

k hfk

Hi
k

这里仅考虑突变淬火过程: 初态的哈密顿量

 由   刻画; 末态的哈密顿量   由   刻画. 同

时, 选择体系初态为   的基态. 对于而能带体系,

体系的初态和任意时刻的瞬时态都可以表示在同

一个 Bloch球上.

hf

如图 1所示, 淬火动力学过程可以形象的表示

为瞬时态矢量从初态出发, 在 Bloch球面上绕  

轴的转动. 这里有两种值得注意的特殊情况.

hi hf

hi · hfk = ±1

其一,   和  平行或反平行. 此时只有瞬时态

的相位随时间演化, 瞬时态在 Bloch球上的矢量位

置不变. 这种情况对应着前述的不动点. 我们定义

 为两种不同类型的不动点. 可以证明,

当初始哈密顿量和末态哈密顿量基态拓扑数不一

样时, 不同类型的不动点一定成对出现. 对于二维

两能带拓扑体系, 不同类型不动点出现的充分不必

要条件变为初始哈密顿量和末态哈密顿量对应的

陈数绝对值不同. 我们把这种与体系静态拓扑性质

相关的不动点叫做拓扑保护的不动点.

hik hfk其二,   和  垂直. 此时, 瞬时态在 Bloch球

上演化半个周期后会与初态正交. 按照前一节的定
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hi · hfk k

kc hik · h
f
k = 0

义, 在相应的临界动量和时间处会发生动力学量子

相变. 由于   是   的连续函数, 可以证明两个

不同类型的不动点间一定存在至少一个临界动量

 满足  . 这样的临界点称为拓扑临界点.

由此可见, 拓扑不动点的存在与动力学量子相

变临界点的存在有直接关系. 同时, 基于这些动力

学不动点, 我们可以在衍生的动量-时间空间内定

义动力学拓扑不变量. 由于每个动量上的态演化都

是周期性的, 态矢量的演化在动量-时间参数空间

内的轨迹是垂直于动量轴的圆. 而在动力学不动

点, 态的轨迹是动量轴上的一个点. 这样, 任意两

个动力学不动点间的态演化都可以映射到一个

Bloch球上. 我们由此可以定义衍生的动力学拓扑

陈数 

Cmn =
1

4π

∫ kn

km

dk
∫ tk

0

dt[h(k, t)×∂th(k, t)]·∂kh(k, t),

(6)

h(k, t) k t

km,n tk k

km kn

其中  为动量  上瞬时态在时刻  对应的矢量,

 为不动点,    为动量   上的演化周期. 可以证

明, 动力学陈数不为零的条件是  和  是不同类

型的不动点. 考虑到前述静态哈密顿量拓扑性质和

动力学不动点之间的关系, 我们可以证明淬火前后

静态哈密顿量具有不同拓扑数是存在非零动力学

拓扑不变量的充分非必要条件.

h(k, t)

h(k, t)

动力学拓扑不变量的存在直接体现在  

于动量-时间衍生空间内的自旋结构上. 如图 2所

示 , 当淬火前后哈密顿量具有不同拓扑数时 ,

 在动量-时间空间表现出斯格明子结构. 由于

前述的不动点和动力学量子相变临界点的关系, 我

们发现动力学量子相变就发生在斯格明子的极点

上. 这一结构已在实验上被直接观测到 [27,31]. 同时,

如文献 [21]所示, 动力学拓扑不变量的存在, 也体

现在体系的纠缠谱中.

4   非厄米体系中的非幺正淬火过程

PT H(PT )−1 = H PT

P T

前述的动力学拓扑结构也存在于非厄米体系

的非幺正淬火过程中, 前提是体系的动力学演化仍

然是相干的 [41]. 这一前提满足的条件体系具有宇

称-时间对称性. 一般而言, 非厄米哈密顿量的本征

值不是实数. 但如果该哈密顿量有宇称-时间对称

性, 即   , 且本征态也为   算符

的本征态时, 该本征态对应的哈密顿量本征值为实

数 [42−44]. 这里   为宇称算符,    为时间反演算符.

如果宇称-时间守恒的哈密顿量所有本征值均为实

数, 则体系处于宇称-时间对称守恒相; 反之, 如哈

密顿量某些本征值非实数, 体系处于宇称-时间对

称自发破缺相.

这里我们考虑最简单的宇称-时间守恒的拓扑

体系 , 一维宇称-时间守恒的 Su-Schieffer-Heeger

(SSH)模型 [45,46].

如图 3(a)所示, 该模型与标准 SSH模型的区

 

(a) (b) (c)
hf hf hf
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hi

hi

hi

hf hi · hf = ±1

hi · hf = 0 hi hf Hk t = 0 hi

图 1    Bloch球上的动力学演化　(a) 态矢量在 Bloch球上绕   运动; (b) 动力学不动点对应于   ; (c) 临界点对应于

 . 实线代表   (绿色)与   (红色), 虚线代表态矢量; 假设初态处于   基态上, 即   时态矢量与   方向相反

hf

hi · hf = ±1 hi · hf = 0

Fig. 1. Visualizing  dynamics  on  the  Bloch  sphere:  (a)  State  vector  revolving  around the      axis;  (b)  illustration  of  fixed  points

when   ; (c) illustration of critical points with   .
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k

图  2    淬火前后哈密顿量具有不同拓扑数时的典型斯格

明子结构 . 黑色箭头为自旋在平面内方向 , 背景颜色对应

自旋在与平面垂直方向上的分量大小 , 蓝色对应向内 , 黄

色对应向外 . 竖直虚线为不动点位置 , 红色实线表示不同

动量   点的周期

Fig. 2. Momentum-time  skyrmions  when  pre-  and  post-

quench Hamiltonians possess different winding numbers. 
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Hk = hk · σ hx =

w cos k + v hy = w sin k hz = iu

φB

别在每个格点上均存在增益或损耗项 . 体系的

Bloch哈密顿量仍然可记为  , 其中 

 ,    ,  and    . 体系的拓

扑数可由全局贝里相  对应的绕数刻画 

ν = φB/2π, (7)
 

φB = −i
∑
µ=±

∮
dk

⟨χµ| ∂∂k |ψµ⟩
⟨χµ|ψµ⟩

, (8)

|χµ⟩ |ψµ⟩ µ = +,− Hk

Hk|ψµ⟩ = ϵµ|ψµ⟩ H†
k|χµ⟩ = ϵ∗µ|χµ⟩ ϵµ

其中   和   (  )分别是   的左、右本

征矢, 即  ,  . 这里 

是体系本征谱. 体系的拓扑相图如图 3(b)所示. 我

们注意到拓扑相变界周围是宇称-时间对称性自发

破缺区域.

为了描述非幺正淬火演化, 我们可以把体系的

密度矩阵写为 [41,47,48]
 

ρ(k, t) =
1

2
[τ0 + d(k, t) · τ ] . (9)

τ = (τ1, τ2, τ3) τγ =
∑
µ,ν=± |ψfµ⟩σµνγ ⟨χfν |

γ = 0, 1, 2, 3 τ

d(k, t)

这里   , 并且  

(  ). 引入   矩阵的好处是, 虽然密度矩

阵是非厄米的,    是模为 1的实矢量. 这一点

至关重要, 因为我们又可以在 Bloch球上表示体系

演化的轨迹了.

当末态哈密顿量处在宇称-时间守恒区域时,

瞬时态矢量在 Bloch球上绕着南北极旋转. 此时,

Bloch球南北极对应的动量就是动力学不动点. 当

末态哈密顿量处在宇称-时间对称自发破缺区域时,

瞬时态矢量在 Bloch球上会沿着大圆渐近趋近北

极. 此时不存在动力学不动点. 基于这一图像, 我

们可以在动力学不动点存在的时候构造动力学拓

扑不变量. 事实上, 可以证明当体系在宇称-时间守

恒的不同拓扑相间淬火时, 不同种类的不动点 (即

分别对应于南北极的不动点)会成对出现. 此时,

所有幺正淬火演化过程中的动力学拓扑构造和相

关可观测量也会存在. 而只要淬火前后的哈密顿量

之一处于宇称-时间对称自发破缺区域, 不动点以

及动力学拓扑构造就不一定存在了. 需要强调的

是, 在非幺正动力学淬火过程中, 不动点和动力学

量子相变的临界点不再出现在布里渊区的高对称

点. 这会导致多个临界时间尺度的出现. 如图 4所

示, 此时动力学量子相变的发生会存在多个周期,

同时也会存在多个对应的动力学拓扑序参量.

实验上, 具有损耗-增益的宇称-时间守恒非厄

米体系在光波导, 微波腔阵列, 线性光学等多中物
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图 3    非厄米 SSH模型及其拓扑相图　(a) 非厄米 SSH模

型 . 在厄米 SSH模型的基础上 , 每个格点上均有增益或损

耗; (b) 体系拓扑相图. 实线为拓扑边界, 虚线为宇称-时间

对称与对称破缺区域的边界 .   ,   为 SSH模型的跃迁系

数,   为增益损耗系数,   为绕数

Fig. 3. Non-Hermitian SSH model and its topological phase

diagram:  (a)  Non-Hermitian  SSH  model;  (b)  topological

phase diagram. 
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图  4    非厄密 SSH模型淬火中的典型动力学自由能  

与动力学拓扑序参量  　(a) 动力学自由能  ; (b) 动

力学拓扑序参量   . 在非厄米淬火过程中存在两个临

界时间尺度及两个动力学拓扑序参量
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Fig. 4. Dynamic  free  energy      and  dynamic  topological

order  parameter      in  the  quench  dynamics  of  non-

Hermitian  SSH  model:  (a)  Dynamic  free  energy    ;

(b) dynamic topological order parameter   .
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理体系中实现. 在一些难以实现增益的物理体系如

冷原子气体、单光子量子行走中, 可以实现基于纯

损耗的被动宇称-时间守恒非厄米体系 [49,50]. 被动

宇称-时间守恒非厄米体系虽然不会有纯实数的本

征谱, 但体系的能谱及动力学性质可以方便地映射

到基于损耗-增益的主动宇称-时间守恒非厄米体系

上. 最近, 动力学量子相变、动力学拓扑序参量、动

力学拓扑不变量等衍生动力学拓扑现象已经在具

有被动宇称-时间守恒性质的单光子非幺正量子行

走实验里被探测到 [31].

5   总结与展望

本文集中讨论了几种基于拓扑保护动力学不

动点的动力学拓扑结构的构造和关联. 由于相关动

力学拓扑不变量的定义都基于不同类拓扑不动点

的存在, 而后者又与静态哈密顿量的拓扑性质密切

相关, 拓扑保护的动力学不动点成为有机联系各种

动力学衍生拓扑现象及平衡态拓扑相的核心要素.

目前对于动力学拓扑现象的讨论多数集中在低维

(一维或者二维)两能带五相互作用体系的突变淬

火过程. 高维多能带拓扑系统淬火过程中会出现更

丰富的拓扑结构, 如何系统的刻画它们是今后研究

的一个方向. 除本文讨论的衍生拓扑现象以外, 其

他已知的动力学拓扑结构如 Hopf映射、环绕数、

基于能带反转面的拓扑环等与动力学不动点及动

力学量子相变临界点的关系则需要进一步研究讨

论. 因此, 关于动力学拓扑结构的更普适的描述是

个亟待解决的问题.
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Abstract

In this  review, we discuss the recent progress  on the study of  dynamic topological  phenomena in quench

dynamics.  In  particular,  we  focus  on  dynamic  quantum  phase  transition  and  dynamic  topological  invariant,

both  of  which  are  hinged upon the  existence  of  fixed  points  in  the  dynamics.  Further,  the  existence  of  these

fixed points are topologically protected, in the sense that their existence are closely related to static topological

invariants  of  pre-  and  post-quench  Hamiltonians.  We  also  discuss  under  what  condition  these  dynamic

topological phenomena are robust in non-unitary quench dynamics governed by non-Hermitian Hamiltonians. So

far,  dynamic  topological  phenomena  have  been  experimentally  observed  in  synthetic  systems  such  as  cold

atomic gases, superconducting qubits, and linear optics. These studies extend our understanding of topological

matter to the non-equilibrium regime.

Keywords: topological phase, quench dynamics, dynamic topological invariant, ultracold atoms
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专题：冷原子-分子物理

冷原子物理中的一维少体问题*

刘彦霞 1)2)　张云波 1)†

1) (山西大学, 理论物理研究所, 太原　030006)

2) (中国科学院物理研究所, 北京　100190)

(2018 年 11 月 9日收到; 2019 年 1 月 7日收到修改稿)

作为构成量子多体系统的基本单元, 一维少体系统的研究不仅可以在理论上为多体系统的量子关联及

动力学等性质提供更为基本的理解, 也可以为实验上制备多体系统提供更加方便和功能更加全面的方法. 本

文回顾了冷原子物理中一维少体系统最新的实验和理论进展. 首先介绍了少体实验中实现的谐振子势阱中

确定原子数的精确制备, 亚稳态势阱和双阱系统中原子的隧穿, 以及强相互作用下等效自旋链的实验结果.

然后深度解析了理论研究方面, 特别是基于精确可解模型的一些重要结果, 包括亚稳态势阱中相互作用原子

的隧穿概率, 以及相应实验上常见势阱的能谱分析、密度分布、隧穿动力学以及强相互作用极限下的有效自

旋链模型等.

关键词：冷原子物理, 一维系统, 少体问题, 精确可解模型

PACS：03.75.Lm, 67.85.–d, 03.75.Mn 　DOI: 10.7498/aps.68.20181993

1   引　言

少体物理几乎在所有的物理分支中都起着重

要作用, 比如天体力学中的三体开普勒问题以及量

子力学中把氦原子中的核子看做是质点的三体问

题, 一般情况下三体问题很难退化到一个有效的单

体问题. 这里简单介绍一些囚禁在势阱中的玻色子

或费米子的少体问题, 这些都是研究少体物理的理

想模型. 这些系统中有很多是可以解析处理的, 尽

管存在很强的相互作用和很多的自由度, 但是在某

些情况下, 可以转换成单体问题来求解.

r0

如今, 简并的玻色和费米气体在世界各地的实

验室都可以产生. 大多数实验小组都以碱金属原子

作为研究对象, 如 Li, Na, K, Rb, Cs, 这些原子的

共同特点是最外层只有一个价电子. 在超冷温度

下, 当两体相互作用的有效力程  远小于德布罗意

λdB

as as

as

波长  时, 原子间的相互作用主要是以各向同性

的 s波碰撞为主. s波碰撞的效应可以通过 s波散

射长度  描述, 在很多情况下  成为用来描述系统

的唯一微观参数 [1,2]. 一个经典的例子就是平均场

Gross-Pitaevskii 方程 [3−6] 只依赖于粒子数 N 和

s波散射长度  . Gross-Pitaevskii方程将多体问题

转换成一个有效的单体问题, 可以非常准确地描述

弱相互作用稀薄玻色凝聚体的特性. 除了碱金属原

子, 实验上也可以实现价电子结构更复杂的原子的

凝聚, 如 Ca, He, Cr, Yb, Sr. 例如两个 Cr 原子间

的碰撞是各向异性和长程的 [7,8]. 这些特性会引起

超出 s波的物理, 两原子间的相互作用除了依赖

s波散射长度外还依赖偶极相互作用的强度.

实验上囚禁少体系统可以通过所谓的微势阱

装载少数个粒子来实现 [9]. 一系列的少体系统可以

通过将多个原子囚禁在很深的光晶格中来实现, 其

中不同格点间的隧穿被抑制, 近邻相互作用可以忽
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略 [10,11]. 对于冷原子系统, 原子间的相互作用可以

通过外磁场在 Feshbach共振附近调节 [12]. 超冷碱

金属原子间的 Feshbach共振现象可以用两通道模

型解释. 两个原子最外面的两个电子的相互作用可

以由一个比较浅的电子自旋三重态和一个比较深

的单重态的 Born-Oppenheimer 势能曲线来描述.

超精细相互作用将单态和三重态的势能耦合, 形成

一个闭通道和一个开通道. 当闭通道的束缚能量和

开通道入口处的能量相同时就发生 Feshbach 共

振, 散射长度趋于发散, 1998年首次在超冷原子气

体中观察到 Feshbach共振 [13−15], 为理论和实验对

比铺平了道路.

一个特别有趣的少体现象是 Efimov 效应. 早

在 1970 年, 俄罗斯核物理学家 Efimov [16,17] 就发

现在无穷大 s-波散射长度时, 自由空间的两体系统

只存在一个零能束缚态, 没有其他弱的束缚态. 但

是当加入第三个粒子以后, 就会出现令人惊讶的结

果, 相应的三体系统会出现无穷多个弱的束缚三体

态, 且束缚能有分立标度不变性 [18,19](这里假设只

有两体相互作用). Efimov 效应激发了很多理论和

实验的研究 [20], 直到现在仍然是少体物理中的重

要研究课题. 在氦的三聚物、核物理、还有其他系

统中都有三体 Efimov 效应和关联的 Efimov共振

的研究. 然而, 它的第一个实验验证是 2006年由

Kraemer等 [21] 在铯原子气体中完成的. 从更广的

范围看, Efimov 态是 Borromean 环的一种, 这一

类物态的标志特征是只有三个粒子会形成束缚态

环链, 而其中任意两个都不互相束缚. 这是一个纯

粹由量子力学导致的效应, 有丰富而深刻的物理内

涵. 自从 Efimov 效应提出以后, 推广到大系统已

经有很多进展, 但这仍然是一个开放问题. 在自由

空间或者有外势的情况下 N 体系统 (N > 3)的能

谱如何依赖于三体参数, 四体、五体和更多体系统

的研究可能会给出答案.

本文主要回顾最近超冷原子实验在准一维少

体系统中的突破性进展及相关的理论研究 [22,23]. 海

德堡 Zürn等首先将两个费米子囚禁在光势阱中,

研究了强相互作用下费米子的费米化, 通过施加一

个磁场梯度, 在排斥相互作用下研究了单粒子的隧

穿 [24], 在吸引相互作用下研究了配对粒子的隧穿 [25].

然后通过精确地逐个增加原子个数, 测量单个杂质

粒子与背景气体的相互作用可以用来研究从少体

到多体的跨越, 观察到了费米海的形成 [26]. 该实验

组接着实现了两个原子在双势阱间的量子隧穿, 得

到相互作用强度对双势阱的本征态以及占据概率

的影响 [27], 在一维的谐振子势阱中准确制备由自

旋 1/2 费米子构成的反铁磁海森堡自旋链 [28].

Kaufman等 [29] 用光镊子将单个原子冷却到它的振动

基态, 随后扩展实验技术将两个原子冷却到双阱的

基态, 通过两个粒子的干涉观察粒子的统计效应 [30].

2   一维冷原子少体实验

a3D

a⊥ =
√

ℏ/µω⊥

ℏ µ = m/2

目前超冷气体的研究大部分关注的是多体系

统的性质, 在热力学极限下粒子数的涨落和散粒噪

声一样, 不会明显改变热力学量, 例如温度、压强

等. 与此相反, 少体系统非常依赖于粒子的数目.

目前的实验技术已经可以很精确地控制少体系统

中粒子的个数. 海德堡 Jochim实验小组从 2011

年开始对一维冷原子物理中的少体问题做了一系

列关键实验, 包括相互作用原子在亚稳态和双阱模

型中的隧穿 [24−28], 从少体到多体的转变, 以及一维

自旋链的量子磁学. 他们用光偶极阱和磁场梯度将

少数 6Li费米原子制备到基态, 精确度可以达到 93

± 2%. 粒子囚禁在纵横比为 1:10的三维雪茄状的

势阱中, 各方向可近似认为是谐振子势阱, 此系统

可以作为一维系统来处理. 文献 [31]中给出的解析

解可以很好地描述这种势阱中两个相互作用原子

的基态. 一维光势阱加上梯度磁场可以将势阱的一

边打开而形成一个亚稳态势阱, 是研究隧穿动力学

的重要模型之一 . 原子间的相互作用可以通过

Feshbach共振 [12] 和束缚诱导共振 [32] 来调节. 一

维的耦合常数 g 可以通过三维散射长度  和横向

谐振子势的特征长度   来确定, 这里

 是普朗克常数,   是两个质量为 m 的原子

的约化质量. 耦合常数为 

g =
2ℏ2a3D
µa2⊥

1

1− Ca3D/a⊥
, (1)

C = ζ(1/2) ≃ 1.46 ζ

a3D = a⊥/C

这里常数  ,   是 Riemann zeta函

数. 当  时发生所谓的束缚诱导共振, 一

维耦合常数发散, 这样三维散射长度为有限值时就

可以表现出共振散射的特点.

2.1    原子的费米化及单粒子隧穿

当相互作用强度趋于无穷时, 两个可区分的

粒子的能量和波函数的模平方与两个无相互作
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|F = 1/2,

mF = ±1/2⟩ |↑⟩ |↓⟩
|↑↑⟩ |↑↓⟩

τ

τ

τ

1G = 10−4T
g → ∞ |↑↑⟩ |↓↓⟩

τ

用的全同费米子相同 , 这被称为原子的费米化 .

实验上通过直接比较强相互作用极限的两种可

区分费米子和相同势阱中的两个全同费米子来观

察这种现象. 文献 [24]将两个 6Li费米原子制备到

最低的两个 Zeeman子能级的超精细态  

 , 分别标记为   和   . 对于可区分粒

子系统和全同系统分别用和   和   表示. 由于

费米子的反对称性, 全同系统感受不到 s波相互作

用, 对于可区分粒子系统的相互作用则可以通过

磁 Feshbach共振来调节. 实验上可以测量其中一

个原子隧穿出势阱的时间随相互作用强度 g 的变

化规律, 通过拟合留在阱中的平均粒子数可定义一

个隧穿时间常数   . 实验发现随着磁场的增加，两

个可区分原子的  减少了两个数量级, 而全同费米

子的   保持为常数 , 二者在 CIR处相交 . 对 6Li

原子 , 该 CIR共振发生在磁场为 (783.4  ± 0.4)

G(    )处 . 也就是说在相互作用强度

 时,   态和  态的能量, 波函数密度分布

及隧穿时间常数   都是相同的 . 文献 [33]通过

WKB(Wenzel-Kramers-Brillouin)近似给出了隧

穿的准粒子理论, 很好地解释了实验的数据点, 揭

示了波函数在束缚诱导共振点处的费米化特点.

2.2    原子的配对隧穿

|↑⟩ |↓⟩

P2(t), P1(t), P0(t)

N̄(t) = 2P2(t) + P1(t)

原子费米化的研究是将两个可区分的原子制

备到排斥相互作用区域, 该区域系统中的粒子只会

出现单粒子隧穿. 当原子处在吸引相互作用区域

时, 会发生两个原子同时隧穿的现象 [25]. 测量过程

如下: 首先将两个原子制备到基态, 一个原子处在

 态, 另一个处在   态, 然后突然加上磁场梯度,

使势阱的一边倾斜形成势垒, 这时粒子会跑出去,

在某个固定的时间迅速去掉磁场梯度, 将势阱恢

复, 然后测量势阱里面的原子个数, 重复多次, 计

算某一时刻的势阱出现两个原子、单个原子、以及

零个原子的概率   . 通过这些概率

可以得到平均粒子数   随时间

的演化.

γp

为了描述两个粒子的配对隧穿, 实验中用一个

简单的模型来描述, 如图 1所示. 对于两个原子的

隧穿有两个过程: 一个过程是配对隧穿, 即两个原

子同时离开势阱, 发生这个过程的速率记为  . 另

一个过程是原子按次序离开势阱, 第一个粒子先离

开势阱, 第二个粒子处在势阱的非微扰基态, 这个

γs

γs0

过程第一个粒子隧穿的速率记成  . 这个速率主要

由隧穿势垒的高度决定, 同时依赖于两个原子的相

互作用能. 对于第二个原子, 没有相互作用的影响,

因此离开势阱的速率是无相互作用系统的   . 考

虑实验上有限的准备精确度以及通过改变磁场调

节相互作用强度会影响原子自旋的取向, 隧穿速率

可以修正成为一个依赖于自旋的结果. 实验结果表

明在相互作用强度 g > –0.59时是没有配对隧穿

的. 在强吸引相互作用区域 g < –0.64, 粒子配对隧

穿占主导地位, 单粒子的隧穿速率很小, 可以认为

两个粒子绑在一起形成了束缚态, 相互作用可看做

是其内部的自由度. 文献 [33,34]通过WKB近似

理论计算给出了隧穿率和其随相互作用强度的

变化.

  
Subsequent single particle tunneling

Pair tunneling

s
s0

p

图 1    双原子的两种隧穿过程: 单原子次序隧穿及两原子

配对隧穿. 本图摘自参考文献 [25]

Fig. 1. The loss processes include two tunneling processes of

two atoms out of a metastable potential: subsequent single-

particle  tunneling  and  direct  pair  tunneling  (Reproduced

with permission from Ref. [25]).
 

2.3    双阱中的两个费米子

∆

|↑⟩ |↓⟩

|LL⟩ , |LR⟩ ,
|RL⟩ , |RR⟩ |L⟩ |R⟩

a, b, c, d

2A−J, U, 2A+J, 0 A± =
1

4

(
U/J ±

√
16 + (U/J)2

)

实验上双阱可以由两束激光通过高分辨率的

物镜聚焦产生, 通过声光偏转器独立地控制两束激

光的强度和位置, 可以调节双阱的隧穿耦合系数

J 和两阱之间的偏差  . 双阱是构成光晶格的基本

单元, 文献 [27]介绍了半满填充时 Fermi-Hubbard

模型的基本构建块的实现, 即在双阱中   态和  

态原子形成的自旋单态. 在 Hubbard模型体系, 两

个粒子的空间波函数可以由基矢  

 展开, 其中   和   分别表示单粒子在

左阱和右阱的基态. 通过对角化对称双阱在双模近

似下的哈密顿量, 可以得到四个本征态  , 其

本 征 能 量 分 别 是   , 这 里  

 . 基态 a 和第二激发态

c 是依赖隧穿能 J 和相互作用强度 U 的, 并且这两

个态都是满足交换对称的. 文献 [27]给出了实验结
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果: 基态 a 的双占据概率随着排斥相互作用的增加

而增加, 第二激发态 c 则相反, 双占据几率随着相

互作用的增加而减小. b 和 d 这两个态的占据概率

则不依赖于相互作用强度. d 是交换反对称的态,

其占据概率不随相互作用强度改变. 但是 b 是交换

对称的态, 实验中并没有给出这个态的占据概率随

相互作用强度的改变. 另一方面, 从这几个态的宇

称对称性来看, a 和 c 是偶宇称态, b 和 d 是奇宇称

态. 双模近似下 b 是一个两粒子的 NOON态, 是

量子力学两体的最大纠缠态.

|LL⟩
为了研究两个粒子在双阱中的隧穿动力学. 实

验上首先将两个原子制备到  态, 然后迅速将势

垒降低到可以使原子在双阱中来回隧穿. 为了观察

动力学的结果, 在演化的不同时刻, 迅速增加势垒

的高度使原子在双阱中的空间分布锁定, 然后通过

荧光谱测量每个阱中原子的个数, 重复测量多次得

到每一时刻的占据概率. 实验可以给出不同参数下

占据概率随时间的振荡图像, 也可以将原子制备到

系统的本征态, 如基态、激发态, 探测两个粒子在

不同阱的概率和两个粒子在同一个阱的概率, 得到

相互作用强度对双势阱的本征态以及占据概率的

影响.

2.4    少体到多体: 观察费米海的形成

|↓⟩ |↑⟩

∆E = E(N,N↓ = 1)− E(N,N↓ = 0)

ν0

∆ν(N)

E = ℏ∆ν(N)

知道一个物理体系什么时候可以具有宏观特

性并且可以用多体理论很好地描述是非常困难的.

一维冷原子的少体实验 [26] 通过精确控制单杂质系

统中全同费米子的数目来研究从少体到多体的跨

越. 首先制备一个 N + 1个粒子的系统, 其中 1个

杂质粒子和 N 个囚禁在细长光偶极阱基态的全同

粒子之间存在排斥相互作用. 实验上将超冷费米子

原子制备到两个精细态来实现这样的系统, 这里杂

质粒子处在  态, 全同粒子都处在  态. 为了探测

这个系统, 实验上主要测量杂质和全同粒子间的相

互作用能   随多

数粒子数的变化 . 相互作用能的测量可以通过

RF(radio frequency)脉冲改变杂质粒子的内态来

实现. 如果没有全同粒子的存在, 转变发生在频率

 , 对应杂质粒子初末态超精细能级差. 对于有

N 个全同粒子存在的情况, 杂质粒子和全同粒子之

间的相互作用引起一个  的频率移动. 对于给

定的相互作用强度, 相互作用能为  .

每个全同粒子的添加都会增加与杂质粒子相

∆E ∝
√
N

N → ∞ ∆E

E = ∆E/EF EF

EF = Nℏω

γ

N → ∞

γ

γ → ∞

EF

N → ∞ γ → ∞

N ⩾ 4

N ⩾ 4

互作用的原子数目, 因此随着粒子数的增加, 相互

作用能是增加的. 对于弱相互作用, 满足  .

当   时,    是发散的. 因此, 通过自然能量

标度重新定义相互作用能, 无量纲的相互作用能为

 , 这里   是全同原子的费米能. 由于

只考虑相互作用能, 因此忽略零点动能, 这意味着

对于谐振子的情况  . 为了补偿由于增加

粒子引起的密度改变, 引入无量纲的排斥相互作用

参数    > 0. 为了判断系统是否达到多体极限, 实

验的数据要和两种极限情况比较 , 一种是 N =

1的情况, 另一种是  的情况. 前一种情况的

相互作用能可以通过两相互作用原子的精确解得

到, 后一种情况是多粒子极限, 即单个杂质粒子浸

入到无穷多个粒子形成的费米海中. 对于    = 0,

相互作用能为 0. 对于  , 系统达到费米化极

限, 杂质粒子和 N 个全同费米子相互作用的能量

与 N + 1个没有相互作用的全同粒子的能量相同,

因此这种情况的相互作用能与费米能量  是相同

的. N = 1和   两种极限情况在   时结

果是一致的. 比较理论和实验的结果, 可以发现

 时的相互作用能和无穷多个粒子情况符合

很好, 也就是说,   就已经体现了多体的特性.

2.5    一维势阱中的反铁磁 Heisenberg 自
旋链

N↑ N↓

(N↑, N↓) =

(2, 1), (3, 1), (2, 2)

实验 [28] 报导了   个自旋向上的粒子和   个

自旋向下的粒子在一维势阱中如何实现 Heisen-

berg自旋链 . 实验中研究的系统有  

 . 这些体系的基态在强相互作用

区域都表现出反铁磁态的特征. 实验上通过两个独

立的测量来判断系统是否处于反铁磁态: 利用隧穿

技术探测自旋链最外边粒子自旋的方向, 以及利用

波函数在单粒子能级的投影探测自旋向下粒子在

体系中的空间波函数.

在准一维的系统中可以通过磁 Feshbach共振

和束缚诱导共振, 将不同组分间的一维相互作用强

度调到共振区域, 即费米化区域, 此时相同自旋组

分的散射是被禁止的. 在费米化区域, 原子之间是

不可穿透的, 因此原子在势纵轴方向的排序是固

定, 这样就可以通过隧穿确定最外边原子的自旋方

向. 倾斜势阱, 最外边的原子会隧穿出去. 通过探

测势阱中剩余自旋向上原子的个数, 来判断隧穿出

去的原子的自旋, 重复多次测量, 计算概率, 与理
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|AFM3⟩ ∝ (|↑↑↓⟩ − 2 |↑↓↑⟩+ |↓↑↑⟩)
P↓ = |⟨↑↑↓|AFM3⟩|2

论结果比较 . 例如 , 对于系统 (2, 1),  其基态为

 , 自旋向下粒子

隧穿出去的概率为   . 在实验中

由于要加磁场梯度, 因此实验结果要考虑外加磁场

梯度使外势不对称引起的变化. 通过以上的测量计

算就可以判断是否处在反铁磁态. 对于强相互作用

系统, 相对坐标在杂质处会产生一个尖峰, 这个尖

峰会导致更高能量的能级占据. 一个态空间波函数

越对称, 尖峰就会越多. 因此单粒子能级占据数的

分布直接反应了系统自旋的结构. 不引入外势的情

况下, 两分量间的强相互作用就可以使自旋链达到

稳定, 这使得在非格点模型中制备自旋链成为可

能, 也为磁学性质的研究提供了一个新的平台.

3   一维冷原子少体可解模型

量子力学中只有屈指可数的几个问题是可以

严格求解的, 其中应用最广的例子之一是谐振子势

阱中的单个粒子. 考虑相互作用的两体问题可精确

求解的则更少, 特别地, 氢原子中由于库仑相互作

用只和相对坐标有关, 引入相对坐标和质心坐标可

将动能部分分离变量, 描述质心运动的方程是一个

自由粒子的能量本征方程, 而描述相对运动部分的

方程形式上与单体波动方程完全一样, 两体问题于

是简化为单体问题. 实验上使用激光冷却和蒸发冷

却技术实现的简并原子气体需要将原子囚禁于外

势场中, 这些囚禁系统中的相互作用所起的作用与

自由空间中的超冷碰撞不同. 在自由空间中, 通过

微分散射截面和碰撞相移因子来探测两原子间的

相互作用, 而在存在囚禁势的情况下这些物理量都

没有了意义, 因为囚禁系统中无法构造入射态和出

射态的渐进行为. 相反, 在囚禁势中相互有作用的

多原子系统的特征在于其离散能谱以及能级间的

跃迁矩阵元. 下面简单介绍几种一维囚禁势阱中严

格可解的相互作用少原子体系的离散能谱及相关

的动力学结果, 该体系的哈密顿量为 

Ĥ =

N∑
i=1

[
− ℏ2

2mi

d2

dx2i
+ V (xi)

]
+g

N∑
i<j

δ(xi−xj), (2)

xi mi

V (xi)

其中  为原子的坐标,   为原子的质量, N 为粒子

数,   为囚禁势阱, 原子间为接触相互作用, 相

互作用强度 g 可以通过 Feshbach共振从弱相互作

用到强相互作用很大范围内进行调节.

3.1    Bethe Ansatz 方法简介

V (xi) = 0

对于相互作用的多体均匀系统 , 哈密顿量

(2)式中   ,  Bethe ansatz (BA)[35] 提供了

一种行之有效的方法, 在特定的边界条件下可以

给出某些一维系统的精确结果 . 该方法最早由

Bethe[35] 在 1931年提出并成功求解了一维各向同

性的铁磁 Heisenberg自旋链 .  1963年 ,  Lieb和

Liniger[36] 将这个方法应用到一维排斥性相互作用

无自旋的均匀玻色子系统中 . 随后 , McGuire[37],

Gaudin[38], Yang等 [39] 和 Baxter[40] 将该方法推广

到了多分量费米子、玻色子以及玻色费米混合系统

中. Lieb和Wu[41] 将该方法应用到 Hubbard模型,

得到了基态能量、波函数以及化学势. BA方法在

凝聚态物理、强关联体系、以及数学领域中都有

很广泛的应用 [42−46]. 近年来, 冷原子实验技术的

精确可控性促进了理论上进一步更细致准确地

研究基础模型的原理和性质, 其中一个方面就是

可积模型的研究, 包括各种可积模型 BA方程的

数值求解其基态 [47−53], 一维可积模型的热力学

及临界现象 [54−63] 等. 例如, 在 2004年和 2009年

实验上分别实现了 Tonk-Girardeau(TG)气体 [64,65]

和超 TG(sTG)气体 [66,67], 很快就有理论小组通过

BA严格解给出了关于 TG气体和超 TG(sTG)气

体的联系, 同时也解释了 sTG气体实现的物理机

理 [68−71]. 近期有实验利用光晶格实现 Lieb-Liniger

模型, 并通过测量得到的高精度密度分布来提取热

力学量, 验证了量子临界现象和Tomonaga-Lutinger

Liquid理论等 [72,73]. 下面主要介绍 BA方法的基本

思路.

ψ(· · · , xj =
0, · · · ) = ψ(· · · , xj = L, · · · )

周期性边界条件下波函数满足  

 , 系统的波函数可以假

设成平面波叠加的形式 

ψ(x1, · · · , xN ) =
∑
Q,P

θ (xQ1
< · · · < xQN

)

×A(Q,P )ei
∑N

l=1 kPl
xQl , (3)

Q = (Q1, Q2, · · · , QN ) P = (P1, P2, · · · , PN )

(1, 2, · · · , N) ki θ

xQ1 < · · · < xQN

xi − xj = 0

eikjL =

其中   和  

是  的两个排序,   是准动量,   是阶梯

函数, 当  时等于 1, 否则为 0, A 是

系数. 根据波函数在  的连续性和其一阶

导数的不连续性可以得到散射矩阵 S. 对于无自

旋的系统, 所有的 S矩阵都是 c 数, 再结合周期

性边界条件就可以得到 BA方程 , 形如  
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∏N
l ̸=j Slj(kj − kl)

Slj(kj − kl) = (kj − kl + ic)/(kj−
kl − ic)

 . 在描述单分量玻色子的 Lieb-

Liniger模 型 中  

 , c 为粒子间的相互作用强度.

对于多组分系统, 粒子具有内部自旋自由度,

S矩阵通常是算符, 满足 Yang-Baxter方程 

SabSacSbc = SbcSacSab. (4)

δ

(a, b, c)

(c, b, a)

t(u) = trL1(u)L2(u)

· · ·LN (u)

该方程是 Yang[39] 和 Baxter[40] 在研究一维   势相

互作用费米气体模型和二维格子统计模型时分

别提出的 . 其含义是系统从初态   到末态

 有两种途径 , 这两种散射过程是等价的 .

(4)式是周期性边界条件系统可积的条件. 根据

Yang-Baxter方程, 得到转移矩阵 

 , 这里 Lax算符形式与散射矩阵相同: 

Lj(u) = b(u− uj) + c(u− uj)Pσjτ , (5)

uj=kj/c b(x)=−x/(−x+i) c(x)= i/(−x+i)

Pσjτ τ

t(u)

t(uj) |ψ⟩ =
eikjL |ψ⟩ ψ

其中  ,   ,   ,

 是自旋交换算符,    代表辅助空间的自旋. 系

统的哈密顿量与转移矩阵   是对易的, 通过转

移矩阵的本征值和本征态, 就可以得到相应的哈

密顿量的本征值和本征态. 将转移矩阵作用到本征

态上结合周期性边界条件就可以得到  

 , 其中  是转移矩阵的本征态. 这个方程可

通过代数 BA方法计算, 从而得到 BA方程. 对于

两分量费米子的 Gaudin-Yang模型, BA方程为 

eikjL =

M∏
α=1

i (kj − Λα)− c/2

i (kj − Λα) + c/2
, (6)

 

−
N∏
j=1

i (kj − Λα)− c/2

i (kj − Λα) + c/2
=

M∏
β=1

i (Λα − Λβ) + c

i (Λα − Λβ)− c
, (7)

j = 1, · · · , N, α = 1, · · · ,M Λ其中   ,    是自旋快度 ,

M 是数量较少分量的粒子数目. 这就是 BA方法的

基本思路.

3.2    谐振子势阱中的两粒子问题

δ(x)

ω

1998年 Busch等 [31] 给出了两个冷原子在谐

振子势中的精确波函数和解析解. 为了避免处理真

实原子间相互作用的困难, 在稀薄原子气体中通常

采用零程的点状势将原子间相互作用近似为接触

相互作用, 一维系统中只含有简单的  项. 质量

为 m 的两个原子在频率为  的一维谐振子势中的

运动由 (2)式中描述的哈密顿量 , 其中 

m1 = m2, N = 2, V (xi) =
1

2
mω2x2i . (8)

Ĥψ(x1, x2) = Eψ(x1, x2)

ψ(x1, x2)

X = (x1 + x2)/2 x = x1 − x2

ψ(x1, x2) = ΨCM(X)φ(x)

Ĥ = ĤCM + Ĥrel

M = 2m ΨCM,n(X) ∝
e−a

2X2

Hn

(√
2aX

)
a =

√
mω/ℏ Hn(x) n

En = (n+ 1/2)ℏω
n = 0, 1, 2, · · ·

µ = m/2

δ

求 解 本 征 方 程   , 这 里

 为两粒子波函数, E 为本征能量. 由于动

能项和势能项都是二次函数的形式, 引入质心坐标

 和相对坐标   , 可将本

征函数分离变量   , 哈密顿

量 (8)式可以分解为质心部分和相对运动部分 ,

 , 可以看出质心运动的本征函数就

是质量为   的单粒子谐振子态  

 , 其中   ,    为  

阶厄米多项式 , 其本征能量为   ,

这里  . 而相对运动部分的薛定谔方程

可以看作质量为   的粒子在谐振子势阱加

一个  势阱中的运动.

φj(x) ∝
e−a

2x2/4Hj

(√
2ax/2

)
εj = (j + 1/2)ℏω j = 1, 3, 5, · · ·

φj(x) ∝ e−a
2x2/4Γ (−vj)U(

−vj ,
1

2
,
1

2
a2x2

)
εj = (2vj+

1/2)ℏω Γ U

vj

φj(x) ϕn(x)

An =

C
ϕ∗n(0)

n− 2vj
C = −gφj(0)/ℏω

φj(x)

φj(0)

vj

文献 [31]给出了该哈密顿量的精确解, 其波

函数分为奇宇称和偶宇称两部分 :  1)奇宇称的

波函数 (即满足粒子交换反对称 )为  

 , 本征能量不依赖于相互作用

强 度   , 这 里   ;  2)偶

宇称波函数满足粒子交换对称 , 依赖相互作

用强度 , 其形式为 [31,74]
 

 , 相应的本征能量为   .

 , 其中  为伽马函数,   是合流超几何函数,

 是主量子数的非整数类似量. 具体来说, 将相对

运动部分的波函数   按照谐振子波函数  

展开 , 根据正交归一性可得到展开系数  

 , 这里  . 通过波函数的积

分表示可以确认   具有合流超几何函数的形

式, 而其在零点的取值  则是贝特函数, 后者可

以用伽马函数表示. 由此可以得到  满足下面的关

系式: 

Γ
(
−vj + 1

2

)
Γ (−vj)

+
g

2
= 0, (9)√

ℏ3ω/µ

j = 0, 2, 4, · · ·
vj

En,j = En + εj

ψn,j(x1, x2) ∝ ΨCM,n(X)φj(x)

其中 g 是以   为单位的重新标度过的相互

作用强度,    . 给定一个相互作用强度

g 的值,    有无数多个解. 以上可以看出相互作用

只对交换对称的偶宇称波函数有影响, 而奇宇称的

波函数因其在 x = 0处取值为零是感受不到相互

作用势的. 系统的总能量为  , 总的波

函数为   , 图 2(a)展示

了 n = 0情况下总能量 E 随相互作用变化的趋势.

Rubeni等 [75] 用变分法对一维谐振子势阱中
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两相互作用费米子的基态波函数进行了研究, 但其

试探波函数存在缺陷, 即在边界处一阶导数不连

续, Liu等 [76] 改进了该变分法方案得到了关于动量

的一个限制条件 , 该条件类似于 Bethe  ansatz

方程, 但是与边界条件无关, 结合变分法和波函数

及其一阶导数的连续性条件得到的基态能量和精

确结果符合, 给出了更为合理的基态波函数, 可以

作为两原子亚稳态隧穿的初始波函数.

3.3    周期边界条件下两异核原子的解析解

冷原子混合物体系是不同质量原子的混合, 实

验 上 已 经 成 功 制 备 了 40K-6Li,  40K-87Rb,  6Li-
23Na等异核系统 [77–79]. 异核费米子的超流性质、配对

机制以及异核分子的形成等新现象得到广泛研

究 [80–82]. 在异核系统中, 一个新的自由度——质量

比表征了原子混合物体系的特性, 诱导了异核模型

中新的物理效应. 这里介绍一种精确求解周期边界

条件下两体相互作用异核系统的精确求解方法 [83],

其关键在于较为普适的波函数假设.

具有接触相互作用的两个异核原子在周期边

界条件下可以看作原子囚禁在一维环状的势阱中,

在哈密顿量 (2)式中取 

m1 ̸= m2, N = 2, V (xi) = 0. (10)

ψ(x1 + L, x2) =周期边界条件要求波函数满足  

ψ(x1, x2 + L) = ψ(x1, x2)

X = (m1x1 +m2x2) / (m1 +m2)

µ = m1m2/(m1 +m2)

ψ(x1, x2) =

eiKXφ(x) eiKX

K = k1 + k2

 , 其中 L 是一维系统的长

度或环状势的周长 . 异核系统质心坐标应当定

义为  , 约化质量则

为   . 形式上质心和相对部分

的运动仍然可以分离变量, 波函数可写为 

 , 这里   是质心运动为自由粒子情况

下的平面波解,   为总动量, 而相对运动

部分的波函数有如下形式 

φ(x) =
(
A+eikx +B+e−ikx) θ(x)
+
(
A−eikx +B−e−ikx) θ(−x), (11)

A± B± θ(x)

k = (m2k1 −m1k2)/(m1 +m2)

K

x1 x2

eiKL = 1 KL = 2πn

其中  和  为待定系数,   为阶跃函数. 然而

相对部分的动量   并

不是独立的, 事实上由于周期边界条件的影响它总

是与质心部分的总动量   耦合在一起. 将波函数

(11)式写回到   和   坐标空间, 利用周期边界条

件可以得到  , 这意味着  , n 为整

数. 相对动量满足  (
1 +

1

α

)
k

c
=

sin(kL)

cos
(
KL
1+α

)
− cos(kL)

, (12)

c = gm1/ℏ2, α = m2/m1

ℏ2/2m1 = 1

E =
1

1 + α
K2 +

(
1 +

1

α

)
k2

其中   为质量比 , 显然 k 与

K 是耦合在一起的. 令  , 异核系统的能

量表示为   . 由于系统

总动量守恒, 可以用 K 来标记能谱. K = 0对应系
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图 2    三种相互作用的两原子系统的能量 E 与相互作用强度 g 的关系: (a)谐振子势阱中的两原子, 黑实线和红虚线分别表示相

对运动奇宇称和偶宇称波函数所对应的能量; (b)周期边界条件下两异核原子, 黑实线和红虚线分别表示质量相等两原子和质量

比为 2.175情况下对应的能量; (c)双势阱中相互作用两原子的奇宇称态, 一维无限深方势阱中心为一个强度为 d = 0.5的   势垒

劈开 , 黑实线和红虚线分别表示准动量为实数的原子本征态和准动量为复数的分子态对应的能量 . 这里能量的单位分别是

 , 相互作用强度 g 的单位分别是  

α δ

Fig. 2. Energy spectrum of three types of interacting two-atom system: (a)Two atoms in a harmonic oscillator potential. Black solid

lines and red dashed lines are odd parity and even parity energy level respectively; (b)two heteronuclear atoms in a ring trap. Black

solid lines and red dashed lines are energy levels for equal mass and mass ratio    = 2.175 respectively; (c) two atoms in a   -split

hard-wall double well. Five lowest odd parity levels for barrier height d = 0.5. Black solid lines and red dashed lines are the bound

states for atoms with real-valued quasimomentum and the molecule states with complex-valued quasimomentum respectively. 
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K = ±2π/L

α =

ct

c = ct ct = (1 + α)×
[cos (KL/(1 + α)− 1] /αL K = 0

ct = 0

K ̸= 0 ct

|c| > |ct|

统的基态,    则对应两个简并的激发态.

数值求解上述方程得到异核系统的本征能谱和本

征波函数, 可以研究系统的密度分布和动量分布

等. 在实际的异核系统40K-87Rb中质量比为  2.175,

图 2(b)对比了异核两原子和两玻色原子的无量纲

能谱. 结果表明不等质量情况下的能谱总是低于

等质量情况. 在吸引相互作用 c < 0时, 发现仅

当吸引相互作用足够强, 超过一定阈值   时才能

够形成束缚态 , 阈值   表示为  

 . 对于总动量   的情

况, 阈值  , 束缚态可以在任意小的相互作用下

形成. 当总动量  , 则有   < 0, 仅当吸引作用

足够大   时, 两体异核系统才能形成束缚态.

α = 2.175

±2π/L

±2π/L

异核系统的动量分布与全同粒子系统区别很

大 , 因为系统不再有交换对称性 . 质量比为

 时的动量分布表明 [83], 对于全同粒子系

统, 每个粒子的动量分布相同, 动量位于  或

者 0的概率相同; 对于异核系统, 质量大的粒子以

 为中心, 质量小的粒子则集中在 0处, 从而

保证总体能量更低.

3.4    双原子在亚稳态势阱的隧穿

冷原子少体实验的准确制备使得在少体系统

中研究隧穿问题成为可能. 隧穿理论的两个主要模

型包括亚稳态势阱和双势阱. 在这两种势阱中研究

隧穿已有很长的历史, 最新进展包括隧穿的干涉效

应以及共振隧穿等 [24,25,84]. 亚稳态势阱的量子隧穿

衰变是早已熟知的量子现象, 如核衰变、量子成核

等, 这些模型都是在单粒子图像上建立的. 这里主

要介绍相互作用的双原子体系在亚稳态势阱的隧

穿问题, 哈密顿量中的外势场如下 

V (x) = pV0

(
1− 1

1 + (x/xr)2

)
− µmB

′x, (13)

V0 p

xr

µm B′

其中  是光势阱的初始深度,   是以初始光阱深度

为单位的光阱深度,    是光势阱光波的 Rayleigh

长度,   是原子磁矩,   是磁场梯度的强度. 不考

虑两个原子在势阱外的相互作用, 文献 [33]建立了

一个原子从含有两个相互作用的冷原子的阱中隧

穿的理论, 通过与势阱中的伴随原子相互作用而缀

饰的准粒子波函数取代了隧穿矩阵元中的无相互

作用的轨道. 计算出的两个 6Li原子的衰减时间与

最近的实验结果一致. 双原子在这样一个外势中的

运动可分为三个区域: 势阱 I, 势垒 II和真空 III.

xa xb

xa < x < xb

ε χε(x)

ϕn(x)

边界是依赖于能量的经典折返点   和   , 因此区

域 II的范围是  . 这里有两种单粒子态:

(i)真空区域的波函数可以看作在势垒的地方反射,

能量为   的平面波   在势垒区域以指数衰减;

(ii)势阱区域在低能时可以看作是谐振子波函数

 , 并且在势垒有一个尾巴, 在真空区域光滑地

消失. 这两种态都不能很好地描述整个区域, 但是

这两个态可以近似认为是正交的.

Ψ0(x1, x2) W0

Ψm,ε(x1, x2) ϕm(x)

χε(x)

Wm,ε

Ψ0(x1, x2)

Ψm,ε(x1, x2) Mm,ε

W0 ≃Wm,ε Mm,ε =

−ℏ2Jm,ε/2m Jm,ε

1/τ =
2π
ℏ
∑
m,ε

|Mm,ε|2 δ(W0 −Wm,ε)

类似地, 对整个两费米子系统来说也存在两种

双粒子态:    是 2.1节介绍过的能量为  

的两个相互作用原子在谐振子势阱中的波函数,

 是一个原子留在势阱的轨道  , 另

一个原子隧穿出去处在真空态  , 且与原子无

相互作用, 能量为   的波函数. 根据隧穿理论,

量子隧穿过程可以看做是从   到末态

 的跃迁过程 , 其跃迁矩阵元为   ,

当能量守恒时  , Bardeen[85] 证明 

 , 这里   正比于几率流密度算符的

矩阵元. 衰变率可以通过量子跃迁的费米黄金规则

估算,   .

|↑↑⟩

ε = 3ℏω/2
|↑↓⟩

ΨCM(X) φ(x)

ψ↑↓

χε ε

对于两个无相互作用的粒子  的情况是很容

易计算的. 势阱的初态就是 n = 0和 n = 1的史莱

特行列式, 所有可能的末态中, 概率最大的一种是

n = 0,   的组合. 对于两个可区分费米子

的情况,    不再平庸. 初态不能写成简单的史莱

特行列式的形式, 事实上在 3.1节, 已经给出了质

心坐标波函数  和相对运动波函数  的具

体形式, 这里可以简单记为   . 末态仍然是一个

自旋单态, 一个原子在势阱最低的能态, 另一个在

真空态   , 这里的共振能量   由能量守恒来确定,

与相互作用强度 g 有关. 经过计算得到以下关于跃

迁矩阵元的重要结果 

J0,ε =

[
φ∗
QP

dχε
dx

− χε
dφ∗

QP

dx

]
x=xbar

, (14)

xbar φ∗
QP其中  是势垒区域 II的任意一点,   是准粒子

的波函数, 其定义为 

φ∗
QP (x) =

√
2

∫ ∞

−∞
dx′ϕ0(x′)ΨCM([x′+x]/2)φ∗(x′−x).

(15)

1/τ ≃ AQP /τ0

AQP =
∫
dx |φQP (x)|2

τ

衰减率因此增加了一个修正   , 其中

 . 图 3给出了单粒子的衰减

时间  随磁场的变化. 如黑色实线所示, 加上修正
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AQP

以后明显与实验结果符合得更好. 由于势阱部分并

不是一个好的谐振子势阱, 在求解势阱部分的波函

数时可以把非谐部分看作微扰, 来计算其波函数和

能量, 得到一个更准确的准粒子波函数, 进而给

 一个修正, 使隧穿率的计算结果更准确, 隧穿

的时间依赖于相互作用强度, 如图 3中绿线所示.

隧穿的准粒子理论为少体冷原子的亚稳态隧穿实

验给出一个很好的解释.

3.5    双阱中少体玻色系统的基态性质及隧
穿动力学

δ

双阱是研究超导比特 Josephson振荡 [86] 和玻

色爱因斯坦凝聚中自囚禁现象 [87–89] 的典型模型.

受实验启发, 对于双阱的研究, 目前大部分的工作

都是基于双模近似 [90,91], 或者是数值求解 [92,93,94],

没有严格解的结果. Murphy等 [95] 研究中间带有 

势垒的一维简谐势阱中一对超冷玻色原子的基态

和低能激发态性质. 通过计算约化单粒子密度矩

阵、动量分布和双粒子纠缠来完整表征基态性质,

得到了无限排斥相互作用 Tonks-Girardeau极限

的几个解析表达式, 并通过数值解处理了有限粒子

间的相互作用, 这里空间坐标的离散化是通过分立

变量表象 (DVR)做到的. 双阱中的对相互作用形

成了周期势中多体系统的基本构件, 势垒的添加使

得系统变得不平庸, 由于中间势垒的存在, 势垒两

边的粒子可以发生隧穿, 人们在双阱中发现了约瑟

夫森振荡和自束缚现象等. 文献 [96]研究了束缚在

中间带有势垒的无限深方势阱中的少体玻色气体

的基态性质. 利用玻色子与费米子的对应关系构建

了 Tonks-Girardeau气体的基态波函数, 研究了势

垒两边的关联特性以及这种特性和粒子数目宇称

的关系, 并且运用精确对角化方法计算了在任意势

垒高度和原子间相互作用强度下系统基态的密度

分布、占据数分布、动量分布等. 计算表明动量次

峰峰值随着势垒的升高而增大, 随着原子间相互作

用强度的增大而减小. 该模型甚至可以被推广到玻

色费米混合物系统 [97], 在动量分布中次峰的出现

显示了势垒两边有着显著的关联.

δ

Liu和 Zhang[98] 给出了双阱中的 BA严格解,

在严格解的基础上研究了其隧穿动力学问题. 考

虑 N 个质量为 m 的玻色子在中间加  势垒的一维

无限深方势阱中运动, (2)式的系统哈密顿量中 

mi = m,V (xi) = dδ(xi) + VS(xi), (16)

VS

ψ(xi =

±L/2) = 0

Pψ(x1, x2, · · · ) = ψ(−x1,−x2, · · · )

其中 d > 0是势垒的强度,    为宽度为 L 的无限

深 方 势 阱 , 可 以 等 价 为 开 边 界 条 件  

 . 由于系统是反射对称的, 可以定义宇

称算符   , 将本征

态分成偶宇称和奇宇称两部分. 文献 [98]只得到了

奇宇称部分的严格解, 主要原因是不考虑两个粒子

同时与势垒的散射, 正如在 Lieb-Liniger模型中忽

略三体相互作用一样 . 波函数可以由如下的

Bethe假设给出: 

ψ(x1, · · · , xN ) =

N∑
n=0

∑
Q,P

∑
ϵP=±1

θ (xQ1
< · · · < xQN

)

×An(Q, ϵPP )ei
∑N

l=1 ϵPl
kPl

xQl , (17)

区别于 (3)式中的 BA波函数, 这里引入额外的求

和指标 n, 其物理意义为位于势垒左边的原子个数.

用下标 n 来标记这一块 (block)区域, (17)式中对
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图  3    (a)衰减时间随磁场的变化 . 黑色虚线和实线分别

是WKB和考虑准粒子波动方程的修正的结果 . 绿色线表

示通过微扰论考虑非谐项贡献的结果 ; (b)相互作用强度

和隧穿能量随磁场的变化.本图摘自参考文献 [33]

τ

(τ0)

ε

Fig. 3. (a)  Decay  time      vs  magnetic  field B.  The  points

with error bars are the experimental data[24], the dashed and

solid  lines  are,  respectively,  the  WKB      and  QPWF

predictions.  The  green  light  gray  lines  include  the

perturbation  theory  correction  to  the  tunneling  energy    ;

(b)  interaction  strength  (red  gray  curve)  and  tunneling

energy (black and green light gray curve) vs B (Reproduced

with permission from Ref. [33]). 
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ϵP = ±1

i = 1, 2, · · · , n
ψ(xQi =−L/2)=0 i=n+ 1, n+ 2,

· · ·, N ψ(xQi =L/2)=

R(P1) R(PN )

n 的求和包含所有可能的 N  +  1个块 . 另外

 表示粒子向右或向左运动, 在势垒处粒子

发生反射. 因此对于固定的块区域 n, 开边界条件

对于左边界和右边界是不同的 , 在左阱的粒子

(  )只 能 感 受 到 左 边 的 边 界 条 件

 , 在右阱的粒子 ( 

 )只能感受到右边的边界条件 

0. 于是存在两个反射矩阵   和   分别在

左右边界上反射.

SϵPi
Pi,ϵPj

Pj

n− 1

δ Sd,Pn(n)

至于两个粒子的散射, 注意到仅当相邻两个粒

子的坐标位于双阱的同一侧时才能发生散射. 由相

互作用条件导致波函数相对坐标的一阶导数不连

续, 可以得到散射矩阵  . 根据位于中心

处势垒的阶跃条件连接块区域   和 n, 可以得

到第 n 个粒子和  势垒的散射矩阵  . 存在

势垒时准动量满足的 BA类型的方程为 

ikPn

(
1−Rn−1(Pn)

1 +Rn−1(Pn)
− 1−Rn(Pn)

1 +Rn(Pn)

)
=

2m

ℏ2
d, (18)

Rn−1(Pn) n− 1 Pn ϵP

A

Pn

n− 1

N − n

其中   表示在块区域   改变   符号  

的两个系数   的比值. 一系列散射加反射会改变

第 n 个粒子的动量方向 , 即   反号 : 在块区域

 , 首先应该和右边最邻近的粒子依次散射

 次, 直到没有粒子可以散射到达最右端, 然

后和边界反射改变符号, 再向左边依次散射, 回到

原先位置. 两个粒子在散射过程中尽管会改变内部

状态, 但仍然满足动量守恒. 自封闭条件要求粒子

间的碰撞顺序不影响最后的结果, 这给出如下的

Yang-Baxter类型的方程 

Sd,Pn
(n+ 1)Sd,Pn+1

(n)SPn,Pn+1

= SPn,Pn+1
Sd,Pn+1

(n+ 1)Sd,Pn
(n),, (19)

(d, Pn, Pn+1) (Pn+1, Pn, d)

n− 1

该式描述了从   到   的两个

等价过程: 左边表示块区域  的两个粒子先碰

撞, 然后依次和势垒碰撞, 右边表示两个邻近的粒

子先后和势垒碰撞, 然后这两个粒子再碰撞. 作为

量子反散射方法中最基础的代数结构 ,  Yang-

Baxter方程是判断系统可积的重要依据. (19)式

不同于常规的 Yang-Baxter方程, 这里存在两种不

同形式的散射矩阵, 一种是描述两个粒子之间的散

射, 另一种描述粒子和势垒间的散射. 极限情况下,

当 d = 0时 (18)式将变成熟知的开边界条件下

Lieb-Liniger模型的 BA方程 [35], 在无相互作用 ,

即 g = 0时则简化为单粒子的结果.

准动量要同时满足 (18)式和 (19) 两式, 通过

数值求解得到 N = 2即两粒子在双阱中的能谱图.

图 2(c)展示了 d = 0和 2的能谱随着相互作用强

度 g 的变化. 在无势垒的情况下奇宇称和偶宇称的

解析解都存在, 除 g = 0外该方法只找到了奇宇称

的解. 对于 g > 0的情况, 准动量的解都是实数,

对于 g < 0的情况, 准动量有两种解, 实数解对应

亚稳态, 互为共轭的复数解对应分子态.

精确解模型得到的能谱可用来研究两个原子

在双阱中的布局数及隧穿动力学. 随着排斥相互作

用的增加, 双占据的概率减小, 单占据概率则增加,

强相互作用时双占据和单占据的概率都接近 50%.

将两个原子制备在一个无限高势垒的 NOON态

(数值上取 d = 300), 然后将势垒的强度突然降低

到 d = 0.5, 原子在两阱间隧穿. 图 4给出了两个原

子在同一个阱中的占据概率随时间的演化. 随着排

斥相互作用强度从弱到强, 双占据概率振荡过程的

振幅逐渐增强. 强排斥相互作用使得振荡不再完

整, 双占据概率不能再 100%回到初始 NOON态.

图 4(b)展示了相互作用强度分别为 g = 1.5和

20的两体密度分布在一个周期内的变化.

3.6    强相互作用系统的等效自旋链

强相互作用系统有很丰富的物理, 但通常情况

下求解是非常困难的. 然而有一种情况除外, 即相

互作用趋于无穷大时. 对于无穷大相互作用极限的

情况, 不论是玻色子还是费米子都表现出无自旋费

米子的行为, 每个粒子占据不同的位置, 不可穿透,

也就是说具有了费米化的特点, 因此相互作用趋于

无穷时的系统是容易处理的. 对于强相互作用区

域, 相互作用强度为有限值的连续系统可以等效成

自旋链模型, 在实验上通过自旋 1/2的费米子系统

已经实现了海森堡自旋链. 一个重要的区别在于外

势的不同会导致格点间的耦合强度的非均匀性. 比

如对强相互作用极限下的自旋 1/2系统, 无穷大相

互作用附近的微扰计算可以将连续模型的哈密顿

量等效为一个自旋链模型 

Heff = EF +
1

g

N−1∑
i=1

Ji
1± Pi,i+1

2
, (20)

EF Pi,i+1

Ji

其中   是系统的费米能 ,    是两个粒子自

旋的置换算符,    是格点间的耦合强度, 外势的

不均匀会导致不同格点间的耦合强度依赖格点位
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置, ±分别对应玻色子和费米子. 近年来, 很多理

论小组在不同的体系, 如仅考虑 s波的两分量系

统 [99,100−111]、同时考虑 s波和 p波的系统 [112−114]、

玻色费米混合系统 [115,116]、不等质量系统 [117] 和多

组分的系统 [118,119] 都给出了等效自旋链模型, 并且

研究了系统的能谱、磁学性质、密度分布、动量分

布以及相变. 对于接触相互作用且外势不依赖自旋

的连续模型, 系统有很多守恒量, 比如总自旋守

恒、总自旋的 z 分量守恒、宇称守恒等等. 通过这

些守恒量可以给出体系能级排布的规律, 例如对于

自旋 1/2的系统, 具有 SU(2)对称性, 在强相互作

用区域, 能量关于相互作用的倒数 1/g 成线性关

系, 在 g > 0时, 能量随总自旋的增加而增加. 多

组分系统, 如果具有 SU(N)对称性, 可以借助杨图

来排布能级 [118], 如果不具有 SU(N)对称性, 则情

况比较复杂, 但是也有规律可循, 文献 [119]列出

了自旋为 1的系统能级排布的规律.

4   结　论

量子少体问题是当前研究的一个热点问题. 少

体系统的研究对于理解微观现象有很大的帮助, 也

为研究多体系统奠定了基础. 随着冷原子实验迅速

发展, 实验上的精确操控, 少体系统的研究成为目

前关注的热点. 本文简单介绍了实验和理论两方面

的进展. 由于目前冷原子实验的精确操控, 少体实

验可以准确地观察到一些重要的物理现象, 比如强

相互作用时的费米化, 格点模型中的量子相变, 以

及少体到多体转变等等. 这些基本物理现象在少体

实验中的实现让我们看到了少体研究的重要性. 对

于少体的理论研究不同于多体物理, 基于精确可解

模型的一些重要结果, 包括亚稳态势阱中相互作用

原子的衰减率以及双势阱中的相互作用原子的隧

穿动力学研究, 使得该研究领域富有挑战性又对理

解单体到多体系统的物理性质提供了过渡.

感谢陈星博士在关于异核系统精确解方面的讨论, 以

及昌茂林同学在论文撰写方面提供的帮助.
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Abstract

δ

δ

We review some recent theoretical and experimental developments of one-dimensional few-body problems in

ultracold  atomic  system.  The  experiments  have  so  far  realized  the  deterministic  loading  of  few  atoms  in  the

ground state of a potential well, the observation of tunneling dynamics out of the metastable trap controlled by

a magnetic gradient for a repulsively or attractively interacting system, the preparation of two fermionic atoms

in an isolated double-well potential with a full control over the quantum state of the system, the formation of a

Fermi  sea  by  studying  quasi-one-dimensional  systems  of  ultracold  atoms  consisting  of  a  single  impurity

interacting  with  an  increasing  number  of  identical  fermions,  and  the  deterministic  preparation  of

antiferromagnetic  Heisenberg  spin  chains  consisting  of  up  to  four  fermionic  atoms  in  a  one-dimensional  trap.

These  achievements  make the ultracold atoms an ideal  platform to study many-body physics  in  a  bottom-up

approach,  i.e.,  one  starts  from  the  fundamental  building  block  of  the  system  and  observes  the  emergence  of

many-body effects  by adding atoms one by one into the  system.  Corresponding theoretical  models  have been

developed to explain the experimental data, to tackle the crossover boundary between few and many particles,

and even explore the solvability and integrability of the models, especially the energy spectrum of interacting

few atoms such as two atoms in a harmonic trap, two heteronuclear atoms of unequal mass in a ring trap, and

two atoms in a    -barrier split double well potential. After a brief review of Bethe-Ansatz method, a theory for

the  tunneling  of  one  atom  out  of  a  trap  containing  two  interacting  cold  atoms  is  developed  based  on  the

calculation  of  the  quasiparticle  wave  function,  and  the  tunneling  dynamics  of  two  atoms  starting  from  the

NOON state is explored from the exactly solved model of    -barrier split double well based on a Bethe ansatz

type  hypothesis  of  the  wave  functions.  It  was  shown  that  the  spectroscopy  and  spin  dynamics  for  strongly

interacting few atoms of spin-1/2 and spin-1 can be described by effective spin chain Hamiltonians, which serves

as a useful and efficient tool to study the quantum magnetism with clod atoms.

Keywords: ultracold atom physics, one dimensioanl system, few-body problem, exactly solvable model

PACS: 03.75.Lm, 67.85.–d, 03.75.Mn                          DOI: 10.7498/aps.68.20181993
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专题：冷原子-分子物理

轨道 Feshbach 共振附近类碱土金属原子的
杂质态问题*

石悦然 1)　卢倬成 1)　王璟琨 1)2)†　张威 1)2)‡

1) (中国人民大学物理学系, 北京　100872)

2) (中国人民大学, 光电功能材料与微纳器件北京市重点实验室, 北京　100872)

(2018 年 10 月 31日收到; 2018 年 12 月 29日收到修改稿)

3P0

近年来 , 碱土金属原子和类碱土金属原子体系的研究成为冷原子物理的研究热点之一 . 特别是最近在
173Yb原子中发现的轨道 Feshbach共振 , 使得研究有强相互作用的碱土金属和类碱土金属原子系统成为可

能, 极大扩展了此类原子体系的研究范围. 本文介绍了 173Yb费米气体在轨道 Feshbach共振附近的杂质态问

题. 在此问题中, 位于   态的杂质原子与处于基态的背景费米海相互作用, 并在费米海表面产生分子态或极

化子态. 本文使用试探波函数的研究方法, 首先对分子态和吸引极化子态进行介绍, 并重点描述了分子态与

吸引极化子态间的转变. 其次归纳总结了排斥极化子态的相关性质, 如有效质量、衰变率等. 然后考虑双费米

面情况, 介绍在闭通道中引入另外一个费米面对系统产生的影响. 最后简要介绍二维 173Yb费米气体中的杂

质态问题.

关键词：类碱土金属原子, 轨道 Feshbach共振, 分子态, 极化子态

PACS：03.75.Ss, 05.30.Fk, 67.85.Lm 　DOI: 10.7498/aps.68.20181937

1   引　言

由于存在两个最外层价电子, 碱土金属原子和

类碱土金属原子拥有一些特殊性质, 例如存在长寿

命的原子激发态, 以及可实现核自旋与电子自旋分

离等, 这使该类原子成为近年来的一个研究热点,

并且已被广泛应用于精密测量 [1−3]、量子信息和量

子模拟 [4−9] 等领域的研究中. 然而, 由于类碱土金

属原子的电子总自旋角动量为零, 无法在此类原子

体系中应用磁 Feshbach共振技术. 尽管已有实验

利用光 Feshbach共振技术来调控该类原子间相互

作用, 但这种手段会造成大量的原子损失 [10−12].

|g ↓⟩ |e ↑⟩ |g⟩ |e⟩
1S0 3P0 | ↓⟩ | ↑⟩

|g ↑⟩

|e ↓⟩

最近 , 在 173Yb原子中实现的轨道 Feshbach

共振 (orbital Feshbach resonance, OFR), 成功解

决了上述难题, 并极大扩展了在碱土金属和类碱土

金属原子系统中进行量子模拟的研究范围 [13−15].

与碱金属中的磁 Feshbach共振技术类似 [16],

OFR同样由开通道和闭通道间的共振散射引起,

例如在 173Yb原子中, 开通道对应的是分别占据

在   态和   态的两个原子, 其中   和   态分

别与电子轨道态  和  对应,   和  代表不同

的核自旋态. 闭通道则对应于分别占据   态和

 态的两个原子. 值得注意的是, 由于电子总自

旋角动量 J = 0, 核自旋和电子自旋不耦合, 体系

中的短程两体相互作用可以发生在轨道单态通道:
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|−⟩ ≡ 1

2
(|ge⟩ − |eg⟩)⊗ (| ↓↑⟩+ | ↑↓⟩)

|+⟩ ≡ 1

2
(|ge⟩+ |eg⟩)⊗ (| ↓↑⟩ − | ↑↓⟩)

|g⟩ |e⟩

 或轨道三态通

道 :    
[7−9]. 因此 ,

短程相互作用以开通道和闭通道为基时是非对角

化的, 并且可以将这两个通道以轨道间核自旋交换

相互作用的形式耦合起来. 此外, 当存在磁场时,

利用   态和   态间塞曼移动的不同, 可以调节开

通道和闭通道间的能量差 [13,17,18]. 因此, 当闭通道

中的浅束缚态能量被调节至开通道两体散射阈值

时, 便会发生散射共振. 2015年, 在理论研究中首

次提出 OFR方法 [13], 紧接着在 173Yb原子中实验

实现了该技术. 之后对 OFR的进一步研究表明:

从普适性的角度来看, OFR是窄共振, 而从磁场角

度来看 ,  OFR则是一个宽共振 [19], 后者决定了

OFR在 173Yb原子中易于实现.

OFR存在一个有趣的特点: 两体相互作用势

具有自旋交换属性, 因此在多体领域的研究中吸引

了许多科研工作者的兴趣 [20−30]. 这其中, 在 OFR

附近的杂质态问题是一个很重要的研究方向. 在碱

金属原子体系中, 磁 Feshbach共振中的杂质态问

题, 也就是极化子问题, 近年来已被广泛研究 [31−42],

这是由于: 第一, 可以利用简单的理论模型来对

此多体系统进行精确描述; 第二, 利用对碱金属

原子体系中杂质态问题的研究, 可以模拟研究有强

相互作用的量子混合系统中的相图, 例如, 利用极

化子问题可以对巡游铁磁进行研究. 在之前对杂质

态问题的研究中, Landau[43] 和 Pekar[44] 提出, 对

电介质中传导电子的性质可以用极化子理论来解

释. 这个开创性的想法后来被 Fröhlich等 [45,46] 和

Feynman[47] 进一步推导, 他们将离子晶体和极性

半导体看作由声子组成的背景粒子体系. 其他还有

一些著名的研究, 例如在氦-4原子背景体系下, 研

究氦-3原子作为杂质粒子的杂质态问题 [48], 以及

在金属中研究局域磁性杂质引起的 Kondo效应 [49].

超冷原子中杂质系统的成功实现, 进一步引起

了人们对该问题的研究兴趣. 在超冷原子体系中,

可以利用混合体系来实现杂质系统, 其中数量较少

的粒子为杂质粒子, 而数量较多的粒子组成背景粒

子, 系统的性质与背景粒子的量子属性密切相关.

实验中, 背景粒子为玻色子 [50−53] 和费米子 [31−33]

的系统均已实现. 在玻色系统中的杂质态问题可以

看作是对 Fröhlich极化子的模拟 [54−56]. 系统中杂

质粒子动态性质的改变由其与玻色激发相互作用

决定, 在玻色凝聚中的激发为 Bogoliubov粒子, 而

在热玻色气体中的激发为单粒子. 当背景粒子为低

温费米气体时, 产生的费米极化子是 Landau准粒

子基本概念的典型再现. 在冷原子系统中, 可以在

强相互作用区域内, 用一个十分简单的理论模型来

精确描述极化子的性质, 这为增进对强关联系统的

认识和理解提供了便利. 进一步研究发现, 在冷原

子中, 对只存在一个杂质粒子的系统进行研究, 就

能够得到有强相互作用的极化气体的精确信息. 在

这样的背景下, 科研工作者在冷原子系统中针对杂

质态问题进行了一系列的研究, 例如: 在有两种不

同自旋轨道耦合的二维费米气体中研究杂质态问

题 [57]; 在玻色极化子系统中研究 Efimov态 [58]; 在

有拓扑 p波超流的一维准周期费米系统中研究极

化子态 [59]; 研究非零温和杂质粒子数密度为有限

值对吸引极化子性质的影响 [60] 等. 这些理论和实

验研究揭示了强极化条件下多体系统中的物理性

质. 在有 OFR的系统中, 科研工作者们自然希望

通过类似的研究得到此系统中的少体和多体性质.

|e ↑⟩

|g ↓⟩ |e ↑⟩
|g ↑⟩ |e ↓⟩

本文考虑处于激发态   的杂质原子与处于

基态的费米海间的相互作用. 当存在一个有限强度

的磁场时, 利用 OFR技术可以调节杂质原子与费

米海中原子间的相互作用. 在此过程中, 在不同参

数情况下, 杂质原子可能与背景费米海结合形成极

化子, 也可能形成紧束缚分子态. 因此, 当调节粒

子间相互作用强度时, 会出现所谓的吸引极化子态

到分子态的转变. 研究发现, 转变点位置在 OFR

附近, 且与系统的粒子数密度有关. 由于 OFR中

存在轨道间自旋交换相互作用, 极化子态和分子态

的形成都会经历自旋翻转的过程, 例如, 一个位于

 态的粒子和一个位于  态的粒子会被散射到

 态和  态. 由此产生的结果是, 对于极化子,

除了传统自旋守恒的激发, 也存在自旋翻转激发,

在这类激发中, 原来空着的超精细态将被占据, 研

究发现这种自旋翻转过程十分重要. 接下来, 对排

斥极化子态的性质进行介绍, 包括谱函数、本征能

量、准粒子残余、有效质量、衰变率等. 然后考虑双

费米面情况, 介绍引入另一个费米面对系统性质的

影响. 最后介绍二维 173Yb费米气体中的分子态和

极化子态性质.

本文结构如下: 第 2节首先对所关注的体系进

行介绍; 第 3节和第 4节分别介绍分子态和吸引极

化子态在整个共振区域的性质; 第 5节介绍吸引极

化子态到分子态的转变; 第 6节归纳总结排斥极化
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子态的相关性质; 第 7节在体系中引入另一个费米

面, 进而介绍双费米面情况下体系的性质; 第 8节

简要介绍二维系统中分子态和极化子态的性质; 最

后对上述内容进行总结.

2   体系简介

|o⟩ |c⟩

|o⟩ = 1√
2
(|g↓; e↑⟩−

|e↑; g↓⟩) |c⟩ = 1√
2
(|g↑; e↓⟩−|e↓; g↑⟩)

本文关注由类碱土金属原子组成的费米气体.

在此体系中, 开通道   和闭通道   由两个核自旋

态和两个轨道能级组成, 分别为:  

 和     , 通道间的相

对能量可以通过磁场进行调节. 体系的哈密顿量可

以表示为 [13,19]
 

H =
∑
k

(
εk +

δ

2

)(
a†kg↓akg↓ + a†ke↑ake↑

)
+
∑
k

εk

(
a†kg↑akg↑ + a†ke↓ake↓

)
+Hint, (1)

a†kpσ akpσ p = e, g σ =↑, ↓ k

|g⟩ |e⟩
δg δe

δ = δe − δg

|g ↑⟩ |e ↓⟩ |g ↓⟩
|e ↑⟩ δ/2

其中 ,    和   (  ,    )是与动量  

有关的费米算符. 由于轨道态   和   中的朗德因

子不同, 两个超精细能级间的塞曼移动  和  不相

等, 如图 1所示. 通过调节磁场, 可以控制两个通

道间的塞曼移动差  . 这里需要注意的是,

为了将系统哈密顿量写为 (1)式所示的对称形式,

将   和   设为零能参考点 , 同时设定   和

 均移动  .
  

)>

)>

(>

(>





|e ↑⟩ |g ↓⟩
δg δe

图  1    类碱土金属原子中的 OFR能级图 . 杂质原子处于

 态, 费米海处于   态. 通过相互作用, 杂质原子和费

米海中原子会被散射到闭通道的两个态上.   和   是两个

能级的塞曼移动

|e ↑⟩
|g ↓⟩ δg δe

|g⟩ |e⟩

Fig. 1. Level diagram of an OFR. An impurity atom in the

  state is immersed in a Fermi gas of alkaline-earth-like

atoms in the     state.     and     are the Zeeman shifts

of the    and    manifolds, respectively.
 

可以写为
利用轨道单态和三态作基, 相互作用哈密顿量

 

Hint =
∑
q

(g+
2
Â†

q,+Âq,+ +
g−
2
Â†

q,−Âq,−

)
, (2)

其中 

Âq,+ =
∑
k

(a−k+q,g↓ak+q,e↑ − a−k+q,g↑ak+q,e↓) ,

Âq,− =
∑
k

(a−k+q,g↓ak+q,e↑ + a−k+q,g↑ak+q,e↓) ,

(3)

g± 1/g± = 1/gp±−∑
k

1/(2εk) gp± = 4πℏ2a±/m s a±

m

相互作用强度   可以通过公式    

 和    与   波散射长度  

联系起来, 其中  为原子质量. 在接下来的章节中,

将介绍利用 Chevy试探波函数来研究体系中分子

态和极化子态的性质 [61,62].

3   分子态的研究

|e ↑⟩
|g ↓⟩ N

分子态中, 处于   态的杂质原子会从处于

 态由   个原子形成的费米海中散射出一个原

子, 并且二者形成束缚态. 分子态的试探波函数可

以写为 

|M⟩Q =
∑

|k|>k↓F

αka
†
Q−k,e↑a

†
k,g↓|g↓⟩N−1

+
∑
k

βka
†
Q−k,e↓a

†
k,g↑|g↓⟩N−1, (4)

Q |g↓⟩N−1 N − 1

αk βk

其中   为质心动量,    代表余下的   个

原子组成的费米海. 值得注意的是, 这里形成的分

子态可以在开通道中, 也可以在闭通道中, 与之对

应的系数分别为  和  .

然后给出与试探波函数 (4)对应的薛定谔

方程: 

H|M⟩Q = ẼM(Q)|M⟩Q, (5)

ẼM(Q)

αk βk

αk βk

Q⟨M |H − ẼM(Q)|M⟩Q

其中  为本征能量. 将试探波函数方程代入哈

密顿量 (1)式中, 在舍弃掉一些高阶项后, 可以得

到一系列关于系数  和  的线性方程. 在将系数

 和  作为变分参数时, 这些线性方程也可以通

过计算期望值  来获得. 系数

方程可整合为如下形式:  (
1 +

g− + g+
2

ΘQ

) ∑
|k1|>k↓F

αk1

+
g− − g+

2
ΘQ

∑
k1

βk1
= 0,

g− − g+
2

Θ′
Q

∑
|k1|>k↓F

αk1

+

(
1 +

g− + g+
2

Θ′
Q

)
βk1

= 0. (6)
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其中的系数定义为:
 

ΘQ =
∑

|k|>k↓F

1

εk + εQ−k + δ − EM
,

Θ′
Q =

∑
k

1

εk + εQ−k − EM
. (7)

EM = Ẽ−
∑

|k|>k↓F

(εk+

δ/2) |e ↑⟩
Eth = E↓F + δ

为简化符号, 移动了能量参考点   

 . 在此能量参考点下, 位于   态的杂质粒子

的阈值能量为  . 从 (6)式中可以得到

关于分子态本征能量的重整化方程为
 

1

gp−g
p
+

+
1

2

(
1

gp−
+

1

gp+

)(
ΘQ +Θ′

Q − 2Λc
)

+ (ΘQ − Λc)(Θ
′
Q − Λc) = 0, (8)

Λc ≡
∑
k

1/(2εk)其中  .

Q = 0

EM

|EM − Eth| ∼ E↓F

|EM − Eth| ≫ E↓F

n = 2× 1013 m = 1/2 ℏ = 1 k↓F = 1

E↓F a+ = 1900a0 a− =

首先讨论质心动量为零, 即  时分子态的

性质. 通过对 (8)式进行数值求解, 可以得到能量

 的两个解: 一个解为浅束缚态, 即能量接近阈值

能量  , 另一个解为深束缚态, 即能

量远高于阈值能量   . 本文关注的

是由 173Yb原子组成的系统, 系统参数为: 粒子数

密度   cm–3, 取  ,   ,   ,

 为能量单位 , 散射长度   和  

200a0 a0

160E↓F

E↓F |EM − Eth| ∼
E↓F

EM − Eth δ 1/(k↓Fas) s

 , 其中   是玻尔半径 [15,19]. 在此参数取值下,

深束缚态能量约为常数   , 远远大于费米能

 , 所以只考虑浅束缚态能量 , 即  

 的情况. 图 2(a)和图 2(b) 分别展示了本征能

量  随  和  的变化情况, 其中,   波

散射长度满足如下关系式 [19]: 

as =
−as0 +

√
m|δ|/ℏ2(a2s0 − a2s1)

as0
√
m|δ|/ℏ2 − 1

, (9)

as0 = (a+ + a−)/2 as1 = (a− − a+)/2其中  ,   .

∑
k

|βk|2 δ δ ∑
k

|αk|2

δ

通过将本征能量的解代入系数方程中, 可以求

得试探波函数方程 (4)式中的系数. 图 2(c)描述了

浅束缚态中波函数的分布情况. 其中, 闭通道部分

 随  的增大而变大, 并且在  较大时成为波

函数的主要部分, 而波函数中的开通道部分 

呈现出与闭通道部分相反的变化趋势. 此现象可解

释为, 当   为一个较大的正值时, 开通道在闭通道

之上有很大的失谐, 如图 1所示, 这导致开通道的

部分可以被忽略.

Q ̸= 0

Q

现在考虑质心动量  的情况. 可以计算当

 略微背离零值时, 分子态的有效质量. 如图 2(d)

所示, 在深 BEC (Bose-Einstein condensate)极限

下, 分子有效质量从一个有限值开始增大, 此时分
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0
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F
ra

c
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o
n
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-2

0
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4

m
M





(a) (b)

(c) (d)

||2

||2

δ 1/(k↓Fas) EM EF

Q ̸= 0

图  2    (a), (b) 分子态的能量随   和   的变化 ; (c) 分子态的波函数分布情况 ; (d)    接近阈值能量   的分子态 , 在

 时的有效质量. 引自参考文献 [23]

δ 1/(k↓Fas)

Q ̸= 0

Fig. 2. (a), (b) The eigenenergy in the molecular state varies with    and   ; (c) the wave functions' distribution in the open

and closed channels;  (d)  the effective  mass  for  the molecular  state  whose energy is  closed to the threshold energy when    .

Reproduced from Ref. [23]. 
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δ/E↓F ≈ −6.6

子本质上是一个质量为有限值, 且无固定结构的玻

色子. 在BCS (Bardeen-Copper-Schrieffer)一侧时,

有效质量变为负值. 有效质量将会在 

处发散, 此发散点位于共振的 BCS一侧. 此发散行

为,也表明 OFR是一个窄共振, 因为在宽共振中,

有效质量的发散点通常位于共振的 BEC一侧.

4   吸引极化子态的研究

极化子态的试探波函数可写为 

|P ⟩Q =γa†Qe↑|g↓⟩N

+
∑

|k|>k↓F
|q|<k↓F

αkqa
†
Q+q−k,e↑a

†
kg↓aqg↓|g↓⟩N

+
∑

k
|q|<k↓F

βkqa
†
Q+q−k,e↓a

†
kg↑aqg↓|g↓⟩N , (10)

其中, 第一项对应于一个裸的杂质粒子态和未受扰

动的费米海; 第二项表示在开通道中, 费米海表面

存在一对粒子-空穴激发; 第三项代表在费米海表

面, 杂质粒子与费米海中粒子相互作用并被散射到

闭通道中的情况.

利用与上一节中计算分子态相同的方法, 可以

得到极化子态的本征能量方程为 

Ep−
δ

2
−εQ =

∑
|q|<k↓F

{
1

2

(
1

gp+
+

1

gp−

)

+ Γ ′
Qq − Λc −

1

4

(
1

gp+
− 1

gp−

)2

×
[
1

2

(
1

gp+
+

1

gp−

)
+ΓQq−Λc

]−1
}−1

,

(11)

其中, 

Γ ′
Qq =

∑
|k|>k↓F

1

εk − εq + εQ+q−k +
δ

2
− EP

,

ΓQq =
∑
|k|

1

εk − εq + εQ+q−k − δ

2
− EP

. (12)

|EP − Eth| ≫ E↓F

通过求解 (11)式和对应的系数方程, 可以得到极

化子态的相关性质. 与分子态相似, 在极化子态中,

也存在两个低于阈值的能量解: 一个解接近阈值能

量, 另一个解满足   . 其中, 前者为

浅吸引极化子态, 后者为深吸引极化子态. 本节关

注浅吸引极化子态的性质.

在图 (3)中, 描绘了吸引极化子态能量、波函

Q ̸= 0

δ

|γ|2∑
k,|q|<k↓F

|βkq|2∑
|k|>k↓F,|q|<k↓F

|αkq|2

δ

数分布以及质心动量   时有效质量的变化情

况. 从图中可以发现, 在 BCS极限下, 即   是一个

较大负值时, 波函数主要是由裸粒子态部分  组

成, 而在 BEC极限下, 闭通道部分  成

为主要组成部分. 开通道部分  

在共振点处, 与闭通道部分相当, 但随着   的增大

会降低.

Q ̸= 0

Q

δ/E↓F ≈ −0.35

接下来考虑吸引极化子态中, 质心动量 

的情况. 与研究分子态时相似, 计算当  偏离零值

很小时, 吸引极化子态的有效质量. 从图 3(d)中可

以发现, 在 BCS极限下, 吸引极化子的有效质量趋

近于有限值 1/2, 此时系统变为一个未受扰动的费

米海, 同时费米海表面存在一个质量为 1/2的杂质

粒子. 当向共振点移动时, 有效质量变大, 并且会

呈现出与分子态类似的发散行为 . 发散点位于

 处, 位于共振的 BEC一侧.

5   吸引极化子态到分子态的转变

δc/E↓F ≈ −2.3 1/(k↓Fac) ≈ 0.81 δ < δc

δ > δc

δc

δc

前面两节分别介绍了分子态和吸引极化子态

的性质. 将计算得到的两个态的能量放在同一张图

中, 如图 4(a)和图 4(b)所示, 可以清晰地看到, 存

在吸引极化子态到分子态的转变 , 且转变点

 ,   . 当  时, 系统

的基态为质心动量为零的吸引极化子态. 另一方

面, 当   时, 系统基态变为质心动量为零的分

子态. 图 4(c)中, 描绘了转变点  随粒子数密度的

变化情况. 从图中可以发现,   随粒子数密度的增

大而变大, 这清楚表明, 系统在共振点附近表现出

的性质不具有普适性, 体现出窄共振的特点.

6   排斥极化子态的研究

EP Eth本节中将对能量   高于阈值能量   的排斥

极化子态进行研究. 该体系的自能可以表示为 [63,64]
 

Σ(Q, EP) =
∑

|q|<k↓F

[
1

2

(
1

gp−
+

1

gp+

)

+ Γ ′
Qq − Λ− 1

4

(
1

gp−
− 1

gp+

)2

× 1
1

2
(
1

gp−
+ 1

gp+
) + ΓQq − Λc

]−1

, (13)
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Γ ′
Qq ΓQq其中   和   在 (12)式中给出定义. 谱函数方

程可写为如下形式: 

A(Q, EP) = −2Im
1

EP + i0+ − (εQ+
δ

2
)−Σ(Q, EP)

,

(14)

εQ + δ/2 Q其中  是质心动量为  的杂质粒子的能量.

Q = 0

δ − E

图 (5)描绘了质心动量   时 , 谱函数在

 平面中的变化情况. 从图中可以看出, 谱函

数存在两支峰值, 且满足关系:
 

EP −
δ

2
= Re[Σ(Q = 0, EP)]. (15)

EP− − Eth < 0

δ/E↓F ≲ −2.3

δ/E↓F

其中较低的一支峰值为   , 对应于前

面讨论的吸引极化子态. 当   时, 吸引

极化子态是系统的稳定基态. 当  >–2.3时, 吸

引极化子态变得不稳定, 可以衰减为一个分子和一

个空穴, 或者一个分子、两个空穴和一个费米子,
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δ/E↓F ≈ −0.35 1/(k↓Fas) ≈ 1.40

图 3    (a), (b) 吸引极化子态的能量随   和   的变化; (c) 吸引极化子态的波函数分布情况; (d) 吸引极化子态在   时

的有效质量, 图中发散点为   , 对应于   . 图中参数与图 2中一致. 引自参考文献 [23]

δ 1/(k↓Fas)

Q ̸= 0

Fig. 3. (a), (b) The eigenenergy in the attractive polaron state varies with    and   ; (c) the wave functions' distribution in

the open and closed channels; (d) the effective mass for the attractive polaron state when   . Parameters here are the same as

those in Fig. 2. Reproduced from Ref. [23]. 
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图 4    (a), (b) 分子态 (黑色实线)和吸引极化子态 (蓝色虚线)的本征能量随   和   的变化, 吸引极化子态到分子态的转

变发生在   和   处; (c) 转变点   (黑色实线)和对应的转变能量   (红色实线)随粒子数密度的变化.

引自参考文献 [23]

δ 1/(k↓Fas)

δc/E↓F ≈ −2.3 1/(k↓Fac) ≈ 0.81 δc

Ec

Fig. 4. (a),  (b)  The eigenenergy of  the molecule  (black solid)  and polaron (blue dashed) states  vary with     and    .  The

transition point is around     and    ; (c) the transition point     (black solid) and the corresponding

energy    (red solid) vary with particle density. Reproduced from Ref. [23]. 
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δ/E↓F

EP+ − Eth > 0

δ/E↓F ≲ −4.0

−4.0 ≲ δ/E↓F ≲ 0

δ/E↓F ≳ 0

或者一个分子和其他粒子-空穴激发, 并在  大

于零时与粒子-空穴连续区域汇合, 这与图 (5)中

吸引极化子态分支上面的浅黄色部分对应. 图 (5)

中位于上面的一支峰值   , 与排斥极

化子态相对应. 在   区域, 排斥极化子

态与粒子-空穴连续区域重叠. 当   

时, 排斥极化子是一个界限清晰的准粒子态. 当

 时, 排斥极化子态分支的峰值变得模糊,

这是由于排斥极化子态和闭通道中的散射态发生

耦合造成的 [65].
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δc/E↓F ≈ −2.3

δ

δ

图 5    极化子态的谱函数   随   和能量变化的

彩色图 . 图中红色实线表示分子态能量 , 由 (8)式计算得

到. 黑色点划线为吸引极化子态能量, 由 (11)式计算得到.

两条线相交于   处 . 图中蓝色虚线代表排斥

极化子能量, 由 (15)式得到. 当   为较大负值时, 排斥极化

子与图中由浅黄色区域代表的粒子-空穴连续区域重合. 当

 大于零时, 由于存在闭通道散射, 排斥极化子分支会变得

模糊. 引自参考文献 [30]

δ Q = 0

δc/E↓F ≈ −2.3

δ

δ

Fig. 5. The  spectral  function  of  the  polaron  state  as  a

function  of      and  energy  for    .  The  red  solid  line

represents  the  energy  of  molecule  state,  which  is  given  by

Eq.  (8),  and  the  black  dashed-dotted  line  is  the  energy  of

attractive polaron state given by Eq. (11). The value of the

crossing  point  for  these  two  lines  is    .  The

blue dashed line denotes the repulsive polaron energy given

by  Eq.  (15).  At  large  negative    ,  the  branch  of  repulsive

polaron merges into the molecule-hole continuum, which is

represented  by  the  broad  light  yellow  area.  When      is  a

positive  value,  because  of  the  closed  channel  scattering

continuum,  the  repulsive  polaron  branch  will  be  blurred.

Reproduced from Ref. [30].
 

下面计算极化子态的准粒子残余和有效质量.

其中, 准粒子残余可定义为 [66]
  

Z± =

{
1− Re

[
∂Σ(Q = 0, EP)

∂EP

]
EP±

}−1

, (16)

有效质量为 [66]
 

mP± =
m

Z±

{
1 + Re

[
∂Σ(Q, EP)

∂Q2

]
Q=0,

EP=EP±

}−1

, (17)

其中, 脚标+和–分别代表排斥和吸引极化子态. 同

时, 作为准粒子激发, 排斥极化子谱函数宽度有限,

有可能衰变到能量更低的态中. 对于碱金属原子,

实验已经证实, 当相互作用不在深 BEC区域中时,

主要衰变通道会与吸引极化子态中的裸杂质态耦

合. 在 OFR中, 我们自然认为会发生类似情况. 排

斥极化子态的衰变率可通过下面的公式计算 [63−66]: 

Γ = −2Z+Im[Σ̃(0, EP+)], (18)

Z+ Σ̃其中  是排斥极化子的准粒子残余,   为: 

Σ̃(Q, EP+) =
∑

|q|<k↓F

[
1

2

(
1

gp−
+

1

gp+

)

+ (1−Z+)(Γ
′
Qq−Λ)−

1

4

(
1

gp−
− 1

gp+

)2

× 1

1

2

(
1

gp−
+

1

gp+

)
+ ΓQq − Λ

]−1

.

(19)

Σ̃

(Γ ′
Qq − Λ) (1− Z+)(Γ

′
Qq − Λ)

这里需要注意的是, 在  的表达式中, 与 (13)式相

比 , 已将   替换为   , 这

是为了便于确定衰变后的终态.

δ Z+ mP+

Γ

δ

δ

δ

δ Γ

δ Γ

在图 6(a)和图 6(b)中描绘了排斥极化子态的

准粒子残余和有效质量, 为了便于比较, 在图中同

时画出了吸引极化子态的准粒子残余和有效质量.

从图中可以看出, 当  变大时,   变大,   变小,

这与碱金属原子体系情况一致. 但不同的是, 在本

文研究的体系中, 排斥极化子态的准粒子残余和有

效质量都会出现明显的非解析行为. 这种非解析行

为的出现, 可定性解释为由类似于共振散射的行为

引起. 其中, 由于杂质原子和费米海中原子相互作

用, 在失谐满足能量和动量守恒条件下, 一个通道

中的原子可能被共振散射到另一个通道中 [65].

图 6(c)展示了从 (18)式中计算得到的衰变率   .

当  在大于零或小于但较接近零的区域中, 开通道

失谐在闭通道之上, 排斥极化子的衰变主要由闭通

道决定. 当   向着较大正值不断趋近时, 衰变率会

变大. 另一方面, 当   在小于零或者大于但较接近

零的区域时, 衰变通道主要由开通道决定, 并随着

 减小而变大. 衰变率   的非单调变化, 是由两个

通道间的竞争导致的, 当两个通道简并时, 衰变率

处于最小值处. 当  趋近于较大的负值时  开始下
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Z+降 , 这是由准粒子残留   的降低造成的 . 如图

(5)所示, 当排斥极化子分支最终与粒子-空穴连续

区域重合时, 排斥极化子将不再是一个定义较好的

准粒子 , 所以本文不对此区域中的衰变率进行

讨论.

7   双费米面情况下系统性质的研究

|e ↑⟩

|g ↑⟩ |g ↓⟩

本节将介绍双费米面情况下系统的性质. 此时

体系如图 7所示, 处于激发态  的杂质粒子与处

于  和  态的费米海相互作用. 同样利用轨道

单态和三态作基, 系统相互作用哈密顿量可以写为
 

Hint =
∑
q

[g+
2
Â†

q,+Âq,+

+
g−
2

(
Â†

q,−Âq,− + Â†
q,↓Âq,↓ + Â†

q,↑Âq,↑

)]
,

(20)

其中, 

Âq,+ =
∑
k

(a−k+q,g↓ak+q,e↑ − a−k+q,g↑ak+q,e↓) ,

Âq,− =
∑
k

(a−k+q,g↓ak+q,e↑ + a−k+q,g↑ak+q,e↓) ,

Âq,↓ =
∑
k

(a−k+q,g↓ak+q,e↓ + a−k+q,g↓ak+q,e↓) ,

Âq,↑ =
∑
k

(a−k+q,g↑ak+q,e↑ + a−k+q,g↑ak+q,e↑) .

(21)

此系统中, 分子态试探波函数可写为 

|M⟩Q =
∑

|k|>k↓F

αka
†
Q−k,e↑a

†
k,g↓|g↓⟩N↓−1|g↑⟩N↑

+
∑

|k|>k↑F

βka
†
Q−k,e↓a

†
k,g↑|g↓⟩N↓−1|g↑⟩N↑,

(22)

极化子态的试探波函数可写为 

|P ⟩Q =

[
γa†Qe↑ +

∑
|k|>k↓F
|q|<k↓F

αkqa
†
Q+q−k,e↑a

†
kg↓aqg↓+

∑
|k|>k↑F
|q|<k↓F

βkqa
†
Q+q−k,e↓a

†
kg↑aqg↓

]
|g↓⟩N↓|g↑⟩N↑.

(23)

然后, 利用研究单费米面体系相同的方法, 可以得

到双费米面系统的相关性质.

7.1    分子态与吸引极化子态

Q = 0

k↑F

k↑F

δ

图 8(a)—图 8(c)描绘了质心动量  时, 分

子态和吸引极化子态的能量在  等于不同值时的

变化情况. 从图中可以看出, 在   为不同值的所

有情况中 , 当   为较大负值时 , 系统的基态为吸
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图 6    (a), (b) 极化子态的准粒子残余和有效质量随   的变化 , 其中红色实线对应排斥极化子态 , 蓝色虚线对应吸引极化子态 ;

(c) 排斥极化子态的衰变率随   的变化. 引自参考文献 [65]

Z±

δ Γ δ

Fig. 6. (a), (b) Quasiparticle residues    and effective masses for the attractive (blue dashed) and repulsive (red solid) polarons as

functions of   ; (c) the decay rate    varies with   . Reproduced from Ref. [65]. 

 

)>

)>

(>

(>





|e ↑⟩ |g ↓⟩ |g ↑⟩

δg δe

图 7    双费米面情况下 , 类碱土金属原子的 OFR能级图 .

杂质原子处于   态, 费米海处于   态和   态. 通过

相互作用, 杂质原子和费米海中原子会被散射到闭通道的

两个态上.   和   是两个能级的塞曼移动

|e ↑⟩
|g ↓⟩ |g ↑⟩

δg δe |g⟩ |e⟩

Fig. 7. Level diagram of an OFR, which has two fermi seas.

An impurity atom in the    state is immersed in a Fermi

gas  of  alkaline-earth-like  atoms  in  the      and   

states.     and     are the Zeeman shifts of the     and   

manifolds, respectively. 
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δ δc

k↑F

δc = −2.28 1/(k↓Fac) ≈ 0.81

δc = −1.50 1/(k↓Fac) ≈ 1.01 δc = 2.02

1/(k↓Fac) ≈ 0.87

δc k↑F

δc k↑F

|g ↑⟩ E↑F

δg

δc

k↑F

E↑F δc

k↑F

引极化子态, 而伴随着  的增大并超过转变点  时,

分子态成为系统的基态. 同时可以发现, 对于图 8

中三种不同   的情况 , 转变点均处于 OFR的

BEC一侧, 分别为 (a)     ,   ;

(b)    ,    ;  (c)    ,

 . 为进一步阐明在闭通道中引进另

一个费米面对系统产生的影响, 在图 8(d)中画出

了转变点  随  的变化情况. 从图中可以看出, 转

变点  会随着费米能级  的变大而单调上升, 这

说明  态上的费米面占据了费米能  以下的所

有态, 等效于提高了闭通道能量   . 相应地, 开通

道能量   也需要升高相同的能量来抵消闭通道中

能量的移动. 从图 8(d)中也可以看出, 在   不是

很大时, 利用费米能  能够近似估算出转变点  ,

而当  较大时, 二者的偏离是由费米面附近相互

作用引起的涨落引起的.

k↑F = 1

k↑F = 2

δ

接下来介绍分子态和吸引极化子态波函数分

布受外加费米面的影响 . 比较图 9中   和

 的情况可以发现, 除了存在能量移动, 波函

数的整体结构都十分类似. 从图中可以看出, 在分

子态和吸引极化子态中, 在   小于零的区域, 开通

δ

|γ|2

道部分为波函数的主要组成, 但在  大于零的区域,

闭通道部分占据主导. 另外也可以发现, 在吸引极

化子态中, 当开通道失谐较大时, 裸杂质态部分 

消失. 这些发现与前几节讨论的单费米面情况相似.

7.2    排斥极化子态

k↑F

δ

δ

Z+ mP+

δ

Z+ → 1 mP+ → 1/2

k↑F = 0

k↑F = 0

接下来讨论双费米面体系中排斥极化子态的

各项性质. 图 10描绘了在  等于不同值时排斥极

化子态的准粒子残余、有效质量和衰变率随  的变

化情况. 从图 10(a)中的准粒子残余和图 10(b)中

的有效质量曲线可以发现, 随着   的不断增大, 排

斥极化子态的准粒子残余  和有效质量  均趋

于一个定值, 这意味着随着   的不断增大, 排斥极

化子态将变为一个满足  和  的裸

杂质粒子态, 且杂质粒子与费米海相互作用极弱.

此外也发现, 在单费米面, 即  时出现的非解

析行为, 将随着闭通道中费米面的出现而变得模糊

并最终消失. 在单费米面时已经介绍过, 这种非解

析行为的出现由类似共振行为引起. 当失谐满足能

量-动量守恒时, 一个通道中的原子会被共振散射

到另外一个通道中. 当闭通道为空,即   时,
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k↑F = 0 k↑F = 1 k↑F = 2 δ

k↑F E↑F = k2↑F

图 8     质心动量为零 ,    ((a)),   ((b)),    ((c))时 , 分子态和吸引极化子态的本征能量随   的变化 ; (d) 吸引

极化子态到分子态的转变点随   的变化, 其中, 黑色实线为计算得到的转变点, 红色点划线为费米能级   . 引自参考文

献 [30]

δ Q = 0 k↑F = 0 k↑F = 1

k↑F = 2 δc k↑F δc

E↑F = k2↑F

Fig. 8. The eigen energies of molecule and attractive polaron states vary with     when     and (a)    , (b)    , (c)

 ; (d) the transition point    varies with   , where the black solid line represents    and the red dashed-dotted line is the

Fermi level   . Reproduced from Ref. [30].
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k↑F Γ δ

k↑F

Γ

这种共振现象最为显著. 当闭通道中存在另外一个

费米面时, 这种非解析行为会发生移动, 以此来抵

消闭通道中引入费米面后带来的能量移动. 同时由

于存在相互作用, 费米面以下的态不再被完全禁

戒, 最终导致非解析行为变得模糊, 进而消失. 图

10(c)描绘了在  等于不同值时衰变率  随  的变

化情况. 从图中可以看出, 对于  等于不同值的情

况, 除了另一个费米面所带来的能量移动, 衰变率

 的整体变化行为都十分相似, 且与单费米面时性

质定性相同.

8   二维系统中杂质态问题的研究

x y

z

z

本节将介绍二维 173Yb费米气体中的杂质态问

题. 实验上, 一般通过在  -  平面添加频率较弱的

简谐束缚势阱, 同时在  轴方向施加强束缚来实现

二维体系 [67]. 为了与实验研究有可比性, 在二维系

统杂质态问题的计算中, 设定  轴方向的束缚频率
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Fig. 9. The  fractions  of  wave  functions  for  molecule  ((a),  (c))  and  attractive  polaron  states  ((b),  (d))  with  zero  center-of-mass

momentum. The parameter in this figure is    for (a) and (b),    for (c) and (d). Reproduced from Ref. [30].
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Fig. 10. (a), (b) The quasiparticle residue     and the effective mass     vary with     for different values of    .  The obvious

kink structure when     appears near    . The inset of (a) is the residues for attractive polarons; (c) the decay

rates vary with    for different values of   . Reproduced from Ref. [30].
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ℏωz = 10 ≫ E↓F满足  , 其他参数与前面讨论的三维

体系相同. 利用与研究三维系统相同的方法, 可以

得到二维 173Yb费米气体中分子态和极化子态的性

质, 以及外加费米面对体系的影响.

Q = 0 k↑F

δ

δ

δ

图 11(a)—图 11(c)描绘了二维系统中质心动

量   时, 分子态和吸引极化子态的能量在  

等于不同值时随   的变化情况. 从图中可以看出,

与三维体系性质相同, 当   为较小值时, 系统基态

为吸引极化子态, 而当   值较大时, 分子态成为系

δc k↑F

δc k↑F

|g ↑⟩
δg

k↑F δc

E↑F

统的基态, 这中间存在吸引极化子态到分子态的

转变. 图 11(d)描绘了转变点  随  的变化情况.

从图中可以看出 , 转变点   会随着费米能级  

的变大而单调上升, 这说明二维系统中  态上的

费米面同样有提高闭通道能量  的作用. 但与三维

系统不同的是, 即使在  较小的情况下, 转变点 

的变化也会显著偏离费米能  . 这说明在二维时,

另一个费米面的存在不仅仅提供了一个能量偏置, 而

且费米面附近的涨落会产生更加显著的多体效应.
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图 11    (a)-(c) 二维系统中, 质心动量为零,   ((a)),    ((b)),    ((c))时, 分子态和吸引极化子态的本征能量随

 的变化 ; (d) 吸引极化子态到分子态的转变点随   的变化 , 其中黑色实线为计算得到的转变点 , 红色虚线为费米能级

δ Q = 0

k↑F = 0 k↑F = 1 k↑F = 2 δc k↑F δc

E↑F = k2↑F

Fig. 11. The eigen energies of molecule and attractive polaron states vary with    when    in a two-dimensional system and (a)

 , (b)    , (c)    ; (d) the transition point     varies with    , where the black solid line represents     and the

red dashed line is the Fermi level   .
 

k↑F

Γ δ

Γ δ

图 12描绘了二维系统中, 在  等于不同值时

排斥极化子态的衰变率  随  的变化情况. 从图中

可以看出, 与三维系统情况类似, 由于存在开通道

与闭通道间的竞争, 衰变率  随  的变化是非单调

的, 且当两个通道简并时, 衰变率处于最低点处.

同时可以发现, 在二维系统中引入另一个费米面,

同样会引起能量的移动.

9   结　论

本文介绍了利用试探波函数的方法来研究由

类碱土金属原子 173Yb组成的费米气体在轨道
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图 12    二维系统中   等于不同值时排斥极化子态的衰

变率   随   的变化情况
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Fig. 12. The decay rates of the repulsive polaron state in a

a  two-dimentional  system vary with      for  different  values

of   .
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Feshbach共振附近的杂质态问题.

Q = 0

δ

|EM − Eth| ≫ E↓F

|EM − Eth| ∼ E↓F

δ

δ

Q

首先考虑质心动量   时, 分子态的本征能

量和波函数分布随失谐   的变化. 研究发现, 分子

态 的 本 征 能 量 存 在 两 个 解 :    和

 , 其中前者为深束缚态且束缚能约

为常数, 所以只讨论后者的情况. 在分子态的波函

数分布中, 发现当   为较大正值时, 开通道相对于

闭通道有很大失谐, 此时波函数中开通道的部分可

以被忽略, 而随着   不断减小, 开通道将变为波函

数中的主要组成. 然后介绍了质心动量  略微背离

零值时分子态的有效质量, 发现在共振的 BCS一

侧, 有效质量存在发散行为.

Q = 0

δ

Q

紧接着, 考虑质心动量  时, 系统中吸引极

化子态的本征能量和波函数分布随失谐   的变化.

从计算结果中可以发现, 吸引极化子态同样存在深

浅两个分支. 其中浅吸引极化子态的波函数分布

在 BCS极限下主要由裸粒子态部分构成 ; 在

BEC极限下主要由闭通道部分构成; 而在共振点

处, 开通道与闭通道占比相当. 同时, 质心动量  

略微背离零值时, 吸引极化子态的有效质量会在

BEC一侧存在发散.

δ

δ

δc δ δc

δc

对比质心动量为零时的分子态和吸引极化子

态的本征能量可以发现, 随着   的变化, 系统中存

在由吸引极化子态到分子态的转变. 当  小于转变

点  时, 系统的基态为吸引极化子态, 而当  大于 

时, 系统基态变为分子态. 同时研究发现,    会随

着系统粒子数密度的增大而变大. 这一普适性的缺

失说明 OFR是一个窄共振.

δ

然后讨论了排斥极化子态的性质. 排斥极化子

的本征能量高于阈值能量, 且伴随着   的变化, 排

斥极化子态会与其他态发生耦合. 在排斥极化子态

的准粒子残余和有效质量中均存在明显的非解析

行为, 这可以定性解释为由类似于共振散射行为引

起. 同时, 研究发现当开通道与闭通道近简并时,

排斥极化子态的衰变率最小.

|g ↑⟩

δ

接下来在  态中另外引入一个费米面, 此时

体系变为双费米面情况. 通过对比单费米面和双费

米面两种情况中分子态、吸引极化子态和排斥极化

子态的各项性质可以发现, 在闭通道中引入费米海

等效于对闭通道基态的移动, 这使分子态到吸引极

化子态的转变点和其他特征量都向着  较大的方向

移动. 闭通道中由于自旋交换相互作用引起的费米

面附近的涨落, 会使排斥极化子态中类共振行为及

其他非解析结构变得模糊并最终消失.

最后讨论了二维 173Yb费米气体中的杂质态问

题. 通过对比发现, 二维体系中分子态和极化子态

的性质与三维系统类似, 例如存在吸引极化子态到

分子态的转变, 排斥极化子态的衰变率在两个通道

简并时存在最小值点, 以及引入另一个费米面会引

起能量移动等. 但与三维系统不同的是, 二维系统

中费米面附近的涨落较大, 会产生更为显著的多体

效应.
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SPECIAL TOPIC—Cold atoms and molecules

Impurity problem of alkaline-earth-like atoms near an orbital
Feshbach resonance*
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Abstract

In recent years,  alkaline-earth and alkaline-earth-like  atoms have attracted much research interest  in the

field  of  ultracold  atom.  Especially,  the  recently  discovered  orbital  Feshbach  resonance  makes  it  possible  to

investigate a strongly interacting gas of alkaline-earth or alkaline-earth-like atoms, which has greatly enriched

the scope of quantum simulation in these systems. This paper focuses on the impurity problem in a Fermi gas of
173Yb atoms near orbital Feshbach resonance. In this problem, the impurity atom in 3P0 state will interact with

the background Fermi sea in the ground state and the molecule or polaron state will  be produced out of  the

Fermi sea. By using the Chevy-like ansatz, we investigate the properties of the molecule and attractive polaron

states  firstly  and a  transition between these  two states  will  be  found.  Then,  some properties  of  the  repulsive

polaron state will  be introduced, such as the effective mass and the decay rate. Furthermore, the effect of an

additional Fermi sea will be considered in this system. Finally, we will discuss the impurity problem in a two-

dimensional system.

Keywords: alkaline-earth-like atom, orbital Feshbach resonance, the molecule state, the polaron state
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专题：冷原子-分子物理

超冷原子系综的非高斯纠缠态与精密测量*

鹿博 1)2)　韩成银 1)2)　庄敏 1)2)　柯勇贯 1)2)　黄嘉豪 1)2)　李朝红 1)2)†

1) (中山大学物理与天文学院, 量子工程与精密测量实验室, 珠海　519082)

2) (中山大学, 光电材料与技术国家重点实验室, 广州　510275)

(2019 年 1 月 26日收到; 2019 年 2 月 20日收到修改稿)

量子精密测量是基于量子力学的基本原理对特定物理量实施测量, 并利用量子效应提高测量精度的交

叉科学. 随着超冷原子实验技术的发展, 超冷原子为量子精密测量提供了一个优异的研究平台. 利用发展成

熟的量子调控技术, 人们可以基于超冷原子系综制备一些新奇的非高斯多粒子纠缠态. 基于多体量子干涉,

利用这些非高斯纠缠态作为输入, 可以实现超越标准量子极限的高精度测量. 本文简要综述这一研究领域的

进展.

关键词：量子精密测量, 非高斯纠缠态, 超冷原子系综, 多体量子干涉

PACS：03.75.Dg, 03.75.Gg, 03.67.Bg, 03.75.Mn 　DOI: 10.7498/aps.68.20190147

1   引　言

量子精密测量是量子物理学与精密测量科学

相结合的学科 [1−4]. 其研究对探索基础科学问题、

发展前沿技术都具有重要意义. 它不仅能提高基本

物理学常数 (如万有引力常数、精细结构常数、普

朗克常数等)的测量精度, 在更高精度上检验物理

学基本定律 [5−8], 而且能应用于设计制造各种量子

器件, 提高时间频率、磁场、重力加速度等参数测

量的灵敏度 [9−16].

量子精密测量主要研究如何利用量子力学的

基本原理以及操控其独有的量子纠缠、量子关联和

量子压缩等量子特性来提高参数的测量精度 [1−4].

目前, 用于研究的物理体系主要包括超冷原子体

系 [17,18]、囚禁离子体系 [19−21]、光子体系 [22,23]、金刚

石色心体系 [24]、核磁共振体系 [25−27]、固态体系 [28]

等. 其中, 超冷原子气体作为一种环境洁净且便于

操控的多体量子系统而备受关注. 超冷原子体系具

有稳固的量子相干性和高度的可控性. 利用磁光囚

禁技术, 超冷原子气体几乎处于没有其他杂质存在

的空间中, 体系与环境的相互作用可以忽略, 因而

体系具有超长的量子相干时间. 超冷原子体系是原

子层次的人造量子体系, 原子被囚禁在特定的空间

范围之内, 原子的超精细态和原子之间的相互作用

可以用电场、磁场、微波或激光等外场进行精确地

操控. 这些特性使超冷原子气体成为研究多体量子

物理的一个新平台, 尤其为基于超冷原子系综的量

子精密测量提供了新的机遇.

ϕ

ϕ

N

N

一般地, 对于参数的精密测量可以利用干涉过

程来实现 [29,30]. 基于量子力学的基本原理, 干涉结

果可由每个粒子沿不同路径或内态的振幅相干叠

加而得到. 不同路径或者内态受到待测参数的影响

会积累一个相对相位  . 根据干涉的结果可以测定

这一相对相位  , 从而得到待测参数的信息. 增加

干涉仪中使用的粒子数目可以提高测量的信噪比.

如果用  个没有关联的独立粒子作为干涉仪的输

入态, 这等同于对同一个粒子进行  次测量. 由中
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N−1/2

N−1

N1/2

心极限定理可知, 其所能达到的测量精度最终将受

限于标准量子极限:    , 也叫经典极限. 进一

步, 如果引入多体量子效应, 利用粒子之间的量子

关联, 将有可能突破这一经典极限. 例如, 把输入

态制备成最大纠缠态, 在理想情况下可以把测量精

度提高到  . 此精度极限比标准量子极限提高了

 倍, 通常被称为海森伯极限.

|ψ (ϕ)⟩
FQ ϕ

∆ϕ ⩾ ∆ϕQCRB ≡ (νFQ)
−1/2

ν

N

FQ = N

N

FQ > N

在量子力学的框架中, 对于一个含待测相位信

息的量子态  , 其所能达到的测量精度极限可

用量子 Fisher信息  来计算 [31−33]. 待测相位  的

标准偏差满足   , 其中  

是测量的次数. 对于一个粒子数为   的无纠缠态,

 , 其相位测量极限为标准量子极限. 对于一

个  粒子的纠缠态, 量子 Fisher信息可能会增大,

 , 从而其相位测量精度极限可能突破标准

量子极限. 因此, 寻找和制备合适的多粒子纠缠态

是实现突破标准量子极限测量的一个核心问题.

近些年, 国内外在这方面的研究取得了很多新

进展. 众多新奇的多粒子纠缠态 (如最大纠缠态、

自旋压缩态、双数态、双模压缩真空态、自旋猫态

等)在理论上被提出用于突破标准量子极限的量子

精密测量, 并陆续在冷原子体系的实验中成功实

现. 自旋压缩态是其中最为典型且已被广泛研究的

一种 [13,17,18]. 由于自旋相干态和压缩态的概率分布

可以用高斯统计来描述, 因而它们都是多粒子高斯

态. 与之相反, 若概率分布不能用高斯统计来描述,

则这样的多粒子量子态属于非高斯态. 最大纠缠

态、自旋猫态、双数态等都是典型的非高斯纠缠态.

最近, 这些非高斯纠缠态也逐步受到人们的关注,

在理论与实验上均取得了很大的突破 [34−38].

本文先介绍高斯型的自旋相干态与自旋压缩

态, 随后着重讨论几个重要的非高斯多粒子纠缠

态, 介绍如何在超冷原子系综实现这些多粒子纠缠

态的制备, 并展示它们在量子精密测量中的应用.

2   基于量子干涉的精密测量

一般的物理量测量过程可以分为如下 3个步

骤: 1)将探针制备到所需的输入态; 2)让探针经历

一个与待测参数有依赖关系的动力学演化; 3)对

探针含有待测参数信息的末态进行相应的测量, 选

取合适的分析方法估算出参数的值.

这里仅讨论基于量子探针的物理量测量过程.

|ψin⟩
U(θ) θ

|ψ(θ)⟩=U(θ) |ψin⟩
O |ψ(θ)⟩

θ

O ⟨O⟩ θ

⟨O⟩ θ

θ

O θ

∆ϕ =
∆O

|∂ ⟨O⟩ /∂θ|

∆O O ∆O =

√
⟨O2⟩ − ⟨O⟩2

⟨O⟩ = ⟨ψ(θ)|O |ψ(θ)⟩
⟨
O2
⟩
= ⟨ψ(θ)|O2 |ψ(θ)⟩

假设初始输入态为  ; 在动力学演化过程中, 输

入态在演化算符   的作用下演化成含有   信息

的末态  ; 得到末态后, 再选取适当

的可观测量  , 并作用到  上得到相应的期望

值. 要成功地提取出未知参数   的信息, 所选取的

观测量  的期望值  必须与  有一定的函数依赖

关系. 如果对动力学演化过程有一定的先验知识,

而且能得到观测量期望值  与未知参数  的函数

依赖关系, 那么未知参数  的信息可以通过观测量

 的测量结果提取出来. 同时, 估计未知参数   的

误差也能相应得到. 根据误差传递公式, 可以得到

估计未知参量的标准偏差  , 其中,

 是观测量  的标准偏差,   ,

 ,   .

FQ =

4
(
⟨ψ′ (θ) |ψ′ (θ)⟩ − |⟨ψ′ (θ) |ψ (θ)⟩|2

)
∆θ ⩾

∆θQCRB ≡ (νFQ)
−1/2

ν |ψ′ (θ)⟩

|ψ (θ)⟩ θ

由量子力学可以推导得到 [31−33], 待测参数

的 测 量 精 度 极 限 由 量 子 Fisher信 息  

 决定 , 即  

 , 其中  是测量的次数,  

表示  对相位  求导数.

量子干涉是一种常用的参数测量手段. 对应参

数估计的 3个步骤, 运用量子态进行两模干涉可以

概括为: 1)把初态分成两个不同的模; 2)自由演化

一段时间积累与待测参数相关的相位; 3)将两模

进行复合读取相位并估计待测参数. 下面以单原子

的 Ramsey干涉为例.

π/2

π/2

一般的 Ramsey干涉仪由两个  脉冲和一个

自由演化过程组成 .  Ramsey干涉类似于 Mach-

Zehnder干涉, Ramsey干涉的两个   脉冲相当

于Mach-Zehnder干涉的两个分束镜, 而自由演化

过程对应于Mach-Zehnder干涉的相位积累过程.

|↓⟩ |↑⟩
−ω0/2 +ω0/2 ω0

|ψ0⟩ |↓⟩

π/2 |ψin⟩ =
1√
2
(|↓⟩+ |↑⟩)

|↓⟩ |↑⟩

|↓⟩ +ϕ/2 |↑⟩
−ϕ/2 ϕ = ω0T T

|ψ(ϕ)⟩ =
1√
2

(
e−iϕ/2 |↑⟩+ e+iϕ/2 |↓⟩

)
π/2

考虑一个两能级原子, 分别标记其基态和激发

态为  和  . 不失一般性, 假设基态与激发态对应

的本征能量分别为  与  . 这里,   就是

待测参数. 假设初始态  处于基态  , 运用第一

个   脉冲后 , 得到输入态   ,

输入态为基态   与激发态   的等概率叠加态. 接

着, 系统经历一个自由演化过程. 在此过程中, 基

态  积累一个正的相位  , 激发态  积累一个

负的相位   . 其中,    ,    为相位积累时

间. 这时, 自由演化后的输出态可以写成  

 . 最后 , 运用第二个  
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|↓⟩ p (↓ |ϕ) = 1 + cosϕ
2

= cos2
ϕ

2
,

|↑⟩ p (↑ |ϕ) = 1− cosϕ
2

=

sin2
ϕ

2
ϕ

脉冲, 并对末态进行布居数测量. 测得原子处在基

态   的概率为    测得

原子处在激发态  的概率为 

 . 因此, 由布居数的测量即可得到  的信息.

FQ (ϕ) = 1

∆ϕ ⩾ 1√
FQ (ϕ)

= 1

T

∆ω0 ⩾ 1

T
N

√
N ∆ω0 ⩾ 1√

NT
N

通过计算可以求得单原子 Ramsey干涉的量

子 Fisher信息为   . 由此可得, 相对相位

的不确定度  . 于是, 只要知道相

位积累时间   , 就可以得到待测参数的不确定度

 . 对于  个独立单原子, 待测参数的不确

定度则降低   倍, 即   . 假设   个原

子是纠缠的, 待测参数的测量不确定度会进一步降

低. 下面详细介绍量子多体纠缠态如何提高测量的

精度.

3   多粒子高斯态与精密测量

3.1    自旋相干态

N

J = N/2

Ĵi =
N∑
l=1

Ŝ
(l)
i (i = x, y, z) Ŝ

(l)
i (i =

x, y, z) l N

对于一个由  个二能级原子组成的超冷原子

系综, 可以把每个原子看成全同的自旋 1/2粒子.

这样, 整个系综就可以被描述成一个自旋长度为

 的大自旋系统. 因此, 系综可以用集体自

旋算符  来刻画, 其中 

 为第   个自旋 1/2粒子的自旋算符. 当   个

独立的、没有任何量子关联的自旋 1/2粒子同时处

在同一个单粒子态时, 就可以把这样的量子态叫作

自旋相干态, 它是最接近经典态的一个多粒子态.

任意一个自旋相干态都可以写成 

|θ, φ⟩SCS = ⊗Nl=1

[
sin

θ

2
e−iφ/2|↑⟩l + cos

θ

2
eiφ/2|↓⟩l

]
(1)

(θ, φ)

|θ, φ⟩SCS =
J∑

m=−J
cm (θ) e−i(J+m)φ |J,m⟩ , cm (θ) =[
(2J)!

(J +m)! (J −m)!

] 1
2

cosJ−m (θ/2) sinJ+m (θ/2)

N

(θ, φ)(
∆Ĵ⊥

)2 (
∆Ĵ⊥

)2
N(

∆Ŝ⊥

)2 (
∆Ĵ⊥

)2
= N ×

(
∆Ŝ⊥

)2
=

其中,   为自旋相干态的平均自旋方向. 自旋相

干态在Dicke基矢下的一般形式可以写成 

   其 系 数  

 . 当

粒子数   很大时, 其分布趋近标准的高斯正态分

布 [39], 如图 1左边. 对于一个自旋相干态, 任意垂

直于其平均自旋方向   的自旋分量的方差

 都相等 .    就等于   个自旋 1/2粒

子的方差  之和, 即 

N

4

FQ = N

 . 自旋相干态满足海森伯不确定关系的极限条

件, 即不等式取等号的情况. 利用自旋相干态进行

Ramsey干 涉 , 计 算 其 量 子 Fisher信 息 得 到

 , 可知其相位测量精度最多只能达到标准

量子极限 [33].

3.2    自旋压缩态

(
∆Ĵ⊥

)2
|⟨Jk⟩| /2 k

自旋压缩的概念由两位日本物理学家Kitagawa

和 Ueda于 1992年提出, 他们把量子光学的压缩

定义推广到自旋算符中 [40]. 对于无纠缠的自旋相

干态, 在垂直于平均自旋方向上, 每个独立的自旋

1/2粒子的涨落均为 1/4. 假如可以在各个独立自

旋间建立一定的关联, 就有可能抵消或者增加某个

方向上的涨落. 类似于位置动量的量子压缩, 在不

违背海森伯不确定关系的基础上, 一个自旋分量的

涨落 (方差)能以增大另一个共轭自旋分量的涨落

(方差)为代价而降低. 对于自旋为 J 的系统, 如果

一个量子态沿某个自旋方向的涨落   小于

 (  为平均自旋方向), 这个量子态就可以被

称为自旋压缩态. 自旋压缩的产生与粒子间的量子

关联密切相关. 其相对粒子数差的概率分布也会从

标准的高斯分布 (自旋相干态)变为半高宽狭窄的

高斯型分布 [39], 如图 1右边所示.

ξ2H =
2
(
∆Ĵα

)2∣∣∣⟨Ĵγ⟩∣∣∣ , α ̸= γ ∈

(x, y, z)

ξ2S =
min

(
∆Ĵn⊥

)2
J/2

=
4min

(
∆Ĵn⊥

)2
N

常见的自旋压缩参数有三种. 第一种是根据海

森伯不确定关系定义的 :   

 . 第二种压缩参数定义为垂直于平均自旋

方向的自旋分量涨落的最小值与平均自旋长度的

比值 , 即   , 这

 

x x
y

(a) (b)

y

z z

<Jz>

D           
DJy

|<Jz>|

1

NÖ
D

R

NÖ

图  1    自旋相干态 (左 )与自旋压缩态 (右 )在广义 Bloch

球上的 Husimi分布 (摘自文献 [39])

Fig. 1. The Husimi distribution of spin coherent state (left)

and  spin  squeezed  state  (right)  on  the  generalized  Bloch

sphere. Adapted from Ref. [39]. 
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n⊥

ξ2R =
∆ϕ

(∆ϕ)SCS
=
N
(
∆Ĵn⊥

)2
∣∣∣⟨Ĵ⟩∣∣∣2

⟨
Ĵ
⟩

ξ2α < 1(α = H,S,R)

FQ > N

里可以通过寻找垂直于平均自旋方向上所有可能

的  对应自旋分量的最小值, 来确定最佳的自旋

压缩方向. 第三种压缩参数与精密光谱密切相关,

它是通过给定的量子态相位不确定度与一个参考

的自旋相干态对应的相位不确定度的比值来定义,

具体写成   , 其中,   

为平均自旋长度. 当压缩系数  

时, 可知体系产生自旋压缩. 输入自旋压缩态进行

Ramsey干涉, 其量子 Fisher信息  , 因此测

量精度能突破标准量子极限.

自旋压缩态可以从一个自旋相干态出发, 通过

单轴扭曲来实现 . 单轴扭曲的哈密顿量可以写

成 [13,18,41]: 

Htwist = χĴ2
z , (2)

χ其中,   描述的是原子间的有效非线性相互作用强

度. 实验上可以对原子之间的非线性相互作用进行

调节, 利用时间演化制备自旋压缩态. 一方面, 可

以在体系中外加一个控制磁场, 利用 Feshbach共

振技术, 调节原子间的 s分波散射长度, 从而改变

原子间的有效相互作用 [18]. 另一方面, 可以通过调

节原子物质波的空间密度分布来控制有效相互作

用的大小. 在原子芯片上, 可以采用后一种方法,

通过微波操控波函数的交叠来调控原子间的非线

性相互作用, 实现自旋压缩 [13,17]. 在一个双势阱中

绝热相干地劈裂一个玻色-爱因斯坦凝聚体, 利用

劈裂后两个不同的外部空间模式同样可以实现自

旋压缩 [42,43]. 利用自旋压缩态, 可以实现突破标准

量子极限的测量. 另外, 一种新型的非线性探测

手段被提出, 并在自旋压缩态上实现了无需单粒子

分辨的探测器也能突破标准量子极限的相位测

量 [44−47]. 这类方案实际上是在可观测量探测前再

进行一次非线性的动力学演化过程. 其实现与非线

性动力学制备输入态类似, 实验可操作性强, 丰富

了现有量子精密测量的探测手段.

4   非高斯纠缠态与精密测量

4.1    最大纠缠态

J = N/2

|↓⟩ |↑⟩
在   的大自旋系统中, 所有 N 个粒子

同时处在  与所有 N个粒子同时处在  的等概率

叠加态 , 被称为 N 粒子的 Greenberger-Horne-

Zeilinger(GHZ)态 , 有时也被称为最大纠缠态 .

N 粒子的 GHZ态在 Dicke基矢下可以写成 

|GHZ⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣N2 ,+N2
⟩
+ eiγ

∣∣∣∣N2 ,−N2
⟩)

, (3)

γ其中 ,    代表一个任意相位 . 在理想情况下 ,

GHZ态被认为是提高测量精度的最优候选态.

γ = 0

|Ψ⟩in =
1√
2

(∣∣∣∣N2 ,
+
N

2

⟩
+

∣∣∣∣N2 ,−N2
⟩)

|↓⟩ +
φ

2
|↑⟩

−φ
2

|Ψ⟩ = 1√
2

(
e−iNφ

2

∣∣∣∣N2 ,+N2
⟩
+e+iNφ

2

∣∣∣∣N2 ,−N2
⟩)

FQ = N2

一般考虑干涉过程时, 设  . 利用 GHZ态

来进行量子干涉 , 输入态写成  

 . 在自由演化过程中, 每个处

在  的粒子都积累一个  的相位, 而每个处在 

的粒子都积累一个   的相位. 于是, 得到输出态

 .  因

此, 可以得到其量子 Fisher信息为  , 其相

位极限精度达到 1/N. 对比没有量子关联的独立原

子, 把原子制备成最大纠缠态, 理论上能使测量精

度从标准量子极限提高到海森伯极限 [48−53].

χt =
π
2

对于超冷原子系综, 最大纠缠态也可以用单轴

扭曲的方法来制备. 当演化时间与有效相互作用满

足   的条件时 [54], 系统的态可以从自旋相干

态演化为最大纠缠态. 然而, 要达到这一条件比较

困难. 其一, 实验上可实现的有效相互作用较弱,

需要很长的演化时间, 体系难以长时间保持相干性;

其二, 演化的时间需要控制得非常精确, 制备具有

很大的随机性. 另外, 最大纠缠态非常脆弱, 纠缠

特性容易受粒子数损失、失相等环境效应影响而被

破坏. 这些都是利用最大纠缠态来进行量子精密测

量时亟待解决的问题.

4.2    自旋猫态

由于最大纠缠态极端脆弱且制备较为困难, 实

验上能实现的并不多, 即使实现了, 其纠缠的粒子

数也很少. 因此, 寻找对环境效应具有鲁棒性同时

实验上又易于制备的多粒子态成为关键. 下面, 着

重介绍另一种有潜力运用到量子精密测量中的非

高斯多粒子纠缠态—自旋猫态. 首先, 简要阐述

自旋猫态的基本特点, 然后讨论其制备的方案和在

精密测量中的表现.

自旋猫态实际上是一种宏观自旋相干叠加态 [55].

假设有两个不同的自旋相干态相干叠加, 对于这样
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|Ψ (θ, φ)⟩M = NC
(
|θ, φ⟩SCS + |π− θ, φ⟩SCS

)
NC |θ, φ⟩SCS

|π− θ, φ⟩SCS
φ = 0

形成的量子态, 可以由彼此正交的或非正交的自旋

相干态叠加而成. 宏观自旋相干叠加态的形式可以

写成   , 其

中 ,    代表量子态的归一化系数 .    和

 为两个自旋相干态. 不失一般性, 假设

径角  , 这时, 在 Dicke基矢下, 宏观自旋相干

叠加态表示为 

|Ψ (θ)⟩M = NC

[
J∑

m=−J
(cm (θ) + cm (π− θ)) |J,m⟩

]

θ = 0 |Ψ (0)⟩M θ = π/2

|Ψ (π/2)⟩M θ = π/2, φ = 0

|π/2, 0⟩SCS 0 ⩽ θ ⩽ π/2 |Ψ (θ)⟩M
θ

θ |Ψ (θ)⟩M

0 ⩽ θ < π/2

θ

θ |Ψ (θ)⟩M

|θ, 0⟩SCS
|π− θ, 0⟩SCS 0 ⩽ θ ⩽
θC

∣∣SCS ⟨θ, 0|π− θ, 0⟩SCS
∣∣2 < ε ε

|Ψ (θ)⟩M

对于   ,    变为最大纠缠态 . 当  

时,   实际上是  的自旋相干

态   . 在   的区间内,    中

的两个相干叠加态间的距离随着   的增大而减小.

在图 2上方, 给出了不同   对应的   在广义

Bloch球面上的 Husimi分布. 从图上可以看到, 对

于   , 每个 Husimi分布会出现两个峰 ,

而这两个峰的距离会随着  的减小而增大. 特别地,

对于适中的   值,    会是两个准正交的自旋

相干态的叠加态, 这种态可以看作是自旋猫态. 这

里 , 准正交指的是两个自旋相干态   与

 波函数交叠的部分非常小. 当  

 , 交叠部分满足   (  是

一个很小的参数)时, 就可以把   看成是自

旋猫态. 此时, 自旋猫态可以写成 [56]: 

|Ψ (θ)⟩CAT =
1√
2

[
J∑

m=−J
cm (θ) (|J,m⟩+ |J,−m⟩)

]
.

(4)

FQ =(
1− 2tan2(θ/2)

1 + tan2(θ/2)

)2

N2

∆ϕ ⩾ ∆ϕQCRB ≡ ν−1/2

(
1 +

2tan2(θ/2)
1− tan2(θ/2)

)
N−1

最近的研究发现自旋猫态具有海森伯极限标度. 从

上式出发 , 可以得到其量子 Fisher信息为  

 . 因此, 其相位测量精度满足

 ,

接近海森伯极限 [56].

自旋猫态的一大优点是其对环境效应的鲁棒

性. 在基于耗散体系的自旋猫态的量子相位测量方

面有一些研究工作 [55]. 通过与不同的输入态 (尤其

与最大纠缠态)做对比, 发现纠缠适中的自旋猫态

对原子损失具有很强的鲁棒性, 其在耗散下所能达

到的相位测量精度依然很高, 如图 2所示.

此外, 相对最大纠缠态, 自旋猫态较容易在实

验中制备. 针对不同体系, 已有一些制备自旋猫态

的方案被提出来 [57−71]. 在玻色-爱因斯坦凝聚体

中可以利用原子碰撞引起的非线性 Kerr效应来制

备 [57,58]. 也可以从自旋相干态出发利用非线性动力

学来制备, 但制备的自旋猫态可能需要合适的旋转

操作才能作为输入态 [59]. 利用与热库的耦合 [60,61]、

非破坏测量 [62−65]、里德伯阻塞 [66] 等手段都可以产

生有效非线性, 从而制备自旋猫态. 引入一系列自

旋测量操作也可以条件性地产生自旋猫态 [67−69].

此外, 还有研究组在热原子体系中利用量子泽诺

(Zeno)效应也能实现自旋猫态的制备 [71].

最近, 通过驱动系统穿越量子相变的绝热基态

制备方法来实现自旋猫态被提出 [48,51,72]. 通过绝热

改变系统的参数, 初态可以从一个非简并的基态逐

渐演化到一个高度简并的纠缠态 [72]. 这样的过程

既实现了产生纠缠态的作用, 同时又发挥了分束的

作用, 如图 3所示. 利用这样的方法可以在超冷原

子系综上实现自旋猫态.

考虑一团两态的玻色凝聚原子 (占据两个超

精细态 ), 用两模玻色 -约瑟夫森哈密顿量来描

述 [17,18,41,73]: 

HBJ = −ΩĴx + δĴz + χĴ2
z , (5)

Ω Ω ⩾ 0

δ χ

χ ∝ gaa + gbb − 2gab

这里,   为Rabi频率 (在下面的讨论中假设  ),

 表示失谐量 ,    为有效非线性相互作用 . 其中 ,

 与模内、模间的原子相互作用
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图  2    上图为不同自旋猫态在广义 Bloch球上的 Husimi

分布 ; 下图为不同自旋猫态在有原子数损失 (  为原子的

损失率)情况下的相位测量精度极限 (摘自文献 [55])

η

Fig. 2. Top:  The  Husimi  distribution  of  different  spin  cat

states  on  the  generalized  Bloch  sphere.  Bottom:  The

ultimate  phase  measurement  precision  with  different  spin

cat  states  under  atomic  loss  (   denotes  the  ratio  of  atom

loss). Adapted from Ref. [55]. 
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χ

强度相关. 通过 Feshbach共振调节原子模内或模

间的散射长度就可以调节有效非线性相互作用  .

χ < 0

χ < 0 δ = 0

χ < 0 δ = 0

κ = Ω/χ |κ| ≫ 1

κ κ < −N −N <

κ < 0

对于自旋猫态的制备, 可以利用有效非线性相

互作用为负时 (即   )的基态特性 [48,49]. 理论

上, 对于  的对称玻色-约瑟夫森结 (  ), 可

以利用绝热制备的方法产生从自旋相干态到自旋

猫态等各种纠缠态. 当   ,    , 体系基态性

质只由系数  决定. 在强耦合极限下 (  ),

其基态为自旋相干态. 当   从   变到  

 时, 基态的布居数差概率分布会出现从单峰

形态到双峰形态的转变. 这种双峰形态所对应的基

态可以被看成是两个对称的自囚禁态的等概率宏

观叠加, 与自旋猫态类似.

Ω

Ω

|Ψ (θ)⟩CAT
θ Ω/χ

因此, 从自旋相干态出发, 绝热地调节 Rabi

频率   , 使其从很大的数值缓慢降为 0, 系统所处

的态会绝热演化到最大纠缠态上. 在绝热演化过程

中, 系统的态会经过一个从正常态到自囚禁态的分

叉. 当   较小时, 由于宇称对称性的保护 [48,74], 系

统演化的态会是两个自囚禁态的叠加态, 即自旋猫

态. 而自旋猫态   中决定两个叠加自旋相

干态“距离”的参数   只需要通过调节   来控制

即可 [51]. 相比动力学演化的方法, 利用基态的绝热

制备, 得到的自旋猫态是确定性的.

自旋猫态还可以通过其他巧妙设计的量子调

控手段来获取. 最近, 国外的研究组提出运用相干

驱动 [75]、绝热捷径 [76] 等手段在玻色-约瑟夫森系统

中产生自旋猫态, 其态制备时间能进一步缩短.

在实验中, 自旋猫态积累完待测相位后, 还需

要进行可观测量的测量来提取待测相位的信息. 最

初, 人们发现常用的布居数之差测量无法提取相位

信息, 需要利用宇称测量 [51]. 然而, 宇称测量需要

分辨原子数的奇偶性, 实际需要单原子分辨率的探

测器. 这是一个比较严苛的实验要求, 在实验中很

难实现.

π/2

为了克服这一困难, 引入与绝热制备基态的相

反过程 (绝热改变系统参数使系统从简并区域回到

非简并区域, 如图 3所示)作为合束器后, 就可以

利用布居数之差的测量来提取相位信息, 从而不需

要单原子分辨的探测器 [61]. 另外, 在探测前引入非

线性探测过程也可以实现. 非线性探测过程包括一

个单轴压缩、两个   脉冲和布居数测量, 均可用

当前实验技术实现. 相比之前基于自旋压缩态的非

线性探测方案, 改用自旋猫态, 其测量精度对探测

噪声的鲁棒性大大增强 [56].

4.3    双数态

双数态是两个模具有确定相等粒子数目的

Fock直积态, 即 

|TWIN⟩ =
∣∣∣∣N2
⟩
a

∣∣∣∣N2
⟩
b

= |N/2, 0⟩ , (6)

N

ÛBS1 = exp
[π
4

(
â†b̂− b̂†â

)]
|Ψ⟩in =

N/2∑
k=0

C
N/2
k |2k⟩a|N − 2k⟩b

C
N/2
k

其中,   为偶数. 由于其两模的粒子数都是确定的,

相对粒子数的不确定度为零, 因此两模间的相对相

位是完全不确定的 [77]. 利用双数态作为输入, 可以

实现达到海森伯极限的量子干涉测量. 首先, 双数

态经过一个形式  的分束

器会变成   , 其系数

 的形式为
 

C
N/2
k =

1

2N/2
(−1)

N/2−k
[(

2k
k

)(
N − 2k
N/2− k

)]1/2
,

FQ=N (1+N/2)

∆φ ⩾ 1√
N2/2 +N

N N ≫

可以通过计算它的量子Fisher信息  ,

得知其相位测量精度极限满足  .

因此, 利用双数态进行相位测量, 理论上所能达到

的最小相位不确定度几乎正比于总粒子数  ( 

1), 具有海森伯极限的标度 [32].

b Π̂b = exp
(
iπb̂†b̂

)
⟨
Π̂b

⟩
= PN/2 [cos (2φ)]

PN/2 [cos (2φ)]

理论上, 选用双数态作为初态, 结合宇称测

量, 可以实现接近海森伯极限的相位测量. 得到

输出态后, 再经过合束器得到末态, 并进行宇称

测量. 定义   模上的宇称算符为   ,

其对末态的期望值为   (其中

 为 Legendre多项式)[78]. 根据误差传

 

I> > O

HBS1 HBS2


 € QPT € f


f € QPT € 

Non-

degenterate

groungd state

Multifold

degenterate

groungd state

Non-

degenterate

groungd state

Multifold

degenterate

groungd state
adiabatic

sweep

adiabatic

sweep

inverse

Input Entangling Interrogation Disentangling Detection

图  3    基于量子相变和多体量子干涉的相位测量方案示

意图 ( 摘自文献 [61])

Fig. 3. Schematic of precision phase measurement based on

driving through quantum phase transitions and many-body

quantum interferometry. Adapted from Ref. [61]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 4 (2019)    040306

040306-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


∆φ =
∆Π̂b∣∣∣∂ ⟨Π̂b

⟩
/∂φ

∣∣∣ φ→ 0

N

∆φ ∝ 1

N

递公式   , 可以得到 : 当  

时, 宇称测量的相位不确定度与总粒子数  成反比

关系, 即   . 最近, 国内外在基于超冷原子

系综的双数态制备及其相位估计方面取得了巨大

的实验突破.

1.61+0.98
−1.1

通过旋量玻色-爱因斯坦凝聚体 (BEC)中原

子的自旋交换碰撞可以实现大原子数的双数态 [34].

若将原子制备在 mF = 0的初始态 , 两个 mF =

0原子通过自旋交换碰撞就可以产生一对自旋向

上和向下 (mF = ±1)的原子. Klempt等 [34] 利用

自旋交换动力学成功制备了双数态, 他们的实验利

用旋量为 2的 87Rb凝聚体, 通过选择合适的磁场

强度 (1.23 G)和演化时间 (15 ms), 制备了原子数

可多达 104 的双数态, 并利用双数态得到低于散粒

噪声    dB的干涉灵敏度. 然而, 利用旋量

BEC中的自旋动力学产生的双数态总原子数存在

很大的涨落, 因此在利用双数态展示突破标准量子

极限的测量时需要对样本总原子数进行后选择, 大

大降低了双数态的实用性.

H =
c2
2Nt

[
2
(
â†1â

†
−1â0â0 + h.c.

)
+(

2N̂0 − 1
)(

Nt − N̂0

)]
− qN̂0 â†mF

(âmF
)

N̂mF

q ≫ 2 |c2|
q ≪ −2 |c2|

最近, 通过调控旋量为 1的 87Rb凝聚体自旋

混合过程, 实现连续发生两次量子相变, 可以在实

验中确定性地制备约 11000个原子的双数态 [35].

在这个实验中, 旋量 BEC的自旋动力学哈密顿

量 可 以 描 述 为  

 ,  其 中   与

 分别代表 mF 磁子能级原子产生 (湮灭)和粒

子数算符, Nt = N+1 + N–1 + N0 为总粒子数. 第

一项代表与自旋相关的相互作用, 包括自旋交换相

互作用, 参数|c2|表示自旋交换发生的平均速率;第

二项代表二阶塞曼效应对系统的影响, 实验上通过

磁场或者微波可以调控 q. 对于该哈密顿量 ,

在 q = ±2|c2|处有两个量子相变点, 如图 4(a)所

示, 对于   , 所有基态为 polar(P)相; 对于

 , 基态变成双数相 , 产生相等数目的

mF = ±1态 ;  –2|c2|  < q < 2|c2|对应 broken-axis

symmetry相, 在该区域内 BEC中的原子容易发

生自旋交换碰撞, 产生双数态. 他们在实验中设计

q 的扫描曲线, 让 q 尽量慢地穿过量子相变点, 使

相变点的激发大为减少, 从而确定性地制备双数

态. 在扫描结束后, 有 (96 ± 2)%的 mF = 0的原

子 (共约 11000个原子)转换为双数态. 另外, 利用

2.42+1.76
−1.29

类似的方法, 他们还成功制备了三模的 balanced

spin-1 Dicke态, 并实现了超越三模标准量子极限

的干涉精度 (达到    dB)[36]. 这些成果为研

究超越标准量子极限的量子精密测量指引了新的

方向.

4.4    精密测量中的应用

基于上述非高斯纠缠态, 通过多体量子干涉可

实现对物理参数的高精度测量. 第一, 利用多粒子

GHZ态的 Sagnac干涉来提高旋转频率的测量精

度 [51]. 利用态依赖的旋转势, 两态的玻色原子系综

在一个环内移动. 其中, 不同内态的原子沿不同方

向运动. 然后, 原子通过 Ramsey脉冲进行复合干

涉. 相位积累的时间由态依赖的旋转势的形式确

定 . 只要原子的内态存在纠缠 (把原子制备在

GHZ态上), 其旋转频率的精度极限将有可能达到

海森伯极限. 第二, 基于玻色凝聚铷原子气体, 耦

合不同 Zeeman能级并调控原子之间的相互作用

强度 [13], 制备磁敏感非高斯纠缠态 (自旋猫态、双

数态等)并实施 Ramsey干涉, 再选取恰当的可观

测量提取磁场信号, 可实现超越传统测量极限的精

 

P BA TF

(b)

(a)

+1

+10
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
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q

图 4    (a)旋量 BEC的基态由单原子内态的二阶塞曼效应

和 BEC中自旋交换作用强度的大小决定 , 会出现两个相

变点, 将相图分为三个区域, 分别为 P, BA和 TF相; (b)线

性扫描 q 时, 通过吸收成像观察到的 BEC在各个内态上的

分布随时间的变化 (摘自文献 [35])

∆Fig. 4. (a)  The  thick  black  solid  line  denotes  the  gap   

between  the  first  excited  and  the  ground  state  of

Hamiltonian,  which  together  with  the  two  minima  at  q =

±2|c2|  defines  three  quantum  phases,  illustrated  by  their

atom distributions  in  the  three  spin components,  the  first-

order  Zeeman  shifts  are  not  shown  because  they  are

inconsequential  for  a  system  with  zero  magnetization;  (b)

absorption  images  of  atoms  in  the  three  spin  components

after Stern-Gerlach separation, showing efficient conversion

of a condensate from a polar state into a TFS by sweeping

q linearly from 3|c2| to –3|c2| in 3 s. Adapted from Ref. [35]. 
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密磁场测量. 第三, 利用旋量玻色凝聚原子, 可利

用多模的多体量子干涉实现线性与非线性 Zeeman

系数的同时测量 [52]. 把原子制备在多模的 GHZ态

上, 两个系数的测量精度有可能同时达到海森伯

极限.

此外, 基于这些新型的非高斯纠缠态, 还可以

发展超越经典测量极限的量子器件, 如高精度重力

仪 [79]、磁力计 [80]、陀螺仪 [81,82]、纠缠原子钟 [83−85]

等. 虽然这些工作目前仍处于实验研发阶段, 但是

已显现出巨大的实用前景和研究价值.

5   总结与展望

综上所述, 基于非高斯纠缠态的量子精密测量

是一个正在稳步发展的研究方向. 其中, 基于超冷

原子系综的绝热量子相变与多体量子干涉实施量

子精密测量是一种有广泛应用前景的探索. 利用跨

越量子相变临界点的绝热过程可成功制备超冷原

子系综的非高斯纠缠态 (如自旋猫态和 GHZ态).

基于多体量子干涉, 输入所制备的非高斯纠缠态,

可实现超越标准量子极限的高精度测量. 这些都为

基于超冷原子系综实施超越标准量子极限的精密

测量给出了一条可行的新途径. 当然, 在实际应用

中还面临许多挑战, 如实验中各个过程都可能存在

退相干效应, 非高斯纠缠态在环境中会变得脆弱,

对最终测量精度产生影响; 针对不同的非高斯输入

态, 需要设计合适的探测过程等. 针对这些挑战,

还需要进行更深入的理论分析与实验探索.
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Abstract

Quantum  metrology  is  the  interdisciplinary  of  investigating  how  to  utilize  the  principles  of  quantum

mechanics to perform parameter estimation and improve the measurement precision by quantum effects. With

the experimental developments of ultracold atoms, ultracold atomic ensemble provides an excellent platform for

implementing quantum metrology. Attributed to well-developed techniques of quantum control, one can prepare

several exotic non-Gaussian multi-particle entangled states in the ensembles of ultracold atoms. Based on many-

body  quanum  interferometry,  and  using  these  non-Gaussian  entangled  states  as  probe,  the  high-precision

measurement beyond the standard quantum limit can be realized. This article introduces the background and

advancement of this field.
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专题：冷原子-分子物理

基于量子 Fisher 信息的量子计量进展*

任志红　李岩　李艳娜　李卫东†

(山西大学, 理论物理研究所, 量子光学与光量子器件国家重点实验室, 极端光学协同创新中心, 太原　030006)

(2018 年 11 月 6日收到; 2019 年 1 月 18日收到修改稿)

量子计量是超冷原子气体研究中的一个热点领域. 超冷原子体系独特的量子性质 (量子纠缠)和量子效

应有助于大幅度提高待测物理量的测量精度, 这已经成为量子精密测量中的共识. 量子 Fisher信息对该领域

的发展起了非常重要的作用. 本文首先介绍量子 Fisher信息的基本概念和量子计量的主要内容; 然后简要回

顾这些理论在提高测量精度方面的应用, 特别是多粒子量子纠缠态的产生及其判定; 再介绍线性和非线性原

子干涉仪的相关进展; 最后论述量子测量过程中的统计方法的研究进展.

关键词：量子计量, 超冷原子, 量子 Fisher信息, 量子纠缠

PACS：06.20.Dk, 03.75.Dg, 03.67.–a, 03.65.Ud 　DOI: 10.7498/aps.68.20181965

1   量子计量简介

(θ)

(Θ)

量子计量研究如何利用量子属性、量子效应

来提高物理量的测量精度 , 以期突破散粒噪声

极限 (shot noise limit, SNL)(或者标准量子极限

(standard quantum limit, SQL)), 趋近海森伯极

限 (Heisenberg limit, HL). 大多数需要精密测量

的物理量 (如电磁场场强、微弱惯性力以及时间频

率标准等)都能被投影到相位上, 而这些相位可以

利用干涉仪进行推断估计. 因此, 干涉仪的设计是

量子计量中的核心内容之一. 由于没有与相位对应

的厄米算符, 因此其不能直接被实验测量, 只能通

过估计的方法获取 . 因此 , 相位估计 (phase

estimation)就成为精密测量 (量子计量)中的一个

重要内容. 一个完整的相位估计过程 (如: 引力波

测量、原子钟以及重力测量仪等)一般由如下几部

分组成: N 粒子探测态制备、相位  累积、可测物

理量 (M)的测量以及相位   估计 (如图 1所示).

(N)

Δθ

Δθ

ΔθSQL = 1/
√
N N

换言之, 量子计量的目的就是研究如何在探测粒子

数  给定、相互作用 (相位累积)时间有限的前提

下, 尽可能获得精确 (小涨落   )的参数估计. 噪

声 (noise)是决定     大小的重要因素, 通常可分

为经典噪声和量子噪声 [1]. 一般地讲, 经典噪声是

非本质的, 总是可以被克服 (或抑制), 而量子噪声

由量子力学的基本原理决定 [2], 是本质的、不可克

服的. 目前双模式的原子干涉仪的测量精度已经接

近标准量子极限, 即   , 其中   是探

测态中非关联的粒子数 [3]. 标准量子极限来源于测

量的统计属性, 是中心极限定理的直接结论 [4,5].

早期的理论研究表明, 标准量子极限是可以被突破

的 [6−8]. 利用超冷原子系统的量子特性, 实验上已

经在突破标准量子极限的方向上取得了显著的进

展 (见图 2). 如何在有限的量子资源下突破标准量

子极限、趋近海森伯极限是量子计量学研究的核心

问题之一 [9−21].

基于量子力学原理的物质波干涉仪的发明是

量子计量中的一个重要进展. 继电子、中子干涉仪
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之后, 原子干涉仪也已经发展了 20多年. 特别是

随着对超冷原子的操控与测量技术的进步, 原子干

涉仪在近十年来有了非常快速的发展 [22]. 目前原

子干涉仪在重力 [23−26]、惯性力 [27−34] 等方面的测量

已经达到了很高的精度. 国内的相关进展, 可参见

近期《物理学报》关于“精密测量的专题”[35].

利用原子的内部能级作为双模干涉仪的模式,

通过 Ramsey干涉仪技术 [36] 对原子跃迁频率的测

量是近代原子钟频率基准的核心技术之一 [37,38]. 超

冷原子系统不仅在推动精密测量方面具有非常重

要的意义, 而且对深入理解量子力学的基本问题

(比如: 量子力学非定域性、量子纠缠等)也有重要

的促进作用 [39](某种意义上也促进了对量子理论基

本问题的进一步思考, 比如: 量子力学诠释问题的

重新讨论 [39]). 传统的量子计量存在一些缺点：一方

面 , 量子计量原则上要求多粒子 (通常成百上

千)组成的量子态作为探测态, 但是对这些粒子同

时进行单独测量是非常困难的; 另一方面, 多粒子

量子态重构所要求的独立测量次数呈指数形式增

加, 这也是一个难以克服的困难. 因此, 需要发展

一种全新的、基于有限次测量的多粒子量子纠缠态

刻画的理论方法. 目前, 对多粒子量子体系的操作

(或测量)基本上都是同时的集体 (collective)操作

(或测量), 新方法需能够从集体操作过程中汲取多

粒子量子关联态的信息.

近年来, 基于量子 Fisher信息的基本概念, 我

们小组以冷原子系统为对象, 较为系统地开展了量

子计量相关的研究工作. 本文以时间频率测量为主

线, 简要回顾量子计量的历史进程; 介绍基于量子

Fisher信息的量子计量的主要内容; 阐述在此基础

上发展的多粒子量子纠缠态的产生及其判据; 简析

新型原子干涉仪工作原理以及相位估计过程中新

的、可控量子过程的设计思路.

1.1    历史回顾

早在 1873年, Maxwell(麦克斯韦)[40] 就提议

将波长为长度单位的光波的振动周期作为时间单

位. 但是当时的技术水平无法测量如此短的时间周
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图 1    相位估计的流程示意图　(1) 探测量子初态   的制

备 ; (2)待测相位   的编码 , 量子初态演化为   ; (3) 正定

的测量算符 (POVM)对末态进行测量 ; (4)待测相位的统

计估计   . 图的下部分是马赫曾德 (Mach-Zehnder, MZ)干

涉仪的应用实例. 图取自文献 [4]

ρ̂(0)

θ

ρ̂(θ)

Θ

Fig. 1. Here we schematically plot the elements of complete

phase  estimation:  (1)  the  preparation  of  prob  state    ;

(2)  the  encoding  of  phase  shift    ,  which  transform  the

probe  state  to    ;  (3)  the  readout  measurement  of  the

POVM and finally (4) the mapping from the measurement

results  to  the  phase  provided  by  the  estimator    .  The

phase  sensitivity  crucially  depends  on  all  these  operations.

The  lower  panel  shows  the  application  to  Mach-Zehnder

interferometry. Adapted from Ref. [4]. 

 

102 103 104 105

0

2

4

6

8

10

1

2

3

4

5

6
7
8
9
10

M
e
tr

o
lo

g
ic

a
l 
g
a
in

 (
li
n
e
a
r)

 Ref.[9]
 Ref.[10]
 Ref.[11]
 Ref.[12]
 Ref.[13]
 Ref.[14]
 Ref.[15]
 Ref.[16]
 Ref.[17]
 Ref.[18]
 Ref.[19]
 Ref.[20]

M
e
tr

o
lo

g
ic

a
l 
g
a
in

/
d
B

N

10 log10(ΔθSQL/Δθ)2

(ΔθSQL/Δθ)2 (Δθ)2 = ξ2R/N
(Δθ)2 = 1/FQ ξ2R FQ
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图  2    近年来利用超冷原子体系取得的超越标准量子极

限的实验进展 . 对数增益 (左):    和对

应的线性增益 (右):   , 其中   或者

 ,    为自旋压缩参数 ,    为量子 Fisher信

息. 空心图标为净增益, 即去除测量误差的增益; 实心图标

为可能增益， 即实验纠缠态的可能增益; 十字交叉图标为

干涉仪增益， 即通过干涉仪验证的增益.   为实验中所用

的总粒子数目 (或平均数目). 图取自文献 [5]

∆θSQL = 1/
√
N

10 log10(ΔθSQL/Δθ)2

(ΔθSQL/Δθ)2

ξ2R (Δθ)2 = ξ2R/N
FQ (Δθ)2 = 1/FQ

N

Fig. 2. Gain of phase sensitivity over the standard quantum

limit      achieved  form  recent  Bose-Einstein

condensates experiments.  The logarithmic gain is shown in

left,      and  the  linear  gain  is  in  right,

 . The measured phase precision is obtained by

spin-squeezing  parameter    ,  i.e.,    ,  or  from

 , i.e.,    . Open patterns are inferred values,

being  obtained  after  subtraction  of  detection  noise;  Filled

patterns  report  witnesses  of  metrologically  useful

entanglement measured on experimentally generated states,

representing  potential  improvement  in  sensitivity;  Cross

patterns show the measured phase sensitivity gain obtained

from  a  full  interferometer  sequence.  Here      is  the  total

number  of  particles  (or  mean  total)  used  in  experiments.

Adapted from Ref. [5]. 
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期. 一直到 1937年, 一系列新发明和技术进步 (如:

O. Stern改进了分子束控制技术和 Stern-Gerlach

实验 [41])才使得原子内部能级的跃迁频率作为时

间标准成为可能 [37]. 同年, Rabi(拉比)[42] 首次观测

到中性分子的磁共振效应, 并建议利用这种效应发

展时间频率标准. 1939年, 实验上首次观测到了分

子内部能级磁共振现象 [41]. 这些工作为后来原子

束磁共振频率钟的研究奠定了基础 [37]. 1945年, 第

一台原子钟研制成功, 尽管其精度不如同时期的机

械 (Mechanical)钟和石英 (Quartz)钟, 但是由于

原子内部能级具有稳定性和一致性, 所以对原子钟

的研究并未停止. 随着 1949年 Ramsey干涉仪原

理的揭示 [36], 实现原子钟道路上的最后一个科学

堡垒终于被攻克了. 1967年, 对铯-133原子的基态

超精细能级 (钟能级)跃迁频率的测量已经可以精

确到约  , 较机械钟和石英钟的  提高了近

  个数量级. 因此, 铯-133原子钟的跃迁周期被重

新定义为秒的国际单位 [43], 这真正意义上完成了

利用量子系统 (或量子效应)实现时间标准的设想.

从一定意义上讲, 对频率 (时间)测量精度的不断

追求推动了量子计量的发展 [44], 时间测量精度提

高的进程与量子计量发展的过程密不可分. 目前所

有的可测物理量中, 时间测量的精度最高 [43]. 事实

上, 得益于时间测量的超高精确度, 对相关物理量

的测量 (长度、速度以及电压等)也可以达到非常

高的精度.

关于量子计量的综述文献有很多 [4,36,37], 下面

简要回顾量子计量理论发展过程中几个里程碑式的

重要进展: 1981年, Caves[45] 指出在光学Michelson-

Morley干涉仪的闭置端输入压缩真空态可以突破

标准量子极限; 随后的二十年里, 人们逐步认识到

将探测的量子态改为具有一定量子关联的非经典

态可以大幅增加测量的精度, 突破散粒噪声 (标准

量子)极限 [4,7,46]. 近些年的研究 [3] 表明突破标准量

子极限需要将探测态改为量子纠缠态. 然而, 并非

所有的量子纠缠态都对提高量子计量的测量精度

有益, 只有那些可以被量子 Fisher信息识别、对量

子计量有用的多粒子量子纠缠态才可以真正地增

强量子测量的测量精度 [5,47,48]. 因此, 如何甄别和利

用量子态 (特别是多粒子量子纠缠态的量子属性 [5]

和其他量子效应 [49])来提高量子测量的测量精度,

成为了量子计量的重要研究内容. 本文将针对这些

内容进行介绍. 需要指出的是, 量子 Fisher信息作

为甄别幺正操作下量子态纠缠特性的重要基本概

念, 在量子相变等其他热点问题中也有广泛的应

用 [50−59], 但这部分内容不在本文的讨论范围之内.

如前所述, 本文主要以量子干涉仪为模型进行

讨论. 一方面, 物理学的进步某种程度上得益于人

们对物理量的精密测量, 而量子纠缠态是进一步提

高测量精度并且研发下一代高灵敏探测仪器的关

键; 另一方面, 量子干涉仪是研究量子力学基本问

题的重要模型之一.

1.2    相关的基本概念

统计估计的精度到底是多少？是否存在一个

基本的极限？这是统计推断 (statistical inference)

中的核心问题之一. 早在 20世纪 40年代, Rao[60],

Cramér[61] 以及 Fréchet[62] 就分别独立证明了对于

单变量的统计估计存在一个最低的极限 (随后由

Darmois[63] 将上述结果推广到多变量情况). 这个

极限就是 Cramer-Rao下界 (Cramer-Rao  lower

bound, CRB), 其与 Fisher[64] 早些年提出的 Fisher

信息有直接关系 (在相位估计理论中, 还存在许多

其他极限 . 特别是在有限测量次数时 , 有些比

CRB更为严格, 本文将在第四部分简单介绍). 因

此, Fisher信息是相位估计理论中的核心概念. 考

虑所有可能的量子测量条件, Fisher信息的最大值

被称为量子 Fisher信息 [1,65]. 相应地可定义量子

Cramer-Rao下 界 (quantum  Cramer-Rao  lower

bound, QCRB)[2,66,67].

本节首先对 Fisher信息和量子 Fisher信息的

定义、基本性质以及与此相关的相位估计理论进行

简单的介绍. 关于 Fisher信息和量子 Fisher信息

的相关综述可以参阅文献 [68,69]. 在介绍和证明QCRB

之前, 先介绍似然 (likelihood)函数和估计子.

ρ̂

θ

ρ̂(θ) ε

θ

1) 似然函数和估计子. 如图 1所示, 一个完整

的相位估计单元包括: 初始的探测态    的制备; 一

种可参数 (实数    )化的、对探测态的操作 (如: 干

涉仪的转动操作, 参见第三部分内容); 利用末态

(输出态)    获得可测物理量的测量值 (  ); 对待

测参数    的估计 (通过对多次测量结果的统计分

析而获得). 这里的测量结果既可以是分离变量

(如 MZ干涉仪中的粒子数), 也可以是连续变量

(如双缝干涉仪中的干涉条纹). 一般地, 量子测量

用一个正定的测量算符 (positive-operator valued

measure, POVM)表示 (测量理论中的算符在一定
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(Ê(ε))

∑
ε Ê(ε) = ⊮ θ ε

程度上具有测度的意义, 因为它不只是一个力学

量, 同时还将概率算符与测度相联系. 因此, 严格

地说此算符为测度算符). POVM算符  是一

个厄米算符, 需满足两个基本要求: 1) 概率测量值

非负; 2)    . 给定   时, 获得测量值为 

的条件概率分布函数 (亦被称为似然函数)定义为 

P (ε|θ) = Tr[Ê(ε)ρ̂(θ)]. (1)

m

m

ε = {ε1, ε2, · · · , εm}
P (ε|θ) = Tr[Ê(ε)ρ̂(θ)]

一般情况下, 系统由关联的子系统组成, 此时

的测量需是具有一定关联的测量. 如果考虑探测

态由    个独立的子系统组成, 对每个子系统进行

统计独立地测量, 得到的   个不同的测量值表示

为    . 此时, 可将 (1)式改写为

  . 探测初态的组成成份之间

没有量子关联时, 称为经典可分的初态, 可以表

示为 

ρ̂(0) = ρ̂(1)(0)⊗ ρ̂(2)(0)⊗ ρ̂(3)(0)⊗ . . .⊗ ρ̂(m)(0). (2)

ρ̂(θ) =

ρ̂(1)(θ)⊗ ρ̂(2)(θ)⊗ ρ̂(3)(θ)⊗ · · · ⊗ ρ̂(m)(θ)

m

而未能写为 (2)式的量子态, 则称为量子纠缠

态 . 在局域操作的作用下 , 末态可以写为  

 , 选用统计

独立的  次 POVM测量 

Ê(ε) = Ê(1)(ε1)⊗Ê(2)(ε2)⊗Ê(3)(ε3)⊗· · ·⊗Ê(m)(εm).
(3)

显然, 似然函数可以简单地表示为单次测量似

然函数的乘积 

P (ε|θ) =
m∏
i=1

Pi(εi|θ), (4)

Pi(εi|θ) = Tr[Ê(i)(εi)ρ̂
(i)(θ)]∑m

i=1 Pi(εi|θ) = 1

其中    . 显然, 该分布函

数满足归一化条件    . 计算中, 通

常采用对数似然 (log-likelihood)函数 

L(ε|θ) = lnP (ε|θ) =
m∑
i=1

lnPi(εi|θ). (5)

ε Θ(ε)

ε

Θ

Θ

θ

εi

θ

对于给定的测量结果    而言, 估计子   表

示从测量结果   到参数空间的映射, 换言之, 它表

示测量结果与估计相位  之间的函数关系. 这种关

系当然要仔细地选取, 以使估计的相位  与真实的

未知参数  尽可能相同. 如 (105)式所示, 最大似然

估计就是一个常用的估计子. 由于测量过程中不可

避免地存在干扰, 测量结果  是由真实值决定的随

机数. 因此, 估计结果也必然是一个与待测参数  

相关、满足一定分布的随机数, 通常可以用其平

均值 

⟨Θ⟩θ =
∑
ε

P (ε|θ)Θ(ε), (6)

和涨落 

(ΔΘ)
2
θ =

∑
ε

P (ε|θ)(Θ(ε)− ⟨Θ⟩θ)
2
, (7)

⟨· · · ⟩来描述统计估计的情况, 其中    表示统计平均.

⟨Θ(ε)⟩θ = θ, ∀θ
∂ ⟨Θ⟩θ
∂θ

= 1

θ

θ0
∂ ⟨Θ⟩θ
∂θ

|θ=θ0 = 1

m Θ(ε1),

Θ(ε1, ε2), · · · , Θ(ε1, ε2, · · · , εm)

2) 无偏差估计和一致估计. 如果估计子的统

计平均值与参数的真实值完全相等, 称为无偏差估

计 (unbiased estimator),  即         . 显

然, 对于无偏差估计, 有  . 如果一个估计

只对于某些  是无偏差的, 称之为局域无偏差估计

(locally unbaised)(特别地, 如果无偏差估计在  

处是局域无偏差的, 则  ). 进而对于

 次测量 , 可对应地构造相应的估计子  

   . 如果 

lim
m→∞

Pr (|Θ(ε)− θ| > δ) = 0, (8)

δ其中   是任意小量, 则该估计子被称为一致估计子.

1.3    Fisher 信 息 和 Cramer-Rao  lower
bound (CRB)

Θ(ε)

CRB是相位估计理论中一个非常重要的概念,

其受中心极限定理的保证 . 对于任意的估计子

  而言, 其涨落 ((7)式) 存在如下极限 

(ΔΘ)
2
θ ≥ (ΔΘCR)

2 ≡

(
∂ ⟨Θ⟩
∂θ

)2

F (θ)
, (9)

F (θ)其中    就是 Fisher信息 

F (θ) =

⟨(
∂L(ε|θ)
∂θ

)2
⟩
θ

=
∑
ε

1

P (ε|θ)

(
∂P (ε|θ)
∂θ

)2

,

(10)

∂ ⟨Θ⟩
∂θ

= 1

其中求和是对所有可能的测量值进行求和. (9)式

是 CRB的一般表达式. 对于无偏差估计而言, 即

  , CRB表明测量的涨落与 Fisher信息成

反比. CRB可以通过考虑涨落的定义 (7)式、似

然函数的归一化条件和柯西 -施瓦茨 (Cauchy-

Schwartz)不等式来证明, 详细过程参见附录 A1.

θ ∂εi/∂θ

需要提醒的是, 推导过程中, 假设实验测量值

与待测相位     无函数依赖关系, 即     = 0.

如果存在一个估计子可以达到 CRB定义的最低

限, 或者使 Fisher信息取极大值, 称之为有效估计.

需要注意的是, 在测量次数有限时, 并不能保证存
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在这种有效估计. 有效估计与所讨论问题的统计分

布函数相关. 但是, 在测量次数趋于无穷时, 则至

少存在一个有效估计存在, 即最大似然估计.

由附录 A1的推导可知, 有效估计需要满足 

∂L(ε|θ)
∂θ

= λθ (Θ(ε)− ⟨Θ⟩θ) ,∀ε, (11)

λθ = F (θ)/(∂⟨Θ⟩θ/∂θ)其中    . 遗憾的是, (11)式仅

能作为检验有效估计的重要条件, 但对如何构建有

效估计并无明确的帮助.

1.4    量子 Fisher 信息与量子 CRB

θ

F (θ)

ρ̂(θ) {Ê(ε)}
F [ρ̂(θ), {Ê(ε)}]

1) 量子 Fisher信息. 对所有可能的 POVMs

而言, Fisher信息 ((10)式)的最大值就定义为量

子 Fisher信息 [1](本文将视情况使用不同的记号:

如果只是计算 Fisher信息, 由于对所有测量值进

行了求和, 此时 Fisher 将只是参数  的函数, 记为

 ; 而由于概率分布函数或是条件概率函数也与

末态  以及 POVMs  相关, 强调这些关系

时, 记为  )
 

FQ[ρ̂(θ)] = max
Ê(ε)

F [ρ̂(θ), {Ê(ε)}]. (12)

1967年 Helstrom[66] 证明量子 Fisher信息可

表示为 

FQ[ρ̂(θ)] = Tr[ρ̂(θ)L̂2
θ], (13)

L̂(θ)其中厄米算符     为对称对数导数 (symmetric

logarithmic derivative, SLD), 满足下面的方程式 

∂ρ̂(θ)

∂θ
=

1

2

(
ρ̂(θ)L̂θ + L̂θρ̂(θ)

)
. (14)

考虑 (9)式和 (12)式 , 得到如下的连续不

等式 

(ΔΘ)
2
θ ⩾ (ΔΘCR)

2
θ ⩾ (ΔΘQCR)

2
θ , (15)

(ΔΘQCR)
2
θ =

(
∂ ⟨Θ⟩
∂θ

)2

FQ[ρ̂(θ)]
其中   . 需要强调的是 (15)

式中等号成立的条件为 

ℜ(Tr[ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)]) = 0,∀ε, (16)
 

ρ̂(θ)
(
⊮− λθ,εL̂θ

)
Ê(ε) = 0,∀ε, (17)

λθ,ε = Tr[ρ̂(θ)Ê(ε)]/Tr[ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)]其中 ,    .  (17)式

是由柯西-施瓦茨不等式得到的, 具体的证明过程

见附录 A2.

量子 Fisher信息的最大值 ((13)式)与具体的

ρ̂(θ) ε(
⊮− λθ,εL̂θ

)
Ê(ε) = 0 λθ,ε

ρ̂(θ)
(
⊮− λθ,εL̂θ

)
Ê(ε) = 0

L̂θ

{|φl⟩}
L̂θ|φl⟩ = γl|φl⟩ γl {|φl⟩⟨φl|}

λθ = 1/γl

Tr[ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)] = γl⟨φl|ρ̂(θ)|φl⟩|

L̂(θ)

θ

θ

测量算符并无明显的依赖关系. 对于所有可能的

POVMs而言, 至少存在一个 POVM同时满足条

件 (16)式和 (17)式, 使得 Fisher信息取最大值.

如果  是可逆的, 对所有的   而言, 两条件可以等

价为    ,    为实数; 而如果

 是不可逆的, 则    是条件

(17)式成立的充分但不必要条件. 如果考虑   是

厄米算符, 则存在一组完备的量子态   , 使得

 , 其中   是实数. 如果选取由 

组成的 POVM, 显然当    时条件 (17)式

成立 , 同时      为实

数, 即 (16)式也成立. 这就证明了至少存在一个可

以用   的正交归一基底组成的 POVM, 可以使

Fisher信息取到最大值 , 即量子 Fisher信息 . 如

(15)式所示, 即使对最优化的 POVM, Fisher信息

和量子 Fisher信息一样, 都是与  相关的. 这在某

种程度上产生了矛盾 , 因为要找到一个优化的

POVM使 Fisher信息取最大, 需要事先知道未知

参量    的准确值, 这看起来是不可能的. 但是, 文

献 [70]表明, 可以利用一种渐近的方法来克服这个

困难. 最近的研究 [71] 也表明, 在一定条件下, 最优

测量是不依赖于待测参数的.

ρ̂(θ) =
∑
k γkρ̂k(θ) γk > 0

∑
k γk =

Tr
[
Ê(ε)ρ̂(θ)

]
=
∑
k γkTr

[
Ê(ε)ρ̂k(θ)

]
2) Fisher信息的凸性 (convesity). 考虑某种量

子态   , 其中    且  

1. 显然 ,    , 也

就是 

P (ε|θ) =
∑
k

γkPk (ε|θ) . (18)

因此, 可以证明 [4,72]
 

F (θ) ⩽
∑
k

γkFk (θ) , (19)

Fk(θ) =
∑

ε

1

Pk(ε|θ)

(
dPk(ε|θ)

dθ

)2

k其 中   是 第   个

组成成份的 Fisher信息. (19)式展示了 Fisher信

息的凸性. 类似地, 量子 Fisher也具有同样的凸性,

即 

FQ

[∑
k

γkρ̂k(θ)

]
⩽
∑
k

γkFQ (ρ̂k(θ)) . (20)

这个性质 ((20)式)表明, 将量子态进行线性

混合并不能增加已获得的测量精度.

m3) Fisher信息的可加性. 如果系统由  个统计

独立的子系统组成, 且就独立测量而言, Fisher信息
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⟨(
∂L

∂θ

)2⟩
=
∑
ε
P (ε1|θ)

. . . P (εm|θ)
m∑

i,j=1

∂

∂θ
logP (εi|θ)

∂

∂θ
logP (εj |θ), ε

i = j
m∑
i=1

∑
ε
P (ε1|θ) . . .

P (εm|θ)
(
∂

∂θ
logP (εi|θ)

)2

=
m∑
i=1

∑
εi

P (εi|θ)
(
∂

∂θ
logP (εi|θ)

)2

=

m∑
i=1

Fi(θ), i ̸= j
m∑

i,j=1.i̸=j

∑
ε
P (ε1|θ) . . . P (εm|θ) ∂

∂θ

logP (εi|θ)
∂

∂θ
logP (εj |θ) =

m∑
i,j=1.i̸=j

∑
εi

∂P (εi|θ)
∂θ

∑
εj

∂P (εj |θ)
∂θ

(10)式可以写为 (由 (5)式可知 

 其中  

是对所有可能的测量结果进行求和 . 要证明

(21)式 , 可以将求和项分为    

 和    

= 0. 最后的等号是考虑了概率分布的归一化条件) 

F (θ) =

m∑
i=1

Fi(θ), (21)

Fi(θ) =
∑
εi

1

P (εi|θ)

(
∂P (εi|θ)

∂θ

)2

i

εi

其中   是第   个子

系统的 Fisher信息, 求和是对该子系统所有可能

的测量结果  进行的. 如果组成的子系统是全同系

统, 且采用相同的 POVMs, 则有 

F (θ) = mF ′(θ), (22)

相应的 CRB((9)式)可以写为 

(ΔΘCR)
2
=

(
∂ ⟨ϑ⟩
∂θ

)2

mF ′(θ)
, (23)

其中 

F ′(θ) =
∑
ε

1

P (ε|θ)

(
∂P (ε|θ)
∂θ

)2

. (24)

L̂θ =
∑m
i=1 L̂

(i)
θ L̂

(i)
θ

2∂θρ̂
(i)(θ) = L̂

(i)
θ ρ̂(i)(θ) + ρ̂(i)(θ)L̂

(i)
θ

∂ρ̂

∂θ
=
∂ρ̂(1)

∂θ
⊗ ρ̂(2) . . .⊗ ρ̂(m) + ρ̂(1)

⊗∂ρ̂
(2)

∂θ
. . .⊗ ρ̂(m) + . . . =

(
m∑
i=1

L̂
(i)
θ

)
ρ̂+ ρ̂

(
m∑
i=1

L̂
(i)
θ

)
2

.

Âρ̂+ ρ̂Â = 0 Â =
∑m
i=1

L̂
(i)
θ − L̂θ

(pk + pk′Ak,k′ = 0) Akk′ = ⟨k|Â|k′⟩
pk + pk′ = 0 Akk′ ̸= 0

L̂θ

Tr[L̂(i)
θ ρ̂(i)(θ)] = 0

4) 量子 Fisher信息的可加性. 下面将证明量子

Fisher信息也具有可加性. 考虑 (2)式和 (14)式,

对称对数导数可以表示为  , 其中 

满足方程式   (由

式 (2)式, 可以有 

考 虑 (14)式 , 有   , 其 中  

 . 在密度矩阵的本征态空间中 , 可看到

 和    . 因此, 只有

在   时, 才可能有   . 此时 (或此

子空间内),   对量子 Fisher信息没有贡献). 再考

虑  , 量子 Fisher信息可以重写为
 

FQ[ρ̂(θ)] =

m∑
i=1

FQ[ρ̂
(i)(θ)], (25)

FQ[ρ̂
(i)(θ)] = Tr

[
ρ̂(i)(θ)

(
L̂
(i)
θ

)2]
m

Ê(i)(εi)

ρ̂(i)(θ) = ρ̂′(θ) FQ[ρ̂(θ)] = mFQ[ρ̂
′(θ)]

其中  为第  个子系

统的量子 Fisher信息, 优化的 POVM({  })

需满足条件 (16)式和 (17)式. 如果各个子系统是

全同的  , 则  .

ρ̂(θ) =
∑
k pk|k⟩⟨k|

pk ⩾ 0
∑
k pk = 1

pk |k⟩ θ

5) 混合态与纯态的量子 Fisher信息 (由于量

子 Fisher信息的重要性, 它本身的计算也是一个

研究课题 [72]). 下面利用密度矩阵的本征基矢 ,

 , 给出量子 Fisher信息的表达

形式. 显然, 有   且,    (为简化记号,

没有在   和态矢量   中写出对   的依赖关系). 在

这个本征基下面, 单量子态的 Fisher信息可以写为 

FQ[ρ̂(θ)]=
∑
k,k′

pk|⟨k|L̂θ|k′⟩|2=
∑
k,k′

pk+pk′

2
|⟨k|L̂θ|k′⟩|2.

(26)

⟨k|L̂θ|k′⟩ pk+ pk′ > 0

⟨k|L̂θ|k′⟩ = 2⟨k|∂θρ̂(θ)|k′⟩/ (pk + pk′)

因此, 需要知道  在条件    条

件下的具体表达式. 利用 SLD的定义表达式 (14)

式可以得到     .

代入 (26)式, 就得到了混合态的量子 Fisher信息 

FQ[ρ̂(θ)] =
∑
k,k′

2

pk + pk′
|⟨k|∂θρ̂(θ)|k′⟩|2. (27)

pk + pk′ = 0(27)式中的求和, 需将   的情况排

除在外. 首先考虑 

∂θρ̂(θ) =
∑
k

(∂θpk)|k⟩⟨k|+
∑
k

pk|∂θk⟩⟨k|

+
∑
k

pk|k⟩⟨∂θk|,

∂θ⟨k|k′⟩ = ⟨∂θk|k′⟩+ ⟨k|∂θk′⟩ = 0利用   , 可以

得到 

⟨k|∂θρ̂(θ)|k′⟩ = (∂θpk) δk,k′ + (pk − pk′)⟨∂θk|k′⟩.

这样, 混态的 SLD和量子 Fisher信息分别可

以表示为 [1]: 

L̂θ =
∑
k

∂θpk
pk

|k⟩⟨k|+ 2
∑
k,k′

pk − pk′

pk + pk′
|k⟩⟨∂θk|k′⟩⟨k′|,

(28)

和 

FQ[ρ̂(θ)] =
∑
k

(∂θpk)
2

pk
+2
∑
k,k′

(pk − pk′)
2

pk + pk′
|⟨∂θk|k′⟩|2.

(29)

对于非满秩的密度矩阵, (29)式存在奇点, 将

造成求解的困难. 此时, 量子 Fisher信息仍存在严

格的求解方法 [73−75]. 对称对数导数在量子 Fisher

信息的计算中起重要的作用, 因而对称对数导数的
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本征态又与最优测量有密切的关系 [76].

|ψ(θ)⟩ 1l = |ψ(θ)⟩⟨ψ(θ)|+∑
k⊥

|k⊥⟩⟨k⊥| {k⊥}

|ψ(θ)⟩
ρ̂(θ) = |ψ(θ)⟩⟨ψ(θ)|+

∑
k⊥
pk⊥ |k⊥⟩⟨k⊥|

pk⊥ = 0,∀k⊥
ρ̂2(θ) = ρ̂(θ)

L̂θ = 2∂θρ̂

∂θ⟨ψ(θ)|ψ(θ)⟩ = ⟨∂θψ(θ)|ψ(θ)⟩+
⟨ψ(θ)|∂θψ(θ)⟩ = 0

对 于 纯 态   而 言 , 有  

 , 其中  表示在希尔伯特空间中与

 垂直的基矢 . 因此 , 密度矩阵可以写为

 . 由于是纯

态 , 所以事实上 ,    . 故而 (28)式和

(29)式 (利用纯态的性质   , 可以有

 , 与 (30)式相同. 再考虑量子 Fisher信息

的定义 (13)式以及 

 , 可以直接得到 (31)式)可以分

别写为 

L̂θ = 2|ψ(θ)⟩⟨∂θψ(θ)|+ 2|∂θψ(θ)⟩⟨ψ(θ)|, (30)

和 

FQ[|ψ(θ)⟩] = 4
(
⟨∂θψ(θ)|∂θψ(θ)⟩ − |⟨∂θψ(θ)|ψ(θ)⟩|2

)
.

(31)

θ → 0

需要指出的是, 纯态的量子 Fisher信息 (31)

式还可以利用在探测初态与其垂直空间的投影测

量, 在  下, 渐近地得到. 具体证明见文献 [4].

6) 幺正演化下的量子 Fisher信息. 考虑如下

的幺正演化算符: 

ρ̂(θ) = e−iĤθρ̂0e+iĤθ, (32)

Ĥ ρ̂0

θ ρ̂0

ρ̂0 =∑
k pk|k⟩⟨k| ρ̂(θ)=

∑
k pke

−iĤθ|k⟩

⟨k|eiĤθ

L̂θ = e−iĤθL̂0e+iĤθ

L̂0

其中厄米算符  是某种对初始量子态  的相互作

用 (或是操作的变换的生成元). (32)式是通常情

况下将待测参数   耦合到初始态 (测量态)  ( 比

如 (68)式描述的干涉仪等)的一般表示形式. 为简

单起见 , 采用密度矩阵的对角化表象 , 即  

 , 进行计算. 这样得到 

 . 注意幺正演化不改变密度矩阵的本征值.

同时, SLD可以表示为  . 由 (14)

式可知,   满足
 

{ρ̂0, L̂0} = 2i[ρ̂0, Ĥ]. (33)

Ĥ

L̂0

可见,   确实在量子演化过程中起到哈密顿量

的作用. 由定义 (14)式知道,  与密度算符的动力

学演化相关. 最后得到关于量子 Fisher信息的表

达式 

FQ[ρ̂0, Ĥ] =
(
ΔL̂0

)2
. (34)

θ

ρ̂0

Ĥ

有意思的是, (34)式并不显含  . 换而言之, 测

量的精度与系统的初态  有明显的依赖关系, 同时

也与待测参数与探测态的耦合哈密顿量   (操

作)关系密切, 但是与测量算符 POVM的依赖性

θ并不显然, 与   的依赖关系仍在测量算符中体现.

在此情况下, 混合态的 SLD以及量子 Fisher信息

可以表示为: 

L̂0 = 2i
∑
k,k′

pk − pk′

pk + pk′
|k⟩⟨k|Ĥ|k′⟩⟨k|, (35)

和 

FQ[ρ̂0, Ĥ] = 2
∑
k,k′

(pk − pk′)
2

pk + pk′
|⟨k|Ĥ|k′⟩|2, (36)

pk + p′k ̸= 0求和仍要求遍历所有满足  的态. 对纯态

而言, 

L̂0 = 2i|ψ0⟩⟨ψ0|Ĥ − 2iĤ|ψ0⟩⟨ψ0|, (37)

和 

FQ[|ψ0⟩, Ĥ] = 4
(
ΔĤ
)2
. (38)

Ĥ如果幺正变换中哈密顿算符  与待测参数相

关, 量子 Fisher信息的求解变得复杂. 原则上, 可

通过引入对参数的无穷小变化得到相应的量子

Fisher信息, 细节见文献 [77,78]. 最近, 有研究人

员还研究了量子 Fisher信息在不同退相干模型下

的动力学行为 [79].

M̂ =
∑
µ

cµ|µ⟩⟨µ| {|µ⟩} {cµ}

7) 测量极限. 考虑某个任意对角矩阵 

 , 其中   为一组正交完备基底,    可

以是复数. 这样, Fisher信息存在如下极限 

F (θ) ⩾
|d⟨M̂⟩

dθ
|2∑

µ |cµ − f(θ)|2P (µ|θ)
, (39)

f(θ) θ ⟨M̂⟩ =

Tr[M̂ ρ̂(θ)] =
∑
µ cµP (µ|θ)

其 中   是 关 于   的 任 意 函 数 ,  而  

 .

M̂ cµ

θ e−iĤθ ρ̂0

id⟨M̂⟩/dθ=⟨[M̂ , Ĥ]⟩

f(θ) = ⟨M̂⟩

如果算符   是厄米算符, 此时   为实数. 若

相位   通过幺正算符   作用在探测初态   上,

则由Ehrenfest定理, 可以得到  .

此时, 选取  , 则有
 

F (θ) ⩾ |⟨[M̂ , Ĥ]⟩|2(
ΔM̂

)2 . (40)

M̂ =
∑
µ e

iµ|µ⟩⟨µ|

f(θ) = 0

另 一 个 特 例 是 , 如 果   且

 , (39)式可以写为 

F (θ) ⩾ |d⟨M̂⟩
dθ

|2 = |⟨[Ĥ,M̂ ]⟩|2. (41)

8) 最 大 似 然 估 计 子 . 最 大 似 然 估 计 子

(maximum likelihood estimator, MLE)是指与测
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ε

ΘMLE(ε) = arg[maxθP(ε|θ) m

量值  相关的似然分布函数的最大值所对应的相位

值:   ]. 当测量的次数  趋

于无穷时, 最大似然算子的估计值满足以真实值为

中心的高斯分布, 且其方差为 Fisher信息的倒数: 

P (ΘMLE|θ) =
√
mF (θ)

2π
e
−
mF (θ)

2
(θ−ΘMLE)

2

. (42)

ΔθMLE = 1/
√
mF (θ)

因此, 最大似然估计子是渐近无偏的, 它的方

差总是可以达到 CRB,   . 中心

极限定理保证了最大似然估计子比其他的估计子

都要好.

θ

µ̄ = (1/m)
∑m
i=1 µi m

µ1, · · · , µm µ̄

θ

µ̄m ≈ µ̄+ (µ̄/dθ) (Θmom − θ) m≫ 1

µ̄m − µ̄ ≈ ∆µ/
√
m Θmom−

θ ≈ ∆θmom

9) 矩估计方法. 矩估计方法是指利用平均值

和方差来刻画关于待测参量  的统计分布函数的整

体性质 . 利用   来定义对于   次

测量结果   的平均值. 这种方法要求   是

关于待测参数  的单调函数, 或者至少在估计参数

的局域区间内是单调的. 此估计方法的精度可以由

误差传递公式 (对估计值在真实值处作泰勒级数展

开,   . 当  , 显然可

以有 (43)式 . 因为   , 且  

 )给出: 

∆θmom =
Δµ√

m|dµ̄/dθ|
. (43)

Δθmom ⩽ ΔθCRB

正如文献 [47]所表明的, 通常情况下 (43)式

并不是最佳的, 即  , 即使在中心极限

定理条件下, 也不一定可以达到 CRB. 只有当统计

分布函数为高斯型时, 

P (µ|θ) = e−(µ−µ̄)2/[2(Δµ)2]√
2π (Δµ)2

, (44)

d (Δµ) /dθ ≪ dµ̄/dθ且  时才可相等, 也就是说, 统计

分布函数的主要特性都由它的平均值及其方差来

刻画 [4]. 另外, 也有研究表明, 误差传播公式在经典

和量子情况下可以分别达到 CRB和 QCRB[80,81].

鉴于其形式简单、意思明了, (43)式在文献中被大

量使用. 但是, 仍然有一些需要注意的地方, 具体

请参见文献 [5].

2   多粒子量子纠缠态的制备与判别

利用量子 Fisher信息与待测物理量测量精度

的关系, 基于量子 Fisher信息的多粒子量子纠缠

判据已经得到了广泛的应用, 比如连续变量的纠缠

判定 [82]. 本节首先解释为何多粒子量子纠缠态可

以提高量子计量的测量精度. 在上节介绍的量子

Fisher信息基本概念的基础上, 给出一个关于多粒

子 (分离变量)量子纠缠态的判据, 进而给出对提

高量子计算精度有用的多粒子量子纠缠态的定义.

利用条件概率分布函数, 介绍一种可以直接从实验

数据中提取 Fisher信息的方法; 利用实验结果对

所提出的方法进行验证. 最后, 介绍一种利用光与

原子相互作用产生不同自由度量子纠缠的新方案.

2.1    统计距离与相位精度

ρ̂(θ)

ρ̂(0)

被映射在量子态中的参数估计 (或是相位估

计)问题, 在很大程度上等价于如何有效区分参数

空间中相邻量子态的能力 [1,83]. 因此, 从这个角度

来讲, 干涉仪的相位估计精度可以认为是其对可能

的最小相位差导致的输出量子态   与初始探测

态  的分辨能力. 这个性质可以通过定义在统计

空间中的量子态的统计距离 (statistical distance)

来描述 [84]
 

d2H(P0, Pθ) = 2
∑
µ

(√
P (µ|θ)−

√
P (µ|0)

)2
, (45)

或者, 也可以表示为 [5]
 

d2H(P0, Pθ) = 1−Fcl(P0, Pθ). (46)

Fcl(P0, Pθ) =
∑
µ

√
P (µ|0)P (µ|θ)

dH

0 ⩽ dH ⩽ 1 θ

(46)式被称为海林格统计距离 (Hellinger

distance), 其中  是

经典统计保真度 (fidelity), 或是两个统计分布的重

叠度, 亦或是 Bhattacharyya系数 [5]. 注意  是非

负的, 即  . 在  非常小的情况下, 其相应

的泰勒级数展开为 

d2H(P0, Pθ) =
F (0)

8
θ2 +O(θ3). (47)

vH = ∂dH/∂θ =
√
F (0)/8√

FQ(ρ̂0)/8

θ = 0 θ = θ0 θ

P (µ|θ)
θ0

(θ = θ0)

P (µ|θ0)
θ = θ0 + δθ

θ0

P (µ|θ0 + δθ)

(47)式表明, Fisher信息可以理解为某种统计

速度  或者在最优测量条件

下写为   . 它反映了统计分布函数在

 (或者  )时随参数  变化的某种速率. 必

须指出的是, 在所有分析量子测量极限的问题中,

条件概率分布函数  是一个共同的出发点 [85].

实验上, 固定待测参数 (  ), 对测量量子态进行多

次测量, 原则上可以得到在给定参数条件  

下测量值空间中的分布函数  , 如图 3所示.

对待测参数进行改动  , 重复之前的测量

过程, 可以得到以  为参考点的邻近条件统计分布

函数   . 因此, 原则上 (47)式提供了一
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种直接从实验数据中获取 Fisher信息的方法 [13,84].

显而易见, (45)式和 (46)式与具体的测量方式相

关, 因此会有不同的统计距离定义. 比如, 也可利

用信息论中描述两个邻近统计分布关系的物理

量 [86] 来表示, 即 Kullback-Leibler(KL)熵 

DKL ≡
∑
µ

P (µ|θ0) ln
P (µ|θ0)

P (µ|θ0 + δθ)
, (48)

δθ

DKL ∝ F (θ0)/ 2δθ2

δθ

不难证明, 对 (48)式中的  作小量展开, 也能

得到与 (47)式相似的关系式,      .

因此, 也可以作为一种从实验数据中获取 Fisher

信息的有效办法. 有意思的是, 两者可以以一种有

效的、互相辅助的方式来提高获取 Fisher信息的

准确程度 [86], 如图 4所示. 特别地, 当实验数据不

是很完美时, 如实验的对比度不是很高 (见条件

(65)式 )或   较大 , 通过考虑高阶项的影响 ,

(45)式和 (48)式也可以作为一种有效的手段来获

得 Fisher信息 [86].

d2H(P0, Pθ)

对所有可能的测量方式 (所有可能的 POVM)

的统计距离  取最大值, 定义为Bures距离[5]
 

d2H(ρ̂0, ρ̂θ) = 1−FQ(ρ̂0, ρ̂θ), (49)

FQ(ρ̂0, ρ̂θ) = Tr[
√√

ρ̂θρ̂0
√
ρ̂θ]其中   被称为平移概率

(transition probability)或是量子保真度 (fidelity)

FQ(ρ̂, ρ̂σ) = max|ψ⟩,|ϕ⟩|⟨ψ|ϕ⟩|
ρ̂ σ̂ |ψ⟩

|ϕ⟩ FQ(|ψ⟩, |ϕ⟩) = |⟨ψ|ϕ⟩|

(参见文献 [5]及其参考文献). 有意思的是, 保真度

与量子 Fisher信息具有明确的关系. 因此, 保真度

也提供了一种给出Fisher信息的方法[87,88]. Uhlmann

定理告诉我们  , 其中最

大化对所有相关量子态   和   的纯化波函数   和

 进行 . 对于纯态而言 ,    .

量子 Fisher信息还被证明与动力学压缩因子

(dynamical  susceptibility)有直接的对应关系 [4],

因此, 在与凝聚态物理相关的问题中也成为一个有

用的概念 [50,51−55], 这部分内容超出本文的范围, 此

处不再讨论.

9Be+ 40Ca+

利用统计距离从实验中读取量子 Fisher信息

 囚禁的离子体系, 由于其与周围环境很好地隔离,

可以成功地实现诸如相干控制、独立寻址和高效率

量子态测量等操作, 是成功产生与探索多粒子纠缠

态的重要系统之一. 由于篇幅所限, 这里不作详细

介绍, 有兴趣的可以参考文献 [5,89,90]. 这里采用

6个   
[91] 和 14个   

[92] 离子的最大纠缠态

(薛定谔猫态) 

|ΨN,cat⟩ =
| ↑ ⟩⊗N + | ↓ ⟩⊗N√

2
(50)

exp(−iθĴz)
|ΨN,cat⟩ = (exp(iθN/2)| ↑ ⟩⊗N+exp(−iθN/2)| ↓ ⟩⊗N )/
√
2 | ↑⟩⊗N | ↓⟩⊗N

Nθ x π/2

的实验结果, 利用上述方法读取量子 Fisher信息.

利用自旋转动操作  , 初态 (50)式被演化为

 . 显然 ,    与   之间的相对相位差为

 . 这个态可以通过将其绕  轴进行  转动来实

现对它的测量. 对于离子实验而言, 可以用高灵敏

 

µ µ

P0) P0+d

p0 pd

d
(a) (b) (c)

θ0

p(µ|θ0)
θ0 + δθ p(µ|θ0 + δθ)

√
p0 =

√
p(µ|θ0)

√
pδθ =

√
p(µ|θ0 + δθ)

dH = 2∥√p0 −√
pδθ∥ v = vH

图 3    统计区分度和统计速度的示意图. 在给定   的条件

下 , 分析测量数据可得分布函数   (图 (a)红线)和调

节   后得分布函数     (图 (b)绿线 ). 图

(c)示 意 由   和   定

义 的 态 矢 量 及 其 欧 几 里 得 距 离 (统 计 距 离 )

 , 其中   是衡量统计区分度的

统计速度. 图取自文献 [84]

p(µ|θ0)
µ

θ0 θ0 + δθ

√
p0 =

√
p(µ|θ0)

√
pδθ =

√
p(µ|θ0 + δθ)

dH = 2∥√p0 −√
pδθ∥

v = vH

Fig. 3. Here  we  give  the  sketch  of  statistical

distinguishability  and  statistical  speed.  The  probability

distribution      is  obtained  by  collecting  the

measurement  results      for  different  values  of  the

parameter, here chosen to be    (red line) (a) and   

(green  line)(b).  (c)  to  quantify  the  statistical

distinguishability  between  the  two  distributions  we

introduce  unit  vectors      (red)  and

   (green),  then  we  obtain  the

Euclidean  distance  between  them:    .

Here  the      denotes  the  statistical  speed.  Adapted

from Ref. [84]. 
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图  4    海林格距离   (红线)和 KL熵   (绿线), 以及

他们共同的二阶展开项   (蓝线)的比较 . 图取自文

献 [84]

d2H 2DKL

F (θ)δθ2 θ

Fig. 4. Hellinger distance,    (red line), KL entropy,   

(green  line),  and  their  common  low-order  approximation,

 (blue line), as a function of    .  Adapted from Ref.

[84]. 
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| ↑⟩ N↑ (N↑|N, θ) =
P2−N

(
N
Na

)
{1 + (−1)N↑ cos[N(θ + π/2)]}

| ↓⟩ N↓ = N −N↑

P (N↑|N, θ) N

的荧光探测方法获得不同量子态上的离子数信息 [5]:

处于   态上的粒子数   的概率为  

 , 显 然 在

 上 的 粒 子 数 为   . 由 于 布 局 率

 随粒子数   快速振荡, 因此, 与此态相

关的可测物理量都将呈现出这种快速振荡的特

性 [93,94]. 实验上, 在量子计量的研究中 (50)式的特

性可以通过对宇称性 (parity)的测量 [92] 来获得.

图 5(a)为一个典型的关于 8离子的宇称性的测量

结果 [92], 其条件概率分布函数满足
 

P (±|θ) = 1± V cosNθ
2

, (51)

± ±1 0 ⩽ V ⩽ 1其中  代表宇称测量结果为  ,   是振荡

曲线的可见度 (visibility), 与测量的误差或是系统

的噪声相关. 容易验证, 与测量分布函数 (51)式对

应的 Fisher信息 (由于宇称测量为一种最优测量 [94],

因此, 此 Fisher信息即为量子 Fisher信息)为 

F (θ) =
V 2N2 sin2Nθ
1− V 2 cos2Nθ

. (52)

sinNθ = ±1

V 2N2 N = 8

θ0 = π/(2× 8)

θ = θ0 ± jδθ δθ = π/(4× 16) j = ±1,±2

θ ν Pν(+|θ)

θ θ0

显然 , 当   时 ,  (52)式取极大值

 . 如前所述, 以图 5(a)  的离子实验为

例 , 为获取可以区分多粒子纠缠的量子 Fisher

信息值 , 取   为参考点 , 在其附近取

 , 其中   ,    . 如

果有原始的实验数据 (原则上, 对于每一个给定的

 , 需重复  次的独立实验测量  ), 这些实验

测量数据满足如图 5(a)所示的误差分布 (即图中

所示的平均值和误差). 在我们的数值模拟中, 由于

没有直接的实验数据, 我们利用高斯分布的假定,

产生相应的随机数据, 并利用 (45)式或 (48)式得

到它们的统计距离或是统计熵. 之后, 在参数空间

(  )中, 对得到的统计距离 (熵)在   附近作二阶

或高阶拟合, 所得的参数即视为相应的量子 Fisher

信息. 图 5(b)即为利用所述方法, 对多个实验结果

进行分析得到的结果. 这个方法最早由 Fisher本

人提出, 量子计量中首次采用该方法分析了 Fisher

信息与自旋压缩参数在多粒子纠缠态判据中的应

用 [4]. 我们将该方法推广, 分析了离子 [91,92,95]、光

子 [96,97] 等实验结果 [84]. 关于利用 Fisher信息对多

粒子量子纠缠态进行判定的讨论将在下一小节中

给出.

2.2    量子纠缠与相位精度

l = 1, 2, · · · ,1) 多粒子纠缠. 考虑多粒子 (标记为 

N)组成的系统, 每一个粒子可实现一个量子比特

(可视为自旋). 如果系统的量子态是可区分的纯态

(从粒子的角度来看), 则可以写为 

|Ψsep⟩ = |Ψ (1)⟩ ⊗ |Ψ (2)⟩ ⊗ · · · ⊗ |Ψ (N)⟩, (53)

|Ψ (l)⟩ l其中  是第  个粒子的量子比特. 如果是一个可

区分的混合态, 则可以写为直积态的混合形式 [98]
 

ρ̂sep =
∑
q

pq|Ψsep,q⟩⟨Ψsep,q|, (54)

pq ⩾ 0
∑
q pq = 1其中   且   . 不可以写成如上直积形

式的量子态被称为纠缠态 (entangled)[99−114]. 如果

是两个粒子组成的系统, 则系统只能是两者之一.
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图  5    宇称振荡的测量结果和提取的 Fisher信息　 (a)

GHZ(  )的宇称测量图 , 周期为   , 取自文献 [92];

(b) 基于近期实验结果得到的 Fisher信息与总粒子数   的

关系   , 其中   为实验中的对比度 . 上边界粗线

为海森堡极限, 即   , 下边界黑色粗线代表标准量子

极限 ,   . 图中其他的细线分别表示   粒子纠缠的边

界, 即方程 (60). 其中   的圆圈表明   粒子纠缠. 图取

自文献 [84]

2π/8

N F = V 2N2

V

F = N2

F = N

k

N = 10 4

Fig. 5. Experimental  results  based  on  parity  measurement

and  extracted  Fisher  information：   (a)  Typical  parity

oscillations  obtained  with  cat  states.  The  period  is    .

Adapted  from  [92];  (b)  summary  of  the  experimental

achievements,  ions  (circle)  and  photons  (square).  Here  we

show the Fisher information as a function of the number of

qubits    ,    ,  obtained  from  the  extracted

experimental  visibilities    .  The  upper  thick  line  is  the

Heisenberg  limit    ,  the  lower  thick  line  is  the

standard  quantum  limit,    .  The  different  lines  are

bounds  for  useful    -particle  entanglement,  Eq.  (60).For

instance,  the  filled  circle  at      reveals  useful    -

particle entanglement. Adapted from Ref. [84]. 
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N k k

而如果粒子数多于两个, 则量子态有多种不同的量

子纠缠方式 [102](由于多粒子纠缠态在量子计量、量

子信息以及新的量子技术中有重要应用, 对其量子

纠缠的形式的区分或者判定是一个非常重要的课

题). 多粒子的纠缠态可以用最多不可分的粒子数

来进行量化 (quantified). 与 (53)式相似, 一个纯

的   粒子态, 如果有   可分的 (或是   重直积的),

可以写成 

|Ψksep⟩ = |ΨN1
⟩ ⊗ |ΨN2

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ΨNM
⟩, (55)

|ΨNl
⟩ Nl ⩽ k∑M

i=1Nl = N

其中   是由一个   个粒子组成的量子态,

且  . 类似地, 混合态 [103] 可以定义为
 

ρ̂ksep =
∑
q

pq|Ψksep,q⟩⟨Ψksep,q|. (56)

k (k − 1)

k

k

(k − 1) N

N k = N

k

k′ < k

一个可以写为   重可分而不能写为   重

的量子态, 称为  粒子纠缠态, 它至少包含一个具

有  粒子的量子纠缠态; 同样地, 量子态的纠缠性

亦可用纠缠深度 (entanglement depth)来度量, 为

比  大的纠缠深度. 显然, 对于  粒子组成的

纠缠态, 其最大的纠缠粒子数为   , 即   . 最

后, 由于量子态具有凸性, 因此  可分的量子态中

可含有  的可分态 [99].

N

2) 非纠缠态的相位精度与标准量子极限 .

Pezzè和 Smerzi[47] 在 2009年证明, 对任意由   粒

子组成的可分态, 即非量子纠缠态, 其量子 Fisher

信息存在一个上界 

FQ[ρ̂sep, Ĵn] ⩽ N, (57)

Ĵn

4 (Δσn)2 ⩽ 1

m

其中  为 (68)式中定义的集体自旋. 该不等式考

虑了量子 Fisher信息的凸性和可加性, 并同时考

虑了   
[4]. 这样利用 (9)式, 并考虑无偏

估计以及  次完全独立的测量, 就得到标准量子极

限 (或者散粒噪声极限)的表达式 

ΔθSQL =
1√
mN

. (58)

m N

N

N

该极限与测量的估计子、测量方法等无关, 但是受

限于对系统中各粒子的局域操作 . 有意思的是 ,

(58)式中测量次数  与探测态中粒子数  有相似

的作用, 只使用一个粒子作为探测态重复  次相同

的测量, 与使用具有  个粒子作为探测态测量一次

有着相同的测量精度. 这实际上是另一种与量子纠

缠无关的量子增强测量理论的核心理念 [49].

ρ̂3) 有用的量子纠缠态 . 如果某量子态   在

(68)式描述的操作下所得到的量子 Fisher信息不

满足 (57)式, 也就是说 

FQ[ρ̂, Ĵn] > N, (59)

ρ̂

θ θ

e−iĴnθ

k

则表明该量子态具有多粒子量子纠缠特性, 因此,

(59)式是量子态是多粒子量子纠缠的充分条件. 更

准确地讲, (59)式可以作为判定有利于量子计量精

度提高的量子纠缠态的一个充分必要条件: 对于一

个满足条件 (59)的量子态  而言, 如果利用它作为

探测态对某个小的相位   进行估计, 假定该相位  

通过某种干涉仪的相互作用   ((68)式)引入,

所能得到的测量精度将超过标准量子极限 (58)式.

这也意味着, 并非所有的量子纠缠态都对提高测量

精度或是超越标准量子极限有用 [47]. 而对测量精

度提高不大的多粒子量子纠缠态可能有助于其他

量子技术. 实际上, 量子技术依赖于对量子态的测

量, 即依赖于对量子态自由度的操控. 同时, 即使

是对测量有用的量子纠缠态, 对测量精度的提高也

不尽相同: 具有较大量子 Fisher信息的量子态, 同

时也具有更深的纠缠深度. 对于   组份的纠缠态

((56)式), 其量子 Fisher信息满足如下不等式 [100]
 

FQ[ρ̂ksep, Ĵn] ⩽ sk2 + r2, (60)

s = [N/k] N/k r = N − sk

N k sk2 + r2 = Nk

(k + 1)

k

k

FQ[ρ̂ksep, Ĵn] ⩽ Nk

其中   为   的整数部分,    (显

然, 如果  可以被  整除, 则  ). 如果

不满足 (60)式 , 则探测态含有对测量有用的

 部分纠缠态, 也就是说, 如果用此态作为探测

态, 将有可能获得较任何  可分态更好的测量精度.

有意思的是, (60)式随部分纠缠粒子数  的增加而

单调增加, 如图 6所示, 其中  .
 

k

k-separable states

F
Q



100

80

60

40

20

1

100806040201
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k

FQ/N = k N = 100

图 6    有利于量子计量的   粒子纠缠判据. 图中蓝色的实

线由方程 (60)给出 :    粒子纠缠态的量子 Fisher信息 . 虚

线为   , 其中粒子数   . 该图取自文献 [100]

k

k

FQ/N = k N = 100

Fig. 6. Useful    -particle  entanglement  for  quantum

metrology.    -separable  states  have  a  quantum  Fisher

information bounded by the solid line, Eq. (60). The dashed

line is   . Here   . Adapted from Ref. [100].
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N

N

如文献 [47]所证明的, 对于   粒子组成的量

子态而言, 最大的纠缠态 (被称之为 genuine   粒

子纠缠态)的量子 Fisher信息存在上界 

FQ[ρ̂ksep, Ĵn] ⩽ N2. (61)

同样地, 由 CRB(9)式可知, 测量精度满足 

ΔθHL =
1

N
√
m
. (62)

∆θ∆N ⩾ 1

∆θ = O(N−1)

N m

1/NT NT = moptN mopt

N

N

1/
√
NT N

1/
√
N

因此, (61)式确定了由量子理论决定的相位测

量的新极限 [3], 称之为海森堡极限 (Heisenger

limit, HL)(海森伯极限最早在 1993年由 Holland

和 Burnett[105] 引入, 纪念海森伯不确定关系, 将它

用在粒子数与相位的测不准关系中  . 这

里所说的海森伯极限特指   )(也可以

将输入干涉仪的粒子数  与独立测量的次数  一

起进行优化 [85,106,107]. 这样可将海森伯极限写为

 , 其中   ,    是在给定测量粒子

数  时, 使测量精度最大的最优测量次数. 由于该

测量次数可能与测量态粒子数相关, 因此, 尽管可

能测量态的 Fisher较   大, 但其测度精度较标准

极限   好). 不难看出, (58)式与 (62)式对  

的依赖关系不同, 相差  倍, 并且这个差别是

不可能通过经典关联 (或是可分的)态来克服的.

但需要注意的是, 克服标准量子极限 (58)式还可

采用Multi-round的方法 [3,5].

3)多粒子纠缠判据与量子 Fisher信息. 自旋

压缩态是指一类量子态, 它在沿某一给定方向上的

自旋测量值的涨落较小, 同时, 在垂直方向上的自

旋测量值具有较大的涨落, 但是, 两者的乘积满足

海森堡测不准关系. 自旋压缩态是一类已经被证明

在突破标准量子极限方面非常有用的量子纠缠态.

通常用Wineland等 [7,46] 在 1992年左右提出的自

旋压缩因子 

ζ2R =
N
(
ΔĴ⊥

)2
⟨Ĵs⟩2

, (63)

⊥
n s

ζ2R
ζ2R < 1

来刻画量子态的压缩程度. 其中  表示 Blcoh球上

面与转轴   、平均自旋   垂直的方向矢量. 由定义

(63)式可知, 自旋压缩系数可以直接从实验测量的

数据中获得, 具有非常好的实验友善性 (见图 2中

的部分实验结果). 自旋压缩因子  已经被证明可

作为充分条件 (  ), 用于识别对提高测量结果

的精度有利的多粒子量子纠缠态, 进而, 一个有利

ζ2R

于提高量子测量精度的量子态的纠缠深度越高, 它

的自旋压缩因子  就越小 [104]. 2009年, Smerzi 证

明了自旋压缩因子与量子 Fisher 信息有如下关系: 

N

FQ[ρ̂, Ĵn]
⩽ ζ2R, (64)

FQ[ρ̂, Ĵn] ρ̂

e−iĴnθ

ζ2R <

⊥

其中   是对量子探测态   进行幺正操作

  下的量子 Fisher信息. 依据文献 [7,46], 如果

  1, 那么该量子态为具有量子计量意义上的自

旋压缩态, 沿  方向的自旋可用于超越标准量子极

限的测量. 由 (64)式不难看出, 这个条件与量子

Fisher 信息对纠缠量子态的判别条件 (59)式完全

等价. 即可以利用自旋压缩因子识别的多粒子量子

纠缠态, 也可以利用量子 Fisher信息进行识别. 但

是, 反过来却并不一定成立, 即有一些可以利用量

子 Fisher信息识别的量子纠缠态, 利用自旋压缩

因子是不能识别的, 至少对于部分非高斯型的量子

态如此 [13]. 从某种意义上讲, 自旋压缩态只是一类

有利于提高测量精度或有益于量子计量的多粒子

量子纠缠态. 因此, 在多粒子量子纠缠态判别上,

我们认为量子 Fisher信息具有较自旋压缩因子更

广泛的适用性.

k

N

利用直接从实验数据中获得的量子 Fisher信

息值, 以及关于有利于量子计量的  组份的多粒子

量子纠缠判据 (60)式, 我们得到了图 5. 图中黑色

的圆点为从实验中获得的宇称性测量结果的量子

Fisher信息值 [92]. 依据我们的计算, 这个实验结果

声称得到了 14个离子的多粒子纠缠态, 从量子Fisher

信息的多粒子纠缠判据的角度来看, 它大约得到

了 6个离子的纠缠态. 有意思的是, 随后实验小组

利用 Bell 测量判据给出了新的判断, 表明他们也

只得到了与我们结果相同的 6离子纠缠态 [108]. 利

用 (52)式可以看到 ,    粒子量子纠缠态的量子

Fisher信息识别, 对测量值的对比度也有要求, 即 

V 2 >

(
1− 1

N

)2

+
1

N2
. (65)

W

这就在一定程度上表明, 退相干因素也是提高量子

测量精度需要克服的因素. 最后需指出, 有一些具

有纠缠性质的量子态 (比如   态), 不能利用线性

操作下的量子 Fisher信息进行识别 [5].

2.3    多原子量子纠缠态的制备

如前所述, 多粒子量子纠缠态是进一步提高量
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子测量精度, 甚至是关乎所有量子新技术的关键.

因此, 如何有效地产生多粒子量子纠缠态是目前量

子物理中的一个关键问题和技术. 由于粒子之间的

纠缠, 本质上是粒子的量子态 (某种意义上是标记

量子态的自由度的量子数, 或者好量子数的某种纠

缠, 亦或可理解为是一些自由度之间的纠缠)之间

的纠缠, 因此, 控制粒子的量子态 (或自由度)之间

的相互作用是有效产生多粒子量子纠缠态的核心

要素. 光学晶体中的光学非线性相互作用, 即自发

参 量 下 转 换 (spontaneous  parametric  down-

conversion, SPDC)方法, 是实现纠缠光子对 (实

现对偏振或模式的控制)以及压缩光场的重要手

段, 其中光子双数态以及连续变量的压缩光都是已

经被证明的、有利于量子计量的量子纠缠资源. 图 2

表明冷原子物理必将是一种在量子计量及量子信

息中起重要作用的新量子资源 (作为与光子完全不

一样的量子体系正在引起人们的注意: 1)静止质

量; 2)与外环境隔离比较彻底; 3)可控的自由度高;

4)已经在一些重要的测量方面取得相当大的成绩,

如时间标准、重力测量等). 超冷原子体系中可控的

原子间弹性碰撞相互作用、囚禁外势是在其内态或

是空间模式间产生量子纠缠的重要手段 [5], 比如:

玻色约瑟夫森结的纠缠基态 [20]以及非自旋压缩的

量子纠缠态 [13] 等; 超冷原子体系中的自旋相互作

用是产生超冷原子对或是大量原子之间量子纠缠

的重要手段 (原子的双数态 [9,109] 和自旋压缩态 [17,19]

等); 原子与光场的相互作用也可产生非定域原子

之间的量子纠缠关联; 利用里德堡原子偶极-偶极

相互作用产生异核原子量子纠缠 [110] 等. 另外, 在

离子体系中, 静电相互作用和离子与光场的相互作

用也是目前多离子体系产生多粒子量子纠缠态的

有效方法 [92], 相关的综述可见文献 [111−115].

S = 1

1) 原子双数态与量子相变. 在大多数的原子体

系中, 多原子量子纠缠态的产生依赖于系统的动力

学特性, 即: 通过初态制备并严格控制动力学演化时

间来得到所需的多粒子 (原子)纠缠态. 近年来, 考

虑超冷原子系统的多体量子能谱特征, 可以通过系

统参数的绝热调节, 实现系统在不同量子基态的转

变 (即量子相变)进而实现多粒子量子纠缠态的制备

(明显的优点: 1) 产生可预知确切的量子态; 2) 一

种全新的纠缠态制备方法). 以自旋为  的超冷

自旋原子气体为例, 相应的哈密顿量 [116,117] 可写为 

ĤSM = [q + λ
(
2N̂0 − 1

)
]
(
N̂+1 + N̂−1

)
+ 2λ

(
â†−1â

†
+1â0â0 + â†0â

†
0â−1â+1

)
, (66)

N̂+1+

N̂−1 = 0

q = (δE1 + δE−1)/2

λ

s

(λ < 0) N̂0

q > 4N |λ|
|0⟩−1|N⟩0|0⟩+1 N0 = N

mf = 0

q < 4N |λ| |N/2⟩−1|0⟩0|N/2⟩+1

N0 = 0 mf = ±1

s = ±1

(66)式 中 忽 略 了 磁 守 恒 (即 假 设  

 )和与总粒子相关的部分 . 这里定义

 为有效二阶塞曼能 (quadratic

Zeeman), 与磁场强度的平方成正比, 可通过磁场

强度 (或近共振微波缀饰)来调节,   表示自旋作用

允许的  波碰撞相互作用能 (详见文献 5]). 研究发

现, (66)式描述的系统基态由二阶塞曼能和自旋依

赖的二体碰撞相互作用能的竞争决定. 在反铁磁条

件   下, 存在两个不同的、序参量可用   来

表示的量子相 : 当   时 , 系统的基态为

 (此时 ,    , 原子全部布居在

 的能级上 , 处于极化相 (polar phase)); 当

 时 , 系统的基态为  

(此时,    , 原子平均布居在   的能级

上, 处于破缺反对称相 (broken asymmetry phase)).

换而言之, 极化相时, 系统处在纯的 Fock态, 而

破缺反对称相时, 系统处在原子的双数态上 [116].

Zou等 [9] 第一次实验证明了虽然存在一定原子损

失和绝热调节参数上的困难, 但上述相变过程可

以用来制备多原子数的双数态, 如图 7所示. 实验

上第一次利用该相变过程 , 实现了   上约
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图 7    (a) 量子相变产生双数态过程; (b) 纠缠宽度分析表

明双数态纠缠宽度约为   原子. 图取自文献 [109]

910+9900
−450

Fig. 7. (a) Generation of twin-Fock state by quantum phase

transition;  (b)  analysis  of  entanglement  breadth  for  the

Twin-Fock  state  samples,  and  it  shows  the  entanglement

breadth is at least    atoms. Adapted from Ref. [109].
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96%± 2%

ζ2N =

−10.7 dB

s = 0

2.42 dB

 的高转化率、高相干性、高纠缠深度 (约

910个原中有超过 450个原子处于纠缠)和  

 的双数态的制备. 在随后的实验 [9] 中, 他

们绝热制备了   的原子 Dicke态, 同时利用它

对 Rabi 转动进行了测量, 得到了  的测量结

果,超过标准量子极限, 详细介绍见文献 [118]. 受

这些工作的启发, 人们发现了第二个时间较短的、

可用来产生突破海森伯极限的量子纠缠态制备方

法 [119]. 利用超冷原子的自旋特性, 通过对其相变过

程量子 Fisher信息的分析, 给出一种新的、确定性

的多原子纠缠态的制备方案 [120].

2) 不同自由度的非定域特性. 原子系统中多

粒子量子纠缠态的研究不仅局限于多粒子量子纠

缠态的产生, 而且在理解诸如 Einstein-Podolsky-

Rosen (EPR)关联或是 Bell非定域性方面也有重

要的意义 [5]. Bell 不等式是甄别粒子间关联特性的

重要判据, 不满足其要求的量子态之间的关联被称

为最强量子关联 [121]. 量子体系中这种非定域的关

联特性是发展量子信息和量子计量等量子新技术

的核心要素. 相同自由度之间的量子纠缠或者非定

域特性是一个被研究了很长时间的问题, 特别是在

光子体系中取得了非常大的进步. 近年来, 由于不

同自由度之间的量子纠缠 (非定域)特性在量子信

息等领域中的重要作用, 比如增加通讯的容量或增

强量子通讯能力等, 引起了人们的广泛注意 [122]. 有

意思的是, 寻求不同自由度之间的相互作用不仅是

量子计量, 而且也是凝聚态物理中的重要课题. 这在

一定程度上促进了超冷原子体系中的另一个研究

热点, 人造量子规范势相关问题的量子模拟 [123,124].

因此, 产生不同自由度量子态的量子纠缠的关键是

要寻找连续自由度 (动量)和分离自由度 (自旋)之

间的相互作用. 

| ↓,P↓⟩ → α| ↓,P↓⟩+ β| ↑,P↑⟩, (67)

|i,P ⟩
|α|2 + |β|2 = 1 |i⟩ P

i =↑ ↓

其中,    表明粒子的量子态需用两种不同自由

度来标记, 且   .     与    分别表示分

离自由度自旋 (这里  或   )和连续自由度动量.

事实上, 上述相互作用在光学、原子和离子的体系

中并不难找到 [122]. 利用光与原子相互作用中双光

子拉曼过程, 我们建议在原子系统中, 实现上述过

程 (值得一提的是, 超冷原子体系中的人造规范势

也可以利用相同的原理产生. 另一方面, 利用复合

的光学器件, 也可以实现光子不同偏振与传播方向

的耦合), 进而实现不同自由度的双原子非定域关

联, 如图 8所示. 从量子力学角度看, (67)式定义

了一个类似分光镜一样的光学器件. 利用这个器

件, 并结合 Yurke早年提出的在两个事先没有任

何关联的粒子间产生非定域量子关联的方法, 我们

提出了一种可以有效实现两个原子之间非定域关

联的实验方案 [122]. 由于相互作用耦合的可控性, 某

种意义上讲, 这个方案也是对 Yurke方案在更广泛
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(c)
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|↓⟩

图 8    两空间分离的粒子的相同自由度 (a)和不同自由度

(b)之间的非定域关联 (Bell关联); (c)产生和验证自由度

间非定域关联的实验方案 . Alice 和 Bob 各自制备自旋态

为    的原子并使其通过混合分束器. 分束器的两个输出

分别与本地和对方的分析仪器相连. 第二个混合分束器作

为各自的分析仪器的一部分 , 将所得信号组合 , 在两个粒

子的不同自由度中产生了非定域关联. 通过 CHSH不等式

来区别, 此时两探测器的信号同时响应. 图取自文献 [122]

|↓⟩

Fig. 8. (a)  Hypernonlocality  represents  the  simultaneous

presence of Bell correlations among more than one DOF of

two  spatially  separated  particles;  (b)  hybrid  nonlocality

identifies  Bell  correlations  among the  discrete  DOF of  one

particle  and  the  continuous  DOF  of  another  distant

particle;  (c)experimental  scheme  for  the  generation  and

verification of inter-DOF entanglement. Alice and Bob both

prepare one particle in a spin-   state and submit it to a

hybrid  beam  splitter.  One  of  the  output  ports  is  sent  to

their local laboratory while the other is send to the opposite

party.  By  mixing  the  local  and  the  received  copy  using  a

second  hybrid  beam  splitter,  the  desired  correlations  are

established.  Both  parties  now  measure  either  spin  or

external d.o.f of their received particles, as depicted by the

interchangeable  measurement  devices  (white  boxes).  The

recorded data from the events in which both parties receive

exactly  one  particle  violate  a  suitable  CHSH  inequality,

independently  of  the  measured  DOF  Adapted  from  Ref.

[122]. 
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意义上的一个推广, 对在实物粒子中开展量子非定

域的研究有重要意义.

3   量子增强的原子干涉仪

即使不考虑多原子体系中的量子纠缠特性, 利

用超冷原子体系作为量子计量的载体, 就已经充分

利用了它的一个基本量子属性——全同性. 因此一

定意义上实现了具有量子增强的量子计量: 由于全

同的超冷原子体系本身就是一个非常难得的、与参

数测量要求完全相同的多粒子统计初态 [49]. 利用

其完成一次测量所获得测量精度的提高与系统中

原子数的根号成正比 (频率或时间测量中利用光格

子将原子分开, 亦是相同的道理). 这也是利用超冷

原子气体的原子干涉仪进行重力、微磁场以及时间

频标或者原子钟等进行计量研究的一个原因. 无论

在光子还是原子体系中, 对精密测量而言, 干涉仪

都是一个非常重要的工作框架. 因此, 本小节将简

要回顾有关 SU(2)干涉仪的工作原理, 再对我们建

议的多模式原子干涉进行简要介绍.

3.1    SU(2) 干涉仪

N

θ

θ

n

θ

讨论利用由  个二能级粒子 (原子)组成的探

测初态, 实现对微小相位   进行估计的问题. 本节

将讨论利用 (32)式定义的幺正变换, 将参量  耦合

到探测态的过程. 形象地讲, 这个过程可以理解为

将初始量子态在 Bloch球上绕给定方向   进行一

个  角的转动 

Ûn(θ) = e−iθĴn , (68)

Ĵn =
∑N
i=1 σ̂

(i)
n /2

σ̂
(i)
n i

Ĵ ≡
(
ĵx, ĵy, ĵz

)
n θ

θ

其中   为集体 (collective)线性转

动算符,   是第  个原子的泡利矩阵. 干涉仪对于

探测初态的作用可以等价为对赝 (集体)自旋算符

 沿给定方向   在 Bloch球上转动  

角. 这个角度   就是要进行估计的参量, 通常与待

测物理参数有确定的函数关系. 如文献 [4]中证明

的, 利用 (68)式, 可以将大多数在冷原子物理中无

损耗的线性双模干涉仪, 包括 Ramsey 型、麦克尔

逊以及常用的MZ干涉仪 (是重力、时间频率以及

引力波测量的工作原理)等, 理解为在一个抽象的

三维空间中, 对具有角动量特征的态矢量进行的转

动操作 [125].

一个标准的线性、无损的 SU(2)干涉仪通常有

两个输入和两个输出端口, 可用下面的矩阵运算来

表示  (
âout
b̂out

)
=M

(
âin
b̂in

)
, (69)

M其中转动矩阵  可一般地表示为 

M =

 e−iϕt cos
ϑ

2
−e−iϕr sin

ϑ

2

eiϕr sin
ϑ

2
eiϕt cos

ϑ

2

 , (70)

0 ≤ ϑ ≤ π 0 ≤ ϕr, ϕt ≤ 2π其中   ,    . 这样的 SU(2)干

涉仪可通过引入变换 (一个非常通用的变换, 在许

多领域中都有类似的应用 , 本身对 Bose子或

Fermi子没有特别要求) 

J ≡

 Ĵx
Ĵy
Ĵz

 =
1

2

 â†b̂+ b̂†â

−i
(
â†b̂− b̂†â

)
â†â− b̂†b̂

 , (71)

J J

[Ĵk, Ĵl] = iεk,l,mĴm
Ĵz

N̂ = â†â+ b̂†b̂

Ĵx,y,z

将双模干涉仪的输入与输出端口的量子态与算符

 对应起来. 不难证明, 由 (71)式定义的算符  满足

与角动量算符相同的对易关系     ,

因此可以视为赝角动量算符, 其中   具有明显的

物理意义, 表示两个端口的粒子数差. 自旋的大小

由系统的总粒子数来决定,   , 对应于

Bloch球的半径. 与 SU(2)和 SO(3)群表示一样,

算符   表示沿三个转轴方向的转动生成元. 由

于干涉仪是无损的, 因此角动量算符的顶点就在空

间中画出一个球 (Bloch球). 因此, 一般的 SU(2)

干涉仪的操作可以用类似自旋 (角动量)转动形式

写为 

Jout = e+iθĴnJine−iθĴn , (72)

θ ϑ ϕr ϕt其中待测的小角度  与 (70)式中的  ,   和  存在

某种函数关系 .  (72)式是双模干涉仪在海森伯

表象下的表示形式. 在薛定谔表象下, 可以等价地表

 

UBS(p/2) exp(-iJz) UBS(-p/2)

x
y

z

x
y

z

x
y

z

图  9    广义 Bloch球上马赫 -曾德干涉仪和拉姆齐干涉仪

对集体自旋的操作. 图取自文献 [5]

Fig. 9. Representation  of  Mach-Zehnder  and  Ramsey

interferometer operations as rotations of the collective spin

on the generalized Bloch sphere. Adapted from Ref. [5]. 
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示为 

|ψout⟩ = e−iθĴn |ψin⟩. (73)

ϕr = 0 ϕt = −π/2

1) 对称分束器. 对于一个完全对称的分束器,

对两个不同输入态有完全相同的作用, 可以利用

(69)式来表示. 其对称矩阵 (70)式中的两个角度

分别为  ,   , 

MBS =

 cos
θ

2
−i sin θ

2

−i sin θ
2

cos
θ

2

 . (74)

50− 50

θ = ±π/2
对于   的分束器而言, 可令 (74)式中的

 , 相应的变换矩阵可以写为   Ĵx
Ĵy
Ĵz


out

=

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 Ĵx
Ĵy
Ĵz


in

.

(75)

x θ

ÛBS = e−iθĴx

此时, 该分束器被视为绕  轴作  角的转动操

作, 即  .

50− 50

θ 50− 50

M

2) Mach-Zehnder和 Ramsey干涉仪. 将一个

双模态 (光子或是原子)通过一个  的对称分

束器, 一个相位   累积过程再经过一个   的

对称分束器就组成了一个标准的 MZ干涉仪. 由

(69)式可以写出它所对应的操作矩阵  : 

MMZ =

 cos
θ

2
− sin

θ

2

sin
θ

2
cos

θ

2

 . (76)

类似地 SU(2)表示为   Ĵx
Ĵy
Ĵz


out

=

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 Ĵx
Ĵy
Ĵz


in

.

(77)

y θ显然, (77)式表示绕  轴作  角的转动操作. 不

难证明 (76)式可以等价地理解为下面的连续转动

操作 

ÛMZ = e
i
π
2
Ĵx
e−iθĴze

−i
π
2
Ĵx

= e−iθĴy .

50− 50 π/2
推导过程中已经考虑了 (75)式. 进而, 如果将

 分束器与 Ramsey干涉仪中的   脉冲光

等价, 易知 Ramsey干涉仪也可以用 (77)式同样

的操作来表示, 也就是说 Ramesy干涉仪与MZ干

涉仪在 SU(2)的表示下, 具有相同的数学结构. 需

要提醒的是, Ramesy干涉仪的双模一般为原子的

两个内态, 而MZ干涉仪的双模通常为两个可空间

分开的空间运动模式 [4].

3.2    原子干涉仪

相较于光学、电子以及中子干涉仪, 原子干涉

仪具有原子种类多, 光学散射截面大, 对电、磁环

境灵敏度高和易于测量等特点. 从上世纪 70年代

开始, 在对原子的波动特性和其质心运动的相干控

制有了一定积累之后, 对原子干涉仪 [22] 的相关研

究取得了长足的进步. 目前原子干涉仪已经成为基

础量子理论、精密测量以及原子分子物理研究中的

重要手段 [22,126]. 原子干涉仪的实验实现一定意义

上展现了人们对原子波动性相干操控的能力. 关于

它的相关研究和综述很多, 有兴趣的读者请参考文

献 [22,126,127]. 本文扼要介绍其工作原理以及一

些主要进展.

1) 主要组成过程. 基于上述 SU(2)干涉仪的

原理, 原子干涉仪是将原子特定量子态 (内态或动

量态)上累积相位精确读出的仪器, 主要由以下几

部分组成: I) 初态 (长寿命内态或是动量态)的选

取 ; II) 相干原子分束 , 通过光栅衍射方法实现 ;

III) 自由演化阶段, 即相位差累积过程 (在这个过

程中, 将待测量的物理量与原子内态或动量态进行

耦合); V) 相干复合过程, 将不同路径上的原子进

行态叠加; VI) 测量过程, 通过测量不同态上的粒

子数, 获得干涉条纹并读取相位差信息. 需要注意

的是, 依赖于不同测量物理量的原子干涉仪进行相

干操控的量子态并不相同, 比如: 测量时间频率

标准时, 关注的量子态为原子的内态; 而在重力

等惯性力的测量中 , 则是其平动量子态 (动量

态)[22,126].

2) 相干原子分束. 通过降温和速度选择等方

法, 原则上可以得到具有较好空间分布的原子初

态. 根据不同原子干涉仪的用途, 还需对原子云进

行进一步的操作以获得理想的原子初态. 一般来

讲, 原子相干分束通过衍射 (diffraction) 过程来实

现. 早期的原子衍射选用特定的晶体或微纳结构的

光栅器件来实现 [22]. 近年来, 光与原子相互作用成

为原子相干分束的主要手段, 下面对其中的两类相

互作用进行简单介绍: Raman-Nath近似的光格子

作用和速度选择的受激拉曼跃迁作用. 在原子束与

光场的相互作用中观察到原子的衍射现象 [128,129]

以后, 原子与光的相互作用才被认为是一种相干原

子分束的有效手段 [22], 即光格子对原子束也可起
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到光学镜片对光一样的作用. 一个两能级原子与光

场的相互作用的有效势函数可以写为 

U(x) =
ℏΩ2

1

4∆+ i2Γ
∝ I(x)

2∆+ iΓ
, (78)

∆ = ωlaser − ωatom Ω1

Γ I(x)

G = k1 − k2 k1,2

τ τ < 1/2
√
ΩREG/ℏ ΩR =

√
|Ω1|2 +∆2

EG = ℏ2G2/2m = 4ℏωrec
d = λph/2

nℏQ
J2
n(Ω

2
1τ/2∆) Jn N

其中   是光场与原子的失谐量,   

为拉比频率, 由光场强度与原子的偶极常数决定,

 是原子衰减率,   是光场的强度分布. 一般地,

依据光场与原子失谐情况, 对原子的相互作用分为

三种: 共振光场, 相对于原子来说 贡献吸收结构;

大失谐光场提供一个真实的势函数分布, 单纯起

相位控制的作用 ; 近共振光场兼有这两种作用 .

目前, 最典型的光场是两束对打激光形成的驻波光

场. 由于其与电子所处的周期外势相似, 也被称为

光格子势, 其空间倒格失量为  ,   为

形成驻波场的两束激光的波矢量. 根据不同的光场

参数, 光学格子也有许多不同的分类, 本文所关心

的典型相互作用见图 10. 如果原子束与光场远失

谐, 并且满足 Raman-Nath条件, 即相互作用时间

  较短 (  ,    和

 ), 此时光场只起一个薄的

相位光栅作用, 光栅的参数为  , 该作用也

被称为 Kapitza-Dirac (KD) 衍射. 此相互作用下,

原子束被重新分布到不同的动量态  , 分布概率

为   , 其中    为    阶贝塞尔函数. 当

光场与原子能级共振时, 原子会吸收或者放出光

子, 同时伴随着与光场的动量交换过程. 根据动量

δp = −(+)ℏk
守恒, 原子吸收 (放出)一个光子时, 其动量改变量

为   , 称之为光场的反冲动量. 利用这

样一束光去激发原子时, 就将原子的内态与其动量

态相干耦合在一起, 实际上就实现了 (67)式定义

的过程. 对于两个长寿命的原子内态来讲, 这样的

激发过程就是一个双光子的拉曼过程.

π/2

|1,p⟩ |1,p⟩ |2,p+
ℏk⟩ T π

|1,p⟩ ⇄ |2,p+ ℏk⟩

T

π/2

T

3) 受激拉曼型的原子干涉仪. 由于上述的双

光子拉曼过程对原子平动动量有一个小的改动, 因此

这个过程也被称为与速度依赖的拉曼转移过程. 将

这个过程用来对超冷原子进行相干分束、复合等操

作, 就是目前原子重力干涉仪的工作原理 [44,126,130].

如图 11所示, 简单地说, 利用第一束   拉曼光,

将处于    的初态原子平均分束为   和  

 ; 经过  时间的自由飞行, 再利用一个  脉冲将

两个内态上的原子进行交换, 即  ;

再经过相同的自由飞行时间  , 两原子团将回到相

同的地方, 再进行另一个   拉曼光作用, 即完成

了该原子干涉仪的基本过程. 上述相同的自由飞行

时间  可以在原子喷泉中得到保证. 利用原子干涉

仪还可以实现微观粒子弱等效原理检验 [131−138].

3.3    多模式原子干涉仪

为了进一步提高原子干涉仪的测量精度, 除将

量子初态制备为量子纠缠态之外, 还可以考虑一些

其他的量子效应, 达到提高量子测量精度的目的.

但是, 这种精度的增加, 仍然受到标准量子极限的

限制, 而远未达到海森伯极限的量级. 本小节将介

绍利用 Kaptiza-Dirac(KD)方法对原子进行相干

分束操作, 同时介绍利用谐振子运动的特性而发展

的一种新的多模式原子干涉仪 [140].
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图 10    无量纲参数下的原子衍射图: KD衍射和 Bragg衍

射所满足的条件. 图取自文献 [22]

Fig. 10. Dimensionless parameter space for atom diffraction,

KD labels curves corresponding to conditions that maximize

Kapitza-Dirac  diffraction,  and  Bragg  indicates  curves  that

correspond to conditions for Bragg reflection. Adapted from

Ref. [22]. 
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图 11    (a) 马赫-曾德原子干涉仪示意图; (b) 重力计原理

示意图. 图取自文献 [139]

Fig. 11. (a)  Schematic  plot  of  Mach-Zehnder  atom

interferomery;  (b)  schematic  plot  of  Gravimeter

configuration. Adapted from Ref. [139]. 
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m

N

1/M M

M M

g

Δg ∝ 1/(
√
mN × (M − 1))

1) 多模式干涉仪. 标准量子极限 (58)式表明,

增加统计独立的测量次数  或者增加参与测量初

态的粒子数  均可以有效地提高测量的精度. 在光

学干涉仪中, 还可以通过提高入射激光的功率来提

高测量精度 (已经在 LIGO的引力波测量中被提

及, 当然也特别采用了非经典光来提高测量精度),

因为激光功率增加相当于输入了更多的光子. 相较

于提高光子数目, 在实验中增加原子初态的原子数

目就没那么容易了. 有别于输入非经典态或量子纠

缠态, 利用多模式或是多通道干涉仪的方法来提高

测量精度也逐步引起人们的注意 [141,142]. 在光学干

涉仪中, 通过多模式的分束器、或是多路的干涉光

源, 已经发现类似  的测量精度的提高, 其中 

是模式或者光源的数目 [142]. 这样的测量精度的提

高虽与突破散粒噪声极限无关, 但是由于比多原子

量子纠缠态稳定、易操作, 还是受到人们的关注 [49].

利用光格子囚禁的超冷原子气体, 也被建议用来实

现  模式的原子干涉仪 [143], 此时  为囚禁冷原子

的光格子的数目 . 处在不同格点位置的原子 ,

自然成为探测不同点重力参数  的探针, 计算表明

其测量的精度可以达到  .

2) Kaptiza-Dirac多模式原子干涉仪. 如前所

述, KD光脉冲提供了一种将超冷原子在不同动量

态上进行重新相干分布的方法. 同时, 虽然光与原

子的作用时间相对短, 但是 KD效应已经在很多实

验室被观察到, 如图 11所示. 在原子喷泉实验 [144]

中, 要保证更多的原子处于完全相同的动量初态,

原则上也需要更低的实验温度. 相对较长的作用时

间也在一定程度上增加了原子量子相干性保持的

难度. 特别是原子的扩散过程, 会造成有效原子数

目的减少. 综合考虑上述原因, 我们在 2014年建

议了一种新的多模式原子干涉仪的实验方案, 特别

考虑了 KD光与原子相互作用的特性以及在谐振

势中粒子运动的特点. 如图 12所示, 利用谐振势

中粒子运动的周期性, 可以有效减少由于光脉冲相

互作用导致的光子数损失.

θ

π/ω ω

3π/2ω

2) 主要过程: I) 初态制备, 处于谐振势中的超

冷原子气体 (无相互作用); II) KD相互作用的原

子分束器, 纯相位器件; III)自由演化, 多路的相位

累积过程, 相邻两路之间的相位差设为相同 (  );

IV)在时刻  (   为谐振子势阱的囚禁频率), 加

另一束 KD 光相干叠加不同路径的原子 ;  V)在

  测量, 处于不同动量态的原子数的测量. 由

θ

于初始原子之间并无相互作用, 该动力学过程可以

精确求解. 利用量子 Fisher信息的计算, 可以得到

对于相位   的估计精度 [145] 为
 

Δθ=
1√
2V

1

| sin(θ/2)|
1√
mN

≃
√
2

| sin(θ/2)|
1

M−1

1√
mN

,

(79)

V M其中   是 KD脉冲的强度,    为 KD脉冲下原子

分布的有效模式数. 具体考虑将该干涉仪用于对重

力参数的测量, 此时相邻路径上的相位差正比于重

力参数, (79)式可以写为
 

Δg
g

≃
√
2

8π
ω2λ

g

1

M − 1

1√
mN

, (80)

λ其中  为 KD脉冲光的波长.
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t = 3π/2ω

图 12    (a) 多模式 KD 干涉仪 .   时 , 第一束 KD脉冲

将谐振势中原子复制多个原子波包 .    时 , 第二束

KD脉冲对这些波包进行复合 , 并在   时进行检

测; (b) 测量时刻不同温度下原子的密度分布. 图取自文献

[140]

t = 0

t = π/ω

t = 3π/2ω

T0

Fig. 12. (a)  Multimodes  Kapitza-Dirac  interferometer.  The

first  Kapitza-Dirac  pulse  at      creates  several  modes

consisting  of  atomic  wave  packets  evolving  under  the

harmonic confinement and an external perturbing field. The

second  Kapitza-Dirac  pulse  at      mixes  the  modes

which are eventually detected in output at    ; (b)

density profiles of the output wave function at temperatures

below (dark line), equal (blue line), or above (red line) the

crossover temperature   . Adapted from Ref. [140]. 
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σ0/λ≫ 1

λdB/λ≫ 1

ω = 2π× 5

λ = 532× 10−9 5.33× 10−30

2× 10−6 105

88Sr 10−9

10−7

3) 条件和可能达到的精度. “非重叠条件”要

求   , 也即初始原子波包比光格子大很多.

这样, 原子被测量的时候波包是可以完全分开的,

同时, 也保证了足够大的空间对足够多的波包进行

测量; 另一方面, 所能获得的测量精度原则上在较

大范围内与温度无关. 如果原子初始波包比光格子

的尺寸大, 即   , 原则上给出一个有效的

温度上限. 考虑当前的实验条件,   Hz, KD

光脉冲  m, 反冲能量约为 

焦耳, KD作用时间控制在    s, 考虑   个

 原子, 对重力参数的测量可以达到约为  

的相对误差 [145]. 较利用 Bloch振荡取得的实验结

果  
[146] 精度更高.

3.4    非局域相互作用的原子干涉仪

N

1/Nα α = 1/2

1) 非局域相互作用. 通常情况下原子干涉仪

与待测物理量之间的耦合相互作用都是局域的, 或

者与粒子数成正比, 是线性关系, 可用幺正变换 (68)式

来表示. 但在一些特定情况下, 粒子间的非线性或

非局域相互作用也起重要的作用, 此时, 相位测量

精度与探测态中粒子数  之间的关系, 与这些非线

性相互作用的大小与形式均相关, 可以满足不同于

 的关系, 其中  (SQL)或是1(HL)[147−153].

需要指出的是, 尽管非线性或非局域相互作用可以

导致测量精度与粒子之间新的幂次关系, 但仍然满

足标准量子极限和海森伯极限 (参见文献 [5]及其

参考文献)(本质上讲, 由于这些非线性或非局域相

互作用也是产生纠缠或增加 Fisher信息的主要原

因, 因此, 我们认为在累积相位的过程中也增加了

测量初态的量子 Fisher信息或量子纠缠; 另外, 线

性相互作用不会造成量子 Fihser信息的增加或量

子纠缠).

N

1/2

Ĥ

2) 一维光格子中的二能级原子. 考虑   个自

旋   的超冷原子组成的系统, 可用处于一维光晶

格中的二能级原子来实现 [154]. 一般情况下, 系统的

哈密顿量  可以表示为 

Ĥ = Ĥ0+Ĥint =

N∑
i=1

αi
2
σ(i)
m+

N∑
i,j=1

Vij
4
σ(i)
n σ

(j)
n , (81)

Ĥ0 σ
(i)
m

i m,n

αi 0 ⩽ αi ⩽ 1 i = 1, 2, 3, · · · , N
Ĥint

其中第一项   是格点 (或是局域)操作,    表示

第   个原子的 Pauli矩阵,    为 Bloch球上的单

位方向矢量,    (  ,    )为

同一晶格中原子的格点能. 第二项  表示不同晶

Vij = Vji格中原子之间的 (非局域)相互作用,    为

相互作用强度. 如果只考虑近邻相互作用, (81)式

就是通常的 Ising模型; 如果考虑长程均匀相互作

用, 则为更为一般的 Lipkin-Meshkov-Glick (LMG)

模型.

Ĥ

FQ[|ψsep⟩, Ĥ] = 4ΔĤ2

将线性幺正变换矩阵 (68)式中的线性操作 

换为 (81)式, 就得到了所谓非线性 (非局域)原子

干涉仪 . 该干涉仪的相位测量精度 , 可通过对

(81)式的量子 Fisher信息分析得到. 纯态情况下,

系统的量子Fisher信息为  
[84], 即

 

FQ[|ψsep⟩, Ĥ] = f20 + f21 + f22 , (82)

f0,1 Ĥ0

Ĥ1

其中,    分别为局域哈密顿   和非局域哈密顿

 的量子 Fisher信息,
 

f20 = 4
(
ΔĤ0

)2
=

N∑
i=1

α2
i

(
1− ⟨σ(i)

m ⟩2
)
, (83)

 

f21 =4
(
ΔĤ1

)2
=

N∑
i,j=1
i ̸=j

V 2
ij

2

[
1− ⟨σ(i)

n ⟩2⟨σ(j)
n ⟩2

]

+

N∑
i,j,l=1
i ̸=j ̸=l

VijVil
[
1− ⟨σ(i)

n ⟩2
]
⟨σ(j)

n ⟩⟨σ(l)
n ⟩, (84)

f2

Ĥ0,1

而第三项   为它们的协同 (convariant)量子

Fisher信息 (产生原因为两种不同的相互作用, 这

里即  . 特别是由这两种相互作用之间的不对易

导致. 类似的式子也在多变量估计等问题中出现) 

f22 = 4
( ⟨

{Ĥ0, Ĥ1}
⟩
− 2

⟨
Ĥ0

⟩⟨
Ĥ1

⟩ )
= 2

N∑
i,j=1
i ̸=j

Vijαi
[
n ·m− ⟨σ(i)

n ⟩⟨σ(i)
m ⟩
]
⟨σ(j)

n ⟩. (85)

αi = 1 ∀i

θ

γ

为简单起见, 以均匀体系的两种非线性 (非局

域)相互作用说明这些相位计量精度与非线性相互

作用强度的依赖关系 . 因此 , 选择   ,    ,

这种情况对应于线性原子干涉仪 (68)式. 同时, 将

格点相互作用强度并入到相位  中, 此时非局域相

互作用的贡献实际上由其与线性或是局域相互作

用量的比值  决定.

Vij =

γ(δj,i+1 + δj,i−1)/2 n ·m = 1

3) Ising型的原子干涉仪. 考虑近邻相互作用

且外场与格点自旋方向相同 (顺场 Ising), 即 

 和   . 考虑量子 Fisher

信息的定义, 使 (82)式取最大值的、可分的量子纯

态可写成 [84]
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|ψsep⟩=
N⊗
i=1

√1+⟨σ(i)
n ⟩

2
|↑⟩i+e−iφi

√
1−⟨σ(i)

n ⟩
2

|↓⟩i

,
(86)

|↑, ↓⟩ σn φi

⟨σ(i)
n ⟩ γ

γ

γc = 0.7302

γ ≪ 1

FQ[|ψsep⟩, Ĥ] ≈ N
(
1 +

5

4
γ2 +O(γ4)

)
γ γc = 0.7302

1, 0, 1, 0, 1, 0, · · ·
N = 20

γ ≫ γc FQ[|ψsep⟩, Ĥ] =

N
(1
2
+ γ +

1

2
γ2)

这里    是格点自旋    的本征矢;    是不同本

征态的任意相对相位. 通过数值计算, 可以发现不

同格点上自旋平均值   随   变化的关系, 如图

13(a)所示. 不难看出: 当近邻相互作用强度  小于

某个临界参数  时, 不同格点自旋取相同

的常数. 特别是当    时, 如图 13(b)所示, 量

子 Fisher信息  .

当  大于临界值  时, 系统呈现反铁磁序,

不同格点的自旋平均值依次取   ,

如图 13(a)所示 . 图 13的计算中 , 选取   .

当   时, 其量子 Fisher信息为  

 , 即图 13(b)中右边的蓝线. 有意

思的是, 如果分别对 (83)式–(85)式进行最大化,

可以得到图 13(b)中红色的虚线. 显然, 量子 Fisher

信息的上限为
 

FQ[|ψsep⟩, Ĥ] ⩽ N + γ
N

2
+ γ2

N

2
. (87)

γ > γc

γ

(Δθ)2CR ≈ 1/(γ2N).

图 13及 (87)式表明: 近邻相互作用下, 量子

Fisher信息随相互作用强度的变化呈单调关系. 尽

管在  时呈现非线性关系, 但是, 仍可作为判

断多粒子量子纠缠的判据, 详细可参见文献 [84].

同时考虑 (87)式以及 CRB(15)式可以知道, 相位

测量精度将依赖于非局域相互作用强度   , 即

 .

Vij = γ n ·m = 1

γ

⟨σ(i)
n ⟩ = a

4) LMG型的原子干涉仪. 另一种极限情况为,

(81)式中的任意两个格点之间存在相等的非局

域相互作用, 即  , 同时  . 该模型最

早在核物理研究中提出 [155−157], 近些年在量子纠

缠 [158−160]、自旋压缩 [113,161] 以及量子计量方面 [162]

都有较为广泛的应用. 与 Ising情况不同, 对于任

意给定的耦合强度  , 不同格点上的自旋平均值相

等, 即  (图 14(a)), 使 (82)式最大. 也就是

说, 系统的量子 Fisher信息 (82)式可以写为 [84]
 

FQ
N

=(1− a2) + 2γ̃a(1− a2)

+ γ̃2
1 + 2(N − 2)a2 − (2N − 3)a4

2(N − 1)
, (88)

γ̃ = γ(N − 1)其中   . 这样, 系统的量子 Fisher信息
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图 13    (a) 在 Ising模型中, 平均自旋   随   的变化情

况 ; (b)   随   的变化情况 , 以及标准量子极限和亚散

粒噪声极限的边界, 同时其也是判定有用量子纠缠态的边

界 [84]. 灰色区域为亚散粒噪声区域. 图取自文献 [84]

⟨σ(i)
n ⟩ γ FQ/N

γ

Fig. 13. we show the     with respect to    ;  (b)   

with  respect  to  the      and  give  the  boundary  between

standard  quantum  limit  and  sub-shot  noise,  which  also

witnesses  the  useful  entanglement  in  Ref.  [84].  The  gray

region denotes the sub-shot noise region. Adapted from Ref. [84]. 
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图 14    (a) 在 LMG模型中, 平均自旋   随   的变化情

况; (b)   随   的变化情况, 以及标准量子极限和亚散

粒噪声极限的边界, 同时其也是判定有用量子纠缠态的边

界 [84]. 图取自文献 [84]

⟨σ(i)
n ⟩ γ

FQ/N γ

Fig. 14. (a) We show the     with respect to     in LMG

model;  (b)      with  respect  to  the      and  give  the

boundary  between  standard  quantum  limit  and  sub-shot

noise, which also witnesses the useful entanglement in Ref.

[84].  The  gray  region  denotes  the  sub-shot  noise  region.

Adapted from Ref. [84]. 
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a

γ̃ ≪ 1 a = γ̃ +O(γ̃2)

值可以通过对  的最优化得到. 考虑非局域相互作

用很小, 即  时, 只保留一阶项, 有  .

此时, 量子 Fisher信息为 

FQ
N

= 1 +
2N − 1

2(N − 1)
γ̃2 +O(γ̃4), (89)

γ̃ ≫ 1

a =

√
N − 2

2N − 3

当非局域相互作用起主要作用时,    , 忽略零

阶项, 有  . 此时,
 

FQ
N

= 2γ̃
N − 1

2N − 3

√
N − 2

2N − 3
+ γ̃2

(N − 1)

2(2N − 3)
. (90)

γ̃

图 14(b)蓝色实线为 (89)式和 (90)式给出的

量子 Fisher信息与非局域相互强度   的关系. 此

时, 系统的量子 Fisher信息也存在上限 

FQ
N

⩽ 1 +
4

3
√
3
γ̃ +

(N − 1)

2(2N − 3)
γ̃2, (91)

FQ ≈ Nγ̃2

由对 Fisher信息 (82)式中各项分别最大化得到,

如图 14(b)中红色的虚线表示. 显然, 在给定非局

域相互作用以及原子数的条件下, LMG型原子干

涉仪可以进一步提高相位测量的精度 , 因为

 . 利用这种量子 Fisher信息与粒子数的

单调关系可以区分不同多粒子量子纠缠态的纠缠

特性 [84].

4   量子计量中的统计方法

相位估计是量子计量, 甚至是量子精密测量中

的核心环节之一, 也是经典统计推断 (statistical

inference)中的一个重要分支. 如果待测参数在测

量过程中不随时间变化, 这类参数估计问题为静态

参数估计问题 [163], 比如重力、引力常数等; 当然还

存在测量过程中变化的参数估计, 此类问题不在本

文讨论的范围 (典型的问题应为时间频率标准中的

估计, 此类问题被称为 warm-function估计). 对于

第一类问题, 即待测参数在测量过程中为常数, 通

常有两类不同的估计方法 : 一种称为贝叶斯

(Bayesian)估计, 另一类称为频率 (frequentist)论

估计或 Fisher估计, 也被称为非贝叶斯估计. 由于

两种估计方法处理数据的出发点完全不同, 因此,

不同的方法可能导致不同的结论甚至悖论式的结

论. 相位估计所处理的数据都具有随机数的特性,

它的主要任务是要从这些具有随机特性的实验数

据中, 将所关心的待测物理量高精度地估计出来.

一般将测量数据的随机性归结为噪声 (noise). 有

两类完全不同的噪声: 一类为经典噪声; 另一类为

量子噪声. 其中第一类噪声是固有的, 由仪器或操

作的不完善造成, 是可以压缩到零的; 而第二类噪

声是本质的, 由量子力学原理所决定, 是不可克服

的 [164].

4.1    频率论估计

θ0

θest(µ)

θest(µ)

θ0

1) 频率论观点. 频率论观点认为待估计参数

 本身是固定的未知参数 [163]. 待测相位是通过对

估计子 (estimator)  的统计平均求得的. 如果

统计分布数据是通过最大似然估计的方法获得, 则

简单地选用该分布函数的极大值对应的参数值作

为估计值, 即  为使似然函数为极值的相位角

(如 (105)式所示). 故而, 该相位值本身也具有随

机的性质. 随着独立测量次数的增加, 与待测相位

对应的测量值出现的几率 (概率)为最大, 因此, 相

位平均值就会趋向于待测值  .

µ

⟨θest⟩µ|θ0 =
∑
µ

θest(µ)P (µ|θ0)

测量数据   的统计涨落反映了估计子的统计

不确定程度 , 利用其与平均值  

 的方差  (
∆2θest

)
µ|θ0

=
∑
µ

(
θest(µ)− ⟨θest⟩µ|θ0

)2
P (µ|θ0),

(92)

µ P (µ|θ0)
m

P (µ|θ0) =
∏m
i P (µi|θ0)

θ0

⟨θest⟩µ|θ0 = θ0
d⟨θest⟩µ|θ0

dθ
|θ=θ0 = 1

来刻画这种不确定度, 其中求和是对所有可能的测

量结果  进行的.   为给定待测参数时, 进行

 次独立测量所得到的条件分布函数. 在最大似然

条件下,    . 局域无偏差的估

计算子 [165] 是一类在给定待测物理量   处满足无

偏差估计条件的算子. 此时, 无偏差估计条件为

 和   . 当且仅当该算

子在所有考虑的相位区间上都是局域无偏差估计

时, 我们说该估计为无偏差估计.

估计子的好坏可以通过其平均方差 (mean

square error, MSE) 

MSE(θest)µ|θ0 =
∑
µ

(
θest(µ)− θ0

)2P(µ|θ0), (93)

θ0来评估 [166]. 注意 (93)式中, 待测量相位值   并不

事先可知, 因此, 与 (92) 式比较就有 

MSE(θest)µ|θ0 = (∆2θest)µ|θ0+
(
⟨θest⟩µ|θ0 − θ0

)2
. (94)

(
⟨θest⟩µ|θ0 − θ0

)2 ⩾ 0

从这个角度上讲, (92)式更具有实验的可操作

性. 对于无偏差的估计子而言, (92)式和 (94)式是

等价的. 由于 (94)式中   , 所以
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MSE(θest)µ|θ0 ⩾ (∆2θest)µ|θ0

(∆2θest)µ|θ0

MSE(θest)µ|θ0

有  . 也就是说, 任何小于

方 差     的 极 值 ,  必 然 是 均 方 差

 的极值. 反之, 不一定正确.

2) Barankin极限. 经典统计理论给出 (92)式

的方差存在一个极限, 称为 Barankin极限 [167,168]
  (

∆2θest
)
µ|θ0

⩾ ∆2θBB

≡ sup
θi,ai,n

{∑n
i=1 ai[⟨θest⟩µ|θi − ⟨θest⟩µ|θ0 ]

}2∑
µ [
∑n
i=1 aiL(µ|θi, θ0)]

2
P (µ|θ0)

, (95)

L(µ|θi, θ) = P (µ|θi)/P (µ|θ)
sup N ai ∈ R

θi
(
∆2θest

)
µ|θ0

m

⟨θest⟩µ|θi = θi ∀i

其 中   称 为 似 然 比 率 .

 表示考虑所有  个任意实参数  以及参数

区间内的相位  对  取最大值. 不难证明,

无论对于多少次独立测量  该极限总是可以达到

的 (这与 CRB完全不同, CRB需要无穷的测量次

数, 是中心极限定理的结果). 由于 (95)式中参数

数目过多且与估计子相关, 因而实际意义不明显,

但具有非常重要的理论意义. 对于无偏差的估计,

即     (  ),  可 把 Barankin  Bound

(BB)(95)式重写为  (
∆2θest

)
µ|θ0

⩾ ∆2θubBB

≡ sup
θi,ai,n

{
∑n
i=1 ai[θi − θ0]}

2∑
µ [
∑n
i=1 aiL(µ|θi, θ0)]

2
P (µ|θ0)

. (96)

需要注意的是 ,  (96)式与估计子无关 . 关于

(96)式的具体推导在附录 A3中可以找到.

有意思的是, 通过选择不同的参数的个数, 可

以得到如下的连续不等式  (
∆2θest

)
µ|θ0

⩾ ∆2θBB ⩾ ∆2θEChRB

⩾ ∆2θChRB ⩾ ∆2θCRB, (97)

∆2θCRB n = 2

a1 = 1, a2 = −1 θ1 = θ0 + λ θ2 = θ0

∆2θChRB

λ→ 0 n = 3 a1 = 1

a2 = A a3 = −1 θ1 = θ0 + λ1 θ2 = θ0 + λ2

θ3 = θ0

∆2θEChRB

这里   是 (9)式的 CRB. 取两个参数   ,

 ,   ,   , (96)式可以

写 为 Hammersley–Chapman-Robbins   极 限

(ChRB)  
[169,170] . 可以严格证明, CRB是该

情况下取  的极值; 取三个参数  ,   ,

 ,    ,    ,    , 和

 ,  得 到 extended  Hammersley-Chapman-

Robbins 极限 (  )[164]. 连续不等式 (97)式

表明, 随着参数数目的增加, 极限越严格或者越大.

因此, 原则上 Barankin极限为频率分析中的最大

极限.

4.2    贝叶斯估计

1) 贝叶斯观点. 贝叶斯观点认为待估计参数

θ0

µ θ

P (µ, θ) P (µ, θ) = P (µ|θ)P (θ) = P (θ|µ)p(µ) =
P (θ, µ) P (θ) P (µ)

P (µ|θ) P (θ|µ)
µ θ

P (µ, θ) µ θ

 本身是随机且满足确定的统计分布的未知参数 [163].

根据贝叶斯-拉普拉斯定理 (Bayes-Laplace theorem):

对于任意的随机数  和  满足的联合概率分布函数

 , 总有  

 , 其中   和   是边缘分布 (marginal

distribution),    和   是条件概率 . 该定

理表明: 两个随机变量  和  在联合概率中是对称

的. 边缘分布可以通过联合概率   对  或  的

积分得到.

P (µ|θ0)
θ0 µ

θ

由此可见, 似然函数   就是在给定待测

物理量或估计相位  下, 得到测量结果  的条件概

率分布函数. 由贝叶斯-拉普拉斯定理, 引入一个随

机变量   , 得到后验概率 (posterior  probability) 

Ppost(θ|µ) =
P (µ|θ)Ppri(θ)
Pmar(µ)

. (98)

Ppost(θ|µ)
µ θ = θ0

Ppri(θ)

θ

P (µ|θ)
P (µ|θ0)

Pmar(µ) =
∫ b
a
dθ P (θ, µ) a b

后验概率分布函数   是考虑了测量数

据   之后 , 对   的新条件分布函数 . 相应地 ,

(98)式中的    叫先验概率分布, 反映了测量

之前对待估计相位   已有分布信息的了解程度 ,

  就是实验测量数据所满足的似然函数

 . 边缘分布通过对后验分布函数归一化得

到,    , 此处   和   定义了待测

相位的分布区间.

θ0

θ0 θBL(µ) = argmaxθ Ppost(θ|µ)

θBL(µ) =
∫ b
a
dθ θ

Ppost(θ|µ)

需要指出的是, 后验分布函数对先验分布函数

有非常强的依赖性. 如果对待估计参数   一无所

知, 那么选取一个合适的先验分布函数并不是一件

容易的事情. 也就是说, 并非简单选择一个常数作

为分布函数即可, 详细的讨论参见文献 [164]. 但是,

如果得到 (98)式的后验分布函数, 可以利用找极

值的方法得到估计的  :   .

当先验分布为常数时, 此法与最大似然估计相同,

也可以通过对后验分布求平均值  

 来获得估计值.

与频率估计方法不同 , 利用贝叶斯估计方

法 ,可 以 得 到 一 个 关 于 估 计 值 的 置 信 区 间

(confidence interval)(在测量次数很大时, 它与涨

落具有相似的含义)  (
∆2θBL(µ)

)
θ|µ =

∫ b

a

dθ Ppost(θ|µ)
(
θ−θBL(µ)

)2
. (99)

µ

θBL(µ) = θ0 [a, b](
∆2θBL(µ)

)
θ|µ θBL(µ)

(99)式给出了在测量结果为   时 , 估计值

 在区间   上的可信程度 [171]. 换句话

说 ,     描述了估计值   的统计
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涨落.

2) Ghosh极限. 1993年, Ghosh[172] 证明 (99)

式存在下限 

∆2θGB(µ) =
(f (µ, a, b)− 1)2∫ b

a
dθ

1

Ppost(θ|µ)

(
dPpost(θ|µ)

dθ

)2 , (100)

f (µ, a, b) = bPpost(b|µ)− aPpost(a|µ)− θBL(µ)

(Ppost(b|µ)− Ppost(a|µ))
µ(∫ b

a
dθ

1

Ppost(θ|µ)

(
dPpost(θ|µ)

dθ

)2
)

其 中  

 , 与后验概率在边界处的取

值有关. (100)式所示的极限与具体测量结果  和后

验概率Fisher信息 

相关. 等式 (100)成立的充要条件为 

θ − θBL(µ) = λµ
d logP (θ|µ)

dθ
, (101)

λµ θ µ其中  不依赖于相位  , 但可以与测量值  相关.

µ

(∆2θBL(µ))θ|µ

p(µ|θ0) µ

3) 似然平均 (Likelihood-Averaged)Ghosh极

限. 由于 (100)式所示的 Ghosh极限与测量值  有

关, 自然地, 如果对  用似然分布函数

 求平均, 就可以得到一个与测量值  无关的

极限, 这就是似然平均 Ghosh极限  (
∆2θBL

)
µ,θ|θ0

=
∑
µ

(
∆2θBL(µ)

)
θ|µ P (µ|θ0)

=
∑
µ

∫ b

a

dθ P (θ, µ|θ0)
(
θ − θBL(µ)

)2
.

(102)

P (θ, µ|θ0) = Ppost(θ|µ)P (µ|θ0)因 为   ,  所 以 ,

(99)式也可认为是对贝叶斯方差的平均值. 类似

地, 对 (100)式用似然分布函数求平均, 就可以得

到 (99)式的极限 [4]
 

∆2θaGB =
∑
µ

(f (µ, a, b)− 1)2∫ b
a
dθ

1

Ppost(θ|µ)
(∂Ppost(θ|µ)

∂θ

)2 P (µ|θ0).
(103)

4.3    数值验证

N |GHZ⟩ =
(|0⟩⊗N + |1⟩⊗N )/

√
2

θ θ

µ = (−1)N0 N0 |0⟩
µ = ±1

m

1) 最大似然分布函数. 下面采用与离子实验 [92]

相关的宇称测量结果 (51)说明前两节中提到的各

种统计极限. 考虑  离子的 GHZ纠缠态,  

 , 作为初态, 再对其进行 (68)

式描述的  的转动操作. 对于转动相位  , 通过对宇

称性 (  ,   为在  上的粒子数)的测量

来估计. 测量值   的条件概率函数由 (51)式

给出, 因此, 经过   次独立测量所得到的似然函

数为 

P (µ|θ0) =
m∏
i=1

P (µi|θ0)

=

(
1 + cos(Nθ0)

2

)m+
(
1− cos(Nθ0)

2

)m−

,

(104)

m± ±1

m+ +m−

N = 2 θ0 = π/4

其中   为测量结果为   的总数 , 显然 m  =

 . 在下面的数值模拟的计算中, 将着重讨

论  ,   的情况.

2) 最大似然频率估计与无偏差估计. 在最大

似然估计中, 相位估计值取使似然函数 (104)式取

极大值的值, 即 

θMLE(µ) ≡ argmax
θ0

{P(µ|θ0)}. (105)

m

中心极限定理 [4,166,173] 告诉我们, 随着独立测

量样本数  的增加, 最大似然估计值渐进地满足如

下高斯分布: 

P (θMLE|θ0) =
√
mF (θ0)

2π
e−

mF (θ0)
2 (θ0−θMLE)

2

(m≫ 1). (106)

θMLE(µ)

θ0

θ0 = π/4

µi

θMLE(µ) =
1

2
arccos(

m+ −m−

m+ +m−
)

F (θ0) = N2 θ0

⟨θMLE⟩µ|θ0 − θ0

m

±ΔθCRB m

m

d⟨θest⟩µ|θ0/dθ|θ=θ0 = 1

(106)式说明   的统计平均值为待测相

位  , 其方差由 Fisher信息的倒数决定. 给定待测

值  , 利用蒙特卡罗方法获得按 (104)式所

示的最大似然分布的测量值序列  . 最大似然估计

值通过  获得. 注意该

问题的 Fisher信息为   , 与待测相位  

无关. 图 15(a)给出了偏差 (  )(绿色

圆点)随独立测量次数   的变化关系, 其中误差

(红色曲线)由   给出. 当   足够大时, (106)

式的确描述了最大似然估计值的行为. 同时图 15(b)

表明, 随着   的增加, 最大似然估计子, 逐渐趋于

无偏差估计, 即  .

θ0

3) 贝叶斯极限与频率论极限. 在上述产生测

量值的数值过程中, 考虑待测相位  满足如下先验

分布函数 

Ppri(θ) =
2

π
eα sin(2θ)2 − 1

eα/2I0(α/2)− 1
, (107)

I0(α)

θ0

α = −100

α = 10 θ0

θBL(µ) =
∫ b
a
dθ θ Ppost(θ|µ)

其中   是第一类修正的贝塞尔函数. 当 (107)

式取不同值时, 此先验函数可以表示对  的不同了

解程度: 从完全无知 (  )到非常好地了解

(  ), 见图 16中的小插图. 对未知的  的估计

采用了   . 图 16中给出了
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±|d⟨θMLE⟩µ|θ0/dθ0|/
√
mF (θ0) mF (θ0)(∆2θMLE)µ|θ0 m (d⟨θMLE⟩µ|θ0/dθ0)

2

图  15     (a)  最 大 似 然 估 计 偏 差 (绿 色 圆 点 )随 独 立 测 量 次 数   的 变 化 , 误 差 为   ; 红 色 曲 线 为  

 ; (b)    (空心红圈)随   的变化 . 红色实线为   . 图取自文

献 [164]

⟨θMLE⟩µ|θ0 − θ0 m (∆θMLE)µ|θ0 ±∆θCRB =

±|d⟨θMLE⟩µ|θ0/dθ0|/
√
mF (θ0)

mF (θ0)(∆2θMLE)µ|θ0 m (d⟨θMLE⟩µ|θ0/dθ0)
2

θ0 = π/4 F (θ0) = 4

Fig. 15. (a)  Bias      (green  dots)  as  function  of      with  error  bars    .  The  red  lines  are   

 ;  (b)  variance  of  the  maximum  likelihood  estimator  multiplied  by  the  Fisher  information,

  (red circles), as a function of the sample size    . It is compared to the bias     (red line).

We recall that    and    here. Adapted from Ref. [164].
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图 16    不同先验概率下, 频率论方法得到相位估计值的方差(  , 红色圆圈)及其边界 CRB(  , 红色虚线),

和贝叶斯相位估计的方差 (  , 蓝色圆圈)及其边界 (  , 蓝色实线)随样本   的变化  (a)    ; (b)

 ; (c)   ; (d)   . 每张图中内嵌的图是先验概率   的分布图. 图取自文献 [164]

α = −100 α = −10 α = 1 α = 10

m(∆2θBL)µ|θ0 m∆2θCRB m(∆2θBL)µ,θ|θ0
m∆2θaGB ppri(θ)

Fig. 16. Comparisons of phase estimation variance as a function of the sample size for Bayesian and frequentist data analysis under

different  prior  distributions:  (a)    ;  (b)    ;  (c)    ;  (d)    .  In  all  figures,  Red  circles  (frequentist)  are

 , the red dashed line is the CRB.    , Eq. (124). Blue circles (Bayesian) are    , the blue solid

line is the likelihood-averaged Ghosh bound   , Eq. (103). The inset in each panel is   . Adapted from Ref. [164].
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(∆2θBL)µ,θ|θ0

(∆2θBL)µ|θ0 =
∑
µ

(
θBL(µ)−⟨θBL⟩µ|θ0

)2
p(µ|θ0)

∆2θCRB =

|d⟨θBL⟩µ|θ0/dθ0|2/
(
mF (θ0)

)
(∆2θBL)µ|θ0

|d⟨θBL⟩µ|θ0/dθ0|2

对不同先验概率分布条件下得到的数据进行贝叶

斯与频率论分析的结果 . 后验方差  

((99)式 )是蓝色的圆圈 , 蓝色的实线是似然平

均的 Ghosh极限 ((103)式). 采用频率方法得到

的方差 

用红色的点标记 , 与此对应的 CRB   

 为红色实线 . 此处需要

注意的是当先验概率分布越窄时,   值越

小 , 与此同时 , 待估计值的偏差也变得更大 , 即

 变得更小.

m

m

m(∆2θBL)µ,θ|θ0 m∆2θaGB

m

m

m

由图 16不难看出, 当独立测量次数  趋于无

穷时, 贝叶斯以及频率论的极限都将趋于 0.25(频

率论下的 CRB). 但是, 当   较小时, 贝叶斯的后

验方差和其边界 (  和  )会低

于频率论的结果, 即图 16(a)和图 16(b).    越小,

这种偏差越大. 我们知道 CRB是最小的统计极限,

因此, 这些结果显得有些奇怪. 唯一合理的解释是,

CRB作为最小的极限只有  很大时, 即中心极限

定理成立的条件下, 才成立. 当   较小时, 两种不

同的统计观点可能导致这种偏差. 这也表明, 两种

情况下的统计极限没有可比性.

m

m

另一方面, 贝叶斯极限在  趋向无穷时的渐近

行为,是由 Laplace–Bernstein–von Mises定理 [4,166]

保证的. 也就是说, 在   很大时, 后验分布函数将

趋于如下的高斯分布函数： 

Ppost(θ|µ) =
√
mF (θ0)

2π
e−

mF (θ0)
2 (θ − θ0)

2
(m≫ 1),

(108)

1/
(
mF (θ0)

)因而, 估计值的方差将为 Fisher信息的倒数, 即

 .

5   总结与展望

利用超冷原子系统突破标准量子极限是一个

充满生机与挑战的多学科交叉研究领域. 在实验方

面, 已经完成了若干利用多粒子纠缠态提高测量精

度、趋近海森堡极限的验证性实验, 未来的研究可

能集中到将其扩展到具体的物理参数测量的系统

中. 理论方面, 基于量子 Fisher信息的多粒子量子

纠缠态判据以及相关的量子计量基本理论仍需进

一步发展, 同时也需要关注相关的量子效应, 以提

高物理量的测量精度. 由于该领域发展很快, 这里

简单介绍一下最近在理论方面的几个进展.

N

ρ̂Λ =
∑
γ pγ ρ̂

(γ)
A1

⊗ · · · ⊗ ρ̂
(γ)
AM

r̂ = (r̂1, . . . , r̂2N ) =

(x̂1, p̂1, . . . , x̂N , p̂N )

1) 连续变量纠缠判据 . 量子 Fisher信息已

成功地应用在分离变量的量子系统中的多粒子

纠 缠 判 据 和 量 子 参 数 估 计 中 [4,174]. 考 虑 到

Fisher信息与测量物理量测量精度之间的关系

((9)式), Fisher 信息已经被推广到连续变量的纠

缠判定 [82,175]. 考虑一个   模式的连续变量系统

 , 其中密度矩阵定义在

相空间 . 相应的算符矢量为  

 . 对于高斯态, 其 Fisher信息定

义为 

FQ[ρ̂, q̂(g)] = g
TΩTΩ−1

ρ̂ Ωg, (109)

Ω =
⊕N

i=1

(
0 1
−1 0

)
Ωρ̂

(Ωρ̂)ij =
1

2
⟨r̂ir̂j + r̂j r̂i⟩ρ̂ − ⟨r̂i⟩ρ̂⟨r̂j⟩ρ̂ Ω−1

ρ̂ Ωρ̂

q̂(g) = g · r̂
g = (g1, . . . , g2N )

A1| . . . |AM

其中  ; 协方差矩阵  的矩阵元为

 ;    表示  

的 逆 矩 阵 ; 多 模 式 的 正 交 矢 量     ,

  为任意的实向量. 研究表明, 任

意  分离的量子态的 Fisher信息满足 

FQ[ρ̂Λ, q̂(g)] ⩽ 4gTΩΠΛ(ρ̂Λ)g, (110)

ΠΛ(ρ̂Λ) =
⊗M

l=1 ρ̂Al
ρ̂Al

ρ̂Λ Al

ζ2Λ(ρ̂)

其中    ,     是     关于    的

约化密度矩阵. 进而引入多模式的压缩系数 
 

ζ2Λ(ρ̂) := min
g

4(gTΩTΩΠΛ(ρ̂)Ωg)(g
TΩρ̂g). (111)

对于可分离量子态, 总是满足 

ζ−2
Λ (ρ̂sep) ⩽ 1. (112)

因此 (110)式及 (112)式就是连续变量条件下

的多粒子纠缠判据. 该判据的有效性, 已经得到利

用 2–-4不同组份压缩光实验结果的证实 [176].

d

θ = {θ1, θ2, · · · , θd}
P (mu|θ) =∏m

i=1 P (ki|θ)) θ

Θ̄(mu) =
∑

mu P (mu|θ)
Θ(mu) = θ dΘ̄(mu)/dθl = 1 (l = 1, 2, · · · , d)

2) 多变量参数估计. 前面关于标准量子极限、

海森堡极限的进展是基于单参数的相位估计理论.

同时对多个参数估计的研究才刚刚开始, 由于其在

量子成像和探测等方面有重要应用前景, 多变量的

相位估计正在引起人们的关注 [177−180]. 在多变量的

参数估计问题中 , 要考虑对一个   维的矢量

 进行估计. 此时要讨论的条件

概 率 分 布 函 数 也 是 多 变 量 的 ,   

 , 即测量结果与待测矢量   相关 .

此时无偏估计子满足    

 且   ,    .

相应的 CRB写为 

B(θ) ⩾ [F (θ)]−1

m
⩾ [FQ(θ)]

−1

m
, (113)

[B(θ)]l,m =其中 , 多变量的方差由协方差矩阵  
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∑
µ P (mu|θ)[Θ(mu)− θ]l[Θ(mu)− θ]m

(Δθl)2
 表示 , 显

然, 其对角元素为通常的单变量方差   . 相应

的 Fisher信息亦为对称 Fisher信息矩阵 

[F (θ)]l,m =
∑
µ

∂lP (mu|θ)∂mP (mu|θ)
P (mu|θ)

, (114)

∂l = ∂/∂θl其中  . 形式上讲, (113)式给出了多变量

估计时的极限, 其与测量的量子态、相位演化等都

有关系. 但是, 寻找一种使 (113)式中等号成立的

量子测量是一个长期的问题, 文献 [178]给出了这

样的一个充要条件, 证明了存在一种投影测量使

(113)式中等号成立. 进而, 他们进一步证明, 在多

模式干涉仪中, 增加模式之间的量子纠缠有助于使

多相位估计的精度达到多变量海森堡极限 [179].

3) 含时参数估计问题. 在测量时间内, 如果待

测物理量是随时间变化的, 那么是否存在一个测量

极限？如果存在的话, 它是多少? 随时间变化的待

估计相位在引力波测量、磁场力、光力系统等过程

中都是常见的, 因此, 近几年引起了人们的关注

(参见文献 [181], 及其参考文献). 随时间变化的相

位也被称为波形 (waveform)问题, 连续的测量才

可能提取其随时间变化的信息 .  Tsang等 [181]

2011年将 Bayesian分析方法引入到含时问题的估

计中, 并给出一个量子 CRB. 需要指出的是, 对光

频率钟的测量过程中也存在相应的问题. 由于钟激

光不可避免地存在随时间的频率变化, 因此, 如何

对其随时间的变化进行测量是对其实现稳定性控

制的关键问题. 一般地, 含时待测物理参数更具有

一般性, 如何发展具有普适性的、严格的计量理论

仍是一个开放的问题.

4) 关于统计方法. 由前面的讨论可以知道, 在

有限次测量的条件下, 要达到统计允许的最佳测量

精度是比较困难的, 或者说对测量数据的分析方法

有较强的依赖性. 对实验测量数据的统计分析有很

多种方法, 不同的统计方法可能导致不同的边界.

如何在统一的标准量子极限或海森堡极限下理解

这些极限, 也是一个有挑战的研究课题. 如前所述,

若测量算符为有偏差测量时, 上述极限原则上不正

确, 需要更一般的讨论 [182]. 近年来, 非高斯情况下

的统计特性逐渐成为研究的热点, 与此相关的量

子 Ziv-zakai边界是其中的热点之一 [183]. 在考虑非

渐近的体系时, 则需要考虑Weiss-Weinstein边界[184].

简而言之, 超冷原子体系中的量子计量不只是

一个技术问题, 还与许多基本的量子效应、甚至量

子理论的基本概念息息相关. 因此, 它是一个非常

有活力的研究领域, 是下一代精密测量仪器产生的

源泉.
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Smerzi研究员, 山西省百人计划青年学者、意大利科学院

光学研究所 Pezze博士 , 以及意大利科学院光学研究所

Gessner博士的讨论与建议.

附录 A1

θ

ε

P (ε|θ)
⟨Θ⟩θ =

∑
ε P (ε|θ)Θ(ε)

关于 CRB的证明: 在给定未知相位   的条件

下, 对可观测量   进行测量, 得到其概率分布函数

为   , 进而可以得到待估计值的平均值为

 , 对其求偏导, 得
 

∂⟨Θ⟩
∂θ

=
∂

∂θ

∑
ε

P (ε|θ)Θ(ε) =
∑
ε

P (ε|θ)Θ(ε)
∂L(ε|θ)
∂θ

≡
⟨
Θ
∂L(ε|θ)
∂θ

⟩
.

(A1)∑
ε P (ε|θ0) = 1根据概率的归一性 , 即   , 有

 

∂

∂θ

∑
ε

P (ε|θ)=
∑
ε

P (ε|θ)∂L(ε|θ)
∂θ

=

⟨
∂L(ε|θ)
∂θ

⟩
=0.

(A2)

ε

θ

在推导 (A1)式和式 (A2)时, 假定对   的求和

独立于相位   , 所以在求偏导时, 将微分移到求和

里面. 考虑 (A1)和式 (A2)式, 可以得到  (
∂⟨Θ⟩
∂θ

)2

=

⟨(
Θ(ε)− ⟨Θ⟩

)∂L(ε|θ)
∂θ

⟩2

. (A3)

⟨A⟩2⟨B⟩2 ⩾ ⟨AB⟩2

A = Θ − ⟨Θ⟩ B = ∂L(ε|θ)/∂θ

利用柯西-施瓦茨不等式,    ,

 ,   , 得到 

⟨
(Θ − ⟨Θ⟩)2

⟩⟨(∂L(ε|θ)
∂θ

)2
⟩

⩾
(
∂⟨Θ⟩
∂θ

)2

, (A4)

B = λA λ ε

(∆Θ)2 = ⟨(Θ − ⟨Θ⟩)2⟩
式中等号成立的条件是  ,   独立于测量值  .

结 合    就 证 明 了 CRB, 即

(9)式.

附录 A2

P (ε|θ)

∂θP (ϵ|θ) = Tr
[
Ê(ϵ)∂θρ̂(θ)

]关于量子 CRB的证明: 对条件概率   求

偏导, 得到   , 代入 Fisher
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信息的定义式 (10)式有
 

F [ρ̂(θ), Ê(ϵ)] =
∑
ϵ

Tr
[
Ê(ϵ)∂θρ̂(θ)

]2
Tr
[
Ê(ϵ)ρ̂(θ)

] , (A5)

利用对称对数导数的关系式 (14)式, 得到
 

Tr
[
Ê(ε)∂θρ̂(θ)

]
= ℜ

(
Tr
[
ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)

] )
, (A6)

L̂θ Ê(ε)

ρ̂(θ) Tr
[
ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)

]∗
=

Tr
[
L̂θρ̂(θ)Ê(ε)

]
式中利用了迹的循环性质 , 以及算符   ,    ,

 的 厄 米 性 质 .  即  

 , 这样有下列不等式关系:
 

ℜ
(
Tr
[
ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)

] )
⩽
∣∣Tr [ρ̂(θ)L̂θÊ(ε)

] ∣∣2
⩽ Tr

[
ρ̂(θ)Ê(ε)

]
Tr
[
Ê(ε)L̂θρ̂(θ)L̂θ

]
, (A7)

ℜ(x)2 = |x|2 −ℑ(x)2

⩽ |x|2
其中第一个不等式利用了  

 , 等号当且仅当满足文中 (16)式和 (17)式

时成立. 结合 (A6)式和 (A7)式得到
  (

Tr
[
Ê(ε)∂θρ̂(θ)

] )2
Tr
[
ρ̂(θ)Ê(ε)

] ⩽ Tr
[
Ê(ε)L̂θρ̂(θ)L̂θ

]
, (A8)

∑
ε Ê(ε) = 1l利 用 POVM的 归 一 化 性 质   ,

得到
 

F [ρ̂(θ), Ê(ε)] ⩽
∑
ε

Tr
[
Ê(ε)L̂θρ̂(θ)L̂θ

]
=Tr

[
ρ̂(θ)L̂2

θ

]
= FQ[ρ̂(θ)], (A9)

这样
 

(ΔΘQCR)
2
=

(
∂ ⟨Θ⟩
∂θ

)2

FQ[ρ̂(θ)]
, (A10)

得证.

附录 A3

θest θBarankin 极限推导, 假定   是关于相位   的

任意估计值, 其平均值为
 

⟨θest⟩µ|θ =
∑
µ

θest(µ)P (µ|θ). (A11)

⟨θest⟩µ|θ = θ

当 且 仅 当 其 为 无 偏 差 估 计 时 , 平 均 值

 . 引入似然比率
 

L(µ|θi, θ0) =
P (µ|θi)
P (µ|θ0)

, (A12)

可以得到
 

∑
µ

θest(µ)L(µ|θi, θ0)P (µ|θ0) = ⟨θest⟩µ|θi , (A13)

θ1, · · · , θn对于系列的相位值,   , 有  ∑
µ

L(µ|θi, θ0)P (µ|θ0) =
∑
µ

P (µ|θi) = 1, (A14)

⟨θest⟩µ|θ0(A14)式 的 两 边 同 时 乘 以   并 且 减 去

(A13)式, 得到  ∑
µ

(
θest(µ)− ⟨θest⟩µ|θ0

)
L(µ|θi, θ0)P (µ|θ0)

=⟨θest⟩µ|θi − ⟨θest⟩µ|θ0 , (A15)

N a1, · · · , an接 下 来 选 择   个 系 数   , 由 (A15)式

得到  ∑
µ

(
θest(µ)− ⟨θest⟩µ|θ0

)( n∑
i=1

aiL(µ|θi, θ0)

)
P (µ|θ0)

=

n∑
i=1

ai
(
⟨θest⟩µ|θi − ⟨θest⟩µ|θ0

)
,

(A16)

利用柯西-施瓦茨不等式得到  (
n∑
i=1

ai
(
⟨θest⟩µ|θi − ⟨θest⟩µ|θ0

))2

⩽
(
∆2θest

)
µ|θ0

(∑
µ

( n∑
i=1

aiL(µ|θi, θ0)
)2

P (µ|θ0)

)
,

(A17)
  (

∆2θest
)
µ|θ0

=
∑
µ

(
θest(µ)− ⟨θest⟩µ|θ0

)2
P (µ|θ0),

(A18)

这样 (95)式得证.
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Abstract

Quantum metrology  is  one  of  the  hot  topics  in  ultra-cold  atoms  physics.  It  is  now well  established  that

with the help of entanglement, the measurement sensitivity can be greatly improved with respect to the current

generation of interferometers that are using classical sources of particles. Recently, Quantum Fisher information

plays  an  important  role  in  this  field.  In  this  paper,  a  brief  introduction  on  Quantum metrology  is  presented

highlighting the role of the Quantum Fisher information. And then a brief review on the recent developments

for  i)  criteria  of  multi-particle  entanglement  and its  experimental  generation;  ii)  linear  and non-linear  atomic

interferometers; iii) the effective statistical methods for the analysis of the experimental data.
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专题：冷原子-分子物理

超冷极性分子*

鹿博 1)　王大军 2)†

1) (中山大学物理与天文学院, 量子工程与精密测量实验室, 珠海　519082)

2) (香港中文大学物理系, 香港)

(2018 年 12 月 26日收到; 2019 年 2 月 15日收到修改稿)

目前对超冷原子的研究已经从最初的原子分子物理扩展到了物理的很多分支. 极性分子可以将电偶极

相互作用引入到超冷体系, 同时分子又与原子类似, 可以灵活地被光和其他电磁场操控, 因而很多理论工作

都预言了超冷极性分子在超冷化学、量子模拟和量子信息等领域会有重要的应用. 但由于超冷基态分子的制

备非常困难, 如何把超冷物理从原子发展到分子还是一个方兴未艾的课题. 过去的 10年间, 各种分子冷却技

术都取得了很大突破, 本文回顾了这些进展, 并着重介绍了基于异核冷原子的磁缔合结合受激拉曼转移这一

技术, 该技术在制备高密度的基态碱金属超冷极性分子上取得了较大的成功. 本文也总结了超冷极性碱金属

分子基本碰撞特性研究的一些实验结果.

关键词：超冷极性分子, 电偶极相互作用, 超冷化学反应, 量子模拟

PACS：33.15.–e, 33.80.–b, 34.50.–s, 82.30.Cf 　DOI: 10.7498/aps.68.20182274

1   引　言

μK超冷 (温度 T < 1    )稀薄原子气体中的玻

色爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein Condensation,

BEC)在 1995年第一次实现之后不久, 原子、分子

和光物理领域的研究者们就认识到可以 BEC为载

体来构建与多体体系类似的哈密顿量, 从而模拟和

理解这些体系的物理内容 [1]. 基于冷原子体系没有

杂质和缺陷的特性及其非常灵活的调控能力, 过去

十几年, 冷原子量子模拟、量子信息 [2] 等方向已经

取得了巨大的成功, 特别是冷原子和光晶格的完美

结合, 开辟了利用原子分子体系研究凝聚态体系的

道路, 实现了不同物理分支之间的交叉和融合, 大

大地加深了我们对量子强相互作用体系的理解.

原子间的相互作用通常是很弱且短程的范德

瓦耳斯作用, 即使 Feshbach共振技术可以对相互

作用强度进行任意调控 [3], 也并不能改变这一特性.

原子间相互作用的这些特性带来了一些限制, 很多

凝聚态体系中非常重要的问题, 目前在超冷原子体

系中还很难实现. 比如量子磁性问题, 由于原子间

相互作用强度太小, 为了在光晶格中实现和观测磁

性相变, 需要远远低于现有超冷技术能达到的温

度. 目前, 很多研究组还在持续探索在超冷原子中

获得更低温度的方法. 另一方面, 如果可以找到一

种更强的、长程的相互作用, 也可以帮助解决这一

问题. 超冷极性分子间的电偶极相互作用就可以满

足这样的要求 [4−11](一些特殊的镧系和过渡金属元

素, 包括铬 [12]、铒 [13] 和镝 [14], 有很大的磁偶极矩,

因而可以有磁偶极相互作用; 磁性原子也是超冷物

理研究的热点之一, 但不在本文讨论范围之内).

本文讨论的极性分子是指最简单的由两种不

同原子结合形成的异核中性双原子分子, 比如钠

(23Na)原子和铷 (87Rb)原子. 由于两种原子对电

子的亲和力不同, 对整个分子而言, 电荷的分布是

不对称的, 导致分子中的正负电荷中心不重合, 因
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µ

µ

而产生了一个沿着分子轴向的永久电偶极矩. 需要

注意的是, 由于电偶极算符是奇宇称的, 在没有外

加电场的情况下, 极性分子在实验室坐标系中的电

偶极矩的期望值为零, 因而分子间电偶极相互作用

平均值为零. 外加电场可以将分子内部不同宇称的

态混合, 或者说将分子极化, 从而诱导出沿着电场

方向的有效电偶极矩  , 使得分子间可以有电偶极

相互作用. 例如, 钠铷 (23Na87Rb)分子的永久电偶

极矩为 3.2 Debye, 图 1所示为处于最低振动能

级 v = 0的几个转动能级上 (J = 0和 J = 1)的
23Na87Rb分子的有效电偶极矩随外加电场 E 的变

化, 这里 v 和 J 分别是分子的振动和转动量子数,

MJ 为转动能级沿外电场方向的投影量子数. 可见

 随着 E 的增强而增大, 逐渐趋近于饱和值, 也就

是 3.2 Debye. 需要说明的是, 图 1所示的几条曲

线, 包含了转动能级 J 从 0到 10的贡献. 由于电

场可引起不同转动能级之间的耦合, 严格来讲 J 在

非零电场时不再是一个好量子数.

如图 2所示, 两个在电场中被极化的极性分子

间的相互作用可以表示为 [8]
 

Udd (r, φ) =
µ2

4πε0
1− 3cos2φ

r3
, (1)

µ r = |r⃗|
φ r⃗ E⃗

φ

µ

其中  为有效电偶极矩,   是两个电偶极矩间

的距离 ,    为   与电场   之间的夹角 . 和正比于

1/r6 的范德瓦耳斯作用相比, 正比于 1/r3 的电偶

极相互作用随 r 的衰减更慢, 因而是长程力, 而且

它是各向异性的, 随  的不同, 电偶极相互作用可

以是排斥势, 也可以是吸引势, 同时 Udd 的强度也

可以通过电场调节  来进行操控 [15](图 1).

µ

相比范德瓦耳斯作用, Udd 的强度要大很多.

例如, 把   = 1 Debye的极性分子并排装载到晶格

常数为 532 nm的光晶格中, 处于相邻格点的分子

间偶极排斥作用约为 1 kHz, 而次近邻格点间的相

互作用还有 350 Hz. 因此, 这是一个真正的多体系

统, 所有的格点间都有很强的关联. 同时, 和原子

光晶格类似, 超冷分子光晶格系统哈密顿量的所有

参数, 包括分子在格点间的隧穿能量和偶极相互作

用的强度和方向也都是可操控的. 理论工作已经提

出, 通过调节这些参数的相对关系, 可以实现很多

有趣的多体量子相, 比如超固相 [16]. 而利用分子的

转动能级作为赝自旋, 偶极相互作用也可以用来实

现自旋交换, 在同时有微波和直流电场的情况下,

就可以实现 XXZ 自旋磁性模型 [17]. 而且, 由于这

种自旋交换实际是通过角动量在格点间转移实现

的, 所以会自然地带来自旋和轨道自由度的耦合 [18].

最近, 在类似的体系中, 一些文献中也提出了利用

多个微波操控来实现拓扑相的方法 [19].

总之, 对超冷极性分子体系的理论研究目前已

经进行得非常深入, 但实验研究却大大滞后. 造成

这种状况的原因主要有两个: 1)基态超冷极性分

子非常难制备; 2)基态分子间的碰撞也比预期的

复杂很多. 下面几个部分, 我们将围绕这两个问题,

对过去 10年间的一些进展进行总结.

μ

需要指出的是, 目前实验上已经有很多不同制

备基态冷分子的方法. 近年, 分子的直接冷却, 特

别是对一些特殊的自由基分子的直接激光冷却, 取

得了长足的进步 [20−24], 但目前得到的分子样品温

度还没有达到  K以下, 因而这一方向研究的焦点

是如何得到温度更低、密度更高的分子样品. 而利

用超冷原子的磁缔合技术 [3,25], 已经可以制备出量

子简并的分子样品 [26]. 虽然由此制备的分子种类

仅局限于异核碱金属双原子分子, 但目前已经可以

用这些样品开展一些对超冷分子基本碰撞性质的
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图 1    电场诱导 23Na87Rb分子产生的有效电偶极矩

Fig. 1. The  induced  effective  dipole  moments  of  the  first

two rotational states versus the electric field (23Na87Rb). 
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图 2    极性分子在电场中可以产生电偶极相互作用

Fig. 2. Dipole-dipole interaction between polar molecules in

an external electric field. 
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研究. 结合作者的工作经验, 本文重点介绍后一种

方法, 而对分子的直接冷却只做简单的归纳.

2   基态极性冷分子的制备

2.1    研究现状

目前实验中用到的超冷原子, 都是首先通过激

光冷却然后再进行蒸发冷却来获得的. 由于原子的

能级结构简单, 比较容易找到接近闭合的两能级体

系, 在它们之间进行连续的光子散射, 可以很快把

原子从高温冷却到 mK以下, 然后装载到磁阱或

光阱中进行蒸发冷却. 由于磁阱和光阱的阱深都很

浅, 必须经过激光冷却之后原子才能被囚禁住. 分

子的情况就复杂得多, 由于分子有很多振动和转动

能级, 一般来讲, 不存在闭合的两能级体系, 因此

每一个基态分子吸收和散射几个光子之后, 就会转

移到暗态, 导致其与冷却光的作用停止. 由于散射

的光子数目太少, 不会使分子的温度显著降低, 以

致磁阱和光阱无法囚禁.

为了克服这一问题, 过去的 20年间, 很多研

究组已经进行了不同的尝试, 也发展了几种技术.

大体上讲, 可以将这些技术分为两大类: 1)对已经

存在的基态分子直接用各种方法冷却; 2)用间接

的方法, 从超冷原子开始, 利用光或者磁缔合技术

合成超冷分子 [27,28].

2.1.1    基态分子直接冷却

在自然状态下, 绝大多数分子都处于基态, 因

此只要把它们的温度降低就可以获得冷分子. 在各

种冷却技术中, 由 Harvard大学 Doyle研究组 [29]

发展的缓冲气体冷却 (buffer gas cooling)是一种

通用的技术, 可以对各种分子进行冷却, 但这种技

术得到的温度由缓冲气体决定, 一般在 4 K左右

(液氦), 对这些分子直接进行保守势阱装载并进一

步蒸发冷却仍很困难. 另一方面, 利用这种技术可

以很快地冷却大量的处于最低振转能级的分子, 将

它们引出缓冲气体冷却装置后, 可以获得亮度很高

的分子束 [30], 为冷分子光谱提供了非常好的条件.

其他实验如直接激光冷却, 通常也需要先以此对分

子进行预冷却. 目前, 国内华东师范大学和浙江大

学的两个研究组已经掌握了这一技术, 并成功制备

了基态MgF[31] 和 BaF[32] 冷分子.

另一项研究得很广泛的技术是 Stark(斯塔

克)减速技术 [33]. 这种技术利用与分子束运动同步

的交变高电场产生随时间变化的 Stark效应来降

低分子的运动速率, 因而只对极性分子有效. 由于

这一方法涉及对高电场的快速操控, 技术上很有挑

战性. 利用这一技术, 目前分子的温度可以达到几

十 mK量级, 而样品的密度还较低 [34]. 国内华东师

范大学的研究组在这一方向做了多年的理论和实

验工作, 取得了一系列成果 [35,36] . 南通大学的研究

组近期也开始了这方面的探索 [37].

最近几年, 对一些特殊分子的直接激光冷却这

一方向发展非常迅猛. 如 SrF, YO, CaF等自由基

分子, 可以找到与振动基态 (v" = 0)闭合性很高的

分子振动激发态 (Franck-Condon因子在 95%以

上), 因而在光子散射后, 分子从激发态经自发辐射

回到基态只占据少数几个振动态 [38]; 另一方面, 对

处于振动基态的第一激发转动态 (J′′ = 1)的分子,

由于角动量的选择定则, 冷却跃迁 J′′ = 1 ↔ J =
0对转动能级是完全闭合的, 即基态 J′′ = 1的分

子被光子激发到 J = 0后, 自发辐射只能回到基

态 J′′ = 1[39]. 由于这两个原因, 对这些特殊分子,

只需利用少数几个回泵激光, 就可以获得准闭环系

统, 使分子能够散射足够多的光子, 从而实现冷却.

μ

分子的直接激光冷却最早是由 Yale大学的

DeMille研究组 [20] 实现的. 目前已经有很多研究组

在这个方向开展工作, 包括美国的JILA[24], Harvard[23],

以及英国的 Imperial College London[40] 等的研究

组最近都取得了很多突破. 例如在最新发表的文章

中, Harvard大学的研究组已经可以将 CaF分子

的温度冷却到 20   K并实现了光阱的装载 [41]. 虽

然由于分子数目的限制, 样品的密度还比较低, 但

距离实现超冷高密度分子已经没有基本原理上的

限制 [23]. 国内的两个研究组最近也开始了在这一

方向的探索, 其中华东师范大学的研究组选择的分

子为 MgF[31], 浙江大学的研究组选择的分子为

BaF[32], 目前他们已经获得了一些初步的分子冷却

信号.

2.1.2    利用超冷原子缔合获得超冷分子

由于超冷原子的制备技术非常成熟, 结合光或

者磁缔合技术, 就可以合成超冷分子 [27]. 其中光缔

合技术非常适合用于进行超精细分子光谱的研究 [42],

国内山西大学的研究组多年来在此方向做了很多

的工作 [43,44] . 光缔合之后的自发辐射可以形成电
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子基态的分子, 但这些分子一般分布在很多个振动

态, 难以进行分子态的纯化. 而利用磁缔合技术形

成的分子都处于同一能级, 因而更加适合进行后续

的研究. 利用磁缔合技术获得的分子温度等于超冷

原子的温度, 而且分子密度也较高, 但分子处于弱

束缚态, 需要用受激拉曼过程才能转移到基态. 目

前, 从相空间密度的角度 (即最高密度和最低温

度), 超冷原子磁缔合结合受激拉曼转移是最成功

的制备基态超冷极性分子的方法 [45]. 利用这一方法,

最近 JILA的研究组已经成功实现了钾铷 (40K87Rb)

分子的费米简并 [26,45]  , 而奥地利的 Innsbruck

(87Rb133Cs)[46], 英国的 Durham (87Rb133Cs)[47], 美

国麻省理工学院 (MIT)(23Na40K)[48], 德国马普研

究所 (MPQ)(23Na40K)[49], 以及中国的香港中文大

学 (23Na87Rb)[50] 和中国科学技术大学 (23Na40K)[51]

都已经成功地实现了基态超冷极性分子的制备. 下

面我们将以 23Na87Rb分子为例对这一方法进行更

详细的讨论.

2.2    Feshbach 共振和磁缔合

两个碰撞原子间的 Feshbach共振通常可按

图 3(a)所示的两通道模型来理解. 对碱金属, 这里

的通道对应于两种原子的超精细能级的不同组合.

如果在不同通道中的两个原子以及它们形成的分

子对磁场的响应不同, 在一定的磁场下, 在通道

1中的两个原子的散射阈值就有可能和通道 2的

束缚态能级交叉, 从而引起共振散射, 即 Feshbach

共振 . 在共振磁场 B0 附近 , 散射长度 a 随磁场

B 的变化为 [3]
 

a = abg

(
1− ∆B

B −B0

)
, (2)

∆B其中 abg 为远离共振时的背景散射长度,   为共

振的宽度. 通过调节散射长度改变冷原子间的相互

作用是 Feshbach共振最重要的应用之一.

Feshbach共振的另一个重要应用是磁缔合.

如图 3(b)所示, 磁缔合可以用 Landau-Zener过程

来理解. 在共振附近, 由于两个通道之间的耦合,

在能量交叉处产生了一个劈裂, 劈裂的大小由耦合

强度决定, 一般和 Feshbach共振的性质有关. 如

果初始时磁场处于共振之上, 当把磁场绝热地扫描

经过共振后, 两个原子就会缔合为一个 Feshbach

分子. 注意在共振的两端, 散射长度的符号相反,

分子处于散射长度为正的一端. 磁缔合是一种非常

强大的技术, 它可以将各种相同或不同的玻色子、

费米子及其混合物缔合为分子, 特别是在两分量的

费米子中, a > 0和 a < 0两端分别对应 BEC(两

个费米子合成的分子为玻色子)和 BCS(Bardeen-

Cooper-Schrieffer)区, 可以用来研究 BEC和 BCS

crossover(跨接效应)的相关物理.

就超冷分子的研究而言, 磁缔合需要在两种原

子的混合气体中进行, 这是一个很复杂的过程, 目

前还很难达到很高的转换效率. 比如在 23Na87Rb

分子的实验中, 初始时 23Na和 87Rb原子的数目都

约为 2 × 105, 而经过磁缔合后获得的 Feshbach

分子只有 104, 对应的转换效率只有 5%. 其他类似

实验上得到的转换效率也都在 5%到 10%[45−49].

如何提高转换效率, 从而得到更多的分子是一个有

待解决的问题. 另外, 剩余的原子可以和分子发生

碰撞, 从而引起分子的损耗, 因而必须尽快把它们

从光阱中移除.
23Na和 87Rb之 间 的 Feshbach共 振 位 于

347.75 G附近 [52,53], 磁场从高到低扫描经过共振

后, 一部分原子被缔合为分子, 如图 4(a)所示. 利

用分子和原子对磁场的相互作用不同, 可以加一个

磁场梯度将剩余的原子从阱中移除, 而分子则不受

影响. 探测是在磁场关断后, 对原子进行吸收成像.

在实验中, 为了确认磁场扫描共振后形成了Feshbach

分子, 可以用如图 4(a)所示的时序, 在把剩余的原

 

B

Bound state

in channel 2

Colliding atoms

(continuum states)

in channel 1 
Magnetic field

Two atoms

Molecule

(a) (b)

图 3    (a)Feshbach共振的两通道模型; (b)利用 Feshbach共振进行磁缔合产生弱束缚分子

Fig. 3. (a)  Two-channel  model  for  a  Feshbach  resonance;  (b)  formation  of  a  weakly  bound  Feshbach  molecule  by

magnetoassociation. 
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子移除后直接关掉磁场, 利用吸收成像探测看不到

信号 , 这是由于探测光是与原子跃迁共振的 ,

Feshbach分子对它的散射截面很小. 只有当再做

一个反向的磁场扫描, 把不能直接探测到的分子离

解成原子后, 才能重新看到信号, 如图 4(b)所示,

这样就证明磁缔合形成了 Feshbach分子.

在共振附近, Feshbach分子的结合能随磁场

失谐的增大而增加. 一般而言, 对于两通道耦合较

强的共振, 亦即所谓的宽共振, Feshbach分子的结

合能 Eb 随散射长度的变化可以近似地表示为 

Eb = ℏ2/ma2, (3)

其中 m = m1m2/(m1 + m2)为分子的约化质量 ,

m1 和 m2 为两个原子的质量. 这种情况下, 分子的

波函数具有较多的原散射通道 (open channel)成分.

对于通道间耦合较弱的共振, 如图 5所示 23Na87Rb

Feshbach分子的情况, 只有在很接近共振时 Eb 才

可以用 (3)式来描述, 远离共振时, 结合能迅速增

大 , 而分子的波函数也具有较多的第二个通道

(closed channel)的成分.

X1Σ+

通过磁缔合形成的 Feshbach分子处于分子的

最低电子能态, 但处于振转能级的高激发态. 比如
23Na87Rb分子的电子基态,   态的势能曲线深

度为 5030 cm–1 (1 cm–1 ≈ 30 GHz), 而 Feshbach

分子的结合能很小仅为几个 MHz(图 5). 因此

Feshbach分子的两个原子核的间距很大, 两个原

子的电子云分布和单独的原子区别不大, 正负电荷

的中心重合, 分子也就几乎没有永久电偶极矩, 因

此异核 Feshbach分子不是极性分子. 如图 6所示,

只有在接近势能曲线底部, 两个原子核距离很近时,

分子才有大的永久电偶极矩. 而且一般认为非振转

基态的分子会受振转弛豫影响而不稳定, 所以需要

把 Feshbach分子转移到振转基态 (v = 0, J = 0).
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图 4    利用磁缔合制备 23Na87Rb Feshbach分子 (a)磁场改变的时序; (b)分别在离解和不离解的情况下探测钠和铷原子 [52]

Fig. 4. Creation of 23Na87Rb Feshbach molecule via magnetoassociation: (a) The magnetic field sequence; (b) absorption images of
23Na and 87Rb with and without dissociation procedure[52]. 
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图 5    23Na87Rb Feshbach分子的结合能随磁场的变化 , 插

图表示离共振越远, 分子的 closed channel成分越多 [52]

Fig. 5. Binding  energy  of  23Na87Rb  Feshbach  molecules

versus magnetic field near 347.7 Gauss. The inset shows the

closed-channel  fraction  of  the  Feshbach  molecule  versus

magnetic field[52]. 
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图 6    异核碱金属双原子分子的电偶极矩和核间距 (a0 为

玻尔半径)的关系, 图中红色空心三角为 23Na87Rb分子

Fig. 6. Electric-dipole moment of heteronuclear molecules as

a function of  internuclear  distance (a0  is  the Bohr radius).

The red up-pointing triangle is 23Na87Rb molecule. 
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2.3    受激拉曼转移的方案选择及分子光谱
研究

|i⟩ |g⟩
|e⟩

以 23Na87Rb分子为例, 图 7(a)为其相关能态

的势能曲线, 其中 Feshbach分子和振转基态分子

的结合能差约为 5000 cm–1, 为了在完成转态的同

时把这部分能量带走, 通用的方法是利用一个以

Feshbach分子和基态分子为初态  和末态  的双

光子受激拉曼过程, 而中间态   为分子的电子激

发态的特定振转能级.

|⟨|v′′|v′|⟩|2

|v⟩
|v′′⟩

a3Σ+

X1Σ+

考虑到分子初末态的一些性质, 中间态能级的

选取需要满足以下条件: 1)基于 Franck-Condon

原理, 分子能级跃迁强度正比于上下能级振动波函

数重叠的平方  , 即 Franck-Condon因子,

由于 Feshbach分子的波函数  分布范围很大, 而

基态分子的波函数  只位于很窄的范围内, 中间

态必须与它们都有足够的重叠才能在有限的激光

功率下获得足够大的拉比频率; 2)由于实验中用

的 Feshbach分子具有较多的三重态  的成分,

而基态分子为纯的单重态  , 中间态必须为单

重态和三重态的混合态; 3)由于原子有核自旋, 每

A1Σ+/b3Π 23Σ+/11Π

个振转能级还有更细小的超精细结构. 首先超精细

结构间的跃迁有一定的选择定则, 其次超精细结构

不可分辨时, 受激拉曼转移涉及多个能级, 对转移

的效率会产生影响. 因此在选择中间态时, 最好是

有一定的三重态成分, 使得超精细结构劈裂可以被

充分分辨. 基于以上几个原则, 可以发现图 7(a)中

 势能曲线的底部, 或   势能曲

线的顶端都可能找到符合条件的能级, 目前已有的

实验也确实都是用这两种方案实现的 [54].

方案确定之后就需要进行分子光谱的研究以

及找到具体的能级位置. 用超冷分子做光谱实验可

以达到极高的分辨率, 包括所有跃迁定则允许的超

精细结构 (图 7(b)), 这是之前的传统分子光谱学

无法达到的. 但如果已经有一些其他方法获得的分

子光谱数据和理论计算, 对加快这一十分耗时的步

骤有很大帮助. 另外, 原则上可以从自由原子开始,

用光缔合技术研究激发态的光谱, 但 Feshbach分

子的束缚-束缚跃迁更强, 找到能级信号更快.

找到可能的中间态之后, 就可以利用 Autler-

Townes效应来确定振转基态的能级位置. 首先将

耦合 Feshbach分子和中间态的 pump光 (抽运
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图 7    (a) 23Na87Rb分子的相关势能曲线; (b)分子中间激发态的超高分辨谱; (c)基态转动能级; 其中   和   为电子的最

低单重态和三重态, Feshbach分子处于这两个态的离解极限附近, 而振转基态则处于   态的底部; 作为受激拉曼转移中间态

的能级为电子单重态   和三重态   的混合态, 其超精细结构的劈裂可以被完全分辨

X1Σ+ a3Σ+

A1Σ+ b3Π

Fig. 7. (a) 23Na87Rb molecule potential energy curves and the two-photonRaman process forpopulation transfer,    and   

are the lowest singlet and triplet state respectively; (b) high resolution one-photon spectrum of the transition from the Feshbach

state to the intermediate level (singlet and triplet mixed vibrational levels of     and    ), which hyperfine structure can be

resolved; (c) two-photon spectroscopy of the 23Na87Rb vibrational ground state with two rotational states resolved. 
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光)保持共振, 这时应该看到 Feshbach分子的损

耗, 然后同时打开链接中间态和基态的 dump光

(倾泻光), 并扫描其频率. 当 dump光与基态振动

能级共振时, 如果其光强较大, 由于 AC-Stark效

应, 会导致激发态能级产生劈裂, 从而使 pump光

失谐 . 在这种情况下 , 基态能级的信号表现为

Feshbach分子损耗的减少 (图 7(c)) .

2.4    窄线宽激光器和受激拉曼转移

|i⟩ |e⟩
|g⟩ |e⟩

γ |i⟩ |e⟩ |g⟩

在超精细结构完全可分辨的情况下, 图 7(a)

所示的受激拉曼转移过程是一个标准的由  ,   ,

 构成的 3能级体系. 假设激发态   的自发辐射

率为  , 在两束光都为共振的情况下, 以  ,   ,  

为基矢, 系统的哈密顿量为 

H =
ℏ
2

 0 Ωpump (t) 0
Ωpump (t) −iγ Ωdump (t)

0 Ωdump (t) 0

 , (4)

Ωpump Ωdump其中   和   分别为 pump跃迁和 dump跃

迁的拉比频率.

Ωpump Ωdump

在超冷分子中实现态转移, 目前通用的技术为

受激拉曼绝热通道 (stimulated Raman adiabatic

passage, STIRAP),  这种受激拉曼技术需要对

 和   进行时间上的操控. 如图 8(b)所示,

转移过程开始时 , 先打开 dump光 , 之后在关断

dump光的同时将 pump光打开. 在此过程中, 分

子总是处于系统的暗态, 

|ϕ⟩ = cos θ |i⟩+ sin θ |g⟩ , (5)

θ = tan−1

(
Ωpump (t)

Ωdump (t)

)

|e⟩

其中  . 可以看到, 在初始时分

子处于 Feshbach能级 , 不与 dump光直接作用 ,

在转移完成后, 分子处于基态, 不与 pump光作用,

而且在整个过程中, 分子都不会处于中间态  , 因

而在理想情况下, 整个 STIRAP过程都没有分子

损耗, Feshbach分子可以被 100%转移到振转基态.

Ωeff =
√
Ω2
pump +Ω2

dump

∆τ Ωeff∆τ

Ωpump Ωdump

∆τ

∆τ

为了实现高效率 (接近 100%)的分子转移 ,

STIRAP过程必须满足绝热条件. 这需要双光子的

有效拉比频率   和转移时间

 的乘积满足    > 10的条件 [55]. 由于前面

所讨论的 Franck-Condon因子的关系, 在有限的

激光功率下,    和   通常只能达到 MHz量

级, 因此要使用比较长的   才能满足绝热条件,

在目前的实验中用到的  一般为十到几十微秒.

∆τ由于   较长, 如果在转移过程中, 受激光噪

∆τ

声的影响, 两束激光的相对相位发生变化, 就会降

低转移效率. 注意这里并不要求两束激光的相对相

位完全锁定, 只要求在 STIRAP过程中, 也就是在

 这一时间内, 相对相位不发生抖动, 因此只要将

两束激光的线宽都压窄到 kHz左右就可以了. 利

用 Pound-Drever-Hall (PDH)技术将两束激光锁

定到精细度为 5000左右, 线宽为 100 kHz左右的

超稳光学腔上, 就可以满足这一要求 [56]. 在23Na87Rb

实验中, 两束激光的波长分别为 761 nm和 1248 nm,

超稳光学腔为双色镀膜, 在每个波长附近的精细度

都 > 20000, 最后获得的激光器线宽估计都在几

百 Hz[57].

图 8为利用 STIRAP技术从 Feshbach分子

开始制备 23Na87Rb基态分子的过程. 这里的实验

探测手段为标准的吸收成像技术, 由于散射截面过

小, 这一技术不能直接探测基态分子, 因此所有的

信号都是通过探测 Feshbach分子获得的. 如图 8(a)

所示, 初始时全部分子都处于 Feshbach能级, 这

时打开 dump光对分子数没有影响, 但在 dump光

关断的同时打开 pump光时, Feshbach分子数随

之减少, 直到为零. 这是由于分子被转移到了基态,

不能被吸收成像探测到. 而之后再进行一个逆过

程, 将分子从基态转移回 Feshbach能级, 就可以

看到分子数大部分恢复了. 一般可以假设两个过程

的转换效率一样, 因此可以从初始的分子数 N0 和
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图  8    利用 STIRAP制备 23Na87Rb基态分子  (a) STIRAP

过程中 Feshbach分子数目随时间的变化 ; (b)同一实验中

pump和 dump激光器的拉比频率随时间的变化; 为了探测

基态分子, 需要一个逆过程将分子从基态转移回 Feshbach

能级 [50]

Fig. 8. Creation  of  23Na87Rb  molecules  in  the  rovibrational

ground  state  via  STIRAP:  (a)  Time  evolution  of  the
23Na87Rb  Feshbach  molecule  number  during  a  round-trip

STIRAP,  the  reversed  STIRAP  is  necessary  for  detection;

(b)  the  pump  and  dump  beam  Rabi  frequency  during  the

STIRAP pulse sequence[50]. 
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√
N/N0

√
N ×N0

恢复的分子数 N 估计出单次的转移效率和基态分

子数分别为  及  .

目前已知的几个实验中, STIRAP的单次转移

效率都在 90%以上[46−48, 50]. 转换效率没有达到 100%

的原因可能是由于激光器的一些没有被压制的噪

声, 例如在普遍采用的半导体激光器中, 增益介质

的背景频谱很宽, 不能被反馈完全压制. 没有被转

移到基态的 10%左右的分子, 有可能是在转移过

程中被激发到了中间态, 通过自发辐射, 这部分分

子会分布到电子基态的很多振转能级. 实验上已经

证实, 这一小部分分子对基态分子的动力学并不产

生可观测的影响, 因此 90%以上的转换效率, 已经

完全可以接受.

3   基态分子基本参数的测量和内态
操控

当分子被转移到基态后, 就可以对其极化率、

永久电偶极矩等基本参数进行测量, 也可以进行振

动和超精细能级之间的操控.

3.1    极化率

改变制备和探测这两个 STIRAP过程中间的

时间, 记录分子在光阱中的质心位置变化, 就可以

测量基态分子在光阱中的振荡频率, 如图 9所示.

再结合光阱的光强, 就可以计算出在光阱波长下基

态分子的极化率 [58], 并与 ab initio 计算结果比较.

3.2    永久电偶极矩

另外一个非常重要的参数是基态分子的永久

电偶极矩, 它可以通过测量基态分子在电场中的

Stark效应来获得. 在 23Na87Rb实验中, 电场是由

一对加在真空玻璃腔外有 ITO镀膜的导电玻璃平

板电极提供的. 由于 Feshbach分子的电偶极矩为

零, 其能级不随电场变化, 基态分子的 Stark频移

就表现为 pump和 dump光频率差的变化. 图 10

所示为 NaRb分子在电场中从 0到 1.5 kV/cm的

Stark频移, 由拟合得到的永久电偶极矩为 3.2(1)

Debye. 另外也可以看到, 在 1.5 kV/cm时, 有效

电偶极矩已经达到了 1.06 Debye .

3.3    振动和超精细能级操控

X1Σ+由于   态的电子自旋和轨道角动量都为 零, 基态分子的电子总角动量和磁偶极矩也为零,
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图  9    通过质心振荡运动测量基态 23Na87Rb分子的囚禁

频率

Fig. 9. Center-of-mass  motion  of  the  absolute  ground-state

molecules  along  the  horizontal  direction  (Xc)  and  the

vertical direction (Yc) in the optical dipole trap. 
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图 10    基态 23Na87Rb分子在直流电场中的 Stark频移 . 红

色曲线为对数据点的拟合. 插图为有效电偶极矩和电场的

关系 [50]

Fig. 10. Stark  shift  of  the  rovibrational  ground  state
23Na87Rb molecule in electric field. The red curve is the fit

to  a  model  including  contributions  from  several  higher

rotational  levels.  The  inset  shows  the  induced  dipole

moment  vs  the  electric  field  with  the  currently  accessible

region marked by the shading area[50]. 
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但构成分子的两个原子都有核自旋, 在磁场中就会

带来很小的核自旋的超精细能级劈裂 . 例如在
23Na87Rb分子中23Na和87Rb的核自旋分别为 INa =

3/2及 IRb = 3/2, 每个核自旋的磁量子数可以取

从–3/2到 3/2的值, 在磁场中的 Zeeman能级共

有 (2INa + 1)(2IRb + 1) = 16个. 如图 11(a)所示,

由于核自旋和磁场的作用很小, 在几百 Gauss的

磁场中, 所有能级的劈裂也只有几个MHz, 而相邻

能级间的间距更小. 这种情况为制备单一量子态的

基态分子带来了一定的困难, 虽然 Feshbach分子

是处于一个单量子态, 即全同的分子, 如果 STIRAP

过程的分辨率不够, 就有可能使制备的基态分子占

据多个超精细能级, 即非全同的分子.

在 23Na87Rb分子实验中, 由于使用的磁场较

高, 再加上光偏振和跃迁选择定则的限制, 能量最

低的超精细结构和相邻能级间的劈裂有几百 kHz,

如图 11(b)所示. 在两束拉曼激光的拉比频率都为

1 MHz左右时, 实验中获得的双光子跃迁的半高

宽为 200 kHz, 足以分辨这些能级从而制备 100%

纯度的绝对基态分子 (即处于最低电子、振动、转

动、和超精细能级的分子).

在后续实验中, 经常需要制备处于转动激发

态 J = 1的分子或者 J = 1和 J = 0的叠加态. 在

目前的几个实验中 , 由于选择定则的限制 ,

STIRAP过程不能直接制备 J = 1的分子, 这一问

题可以通过微波操控来解决. 对极性分子而言, 从

J = 0到 J = 1能级间的跃迁是由微波的电场和分

子的永久电偶极矩直接作用来驱动的, 具有较高的

跃迁强度, 因而用标准的微波器件就可以获得较大

的拉比频率 . 在 23Na87Rb分子中 , J = 0到 J =

1的能量差为 4.179 GHz, 对应的微波信号可以方

便地用一个信号发生器和标准的微波天线获得.

微波的另外一个重要应用是操控分子的超精

细结构. 一般而言, 由于核自旋与微波磁场的作用

很微弱, 微波操控核自旋需要很大的微波功率. 但

如图 12所示, 由于电子四极矩作用以及核自旋和
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图 11    (a) 基态 23Na87Rb分子在 340 Gauss磁场中的超精

细结构, 其中   和   分别为 23Na和 87Rb原子核自旋的

磁量子数 , 能量最低的超精细结构为    =     = 3/2

的态 (最右端); (b) 利用仔细选择的 STIRAP参数, 可以充

分分辨跃迁允许的所有超精细结构, 从而实现处于单一超

精细能级分子的制备 [50]

mNa
I mRb

I

Fig. 11. (a)  The  calculated  hyperfine  Zeeman  structures  of

the  lowest  rovibrational  level  of  NaRb  molecule  at  340

Gauss,      and      are  nuclear  spin  projection  of  23Na

and 87Rb respectively; (b) two-photon spectrum obtained by

dark  resonance  spectroscopy  with  six  of  the  16  hyperfine

levels fully resolved[50]. 
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图 12    (a) 23Na87Rb分子的 J = 0和 J = 1转动态具有不

同核自旋态的成分; (b)利用单光子微波 (上), 和双光子微

波 (中和下)操控, 可以实现对转动能级和核自旋的操控 [59]

Fig. 12. (a) 23Na87Rb molecule rotational states with J = 0,

1 consist of different nuclear spin components; (b) coherent

manipulation  with  microwave  pulses  shows  the  observed

Rabi oscillations for the three microwave transitions in (a)[59]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 4 (2019)    043301

043301-9

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


∣∣J,mJ ,m
Na
I ,m

Rb
I

⟩

mNa
I mRb

I

转动角动量的耦合, 使得不同的  

态之间都有一定比例的混合, 因此通过操控转动能

级, 也可以实现核自旋操控. 在实验中, 可以施加

一个频率的微波信号将分子转移到 J = 1态的不

同 mJ 和   ,    组合; 也可以增加另外一个频

率, 利用微波的双光子跃迁实现 J = 1的核自旋改

变. 注意 J = 1态的超精细结构比 J = 0要复杂得

多, 共有 (2INa + 1)(2IRb + 1)(2J + 1) = 48个能级.

4   基态超冷极性分子的碰撞研究

4.1    超冷基态分子的稳定性

如前所述, 超冷原子到 Feshbach分子磁缔合

的效率不高, 这就导致虽然初始原子混合物的相空

间密度很高, 甚至是两团气体都为量子简并, 由此

产生的 Feshbach分子和基态分子的相空间密度还

是远低于量子简并. 因此, 为了获得量子简并的超

冷极性分子, 需要进一步降低温度和增加密度, 这

些要求只能通过分子的蒸发冷却来实现.

蒸发冷却需要通过分子间的两体碰撞来进行.

与原子的情况类似, 分子的碰撞也可分为好的弹性

碰撞和坏的非弹性碰撞, 只有弹性碰撞才可能在损

耗粒子数目的同时增加相空间密度, 而非弹性碰撞

在损耗粒子数目的同时有加热效应 (anti-evapor-

ation effect), 因此并不能引起相空间密度的增加.

一般而言, 在超冷气体中, 弹性和非弹性碰撞总是

同时存在, 但只要弹性碰撞对非弹性碰撞的比值足

够大, 高效率的蒸发冷却就可以进行.

基于这样的认识, 在超冷分子实验的早期, 研

究者们就已经认识到分子必须被制备到绝对基态

才可能避免由于激发态弛豫引起的非弹性损耗, 可

能的过程包括激发态振动、转动能级的弛豫以及超

精细能级弛豫. 绝对基态的分子没有这些可能的损

耗通道 , 但 2008年超冷基态极性分子第一次在

JILA的 40K87Rb实验中被成功制备后, 还是发现

有很大的损耗. 随后的研究表明, 虽然对每一个分

子来说, 绝对基态是其能量的最低点, 两个分子却

可能发生化学反应.

两个相同的分子 AB碰撞后, 从组合来说, 可

能发生的过程有以下几种 (图 13): 
AB +AB → A2B2 (6a)
AB+AB → A2B+B or AB+AB → AB2+A (6b)
AB +AB → A2 +B2 (6c)

其中 (6a)式的过程, 两个双原子分子 AB 碰撞直

接形成一个四原子分子 A2B2, 由于不能同时满足

动量和能量守恒而不可能发生; 而 (6b)式中的两

个过程 , 由于在碱金属体系两种三原子分子

A2B 和 AB2 的基态能量都远高于两个 AB 分子的

碰撞阈值, 在超冷气体对应的超低碰撞能量下也不

可能发生; 而两个 AB 分子碰撞形成两个同核分

子 A2 和 B2 是否可以发生则取决于 (6c)式两端的

能量差, 即只有当两个 AB 分子的总结合能小于

A2 和 B2 两个分子的结合能之和时化学反应才可

以发生.

超冷实验常用的 5种碱金属原子 6Li,  23Na,
40K, 87Rb, 133Cs, 可以两两组合出 10种异核双原

子体系. 经过比较它们和 5种同核分子的基态结合

能, 可以发现化学反应 (6c)式可以在 40K87Rb分子
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K2Rb2
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NaRb(v=0)

NaRb2+Na

Na2Rb+Rb

Na2+Rb2

Na2Rb2

47 cm-1
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y

(a) (b)

NaRb(v=1)+ 

NaRb(v=1) 108 cm-1

图 13    (a) 40K87Rb分子和 (b) 23Na87Rb分子体系两体反应的相关能级示意图, 两个基态 40K87Rb分子间可以发生 (6c)式中的化

学反应, 两个基态 23Na87Rb分子是化学稳定的, 将 23Na87Rb分子制备到振动激发态, 可以允许化学反应发生

Fig. 13. Schematic energy-level diagram for chemical reactivity of (a) 40K87Rb molecules and (b) 23Na87Rb molecules. The schematic

reaction coordinates for  the  40K87Rb +  40K87Rb →  40K2 +  87Rb2 process  is  exothermic and thus allowed.  But the same process  is

endothermic for 23Na87Rb and thus forbidden. For 23Na87Rb in the first excited rovibrational level (v = 1, J = 0), the same reaction

is already exothermic and thus allowed. 
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间发生 [60−62], 而不能在 v = 0态的 23Na87Rb分子

间发生.

4.2    费米 40K87Rb 分子间的化学反应

如图 13(a)所示 , 40K87Rb + 40K87Rb的结合

能比 40K2 +  87Rb2 要小约 17  cm–1, 即两个基态
40K87Rb分子碰撞的阈值比基态 40K2 + 87Rb2 的能

量高约 17 cm–1, 40K87Rb (v = 0) + 40K87Rb (v =

0) → 40K2 (v = 0) + 87Rb2(v = 0)为放热反应, 可

以发生.

在 40K87Rb分子的碰撞实验中, 如图 14(a)所

示, 观察到基态分子在光阱中的密度 n 随囚禁时间

损耗很快, 而且损耗曲线与两体碰撞速率方程 

ṅ = −βn2 (7)

β

β

|J = 0,mJ = 0,

mK
I = −4,mRb

I = 1/2
⟩

|0, 0,−4, 3/2⟩

β

β

拟合得很好. (7)式中   为损耗速率常数, 其单位

为 cm3·s–1. 图 14(b)所示为从不同温度样品损耗曲

线中得到的  值. 可以看到, 当样品中为全同分子

时 , 不管是在超精细能级的基态  

 还是在非基态   ,

在相同温度样品中测得的  值都基本相同, 而且随

温度的增加呈线性上升. 而当分子样品为这两个

态 50/50的混合物时,    则大很多, 而且不随温度

的变化而改变.

这些现象可以用超冷化学反应的普适模型

(universal model)来解释. 由于化学反应涉及反应

物分子键的断裂和生成物新分子键的形成, 只能在

分子间的距离很短时才能发生, 而分子的碰撞是从

长程开始的. 因此, 如图 15所示, 一般可将分子的

相互作用分为长程和短程区, 分界为两个分子的长

程相互作用决定的特征长度, 即范德瓦耳斯长度.

在普适模型中, 当能量允许时, 分子在短程区发生

化学反应的概率接近 100%, 因此化学反应的速率

是由分子从长程到达短程的速率决定的.

在没有外加电场的情况下, 分子还是通过范德

瓦耳斯力作用, 因此在长程区, 两个距离为 r 的分

子间的相互作用可以表示为 

V (r) = −C6

r6
+

ℏ2l (l + 1)

2mr2
, (8)

其中第一项为范德瓦耳斯相互作用; 第二项为两个

分子间的相对运动角动量, 即散射分波引起的离心

势, 只有在 l ≠ 0, 即非 s-分波时才不为零; 式中

C6 为分子间的长程色散常数, m 为两个分子的约

化质量.

由于 JILA的研究组实验中所用的 40K87Rb分

子为费米子, 当分子全部在同一量子态时, 它们之

间的超冷碰撞只能通过 l = 1的 p-分波进行, 因此

如图 15(a)所示, 在长程会产生一个势垒. 这种情

况下, 反应速率由分子对从长程隧穿到短程的速率

决定 [64]. 当分子不在同一量子态时, 分子也可以通

过 s-分波进行碰撞, 这种情况下, 没有长程的势垒,

这时反应速率由分子到达范德瓦耳斯长度的速率

决定.

从图 15(a)可以看到, 当分子为全同粒子时,

p-分波势垒可以一定程度上压制化学反应的速率.

在非全同粒子中, 由于可以通过 s-分波散射, 没有
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图 14    基态费米 40K87Rb分子的碰撞研究 (a) 分子密度随时间的变化, 红色曲线为用 (7)式做的两体损耗拟合, 从中可以提取出

损耗速率常数   ; (b) 几种不同情况下样品温度对   的影响 [63]

Fig. 14. Inelastic  collisions  of  fermionic  40K87Rb  molecules  in  the  rovibronic  ground  state:  (a)  Sample  data  shows  the  time

dependence of the molecule number density, the solid line is the fit based on a two-body decay model; (b) loss rate coefficient versus

temperature[63]. 
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β

β ∝ T l

β

β ∝ T

长程势垒, 因此化学反应要快得多. 其中  值随温

度的变化也和 Wigner阈值定量的结果   相

符, 在有 s-波通道时, l = 0, 因此  为常数; 在 p-波

散射时, l = 1, 因此  . 图 14(b)中的几条直线

展示的是基于这个普适模型 [65, 66] 计算的理论结

果, 可以看到和实验的结果基本是符合的.

4.3    玻色 23Na87Rb 分子的碰撞

β

如图 13(b)所示, 处于 v = 0态的 23Na87Rb +
23Na87Rb的结合能比 23Na2+87Rb2 要大 47  cm–1,
23Na87Rb (v = 0) + 23Na87Rb (v = 0) → 23Na2 (v =

0) + 87Rb2(v = 0)为吸热反应, 在超冷分子间由于

碰撞能量太低而不可能发生 [67]. 但如图 16(a)所

示, 即便在这种情况下, 23Na87Rb分子在光阱中的

损耗仍很快, 如果用两体碰撞来进行拟合, 得到的

损耗速率常数   在 10–10 cm3·s–1 量级, 与 s-波有化

学反应时接近.

需要注意的是, 在分子损耗的测量中, 可以观

察到比较明显的加热效应. 这是由于分子样品大致

呈高斯分布, 中心的密度较高, 而碰撞损耗的速率

和密度成正比, 因此损耗易于在分子样品的中心发

生. 在样品中, 中心部分的分子的能量也是最低的,

当这一部分分子被从光阱中移除后, 剩余分子的平

均能量就会上升, 导致加热现象. 这一过程和蒸发

冷却正好相反, 因此也被称作反蒸发效应, 这种效

应在所有的非弹性散射过程中都是存在的.

由于温度的增加会导致样品体积增大, 密度减

小, 因此反蒸发效应对碰撞速率测量的影响不能

忽略. 经过简单的推导, 可以得到以下两个耦合的

速率方程来描述分子数目 N 和温度 T 随时间的演

化 [69−71]:
 

dN (t)

dt
= −βAN(t)

2

T (t)
3
2

dT (t)

dt
=
βAN (t)

4

1

T (t)
1/2

, (9)

A = (mω̄/4πkB)3/2

ω̄

其中   为一个常数 , 通过 A 和

T 可以确定样品的体积,   为分子在光阱中沿三个

 

(a) (b)

图 15    超冷化学反应的普适模型 (a) 全同费米分子通过 p-波散射, 在长程有一个角动量引起的势垒; (b)非全同分子或全同玻

色分子可以通过 s-波散射, 没有长程势垒

Fig. 15. Universal model of the ultracold molecule reactivity: (a) Identical fermionic molecules react via p-wave scattering and the

rate  of  chemical  reactions  is  determined  by  the  p-wave  angular  momentum  barrier;  (b)  non-identical  fermionic  molecules  and

identical bosonic molecules react via s-wave scattering. 
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图 16    化学稳定 (v = 0, J = 0)和有化学反应 (v = 1, J =

0)的 23Na87Rb分子在光阱中的损耗 (a)和加热 (b), 图中的

曲线由通过对分子数目和温度同时拟合获得 [68]

Fig. 16. Inelastic  collisions  with  different  chemical

reactivities  of  23Na87Rb  molecules.  Time  evolutions  of  (a)

molecule  numbers  and  (b)  temperatures  for  both

nonreactive (v = 0, J = 0)(filled circles) and reactive (v =

1, J = 0) (filled squares) samples in optical dipole trap. The

blue dashed and redsolid curves are fitting resultsofmolecule

number and temperature using Eq. (9)[68]. 
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方向振荡频率的几何平均. 图 16中的曲线就是用

(9)式同时对 N 和 T 随时间的演化拟合得到的.

为了验证有无化学反应情况下 23Na87Rb分子

的损耗是否有区别, 利用 23Na87Rb分子的化学反

应活性可以操控的特性, 来打开化学反应通道. 例

如 , 如图 13(b)所示 , 当 23Na87Rb分子被制备到

v = 1时, 23Na87Rb + 23Na87Rb的结合能比23Na2 +
87Rb2 要小 108  cm–1, 因此 23Na87Rb  (v  =  1)  +
23Na87Rb (v = 1) →  23Na2  (v = 0) +  87Rb2(v =

0)为放热反应, 可以发生 [72−74]. 在实验中, 制备

v = 1态的 23Na87Rb分子可以比较容易地通过调

节 dump光的频率来实现.

β

β

图 16中比较了两种化学反应活性不同的
23Na87Rb分子样品的数目和温度随时间的演化. 让

人惊讶的是, 这样两种非常不同的情况下, 分子的

损耗和加热几乎看不到区别. 图 17是由损耗测量

得到的  和样品温度的关系, 从中可以看到两种情

况下,    都随温度的增加而减小, 这和图 14(b)中

混合态 40K87Rb分子间的 s-波碰撞很不一样.

β ∝ T l β

在超冷温度下, 一般认为粒子的散射应该在

Wigner区, 即   , 对 s-波, l = 0, 因而   应该

是常数. 在 14(b)中, 随温度的变化, 40K87Rb分子

的 s-波损耗速率基本保持不变, 这是和Wigner区

C6 ∝ µ4
0

Bv
µ0

r6 =(
mC6

ℏ2

) 1
4

E6 =
ℏ2

mr26
μK

散射符合的, 而图 17的结果表明 23Na87Rb分子的

碰撞不在Wigner区. 这种区别是由于基态极性分

子间的长程作用常数 C6 主要是由分子的转动能级

跃迁决定的, 其关系为  , 其中 Bv 为转动能

级常数. 由于 23Na87Rb分子的永久电偶极矩   比
40K87Rb分子大很多 , 导致 23Na87Rb分子间的

C6 比 40K87Rb大一个数量级. 相应地, 23Na87Rb分

子之间散射的特征长度 (范德瓦耳斯长度) 

 达 到 720a0, 而 特 征 能 量   只

有 3   , 由于 E6 和温度差不多, 不能满足Wigner

区散射的条件, 因此才会看到图 17中的结果.

图 17的结果还表明, 没有化学反应的分子间

的碰撞损耗与温度的关系和有化学反应的情况确

实很接近. 在相关的另外一些实验中, 如奥地利

Innsbruck和英国 Durham研究组的 87Rb133Cs实

验中, 以及MIT的 23Na40K实验中, 都观察到没有

化学反应的超冷极性分子中有类似的损耗. 这就引

出了一个问题, 即在没有化学反应的情况下, 处于

绝对基态的分子的损耗通道是什么？目前, 由于对

四原子分子势能曲面的精确计算还很困难, 因此对

于这一问题还没有确定的答案.

对于这一问题, 现阶段最流行的解释是损耗是

由形成四体复合物 (four-body  complex)引起

的 [69,75]. 双原子分子的碰撞在短程涉及到四个原

子, 由于系统的自由度较多, 描述它们之间的相互

作用需要用到多维的势能曲面, 而且由于体系的质

量较大, 势能曲面中的能态数目很大, 一般不能像

双原子分子那样精确计算, 只能用态密度 (density

of states)描述. 在双原子分子的碰撞中, 两个分子

由长程逐渐接近时, 可能会与很多个这些短程四体

态共振, 在这种情况下, 两个分子会有很大的概率

停留在一起, 形成一个不稳定的四体结构, 即四体

复合物. 由于超冷分子实验的探测对四体复合物不

敏感, 它们的形成就表现为分子的损耗. 图 17中

v = 0分子损耗的理论曲线, 就是基于这个模型,

可以看出, 理论上这个模型确实和化学反应是一

样的.

目前的实验数据和这一模型是符合的, 但实验

中并没有直接探测到四体复合物的任何信号, 这主

要是由于一般超冷实验中探测手段的限制. 为了更

好地回答化学稳定的超冷分子的损耗问题, 需要探

测分子碰撞后的直接产物 [76−78], 目前还没有任何
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图  17      化 学 稳 定 (v  =  0)和 有 化 学 反 应 (v  =  1)的
23Na87Rb分子在光阱中的损耗速率常数   与温度的关系 ,

图中的理论曲线为基于普适模型计算的结果. 在化学稳定

的情况下 , 可能的损耗通道为形成四体复合物 (four-body

complex)[68]

βFig. 17. Temperature  dependence  of      for  chemical  stable

(v =  0)  and  chemical  reactivity  state  (v =  1)  of  23Na87Rb

molecules.  Theoretical  curve  based  on  the  CC  calculation

are  also  shown.  Four-atom  collision  complex  formation  is

one  of  the  possible  mechanism  of  molecule  loss  for  non-

reactive molecules[68]. 
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实验装置具备这种能力. 最近, Harvard大学Ni研究

组 [79,80] 利用光镊技术成功地形成了单个分子, 如

果这一实验可以扩展到两个分子, 并能在单分子水

平测量分子间的碰撞, 也可能为解决这一问题提供

很好的答案.

5   总结与展望

μK

超冷极性分子的制备是一项很有挑战性的工

作, 经过将近 20年的努力, 近几年终于取得了很

多突破. 目前, 利用超冷原子缔合技术, 几种碱金

属双原子分子 , 包括费米分子 40K87Rb[26,45] 和
23Na40K[48,49]  , 以及玻色分子 87Rb133Cs[46, 47, 51] 和
23Na87Rb[50], 都已经被成功地制备和研究; 而其他

如 23Na133Cs[79] 和 6Li40K[81] 等的制备也都进展很快.

而基态分子的直接冷却, 特别是激光冷却, 最近两

年取得的进展十分令人瞩目, 随着一些技术问题的

解决, 相信由这种方法获得的分子很快可以进行蒸

发冷却, 以达到 < 1   的超冷温度. 分子激光冷

却这一技术可以应用于很多的分子, 如 2017年,

Harvard大学的研究组已经成功展示了对多原子

分子的激光冷却 [82]. 可以预见, 分子直接激光冷却

必将大大丰富超冷极性分子的研究内容.

本文对超冷分子的讨论主要着眼于研究超冷

分子在长程作用下多体物理体系中的应用, 因而需

要分子样品达到量子简并. 虽然 JILA的研究组已

经获得了 KRb分子的简并样品 [26], 但分子间的化

学反应依然存在, 类似的方法是否可以应用到其他

分子体系还需要进一步的研究. 目前看来, 分子间

相互作用的复杂程度远远超出了最初的想象, 特别

是化学稳定分子样品的损耗问题, 使得进一步的分

子的蒸发冷却变得很困难, 因此下一步的研究重点

应该是揭示损耗的微观机理 [83]. 特别需要指出的

是, 这些损耗机理的研究和化学反应的机理是有深

刻联系的. 在超冷温度下, 由于分子的碰撞只能通

过一个或少数几个分波进行, 化学反应的量子特性

可以得到充分的体现, 因而这种极端条件下分子损

耗机理的研究自身也是非常有价值的. 按照复合物

形成模型, 超冷分子的损耗问题有可能是不可避免

的, 为了获得长寿命的样品, 可以利用一些方法对

损耗进行压制. 其中最直接的方法是把分子装载到

三维光晶格中, 利用晶格势将分子隔绝开, 使得短

程的碰撞不能发生. 这种方法已经在 40K87Rb分子

上得到了验证 [84−86].

不同温度的极性分子在其他方面的应用也同

等重要, 一个最重要的例子就是利用极性冷分子进

行电子电偶极矩 (eEDM)的测量. 非零的 eEDM

必然违反时间反演对称性 (T-violation), 从而导致

违反电荷共轭和宇称对称性 (CP-violation), 也就

预示着标准模型之外还有新的物理内容 . 由于

eEDM非常小, 要利用光谱技术测量它就需要很大

的电场以增强灵敏度, 而极化的极性分子的内部电

场可以达到几十个 GV/cm, 因而非常适合用来寻

找 eEDM. 在 Harvard大学和 Yale大学合作的

ACME项目中 , 利用缓冲气体冷却技术得到的

ThO分子束 , 已经可以界定 eEDM小于 1.1  ×

10–29 e·cm[87]. 目前, 已经有理论工作指出 [88], 利用

温度更低的分子, 例如激光冷却的分子, 可以进一

步界定 eEDM的值, 从而验证是否有超越标准模

型的新物理内容.

总之, 超冷分子还是一个较新的研究方向, 随

着分子冷却技术的成熟, 可用的、适合研究不同物

理内容的超冷分子样品会越来越多. 虽然目前已经

利用极性分子做了一些非常重要的工作, 但也只是

超冷分子潜力的很小一部分, 因此这一方向未来还

是大有可为的.
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Abstract

The research field of ultracold atoms has expanded from atomic and molecular physics to a variety of fields.

Ultracold polar molecules have long range and anisotropic dipole-dipole interactions, and similar to atoms, can

also  be  conveniently  manipulated  by  laser  and  other  electromagnetic  fields.  Thus,  ultracold  molecules  offer

promising applications  such as  ultracold  chemistry,  quantum simulation,  and quantum information.  However,

due  to  the  difficulty  in  creating  ultracold  ground state  molecules,  expanding  the  horizon  of  ultracold  physics

from atoms to molecules is still under development. In the past decade, many research groups have successfully

created bi-alkali  rovibrational  ground state  polar  molecules  using  magneto  association and stimulated Raman

adiabatic  passage  (STIRAP).  This  paper  presents  a  review  of  the  recent  progress  including  creating  and

manipulating  ultracold  molecules  with  this  method,  and  the  collision  property  of  molecules  at  ultracold

temperature.
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专题：冷原子-分子物理

极性分子的激光冷却及囚禁技术*

陈涛　颜波†

(浙江大学物理系, 现代光学仪器国家重点实验室, 杭州　310027)

(2018 年 9 月 5日收到; 2019 年 1 月 7日收到修改稿)

分子由于其不同于原子的特殊性质, 在原子、分子和光物理研究中有其独特的地位. 冷分子研究已经开

展了二三十年, 取得了很多重大的进展. 但是以斯塔克减速器为代表的传统冷却方案遇到瓶颈, 很难进一步

提高分子的相空间密度. 将原子中成熟的激光冷却技术拓展到极性分子中是本领域近年来的重大突破, 使得

冷却和囚禁分子的范围得以大大扩展, 分子的相空间密度也得以提高. 本文对国内外激光冷却极性分子的最

新成果进行综述, 并以 BaF分子为例介绍激光冷却极性分子的相关理论和技术, 包括分子能级结构分析及精

密光谱测量 , 采用缓冲气体冷却进行态制备和预冷却 , 以及通过冷分子束研究激光与 BaF分子间的相互作

用. 这些为后续开展激光冷却与囚禁实验研究奠定了基础, 也为开展其他新的分子冷却实验提供了参考.

关键词：激光冷却, 冷分子, 缓冲气体冷却, 光与分子相互作用

PACS：37.10.De, 37.10.Mn 　DOI: 10.7498/aps.68.20181655

1   引　言

在过去二三十年里, 激光冷却与囚禁相关实验

技术的进步为原子、分子和光物理以及量子物理的

发展开启了新的篇章, 深刻地改变了这些学科的面

貌. 以激光冷却为代表的冷原子技术, 在许多方面

找到了重要的科学应用, 包括基于冷原子的喷泉钟 [1]、

光钟 [2]、物质波干涉仪 [3] 等精密测量, 以及强关联

简并量子气体在量子模拟方面 [4] 的广泛应用. 自从

第一次在实验上实现稀薄碱金属原子的玻色-爱因

斯坦凝聚 (BEC)以来 [5−7], 实现量子简并 (BEC或

简并费米气体)的原子种类已经相当多, 包括碱金

属原子的几乎所有同位素, 碱土金属原子和稀土金

属原子, 如 Cr[8,9]、Dy[10,11]、Er[12] 原子等. 在超冷原

子中, 系统的各个自由度可以进行精确的调控, 使

得基于超冷原子的量子模拟成为新的热点研究方

向. 可以说, 冷原子及超冷原子技术的发展已经到

了非常成熟的阶段, 怎么应用和拓展这些技术是今

后需要重点考虑的方向. 作为原子的直接推广, 分

子更加复杂, 应用也更加广泛, 因此冷分子越来越

受到重视. 如何将激光冷却的技术应用于冷却分

子, 一直是人们的梦想. 随着一系列理论和实验的

研究突破, 直接激光冷却分子快速发展起来, 并激

起越来越多研究组的兴趣.

相对于原子而言, 分子具有更加丰富的内在自

由度, 多个原子的原子核之间相对运动引入额外的

振动自由度与转动自由度. 这些复杂的能级结构给

分子的冷却带来了很大的挑战, 也使得冷分子在精

密测量 [2,13−16] 及多体物理领域的应用 [17−19] 有其独

特的优势. 比如, 一些重要物理常数数的测量 [14−20]

在分子中的精度能够达到更高, 特别是用于检验标

准模型的电子电偶极矩 (eEDM)的测量 [21−24], 以

及研究弱相互作用引起的 P-T对称性 [14−25] 等. 另

一方面, 极性分子具有较大的电偶极矩且存在偶

极-偶极相互作用 (DDI), 很容易通过调节外加电
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场来操控. 原子中的相互作用通常认为是短程的、

各向同性的, 而分子中的这种偶极相互作用则是长

程的, 各向异性的; 而且其强度相对于磁性原子的

磁偶极相互作用而言大两个量级. 长程偶极-偶极

相互作用是产生许多新奇量子效应的基础, 包括在

量子模拟 (探索强关联体系中新的量子相变过程 [17]

以及分数霍尔效应 [26] 等)、 量子计算 [27,28] 和量子

信息处理 [29,30] 等方面的应用. 另外, 冷分子的制备

也为研究超冷条件下化学反应过程 [31−33] 奠定了基

础, 包括超冷温度下分子的碰撞性质, 以及实现化

学反应的可操控性 [34,35] 等. 可以说, 分子, 特别是

冷分子提供了比原子中更加丰富的研究方向, 因

此, 研究冷分子的制备方法和性质具有广泛的科学

价值和应用价值.

2NaK → Na2+
K2

获取冷分子的方法粗略地可以分为两大类, 我

们称之为间接冷却和直接冷却. 所谓间接冷却的方

案是先用成熟的技术将原子冷却, 然后再合成分

子. 具体而言, 首先制备多组分超冷原子气体, 然

后通过外加磁场或光场的方式缔合形成弱束缚态

分子, 接着采用受激拉曼绝热布居 (STIRAP)方法

将分子转移到绝对基态 (最低振动态和转动态)[36].

这种方案形成的冷分子样品的温度能够达到 nK

量级 [37], 且具有很高的相空间密度 [4]. 目前制备的

绝对基态极性分子有 KRb[36]、RbCs[38,39]、NaK[40]

和 NaRb[41]. 值得一提的是, KRb分子的相空间密

度已经足够用来测量长程的偶极相互作用 [42], 而

目前 KRb分子被制备到量子简并态是这个领域一

个重大的突破 [43]; 而 NaK分子则由于具有很好的

碰撞性质而被广泛关注, 即不存在  

 过程 [44]. 上述的几种分子均为碱金属双原子分

子, 是闭壳层分子; 另一类通过缔合碱金属原子和

碱土金属原子实现开壳层分子的制备实验也在不

断发展, 比如 RbYb[45−47]、 LiYb[48−52]、RbSr[53] 和

CsYb[54]. 特别是最近观察到的 Rb-Sr混合气体在

磁场下的 Feshbach共振现象 [55] 给制备这类分子

提供了新的思路, 但寻找 STIRAP路径仍然是一

个挑战.

H2CO

不同于间接冷却, 直接冷却方案是先有分子,

然后通过各种手段 (电场、磁场、光场等)对它进行

冷却. 这种方案可以应用于更一般更广泛的分子,

如 OH[56]、 SrF[57,58]、 YbF[59]、   
[60]、   NH[61]、

LiH[62] 等. 早期发展起来的斯塔克减速器是一个经

典的方案 [32]. 后来还有磁场以及光场减速方案. 但

< 1

< 1

50 μK
100 μK

是这些方案难以将分子冷却到   mK 的区域, 而

且由于减速作用力均是保守力, 无法提高分子的相

空间密度 [56,63−65]. 既然保守力场有限制, 耗散力会

是一个好的选择. 激光冷却正是利用了光子的耗散

力 . 对于某一类具有较好的弗兰克 -康顿系数

(Franck-Condon Factor) 的双原子分子 [66], 近年

来发展起来的直接激光冷却分子技术取得了巨大

的成功. SrF和 YO分子的激光冷却 (   mK)分

别在耶鲁大学DeMille研究组和 JILA叶军研究组实

现 [67−69], 后来 CaF分子也被激光冷却, 并且实现

了光学黏团 (  )[70],磁阱囚禁 [71] 和光阱囚禁
[72], 以及横向温度为  的 YbF分子束 [73] 近期

被实现, 分子的温度不断被压缩, 而且不断有新的

技术和理论方案发展起来. 而且最近 SrF的磁阱 [74]

和 YO的 3D-MOT[75] 也已实现. 除了以上提到的

研究组, 目前国际上很多其他研究组也都开始了这

方面的研究, 包括哈佛大学 (CaF分子, SrOH分

子)[76,77]、哥伦比亚大学 (BaH分子)[78]、 德国斯图

加特大学等. 国内这方面的研究也刚刚兴起, 除了

浙江大学以外, 华东师范大学也开展了 MgF分子

的激光冷却研究 [79], 也期望国内能有更多的研究

组加入这个领域.

激光冷却分子的闭合跃迁要求分子富集在较

低的几个振动态和转动态 [66]. 如何高效地将热分

子制备到所需的振转动态形成高质量的冷分子束,

是决定激光冷却能够获得的分子数目的重要因素

之一, 目前主要采用缓冲气体冷却技术来实现这一

目标 [80]. 缓冲气体冷却是一项通用的技术, 适用于

各种不同类型分子的冷却, 结合缓冲气体冷却和激

光冷却的方案已经被广泛认可和采用 . 极性分

子的直接激光冷却方案大体分为如下几个步骤:

1)分子样品的制备, 通常通过激光消融或者化学

方法产生; 2)缓冲气体冷却进行态制备和预冷却,

获得冷分子束; 3)横向冷却, 分子束的压缩; 4)分

子束的纵向激光减速, 获得可观数目的在磁光阱俘

获速度附近的分子 ; 5)分子磁光阱及光学黏团 ;

6)囚禁与态纯化; 7)协同冷却以实现量子简并. 目

前我们开展的 BaF分子的激光冷却研究尚处在致

力于实现分子束的横向压缩阶段, 因此接下来我们

将以 BaF分子为例来详细介绍分子的产生方法、

缓冲气体冷却以及闭合跃迁的验证, 而对于后续的

激光减速和磁光阱实验等则是结合国际上的最新

进展做一个简要的概述. 在中文文献方面, 《物
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理》杂志发表的一系列关于冷分子的综述文章是

非常好的参考 [81−85], 而本文的重心在激光冷却和

囚禁极性分子领域.

2   分子的产生与缓冲气体冷却

目前可以直接激光冷却的分子通常在自然界

中不能稳定存在, 需要通过物理或者化学方法生

成, 比如激光消融技术. 通过激光消融获得的分子

的温度很高, 在约 1000 K左右. 对于双原子分子,

通常振动态能级间隔用温度来衡量的话, 在几百到

上千开尔文的温度之间. 而转动态之间的间隔在几

个开尔文的数量级. 根据玻尔兹曼分布, 在这么高

的温度下分子大部分处于高能态 (几个低振动态,

非常多的转动态上). 如果不进行布居压缩, 能用来

进行冷却的分子非常少. 因此对分子进行预冷却很

有必要. 缓冲气体冷却技术被证明是一种非常有效

的方案, 被广泛用来产生冷分子束 [80]. 通过分子与

缓冲气体之间的非弹性碰撞将分子各个自由度都

冷却下来 [86−88], 不仅分子的运动速度减小, 还将分

子集中聚集到激光冷却需要的能级上.

BaF2
BaF2

BaF2

|X2Σ, v = 0⟩ ↔ |A2Π1/2, v = 0⟩

实验上常用的产生分子的方法有两种: 直接激

光消融 [80] 和化学反应 [89,90]. 激光消融是用高能量

的脉冲激光轰击样品产生需要的分子. 化学反应则

是通过不同气体混合化学反应产生所需要的分子.

从目前的一些实验结果看, 化学反应方法能够更高

效的生成分子. 激光消融会产生很多其他分子, 因

此产生分子的效率低一些, 好处是相对来说简单一

些. 目前我们实验中采用激光消融   产生 BaF

分子. 关于消融激光的参数设置和   靶材样品

的制作这里不再详述 [91]. 激光消融和吸收光谱的

测量在缓冲腔内完成, 如图 1(a). 4 K缓冲腔的温

度由低温装置维持 [91]. 消融激光通过透镜聚焦后

作用在置于缓冲腔后壁上   靶材样品上 . 860

nm探测激光通过缓冲腔, 由一光电管 (PD)监测

其光强. 一旦有 BaF分子产生, 且 860 nm激光耦

合到  中的跃迁, 就会

出现吸收现象, 光电管信号会出现一个凹陷. 吸收

信号在时间尺度上也能反映 BaF分子与缓冲气体

的碰撞过程 . 860 nm激光由自制的外腔半导体
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图  1    激光消融示意图及实验数据 [91]　(a)激光消融产生 BaF分子示意图 ; (b)分子吸收信号 , 消融激光在 t = 0 ms时打开 ;

(c)对吸收信号做归一化处理和拟合; (d)吸收信号与消融激光输出功率的关系; (e)当消融靶材上固定某一位置处, 消融激光轰

击次数越多, 分子吸收信号越差. 消融脉冲频率为 2 Hz, He气速流为 5 sccm

Fig. 1. Experimental  scheme  and  laser  ablation  data[91].  (a)  Scheme  for  the  production  of  BaF  molecule  via  laser  ablation;

(b)  absorption  signal;  (c)  normalizaiton  and  fit  of  the  absorption  signal;  (d)  the  generated  molecular  number  versus  the  output

power of the ablation laser; (e) the dependence of the molecular number on the ablating times when successively ablating a position

of the target. The repetition rate of the laser pulse is 2 Hz and the flow rate of the He gas is 5 sccm. 
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激光器 (ECDL)产生 [92], 采用传递腔方案来实现

锁频 [93].

c = 1− Iabs/Max(Iabs)

y = Ae−(t−t0)/τd [1 + e−(t−t0)/τ1 ]−1 τ1 τd

A

消融激光单次脉冲产生的吸收信号如图 1(b).

为了与分子数目相对应, 首先将吸收信号进行归一

化处理, 即  , 并对处理后的信

号进行拟合 , 如图 1(c)所示 , 拟合函数定义为

 , 其中,    和   分

别反映分子的产生速度和在缓冲腔内的衰减速度,

而对比度   则反映了产生的分子数目. 图 1(d)给

出了产生分子数与消融光功率间的关系, 可见其

在 40 mJ左右开始饱和. 而且实验中如果单纯地

为了获得高的分子数而盲目增大消融光的功率并

不可取, 因为从缓冲喷出的冷分子束的速度也会随

功率的增大而增大, 不利于开展后续实验. 另一个

问题是当消融光一直聚焦在靶材上同一个位置时,

随着脉冲次数的增加, 产生的分子数目会衰减. 如

图 1(e), 靶材上单点的消融寿命约为几百次, 对比

度与消融脉冲次数呈指数衰减关系. 为了较高效率

地产生分子, 实验中需要不断调整消融光的聚焦位

置. 另外, 脉冲频率过高, 如 10 Hz, 获得的分子信

号较差, 因此, 实验中脉冲激光通常工作在 1 Hz

或 2 Hz.

τd

τd

σd = 1.4(7)×
10−14 cm2

腔内缓冲气体冷却的效率与分子和 He的碰撞

截面相关. 碰撞截面的大小可以根据腔内吸收信号

的衰减常数   来估算. 当腔内 He密度较低时, 即

实验中 He速流小于 5 sccm(标准毫升/分钟)时,

衰减常数  与He的密度及碰撞截面均呈正比 [86−94].

实验中, 通过测量不同速流下的衰减常数, 拟合出

BaF分子与 He缓冲气体的碰撞截面  

 . 这里误差主要来源于腔内 He密度的估

计以及缓冲腔几何结构参数的估算 [91]. 我们估计

的碰撞截面与其他分子 (如 SrF[68]) 和 He缓冲气

体的碰撞截面在数量级上一致, 说明对 BaF分子

进行缓冲气体冷却能够有效地工作.

除了减小分子的运动速度, 缓冲气体预冷却的

另一个目的是将分子的布居压缩到较低的振动态

和转动态. 通常来说, 两个相邻振动态之间的能级

间隔在约 1000 K量级. 即使在常温下 (300 K), 大

部分分子仍占据振动态基态. 因此, 振动态的冷却

对于激光冷却而言问题不大. 然而, 对于转动态,

能级间隔在 1 K量级. 在常温下, 分子布居分布在

很多高转动态上. 而激光冷却只用到一个或者少数

几个低转动态, 分布于低转动态的分子数目过少不

P (N) |N, J⟩ → |N ′ = N − 1, J ′ =

J − 1⟩
N = 0 Q(0)

v = 1

|X, v = 1⟩ |A, v′ = 0⟩
v = 0

v = 1 v = 0

利于开展激光冷却实验. 图 2(a)给出根据玻尔兹

曼分布计算得到的不同温度下各个转动态分子布

居数的分布, 可见将分子转动态温度从常温冷却

到 4 K, 低转动态分子布居数将提高两个量级. 实

际实验中, BaF分子在缓冲气体冷却之后, 处于低

转动态的分子数目确实大大提高, 如图 2(b). 我们通

过测量  分支跃迁 ( 

 )的光谱来确定各个转动态的分子布居数.

对于  转动态, 我们采用  跃迁的测量结果[91].

图 2(b)给出了采用玻尔兹曼分布拟合的转动态温

度为 4.0(7) K, 符合我们的预期. 而缓冲气体冷却

对振动态远不如对转动态的冷却效果那么明显 [95].

理论上, 在 4 K温度下处于  振动态的分子布

居很少, 几乎为零, 如图 2(c). 然而, 实验中我们仍

然观测到了从  到  跃迁的吸收信

号, 尽管相对   的信号来说非常弱, 如图 2(d)

所示. 而且实验中需要进行很长时间的平均来提高

信噪比. 根据这两个吸收信号的强度, 我们估计

 上的分子布居数比  小一到两个量级. 至

此, 我们完成了制备 BaF分子源, 并利用缓冲气体

冷却技术实现内态的高效压缩.

3   验证准闭合跃迁

104

A2Π1/2 → X2Σ

|X, v = 1⟩ → |A, v′ = 0⟩ |X, v = 2⟩ → |A,
v′ = 1⟩ |A, v′ = 0⟩ → |X, v ≥ 3⟩

q03 = 2.7× 10−5

3× 104 |X, v ≥ 3⟩

∆

|X, v = 3⟩
→ |A, v′ = 2⟩

X2Σ1/2

由于单个光子所带走的原子或者分子的动量

非常少 , 一般激光冷却都需要散射很多 (  量

级)光子数来获得好的冷却效果. 因此能级之间的

闭合循环跃迁是激光冷却的必要条件. 如果存在暗

态 (激光不和这个能态相互作用), 则激光冷却就进

行不下去. 不同于原子, 分子包含更多的内在自由

度, 需要更多的再泵浦光来消除暗态, 这使得寻找

激光冷却所需的闭合跃迁相当困难, 也大大限制

了能够进行激光冷却的分子的种类. 通常, 振动

态的闭合依赖于对角化分布的弗兰克-康顿系数

(FCFs). 根据计算的  跃迁的FCFs[96],

振动态的闭合方案如图 3(a)所示, 仅需要两束再

泵浦光 (  和  

 ).  因 为   跃 迁 的

FCFs为   , 采用这种方案能够实现

约   个光子的散射, 直到分子占据  

暗态 . 这里暂时不考虑   态的问题 . 磁光阱

(MOT)实验中或许有必要增加一束  

 再泵浦光来散射更多的光子 [68]. 转动

态暗态可以根据选择定则来完全消除. 基态 
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N

P = +1

P = (−1)N A2Π1/2

J = N +Ω |A2Π1/2, J
′ =

1/2⟩ Λ

Λ = −1 Λ = +1

∆J = 0,±1 |X,N = 1,−⟩ → |A, J ′ = 1/2,

+⟩ |A, J ′ = 1/2,

+⟩ N = 1

属于洪德情况 b, 转动量子数  是好量子数, 电子

态波函数是偶宇称的 (  ), 因此转动态波函

数的宇称   . 激发态   满足洪德情

况 a, 好量子数为   , 因此  

 态具有二重简并结构 (  -doublets), 分别对应

于奇宇称 (  )和偶宇称 (  )的电子态

波函数. 电偶极矩跃迁的宇称选择定则要求跃迁前

后的分子态的宇称相反, 而角动量选择定则则要求

 . 于是, 选择 

 跃迁能完全闭合转动态, 因为处于  

 态的分子只能自发辐射回到奇宇称的   转

动态, 如图 3(b)所示.

|J ′ = 1/2,+⟩
|N = 1,−⟩

光泵浦还需要考虑基态和激发态的能级分裂.

激发态  的超精细分裂很小, 在约MHz

量级, 可认为简并 [97]. 而基态   存在 4个

超精细子能级, 如图 3(b), 冷却光和再泵浦光需要

同时覆盖相应的 4个频率. 实验中通过一共振型电

光调制器 (EOM)对激光调制获得这 4个频率边

±1 ±2

u0 ≈ 200 m/s

带. 调节 EOM的调制深度, 可以控制各个边带的

光强分布, 我们使用一 F-P腔来监测. 根据超精细

能级之间的间隔 [96], EOM的共振频率设为 38 MHz,

射频信号强度为 15 dBm时, 得到的  和  级边

带光强接近, 而且 0级中心频率光强几乎为 0, 如

图 3(c)所示. 为了观察边带调制的效果, 我们在缓

冲腔出口下游约 35 cm处用一雪崩光电管 (APD)

来记录冷分子束 (纵向速度   )的激光

诱导荧光 (LIF)信号. 在时序上通过连续记录分别

在不加调制和加上调制情况下的两个时间飞行

(ToF)信号 , 并进行多次平均来提高信噪比 , 如

图 3(d), 容易看出增加边带调制后信号峰值增强

约 2.5倍. 这种增强现象容易理解, 因为更多的处

于子能级的分子被激发, 散射光子数自然提高.

磁子能级暗态的消除通常有两种方案, 一种是

对激光的偏振进行调制 [67], 另一种是加上一个方

向与光偏振存在角度的磁场 [57]. 实验中, 我们分别

验证了这两种方案对 BaF分子的可行性. 偏振调
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图 2    分子在不同能级的布居分布 [91]　(a)理论上根据玻尔兹曼分布计算不同温度下各个转动态上分子布居数的比例; (b)转动

态温度的测量与拟合. 这里各个转动态的布居数均以测量的   态的布居数进行归一化; (c) 4 K和 300 K温度下振动态布居

数的分布; (d)实验测量的对   (蓝色)和   (红色)跃迁的吸收信号

Fig. 2. Molecular distribution at different states[91]. (a) Theoretic calculation of the rotational distribution for different temperatures;

(b) experimental data for different rotational populations. All data are normalized with N = 0 population; (c) theoretic calculation

of the vibrational distribution; (d) experimental absorption signal for v = 0 and v = 1 molecules from laser ablation. 
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σ+ − σ−

制通过一普克尔盒来实现. 当在普克尔盒两端加上

一个周期性调制电压时, 激光的偏振也会被周期地

调制. 适当调节调制的方波电压的幅度, 可以实现

水平偏振-竖直偏振的切换. 在普克尔盒后面加上

一个 1/4波片, 即可实现   来回切换. 调制

方波信号的频率为 1  MHz时 , 我们观察到的

LIF信号相对于采用线偏振光探测时增强了约

1.5倍, 如图 3(e). 而且这个增强效果对调制频率

d

s ≈ 300 ∼ d/u0 = 10 μs

不是很敏感, 提高调制频率, 如 5 MHz, 结果类似.

另外, 这个增强效果并没有达到我们的预期, 因为

在我们的实验条件下 (激光光斑直径   ～2 mm,

860 nm和 896 nm激光的功率分别为 160 mW和

100 mW), 4+13能级速率方程模型 [98] 给出加上偏

振调制后散射光子数增加约 3倍. 由于对应的每个

边带的饱和因子  , 在  的相互

作用时间内 860 nm激光已经足够将分子泵浦到
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图 3    BaF能级示意图和暗态消除方案 [98]　(a)振动态能级的闭合方案, 增加 896 nm和 898 nm两个再泵浦激光; (b)转动态能

级的闭合及超精细能级分裂示意图; (c)利用 EOM调制产生的 4个频率边带, 图中是调制后的激光用法珀腔测量的信号; (d)引

入边带调制后荧光信号的增强; (e)进行偏振调制后荧光信号的增强; (f)增加 v = 1再泵浦光后荧光信号的增强

Fig. 3. The energy levels of BaF and dark state mixing[98].(a) Scheme for closing the vibrational levels; (b) scheme for closing the

rotational and hyperfine dark states; (c) sideband modulation via an EOM to generate the four frequency bands to cover the four

hyperfine  sublevels;  (d)  LIF  enhancement  via  introducing  the  sideband  modulation;  (e)  LIF  enhancement  by  introducing  the

polarization modulation; (f) LIF enhancement when adding the v = 1 repump laser. 
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|X, v = 1⟩
1/(1− q00) ≈ 20

10 μs

x̂ ẑ

ŷ ẑ By = Bz ẑ

Bz = 3.5G

 态, 速率方程模型给出的散射光子数为

约 18, 接近理论极限值约  . 由此可

以推断, 在不加偏振调制时, 单个分子在  作用

时间内散射的光子数为约 18/1.5 = 12, 远大于速

率方程模型给出的 6个光子. 原因可能在于地磁场

也能将塞曼子能级相互耦合起来. 实验中, 我们还

验证了第二种混合磁子能级的方法, 即引入一个小

的与激光偏振方向有角度的磁场. 假定分子束的传

播方向为   方向, 激光为线偏振, 偏振方向沿   方

向, 磁场方向在  -  平面 (  ), 与  轴夹角为

45度. 测量不同磁场下 LIF信号的增强, 发现在最

优的磁场大小   时, LIF信号比不加磁场

时也增强约 1.5倍, 这与偏振调制的结果一致. 在

大磁场下, LIF信号反而不会增强, 可能是由于塞

曼分裂增大引起的失谐导致光子散射率降低.

|X, v = 1⟩

v = 1

|X, v = 1⟩ → |A,
v′ = 0⟩

10 μs 18× 1.5 =

在消除了超精细能级和塞曼子能级暗态之后,

最显著的暗态为   振动态, 为此我们引入

896 nm再泵浦光, 这束光和 860 nm激光通过一

个双色镜耦合 , 在空间上重叠 , 然后同时通过

EOM以及普克尔盒进行边带调制和偏振调制. 同

样, 我们通过观察 LIF信号的增强来判断  再

泵浦光是否有效. 如图 3(f), 增加  

 再泵浦光, LIF信号增强约 1.5倍, 这意味

着在   内分子散射的光子数增加到  

27个, 与 4+25能级模型预期一致 [98].

4   光与分子相互作用研究

+x̂

+ẑ

d = 2 mm

|X, v = 1⟩ |X, v = 0⟩

在验证了准闭合跃迁的基础上, 增加光与分子

的相互作用时间, 可以观察激光对分子束的散射

力. BaF分子通过激光消融产生, 在缓冲腔内经缓

冲气体冷却后形成沿  方向传播的冷分子束, 接

着通过一个 3 mm小孔进入相互作用区域. 在相互

作用区域, 作用于分子束的几束激光束沿  方向;

分子与光场的相互作用时间可以通过控制激光光

束的数目来控制, 最多通过 8束激光. 860 nm泵浦

光和 896 nm再泵浦光通过双色镜在空间上重合,

光斑直径  , 功率分别为160 mW和100 mW.

在相互作用区域下游 35 cm处, 我们用 CCD来荧

光成像. 探测光仅包含 860 nm激光. 在相互作用

区域和分子束探测区域中间, 用一束清除 (clean-

up)光 (光斑直径 8 mm, 功率 50 mW)来将处于

 态的分子泵回   态. 这几束激光

均加入 38 MHz边带调制和 1 MHz的偏振调制.

ẑ

+ẑ

x̂

+ẑ 0.8

|X, v = 0⟩

|X, v ⩾ 2⟩

A′2∆

我们在相互作用区域加 8束沿同一方向 (+  )

传播的偏转光以观测分子束在散射力作用下发生

偏转. 图 4(a)给出了此时分子束的形状. 为了对

照, 我们在不加任何偏转光的情况下, 拍到的分子

束的形状如图 4(b). 由于偏转光沿   方向, 将两

种情况下的分子信号沿  方向积分, 我们得到分子

束的横向直径为约 3 cm, 如图 4(c). 而且, 在有偏

转光的情况下, 分子束整体沿  方向有一个   mm

的偏移 (见图 4(d)), 且分子束的横向直径几乎保

持不变. 实验中, 我们还检验了 896 nm再泵浦光

和清除光的泵浦效果. 当同时不加这两束光时, 经

过在相互作用区域泵浦光的作用后, 仅有约 10%

的分子处于  态. 加入这两束光后, 分子信

号恢复到约 80%. 这说明泵浦光和再泵浦光作用足

够强. 剩余的 20%的分子损失主要来自    

和  暗态.

l

Nsc u0 ∼
D = 35

D/u0

δu = u0l/D λ = 860

p = h/λ h l ≈ 0.8

Nsc = mδu/p ≈ 150

m

Nsc t

t = nτ

n τ = d/u0

10 μs

Γsc =

Γmax = Γ/7 ≈
2.5 MHz

接下来我们根据偏转距离  来估计散射光子数

 . 分子束纵向速度  200 m/s, 而 2D相互作

用区域与 3D探测区域间隔   cm, 因此分子

束传播时间为  . 于是, 容易得到分子束横向速

度变化为   . 单个    nm光子反冲

动量为   (  为普朗克常数).     mm的

偏转距离对应的散射光子数为  ,

其中  为 BaF分子的质量. 为了估计光子散射率,

我们测量了散射光子数  与相互作用时间  间的

关系. 相互作用时间  可以简单通过调整相互

作用区域偏转光束的数量   来控制 ,    ～

 为单束激光的作用时间. 如图 4(e), 当减少光

束的数目, 偏转距离呈线性减小, 相应的散射光

子数也线性减小. 线性拟合得到光子散射率  

2 MHz, 这与根据 4+25能级速率方程模型给出的

值一致, 见图 4(e)中的虚线. 但是, 这个值比理论预

期的 4+24多能级体系的最 大散射率 

 
[90] 要稍小. 因为泵浦光和再泵浦光光强已

经足够强, 这主要是存在暗态造成的.

5   极性分子的激光冷却及囚禁

在证明了分子能够与光持续地发生相互作用

之后, 一个自然而然的想法就是做激光冷却. 目前

我们正致力于实现 BaF分子的激光冷却, 仍然有

一系列的问题需要解决. 这里, 我们结合国际上的
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相关进展对后续实验过程做一个概述, 包括分子束

的横向压缩、激光减速以及磁光阱的实现、磁阱光

阱囚禁等.

5.1    分子束的横向冷却

−1.5Γ

分子束的横向压缩实验, 包括多普勒冷却、亚

多普勒冷却以及二维磁光阱, 已经在多种分子中开

展, 诸如 SrF[57]、YO[67]、CaF[100]、SrOH[77]、YbF[73].

首先来看多普勒冷却, 以耶鲁大学 DeMille小组

的 SrF分子为例. 当冷却光失谐为  , 即红失

谐时, 分子束横向宽度被压缩, 即部分处于某一速

+1.5Γ度阈值以下的分子被冷却;而当失谐变为  时,

分子束在横向则被加热, 即展宽. 这是多普勒效应

的必然结果, 与原子中的结果相似. 这里的失谐是

相对于最优的边带调制点的偏移量, 相应的 4个边

带 (如图 3(b))的失谐量并不等于这个值. 而且, 由

于四个超精细能级同时与激光相互作用, 当对激光

做小范围的扫频时, 4个边带相应于各个能级而言

红失谐和蓝失谐会交替出现, 这样从平均的结果来

看, 就是冷却和加热交替出现, 实验也证明了这一

点. 另外, 实验中采用添加一个与光的偏振方向有

一夹角的静态磁场来混合磁子能级暗态, 结果显示
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图 4    分子束偏转 [98]. CCD在 x-z平面成像　(a)和 (b)分别对应在相互作用区域有偏转光和没有偏转光时分子束的形状, (c)中

给出沿   方向分别对 (a)和 (b)做积分后得到信号. 黑色和红色实线分别为两个信号的高斯拟合. (d)对 (c)中的信号分别做归一

化, 以清晰地展示偏转效果. (e)偏转距离与偏转光束数量之间的关系, 相应地, 可以推出散射光子数与相互作用时间间的关系.

红色实线为对测量结果的线性拟合. 黑色虚线为根据 4+25能级速率方程模型计算得到的散射光子数与相互作用时间的关系

Fig. 4. Deflection  of  the  BaF  molecular  beam  with  the  quasi  cycling  transitions[98].  Images  are  given  on  the  x-z  plane  of  the

(a) Deflected and (b) unperturbed molecular beams, respectively. The x direction reflects the width of the probe laser beam, while

the z direction gives the transverse profile of the molecular beam. (c) integrated signal of the images in (a) and (b) along the x axis.

The black and red lines are Gaussian fits to the unperturbed (light gray) and deflected (light orange) signal, which gives the revival

rate of 80%. (d) normalized plot of the signals in (c) to clearly show the deflection effect. (e)deflection distance as a function of the

number of the deflection beam, yielding the dependence of the scattering photon number on the interaction time. The red solid line

is a linear fit to the measured data, illustrating that the photon scattered linearly increases with the interaction time. The black

dashed line is the numerical prediction of the scattering from the 4+25 MLRE model with the switching scheme. 
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2− 8

A2Γ1/2

Γ

在较大范围内 (   G)均有明显的冷却效果, 这

一点与 BaF不同, 我们认为是与   态的线宽

 有关. 较大的线宽允许在较大的塞曼频移下仍然

存在冷却效应.

ϕ

ϕ

< 2

ϕ

ϕ = π/4 ϕ = 0

ϕ = π/4

< 1 m/s

亚多普勒冷却则参考最新的帝国理工大学

YbF分子的实验结果 [73]. 类似于原子的亚多普勒

冷却机制, 实验中选取的冷却激光的偏振为 lin 

lin, 即两束对射的偏振方向夹角为   的线偏振光,

在分子束横向方向产生偏振梯度. 这里仍然使用磁

场来混合暗态, 但实验发现小磁场强度 (   G)下

冷却效果更好, 这与 SrF[57] 的结论相同. 亚多普勒

冷却要求激光的失谐为蓝失谐, 而红失谐会导致加

热, 这与多普勒冷却恰好相反, YbF的实验也证明

这一点. 同时, 实验中发现冷却效应在任意的  角

下均存在, 而最强的位置在  处. 在  时

仍然观察到冷却效应主要是由于磁场的存在, 而在

 处最强是由于分子中主要是第二类跃迁,

这一点也在理论上被证明. 值得一提的是, 亚多普

勒冷却的俘获速度通常  , 比多普勒冷却小

很多.

磁光阱横向压缩实验在 JILA的 YO分子 [67]

和哈佛大学 CaF分子 [100] 中得到证明. 二者的实验

方案也类似, 均采用快速切换冷却光的偏振和梯度

磁场方向来抑制暗态的出现. 在保持光的偏振切换

和磁场方向切换同步的情况下, 红失谐冷却, 而蓝

失谐加热. 而且, 实验证明 [67−101], 由于磁场梯度引

入了回复力, 磁光阱方案比多普勒冷却的压缩效果

更好.

5.2    激光减速

为了实现三维磁光阱的装载, 对分子束进行纵

向的激光减速很有必要. 目前来说, 激光减速主要

有两类方案, “白光”减速和频率啁啾. “白光”减速

在 YO分子实验中得以应用 [69], 即在调制减速激

光产生覆盖超精细能级的四个边带的基础上, 再添

加 10 MHz的调制边带. 这样激光的频谱与一定速

度区间的分子的多普勒频移相对应, 即在与分子束

作用时同时与不同速度的分子共振, 这是“白光”减

速的基本思想. 后来, 哈佛大学 CaF分子的减速实

验也采用了这种方法 [102].

频率啁啾方案应用在早期的 SrF分子 [101] 和

CaF分子 [89] 的减速实验中, 后来不断得到改进 [99].

啁啾的原理也很简单, 即在分子从缓冲腔出射传播

到三维磁光阱捕获区域的这段时间内, 不断改变减

速激光的频率, 使得其失谐量能够补偿分子纵向运

动的多普勒频移. 这种方案的难点在于如何保证分

子束纵向速度变化区间与激光扫频的速度最优

地匹配. 在 SrF的实验中 [101], 初始出射的分子束

纵向速度分布在 175 m/s附近, 选取初始失谐为

–260 MHz, 最终在三维磁光阱位置处探测到约

6%的分子处于 50 m/s速度之下. 应该说, 这个减

速效果不算高效.

106

X2Σ ↔ A2Π1/2

X2Σ(N = 1) ↔ B2Σ(N = 0)

后来的 CaF分子实验 [99] 研究了不同线性扫

频速度下分子最终速度的分布, 在最优的控制条件

下实现了约   个分子处于 15 m/s附近. 需要特

别指出的是, CaF实验中并非采用过去的方案, 即

直接用冷却光   来做减速光, 而是用

 跃迁. 这样做有两方面

的考虑, 一是在再泵浦光不变的情况下散射率会提

高两倍, 另一个是减速光的波长更短, 光子反冲动

量更大;如此光与分子相互作用达到的减速效率会

提高 5倍左右. 事实也证明, 这种频率啁啾方案比

“白光”减速效果要好很多, 不仅可以更精确地控制

最终的速度分布, 而且在俘获速度附近的分子数也

更多.

5.3    磁光阱、囚禁与态纯化

160 µK

A2Π1/2(v = 0, J = 1/2)

g

−0.088

g

g

分子的第一个三维磁光阱 (3D MOT)于 2014

年在耶鲁大学 DeMille小组的 SrF分子中实现 [68].

由于分子冷却采用的跃迁多数为第二类跃迁, 这里

实现的第二类磁光阱的囚禁力比通常的第一类磁

光阱小两到三个量级, 囚禁分子数仅～300. 而且

温度为约 2.5 mK, 远远高于多普勒冷却极限温度

(对于 SrF, 约   ). 实验测量的磁光阱寿命约

56(4) ms, 也比一般的原子磁光阱小很多. 一个有

趣的问题是第二类跃迁中产生回复力的光的偏振

选择. 直观上看, 由于上能级   

各个子能级接近简并, 即  因子很小 (对于 SrF, 约

 ), 光的各个边带的偏振应取决于下能级各

个超精细子能级的  因子符号. 然而, Tarbutt的理

论分析 [103] 表明, 第二类跃迁 MOT光的偏振选择

仍然由上能级  因子决定, 因此, SrF实验 [68] 中光

的偏振应该做一个修正. DeMille小组据此改进了

三维磁光阱实验 [104], 获得了更多的分子数和更长

寿命的MOT.

接着, CaF分子的 3D MOT分别在帝国理工
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2× 104

730 μK

1.0(3)× 105

340 μK

50 μK

大学 Hinds小组 [105] 和哈佛大学 Doyle小组 [76] 实

现. Hinds小组借助双色光囚禁的思想 [106] 实现的

是直流磁光阱 (dc-MOT), 俘获速度约 11 m/s, 分

子数达到   , 比之前的 SrF分子高了近 2个

量级, 温度也更低 (约  ). 而 Doyle小组则利

用快速偏振切换的方法实现交流磁光阱 (RF-

MOT), 囚禁的分子数达到  , 温度达到

 , 接近多普勒极限. 另外, SrF分子和 YO

分子的 3D RF-MOT也分别在 DeMille小组 [107]

和叶军小组 [75] 实现. 总的来说, RF-MOT相比 dc-

MOT具有更长的寿命和更低的温度. 为了获得更

低的温度, 即低于多普勒极限, Hinds小组将亚多

普勒冷却技术应用到 CaF分子中, 得到了～ 

的光学黏团 [70]. 实验步骤简单来说包括两步. 首先

获得 CaF分子的 dc-MOT, 并不断降低 MOT光

的强度以获得更低的温度, 这是由于亚多普勒冷却

的速度范围较小. 然后, 改变 MOT光的偏振, 失

谐变为蓝失谐, 并撤去磁场梯度, 实现亚多普勒

冷却.

N = 1

70(8) μK

2× 10−9

为了实现对分子各个自由度更加精密的操控,

将分子装载到磁阱或光阱中十分必要. 而且, 由于

MOT中分子处于  转动态下 4个不同的超精

细子能级, 而我们希望将分子制备到单一内态上,

这对实现分子 BEC而言非常重要. 近期, CaF分

子和 SrF分子的态纯化和磁阱囚禁分别在 Hinds

小组 [71] 和 DeMille小组 [74] 开展. 态纯化通过光泵

浦实现, 即通过调节 EOM的调制深度来控制各个

边带的强度将处于其他能级的分子转移到某个子

能级上, 进而通过微波耦合将分子转移到任意的子

能级. 对于任意的弱场寻找态, 很容易囚禁在磁四

极阱中, 这里不做讨论. 最终, Hinds小组实现了 5000

个分子的磁阱囚禁, 寿命为 2 s, 温度约   .

另一方面, Doyle小组在不久前也实现了 CaF分

子的光阱囚禁 [72], 相空间密度达到  , 这为

实现分子的量子简并奠定了基础.

实现了分子的囚禁后, 接下来的实验方向就是

协同冷却. 目前来看, 囚禁的分子数尚且能够满足

协同实验要求, 如何选择合适的原子来进行有效的

碰撞是一个大问题. 根据多通道散射理论, 有一些

小组开展了原子-分子协同冷却的理论研究, 如 Li-

CaF(Rb-CaF)[108] 和 Rb-SrF体系 [109], 试图为实验

提供一些指导. 但就目前来说, 哪种原子好并无定

论, 仍需要未来实验的尝试和检验.

6   总结与展望

分子的直接激光冷却发展了将近十年的时间,

不断取得突破, 方兴未艾. 随着技术的进步, 极性

分子的磁光阱, 磁阱, 光阱相继实现. 未来几年, 进

一步将冷分子向超冷区域推进, 利用窄线宽激光冷

却, 亚多普勒冷却, 或者利用超冷原子来协同冷却

分子都是可行 的方案. 科研人员也正朝这些方向

努力, 相信不久, 通过激光冷却这个方案最终获得

分子的量子简并可以实现. 由于分子的特殊性, 将

激光冷却拓展到新的分子仍然是一个不小的挑战.

我们初步证明了将激光冷却技术应用到新的

BaF分子的可行性. 当然进一步扩展到其他分子,

甚至原子数更多的分子还需要更多的实验验证. 也

希望有更多的研究团队加入这个领域, 推动这个方

向的发展.
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SPECIAL TOPIC—Cold atoms and molecules

Laser cooling and trapping of polar molecules*
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Abstract

Different  from  atoms,  molecules  have  unique  properties,  and  play  an  important  role  in  the  research  of

atomic,  molecular  and  optical  physics.  Cold  molecules  have  important  applications  in  science  and  have  been

studied for more than 20 years. But traditional methods, such as the Stark decelerator, have hit a bottleneck: it

is  hard to  increase  the  phase  space  density  of  molecules.  Extending  the  direct  laser-cooling  technique  to  new

molecular species has recently been a hot topic and also a big challenge. In this review paper, on one hand, we

make a brief  review to recent progresses  on the direct  laser  cooling of  polar  molecules.  On the other hand,  a

demonstration on the feasibility of laser cooling BaF molecule has been experimentally illustrated, including the

analysis on the molecular energy levels, measurements of the high-resolution spectroscopy, efficient pre-cooling

and  state  preparation  via  buffer-gas  cooling  and  detailed  investigations  on  the  molcule-light  interactions.  All

these  results  not  only  pave  the  way  for  future  laser-cooling  and  -trapping  experiments,  but  also  serve  as  a
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专题：冷原子-分子物理

光学微腔中一维费米气的磁性关联特性*

冯彦林 1)2)    樊景涛 1)2)    陈刚 1)2)†    贾锁堂 1)2)

1) (山西大学激光光谱研究所, 量子光学与光量子器件国家重点实验室, 太原　030006)

2) (山西大学极端光学协同创新中心, 太原　030006)

(2018 年 11 月 1日收到; 2018 年 12 月 4日收到修改稿)

对于准一维两组分费米气与光学微腔耦合的系统, 证明了微腔光子的超辐射可以驱动原子系统的磁性

转变, 该磁性转变与原子的失谐以及费米子的填充数密切相关. 对于无相互作用原子气, 在超辐射相区内平

均场近似合理. 基于该近似, 分析了不同的填充和失谐情况下体系的静态自旋结构因子, 由此刻画出腔光子

协助的磁性关联转变, 并得到了依赖于微腔参数的相图. 最后, 对可行的实验参数做了相关讨论.

关键词：有效光晶格, 超辐射, 自旋结构因子, 磁性关联

PACS：37.10.Jk, 37.30.+i, 42.50.Pq, 67.85.–d, 67.85.Lm 　DOI: 10.7498/aps.68.20181954

1   引　言

近年来, 光学微腔中超冷原子气的量子特性受

到了人们广泛的关注与探索 [1−13]. 例如, 实验上实

现了玻色-爱因斯坦凝聚与光学微腔的耦合 [3], 该

耦合诱导出原子间的有效长程相互作用, 这种有效

长程相互作用会与原子间的短程碰撞相互作用竞

争, 进而给出丰富的量子相 [4−7]. 伴随着实验上的

进展, 越来越多的理论工作者也投身于该领域, 并

致力于新奇物理模型的构建. 例如, 理论上发展了

包含微腔光子的广义玻色-哈伯德模型 [8−10], 预言

了微腔诱导的自旋轨道耦合, 并阐明了与该自旋轨

道耦合相关的拓扑特性 [11]. 最近, 研究者又建立了

周期振荡的腔光晶格模型, 并发现该模型包含着丰

富的 Floquet动力学特性 [12].

另一方面, 原子间磁性关联的量子模拟一直以

来都是物理学界的热点课题, 近年来, 该方向更是

成果斐然. 例如, 基于光晶格冷原子系统, 实验上

观测到了短程的反铁磁关联 [14−16]、隐藏的反铁磁

关联 [17]、不可约的自旋关联 [18] 以及反铁磁长程序 [19]

等. 理论方面的研究包括, 非相干超冷原子的密度

关联效应 [20]、三阱光学超晶格中自旋为 1的超冷

原子特性 [21] 以及周期驱动的费米-哈伯德模型中

的磁性量子相变 [22] 等. 我们注意到, 目前关于冷原

子磁性关联的研究大多集中于无动力学反馈的光

晶格系统, 而作为原子间相互作用的“中继站”, 微

腔光子在原子磁性构建过程中承担何种作用？对

于这个问题, 目前学术界还缺乏系统研究. 最近,

在超辐射相区外, 研究者发现了红失谐于原子的微

腔光子对原子磁序有重要影响 [23]. 然而, 在超辐射

相区内, 人们对腔光子-原子相互作用系统的具体

磁性关联仍缺乏理解. 因此, 本文着重探索超辐射

相区内原子的磁性关联问题.

ẑ

本文的研究对象是一个准一维两组分的无相

互作用费米气与光学微腔耦合的系统, 分析了该系

统中腔参数、原子的填充和原子的失谐对原子磁性

关联的影响. 具体地, 对光场自由度取平均场近似,

得到了腔场的超辐射相变, 并计算了原子在  方向
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的自旋结构因子. 我们发现, 微腔光子的超辐射对

原子系统的磁性关联有重要影响, 在合适参数条件

下甚至会驱动磁性转变. 当驱动光与原子蓝失谐

时, 调节腔参数, 系统会由超辐射反铁磁关联度越

到超辐射铁磁关联. 红失谐的情况则与之完全不

同, 此时系统始终保持反铁磁关联. 最后对可行的

实验参数做了简单讨论.

2   模型和腔场的自洽平均场计算

x̂

ẑ

|↑⟩ |↓⟩ |1⟩
|2⟩ |↓⟩ ↔ |1⟩ |↑⟩ ↔ |2⟩

g |↑⟩ ↔ |1⟩ |↓⟩ ↔ |2⟩

我们考虑的系统是装载在准一维背景光晶格

中的两组分费米气与高精度光学微腔的耦合. 如

图 1(a)所示, 准一维背景光晶格沿着腔轴   排列,

原子只沿腔轴方向运动, 不仅与线偏振驱动的腔模

耦合, 且与沿  方向入射的两束圆偏振的抽运光耦

合. 如图 1(b)所示, 我们考虑的原子包含四个内

态, 即两个简并的基态 (  和  )与两个激发态 ( 

和   ).    和   (蓝色的实线)的跃迁

由量子化的腔场引起且对应的单光子的拉比频率

为   ,    和   (红色的虚线)的跃迁由

Ω

|↑⟩ |↓⟩
∆ = ωp − ωa ωa

|∆| ≫ g,Ω

ẑ

两束横向的抽运光产生且对应的拉比频率为  , 抽

运光和腔模形成两个拉曼过程使  和  耦合起来.

 是驱动光与原子的激发态的失谐 ( 

为原子激发态的频率), 且满足  , 量子化

轴沿  方向.

在驱动光与原子的失谐为大失谐的条件下, 我

们绝热地去除掉原子的激发态, 并作二次量子化,

则系统可以用如下的哈密顿量描述: 

Ĥ =
∑
σ=↑,↓

∫
dxΨ̂†

σ(x)

×
[
p2x
2m

+
(
V0 + Uâ†â

)
cos2 (kRx)

]
Ψ̂σ(x)

+ ηA
(
â† + â

) [∫
dxΨ̂†

↑ (x) cos (kRx)

× Ψ̂↓ (x) + H.c.
]
−∆câ

†â, (1)

Ψ̂σ (x) â

m V0

U = g2/∆ ηA = gΩ/∆

∆c = ωp − ωc

ωp ωc

∆c < 0

∆

∆ > 0 ∆ < 0

其中,    是费米子的场算符,    为量子化腔场

的湮灭算符,    为原子的质量,    为背景晶格强

度,   是单光子的光学势阱深度,  

是有效的光与原子耦合强度,   是腔场

的失谐,   为抽运光频率,   为腔频. 我们选择腔

场的失谐为红失谐  . 在接下来的讨论中, 由

于有限的磁场对结果没有影响 [23], 我们不考虑超

精细态的 Zeeman分裂; 由于原子失谐  的正负会

影响有效光子数依赖的晶格势的形状, 所以我们分

别对原子的蓝失谐 (  )和红失谐 (  )两

种情况下光场序参量和系统磁性关联进行分析.

κ

â

当考虑腔场的耗散  存在时, 从量子朗之万方

程出发我们可以得到光场  的稳态形式 [2]: 

â =

ηA

[∫
dxΨ̂†

↑ (x) cos (kRx) Ψ̂↓ (x) + H.c.
]

∆c + iκ− U
∑

σ=↑,↓

∫
dxΨ̂†

σ (x)Ψ̂σ (x) cos2 (kRx)
.

(2)

α = ⟨â⟩
当不考虑原子间相互作用时, 光场原则上可以

用平均场近似来刻画 [2,11,23], 即   , 且结合粒

子数方程, 得到如下自洽方程组: 

α =

ηA

[∫
dx
⟨
Ψ̂†

↑ (x) Ψ̂↓ (x)
⟩
cos (kRx) + H.c.

]
∆c+iκ−U

∑
σ=↑,↓

∫
dx
⟨
Ψ̂†
σ (x) Ψ̂σ (x)

⟩
cos2 (kRx)

N =
∑
σ=↑,↓

∫
dx
⟨
Ψ̂†
σ (x) Ψ̂σ (x)

⟩ .

(3)

α通过数值计算, 得到光场序参量  和对应的化

 

(a)

x

y
z

      

(b) |1> |2>

|(> |(>

俘获光



g


 

驱动光

抽运光

g




x̂
ẑ
x̂

图 1    (a)超冷费米气沿着腔轴   方向被俘获在准一维背

景光学晶格中 , 费米气被两束圆偏振的横向 (沿着   方

向 )抽运激光驱动 , 腔模由一束线偏振的纵向 (沿着   方

向)驱动光驱动 ; (b)费米子的能级跃迁图 , 图中相关的跃

迁过程和符号的定义见正文

x̂
ẑ

x̂

Fig. 1. (a)  The  ultracold  fermions  are  trapped  in  a  quasi-

one-dimensional background optical lattice along the cavity

axis    .  These  fermions  are  pumped  by  two  circular-

polarized transverse (along   ) lasers and the cavity mode is

driven  by  a  linear-polarized  longitudinal  (along    )  laser.

(b) the atomic energy levels and their transition. See main

text  for  the  corresponding  transition  processes  and  the

definition of the labels. 
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µ ER = ℏ2k2R/2m

kR

α ηA

∆ > 0

kF/ER

kF

kF/ER = 1/2

|α| ̸= 0

∆ < 0

学势   , 为了简化以反冲能   为归一

化单位, 其中  为反冲动量. 我们得到在不同填充

下的  随有效耦合强度  的变化 (图 2). 在图 2(a)

中, 考虑蓝失谐的情况   下, 不同的晶格填充

对超辐射发生的影响, 其中  不同的值对应不

同的填充 [24],   为费米动量. 可以看出, 在半满填

充   时, 系统与在一维电子—声子模型

中的 Peierls不稳定性 [25,26] 的模型相同, 所以在半

满时, 系统更容易趋向能量更低的状态, 超辐射态

更容易发生 (  ), 所需临界的有效光与原子耦

合强度最小. 在图 2(b)中, 我们考虑红失谐的情况

 下, 不同的晶格填充对超辐射发生的影响.

同样地, 在半满填充时临界有效的光与原子耦合强

度最小.

3   系统的磁性关联

ẑ

系统的磁性可用静态自旋结构因子来表征, 对

应的在  方向的自旋结构因子可以表示为 [27−30]
 

Sz (k) =
1

L

∑
l,j

eik(l−j)
⟨
szl s

z
j

⟩
, (4)

szl =
ℏ
2

∑
l

ĉ†l↑ĉl↑ − ĉ†l↓ĉl↓ l j

Sz (k) ẑ

k = 0 k = ±π ẑ

其中,    ,    和   分别表示不同

的格点; 自旋结构因子   的峰值表示自旋在  

方向的变化, 在  和  分别对应于  方向

上的铁磁关联和反铁磁关联 [27−30]. 接下来我们分

别对两种不同原子失谐的情况进行分析.

3.1    蓝失谐的情况

V0

Ψ̂σ =
∑
iσ

ĉiσW (x− xi) ĉiσ i

当光场不为零时 (超辐射发生), 假定背景晶格

的强度   远大于腔场引起的拉曼项 , 哈密顿量

(1)中的费米场算符可用单带近似的瓦尼尔函数来

表示:   , 其中  为在格点  的

原子的湮灭算符, 则在单带近似和紧束缚近似下,

哈密顿量 (1)可以写为 

Ĥ= ts
∑

⟨i,j⟩,σ

ĉ†iσ ĉjσ+
∑
⟨i,j⟩

tso (i, j)
(
ĉ†i↑ĉj↓+H.c.

)
−∆câ

†â,

(5)

ts =
∫
dxW ∗ (x− xi)[

p2x
2m+

(
V0+U |α|2

)
cos2 (kRx)

]
W ∗ (x− xj) tso (i, j)

= ηA (α+ α∗)
∫
dxW ∗ (x− xi) cos (kRx)W (x− xj)

tso (i, i± 1) = ±(−1)
i
tso

ĉi↓ = (−1)
i
ĉi↓

其 中 跃 迁 系 数 表 示 为  

 和 

 .

由于我们选择的原子失谐是蓝失谐, 以及拉曼过程

产生的光子数依赖的晶格势的周期是背景晶格的

两倍, 则有   . 我们使用局域

的幺正变换  
[31], 并对场算符作傅里叶

变换, 哈密顿量 (5)在动量空间可以写成如下的

形式: 

Ĥ =
∑
k

(
φ†
k↑ φ†

k↓

)
×
(

2ts cos (kRa) −2itso sin (kRa)
2itso sin (kRa) −2ts cos (kRa)

)
×
(
φk↑
φk↓

)
−∆câ

†â, (6)

a = π/kR其中   为晶格系数. 从哈密顿量可以看出,
 

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0
108

(a) (b)

6

AR

kFR

kFR

kFR

kFR

kFR

kFR




2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0




420 3

AR

210

∆ > 0 |α| ηA V0 = 5ER

κ = 100ER ∆c = −10ER kBT = ER/200 U = 5ER ∆ < 0 |α| ηA

V0 = −5ER κ = 100ER ∆c = −100ER kBT = ER/200 U = −ER

图  2      a)蓝失谐的情况   , 光场   在不同的晶格填充下随耦合强度   的变化 . 图中其他参数的选择 :    ,

 ,   ,   和   ; (b)红失谐的情况   , 光场   在不同的晶格填充下随耦合强度  

的变化. 图中其它参数的选择:   ,   ,   ,   和   . 我们考虑的具有 80个格

点的晶格对应不同的填充, 其中 kF/ER 不同的值对应不同的填充, kF 为费米动量

|α| ∆ > 0 V0 = 5ER

κ = 100ER ∆c = −10ER kBT = ER/200 U = 5ER |α| ∆ < 0

V0 = −5ER κ = 100ER ∆c = −100ER kBT = ER/200 U = −ER

Fig. 2. (a)  The  cavity  field      for  systems  in  different  fillings  with    .  The  plotted  parameters  are  chosen  as    ,

 ,    ,    , and    . (b) the cavity field     for systems in different fillings with    .

The plotted parameters are chosen as    ,    ,    ,    , and    . We consider a

lattice of sites 80 with different fillings. 
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ts

tso Ω g

ts tso

ηA Ω g

在原子失谐为蓝失谐时可产生腔辅助的自旋轨道

耦合. 在哈密顿量中,   可以通过晶格参数来调节,

同时也依赖于光场,    可以通过   和   进行调节,

则在背景晶格参数固定的条件下,   和  都可以通

过  (  和  )来进行大范围的调节.

|α|

ηA

|α| = 0 Sz (k) k = ±π

ηA

|α| ̸= 0

Sz (k)

k = ±π k = 0

k = ±π k = 0

ηA

ηA

k = 0 k = ±π

在由平均场方法得到   的基础上, 为了描述

有效的光与原子相互作用对系统的磁性关联的影

响, 我们对系统的自旋结构因子进行分析 (图 3).

首先考虑半满填充的情况 (图 3(b)), 当   取值较

小时 (黑色实线), 对应   ,    在   处

有峰值, 此时系统只有跃迁相且处于无能隙的金属

态, 具有各向同性的反铁磁关联特性. 当  较大时,

对应  , 有效光与原子相互作用会驱动自旋发

生翻转 , 从而使得自旋不守恒 , 导致   在

 的反铁磁关联削弱 (峰值降低)和在  

处的铁磁关联逐渐增强 (红色点划线), 系统具有反

铁磁关联特性, 当超过某一临界点时 (蓝色虚线),

在   的反铁磁关联消失和在   处呈现铁

磁关联 (峰值增加)(粉色点线), 系统具有铁磁关联

的特性. 于是, 在有超辐射发生时, 通过调节  会

使系统实现从反铁磁关联到铁磁关联的跃迁. 在非

半满填充时 (图 3(a)和 3(c)), 通过调节   , 磁性

关联在   和   处与半满填充时会有相同

的磁性规律, 只是系统实现相变的临界点不同.

3.2    红失谐的情况

当光场不为零 (超辐射发生)和原子的失谐是

∆ < 0红失谐   时, 在单带近似和紧束缚近似下, 哈

密顿量 (1)可以写为 

Ĥ= ts
∑

⟨i,j⟩,σ

ĉ†iσ ĉjσ+
∑
i

tcd (i)
(
ĉ†i↑ĉi↓+ĉ

†
i↓ĉi↑

)
−∆câ

†â,

(7)

ts =
∫
dxW ∗ (x− xi)[

p2x
2m +

(
V0 + U |α|2

)
cos2 (kRx)

]
W ∗ (x− xj) tcd (i)

= ηA (α+ α∗)
∫
dxW ∗ (x− xi) cos ( kRx )W (x− xi)

tcd (i) = (−1)
i
tcd

ĉi↓ = (−1)
i
ĉi↓

其 中 跃 迁 系 数 表 示 为  

 和  

 .

由于我们选择的原子失谐是红失谐, 以及拉曼过程

产生的光子数依赖的晶格势的周期是背景晶格的

两倍, 所以有   . 同样地, 使用一个

局域的幺正变换  , 并对场算符做傅里

叶变换, 哈密顿量 (7)在动量空间可以写成如下的

形式: 

Ĥ =
∑
k

(
φ†
k↑ φ†

k↓

)
×
(

2ts cos (kRa) tcd
tcd −2ts cos (kRa)

)
×
(
φk↑
φk↓

)
−∆câ

†â. (8)

ts tcd ηA Ω g

从哈密顿量我们可以看出, 在背景晶格参数固定的

条件下,   和  依然要通过  (  和  )来进行大范

围的调节.

|α|
Sz (k)

在基于   自洽求解的前提下, 通过哈密顿量

(8), 我们得到静态的自旋结构因子  , 它可以

反映红失谐下长程相互作用对系统的磁性关联的

影响 (图 4). 我们依然首先考虑在半满填充下的情
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Sz (k) kF/ER = 3/8 kF/ER = 1/2 kF/ER = 5/8图  3    静态自旋结构因子   　 (a)    ;  (b)    ;  (c)    .  (图中对应的其它参数的选择与

图 2(a)中一致)

Sz (k) kF/ER = 3/8 kF/ER = 1/2 kF/ER = 5/8Fig. 3. The spin structure factors      for  systems in different fillings:  (a)    ;  (b)    ;  (c)   

(The plotted parameters are the same as those in Fig. 2(a)). 
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ηA |α| = 0

Sz (k) k = ±π
ηA |α| ̸= 0

Sz (k) k = 0

k = ±π

ηA Sz (k) k = ±π
k = 0

ηA

况 (图 4(b)), 当  取值较小 (黑色实线), 即 

时, 系统处于无能隙的金属态, 与在蓝失谐时相同,

 只在   处有峰值且具有反铁磁关联的

特性. 当   逐渐增大, 对应   时, 自旋翻转的

有效相互作用会使得   在   处铁磁关联逐

渐增强 (红色点划线和蓝色虚线), 而在   处

峰值依然存在, 使得系统呈现反铁磁关联的的特

性. 当  很大时,   依然在  时取峰值且

呈现反铁磁关联和在   处的铁磁关联逐渐增

强 (粉色点线), 这与蓝失谐情况完全不同. 在非半

满填充时 (图 4(a)和 4(c)), 通过调节  , 磁性关联

k = 0 k = ±π在   和   处与半满填充时会有相同的磁

性规律.

3.3    稳态相图

kF − ηA

Sz (k) k = 0 k = ±π
k = 0

基于对上述磁性关联在两种不同失谐下的分

析, 我们现在可以得到在  平面上的相图. 我

们可以通过  在  和  处的峰值来判

断不同的磁性, 通过在  处的峰值与其他处相

等时给出磁性的相边界 (图 5). 图 5(a)为蓝失谐情

况下的相图, M表示金属相, AF-SR表示的是反铁

磁关联的超辐射相, FM-SR表示的是铁磁关联的
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图 2(b)中一致)

Sz (k) kF/ER = 3/8 kF/ER = 1/2 kF/ER = 5/8Fig. 4. The spin structure factors      for  systems in different fillings:  (a)    ;  (b)    ;  (c)   

(The plotted parameters are the same as those in Fig. 2(b)). 

 

 A



R




R

2.0

1.0

0.5

1.5

0

kFR

7

6

5

(a) (b)

4

3

2
1.00.70.50.30.1

kFR

0.7 0.90.50.30.1

M

AF-SR

AF-SR

FM-SR

M

kF − ηA

kF − ηA

图 5    (a)蓝失谐时   平面上的相图 (M, AF-SR和 FM-SR分别代表金属相、反铁磁关联的超辐射相和铁磁关联的超辐射

相 , 其它参数的选择与图 2(a)相同); (b)红失谐时   平面上的相图 (AF-SR代表反铁磁关联的超辐射相 , 对应的其他参数

的选择与图 2(b)中一致)

kF − ηA

kF − ηA

Fig. 5. (a)  The phase  diagram in the     plane for  the  system with blue-detuned atomic  detuning (M, AF-SR,  and FM-SR

correspond to metallic phase, antiferromagnetic superradiant phase, and ferromagnetic superradiant phase, respectively. The plotted

parameters are the same as those in Fig. 2(a)); (b) the phase diagram in the    plane for the system with red-detuned atomic

detuning  (AF-SR  corresponds  to  the  antiferromagnetic  superradiant  phase.  The  plotted  parameters  are  the  same  as  those  in

Fig. 2(b)). 
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ηA

ηA

超辐射相, 可以看出在不同填充情况下, 调节  系

统可以实现从 M相到 AF-SR相和从 AF-SR相

到 FM-SR相的越变. 图 5(b)为红失谐情况下的相

图, 可以看出在不同填充情况下, 调节  系统可以

实现从M相到 AF-SR相的越变.

4   参数估计

|↑⟩ |↓⟩ |F = 1/2,

mF = 1/2⟩ |F = 1/2,mF = −1/2⟩ F

mF

V0 = 5ER ER ∼ 73.7

κ = g = 27.1

∆ =

κ = 100ER U = 5ER ∆c = −10ER

V0 = −5ER

κ = g = 5.4 ∆ =

κ =

100ER U = −ER U < 0

∆c − U
∑

σ=↑,↓

∫
dx
⟨
Ψ̂†
σ (x) Ψ̂σ (x)

⟩
cos2 (kRx) < 0

∆c = −100ER

本节估算所需参数并且表明我们得到的相在

实验参数下可以观测. 具体地, 以 6Li原子为例, 对

应的超精细态   和   分别对应于态  

 和  , 其中  为总角

动量,   为磁量子数. 对于蓝失谐的情况, 我们固

定   , 其中反冲能量选择    kHz,

对应的其他参数的选择为    7.4 kHz,   

MHz和   2 GHz, 对应到我们文中参数的设定

分别为   ,    和   . 对于

红失谐的情况, 我们固定  , 对应的其他

参数的选择为    7.4 kHz,     MHz和  

–2 GHz, 对应到我们文中参数的设定分别为  

 和  . 由于在红失谐, 即  时, 光

场的有效失谐满足   

 , 系统才会有超辐射发生 [32], 所以我

们选择  .

接下来我们简单讨论一下关于得到的不同的

磁性关联相在实验上的探测. 首先, 超辐射反映在

光子数的集体激发上. 光子数实验可以使用校准的

单光子计数模块对腔内光强进行实时监测 [3]. 另外,

关于磁性相变由自旋动力学结构因子体现, 实验上

可以通过探测透射光子来探测 [33]. 因此, 我们期望

所预估的相图在实验中是可探测的.

5   总　结

ẑ

在本文中, 我们提出了一个实验上可行的方案

并研究了由超辐射引起的准一维两组分费米气的

磁性相变与原子的失谐以及费米子的填充数的关

系. 在不考虑原子间的相互作用时, 我们利用平均

场近似的方法得到了体系的超辐射相变, 在此基础

上, 通过定性分析  方向的自旋结构因子来研究系

统的磁性转变. 结果表明, 有效的光与原子相互作

用导致的自旋不守恒过程会使得系统发生磁性相

变, 且在蓝失谐时, 通过调节腔参数, 系统会实现

由反铁磁关联的超辐射相到磁性关联超辐射的转

变; 相反地, 在红失谐时, 系统会得到反铁磁关联

的超辐射相. 在非半满填充的时候系统也具有类似

的结果.
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Abstract

In  this  work  we  show  that  the  superradiance  of  the  cavity  photons  can  give  rise  to  a  magnetic

transformation  for  the  atomic  system  when  the  quasi  one-dimensional  Fermi  gases  are  coupled  to  an  optical

cavity. This magnetic transformation has a close relationship with the atomic detuning and the filling number.

When  the  interaction  between  the  atoms  is  neglected,  the  mean-field  approximation  may  be  used  in  the

superradiant  phase.  In  this  approximation,  we  analyze  the  static  spin  structure  factors  of  the  system  with

different  filling  numbers  and  atomic  detuning.  Then  we  characterize  the  cavity  photons-assisted  magnetic

transformation  and  obtain  the  phase  diagrams  which  are  dependent  on  the  cavity  parameters.  Finally,  the

feasible experimental parameters of our results are also discussed.

Keywords: effective optical lattice, superradiance, spin structure factor, magnetic correlation
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专题：冷原子-分子物理

光晶格中超冷原子系统的磁激发*

赵兴东 1)　张莹莹 1)　刘伍明 2)†

1) (河南师范大学物理与材料科学学院, 新乡　453007)

2) (中国科学院物理研究所, 北京凝聚态物理国家研究中心, 北京　100190)

(2019 年 1 月 27日收到; 2019 年 2 月 11日收到修改稿)

囚禁在光学晶格中的旋量凝聚体由于其长的相干性和可调控性, 使其成为时下热点的多比特量子计算

的潜在候选载体, 清楚地了解该体系的自旋和磁性的产生和调控就显得尤为重要. 本文主要从理论上回顾了

光晶格原子自旋链的磁性的由来和操控手段. 从激光冷却原子出发, 制备旋量玻色-爱因斯坦凝聚体, 并装载

进光晶格, 最后实现原子自旋链, 对整个过程的理论研究进行了综述; 就如何产生和操控自旋激发进行了详

细探讨, 其中包括磁孤子的制备; 讨论了如何将原子自旋链应用于量子模拟. 对光学晶格中的磁激发研究将

会对其在冷原子物理、凝聚态物理、量子信息等各方向的应用起指导性作用.

关键词：旋量玻色-爱因斯坦凝聚体, 光晶格, 磁孤子, 量子模拟

PACS：37.10.Jk, 42.50.Ct, 73.50.Ds, 81.16.Ta 　DOI: 10.7498/aps.68.20190153

1   引　言

近年来, 在光晶格系统中观测到了很多有趣的

物 理 学 现 象 , 比 如 超 流 -绝 缘 相 变 、 Landau-

zener隧穿、布洛赫振荡、孤子等 [1−5], 囚禁在光学

晶格中的玻色-爱因斯坦凝聚体 (BEC)很快成为

了冷原子物理和多体物理的研究热点之一. 其主要

原因有二: 第一, 光学晶格不存在任何杂质和缺陷,

这个优点是很多固体系统无法企及的, 它为我们搞

清楚诸如量子微粒 (如冷原子等)在势阱之间如何

进行量子隧穿, 噪声和耗散是如何影响原子在势阱

之间的量子运输以及量子和经典场是如何关联等

问题提供了理想而又丰富的环境, 同时光晶格中的

超冷原子系综为模拟传统凝聚体物理和固体物理

中的复杂物理问题提供了一个理想模型; 第二, 光

学晶格中的超冷原子系综极易被操控, 目前为止已

经有大量的实验和理论工作对如何操控光晶格中

超冷原子系综的动力学性质进行了研究, 相对于难

以调控的固体材料中的交换相互作用, 利用原子与

磁或光的相互作用可以更方便地实现对晶格中原

子相互作用和晶格间的交互作用的调节.

伴随着实验技术的发展, 自旋畴和其中的量子

隧穿以及自旋交换动力学相继在光晶格系统中被

观测到 [6,7], 这引发了人们对囚禁在光阱中的带有

自旋自由度的 BEC产生了极大的兴趣 [8−14]. 在晶

格势阱很深的条件下, 光晶格中的旋量 BEC 通过

量子相变而处于莫特绝缘态, 此时整个体系可以看

成是一个相干的原子自旋链. 此时, 各个晶格格点

上的旋量 BEC 就像一个自旋磁子. 这些自旋磁子

能够通过光诱导的和静磁的偶极-偶极相互作用进

行耦合. 从这个意义上来说, 这样的旋量 BEC的

原子自旋链和固体物理磁性系统中的自旋链有着

一定的相似性. 当然, 它们也有着明显的差别. 在
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固体自旋链中, 由于格点间自旋耦合是短程海森伯

交换相互作用所导致, 理论模型和处理方法都采用

近邻相互作用近似, 长程相互作用通常被忽略. 在

光晶格旋量 BEC 的原子自旋链里, 长程相互作用

是非常重要的, 而且自旋耦合的强弱可以通过外部

光场来控制. 近年来, 一些与自旋相关的现象如自

旋混合、自旋结构的形成、自发磁化的产生、自旋

波的激发、磁孤子、宏观自旋隧穿等的物理机理得

到了详细研究 [1,6,8]. 由于晶格中原子之间长程偶极

相互作用的存在, 光晶格超冷原子系综为研究格点

系统中更为丰富的自旋耦合动力学特性提供了一

个理想的工具, 也为超冷原子向量子信息科学与凝

聚态物理交叉领域的发展开辟了广阔的前景.

2   激光冷却与玻色-爱因斯坦凝聚

当激光的频率与原子的固有频率相同时, 激光

射向运动着的原子, 原子就会共振吸收迎面射来的

光子从低能级跃迁到高能级 (图 1(a)), 由于整个过

程动量守恒, 原子在得到光子以后的动量等于原子

的初始动量和光子动量的矢量和, 由于二者反号,

被激发的原子的动量就会变小 (图 1(b)). 同时处

于激发态的原子会自发辐射出光子而回到低能级

的初态并获得反冲动量, 因为自发辐射出的光子的

方向是随机的, 所以多次自发辐射的平均结果并不

会增加原子的动量 (图 1(c)). 所谓激光冷却, 实际

上就是通过激光与原子的作用下使原子减速, 温度

是物体分子热运动的平均动能的标志, 从微观角度

看, 原子减速了, 温度也就降低了.

μK

激光冷却原子技术可以分为: 多普勒冷却、偏

振梯度冷却、亚反冲冷却等. 激光冷却技术可以将

原子冷却到几十  的量级, 如果要得到更低的温

0.1 μK

Vext N

度以实现 BEC, 还需要其他的冷却技术, 如射频蒸

发冷却等. 射频蒸发冷却技术可以将原子冷却到

 的量级, 此时 BEC就可以形成. 当温度低于

一个临界温度时, 理想玻色气体会在最低的能态上

突然凝聚, 这一物理现象现在被称为 BEC, 这个现

象可以在粒子间没有相互作用时发生, 它是全同玻

色子体系波函数对称性的结果. 对于 BEC而言,

具有实际意义的情况是原子被外势场束缚且原子

间存在相互作用的情况, 这也是我们着重讨论的内

容. 束缚在外势阱  中的  个相互作用的玻色子

的多体哈密顿量的二次量子化形式为: 

Ĥ =

∫
drΨ̂†(r)

[
− ℏ2

2m
∇2 + Vext

]
Ψ̂(r)

+
1

2

∫
drdr′Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)V (r − r′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r),

(1)

Ψ̂(r) Ψ̂+(r)

r V (r − r′)

Vext(r)

Ψ̂(r, t) = Φ(r, t) + Ψ̃(r, t),

Φ(r, t) =
⟨
Ψ̂(r, t)

⟩

其中  和  玻色场湮灭和产生算符, 分别表

示在坐标  处湮灭或产生一个粒子;   表示

两体相互作用势;   表示捕获玻色原子的外势

阱. 在考虑极低温的情况时, 当原子德布罗意波长

远大于原子间相互作用力程时, 两体碰撞模型可以

精确地描述当前的 BEC实验. 平均场理论的思想

是将场算符分解为   其中

 称为凝聚体波函数, 由 (1)式简

单推导可得到波函数服从的方程: 

iℏ
∂

∂t
Φ(r, t) =

(
− ℏ2

2m
∇2 + Vext + g|Φ(r, t)|2

)
Φ(r, t),

(2)

g =
4πℏ2a
m

a s−这里   , m 是原子质量,    代表   波散射

长度. 方程 (2)就是著名的 Gross-Pitaevskii方程.

这个方程在一定程度上有效地预言了临界温度以

下的凝聚体的大部分特征. 方程中描述的两体碰撞

使物质波和传统光学的非线性介质变得极其类似,

很多光学现象也能在这个系统观察到, 比如: 物质

波混频、物质波孤子、自聚焦、散焦等.

3   光晶格技术

简言之, 相对传输的几对激光束的干涉能在空

间形成明暗相间的周期分布, 这种周期性场强分布

通过与中性原子的偶极相互作用, 形成一种控制质

心运动的周期性网状势场, 这种由激光束干涉而形

 

k

k

k0

k-Dk

(a)

(b)

(c)

图 1    (a)运动的原子和反向传输的激光; (b)吸收光子动

量减少的原子; (c)原子随机辐射光子

Fig. 1. (a)  Moving  atoms  and  counter  propagating  laser;

(b)  atoms  with  reduced  momentum  after  absorbing

photons; (c) atoms radiate photons in random directions. 
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成的原子偶极势网就是光晶格. 激光束中的原子受

到的两种力: 偶极力和散射力. 偶极力使原子陷在

晶格中, 而散射力则帮助原子冷却, 第 2节我们已

经解释了散射力的原理.

k

k′

Fdip = −ℏγ
∇I
I

δ

Γ
, Γ

γ I δ = ω − ω0

ω < ω0

∇I
(ω > ω0)

偶极力可以理解为: 将非平面波看成是不同模

的光波的叠加, 原子在这种光场中同时与许多模的

光子发生相互作用, 它可以从某一模式  吸收光子,

而在受激发射时发出另一模式  的光子. 由于不同

模式的光子动量不同, 在这一过程中虽然吸收和发

射光子的能量相同, 但动量却有变化. 这一动量转

移靠原子动量变化来补偿, 从而使原子受力. 这一

过程与相干的受激跃迁有关, 其结果是光子在不同

模间转移, 所以此力也称为感应力. 根据半经典理

论可得偶极力的表达式为   其中 

是自发辐射率 (上能级宽度), 即单位时间内原子的

吸收率,   是跃迁机率,   为光强,    为激

光的失谐. 很明显, 此力与光强梯度成正比, 所以

又称为梯度力. 当失谐为红失谐时 (  ), 力指

向   方向, 即光强最强处; 而当失谐为蓝失谐时

 , 力的方向指向光强最弱处. 也就是说, 当

激光频率调谐到低于原子共振频率时, 该力就把原

子拉向电场最强的地方, 如图 2(a); 而当激光调谐

到高于共振频率时, 该力又把原子推向电场最弱的

的区域, 如图 2(b). 总之, 偶极力可以把原子囚禁

在光晶格中.

通过改变激光束的偏振和它们的传播方向可

以产生一维、二维和三维的光晶格. 如图 3所示,

一维晶格简单的由一对正交的偏振行波组成, 对于

二维和三维的光晶格, 已经发展了很多种不同的激

光束配置.

4   光晶格中的旋量凝聚体

4.1    势阱中的旋量凝聚体

F

这里仍然选择光势阱. 和磁阱只能通过弱场搜

寻囚禁单个超精细子能级的原子不同, 光囚禁可以

捕获所有磁子能级的原子. 光势阱中自旋为  旋量

玻色-爱因斯坦凝聚体的哈密顿量的二次量子化形

式为
 

Ĥ =

∫
drΨ̂†(r)

[
− ℏ2

2m
∇2 + Vext

]
Ψ̂(r)

+ Ωα,β,µ,ν

∫
drdr′Ψ̂†

α(r)Ψ̂
†
β(r

′)

× V (r − r′)Ψ̂µ(r′)Ψ̂ν(r), (3)

Ψ̂k(r)(k = α, β, µ, ν) α,

β, µ, ν

Vext

2F + 1

Ωα,β,µ,ν

其中   是场湮灭算符 , 指标  

 对应着凝聚体的各个组分, 且重复指标表示

求和;   是外束缚势的一般形式, 是标量场, 对每

个自旋组分有相同的形式. 哈密顿量 (3)的最后一

项描述的是  个组分的旋量玻色-爱因斯坦凝

聚体原子的短程相互作用, 原子间的相互作用由系

数  表征, 当系统在自旋空间满足旋转对称

 

(a)

(b)


x

光
强
分
布

图 2    偶极力捕获原子示意图 (a)红失谐; (b)蓝失谐

Fig. 2. Atoms are trapped by dipole force: (a) Red-detuning

case;(b) blue-detuning case. 

 

Laser1 Laser2
1D

optical

lattice

x

y
z

x

yz

(a)

(b)

(c)

图 3    一维、二维和三维光晶格的产生以及原子在晶格中

分布的示意图　(a)一维光晶格 ; (b)二维光晶格 ; (c)三维

光晶格 [15,16]

Fig. 3. Optical  lattice  with  different  dimension  and

corresponding atomic distributions: (a) One-dimension case;

(b) two-dimension case; (c) three-dimension case. 
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V̂ (r1 − r2) = δ(r1 − r2)
2F∑
f=0

gf P̂f

gf =
4πℏ2af
m

af f

P̂f f

F f = 0, 2, · · ·,

2F F = 1

性时, 相互作用的形式可大大简化. 原子相互作用

的一般形式为  , 这

里    , m 是原子质量,    代表总自旋  

轨道的 s-波散射长度;    是总自旋   的投影算符.

若玻色子自旋为  , 对称性要求总自旋 

 . 描述自旋   的弱相互作用的玻色-爱因斯

坦凝聚体的哈密顿量为
 

Ĥ =
∑
α

∫
drΨ̂†

α(r)

[
− ℏ2

2m
∇2 + Vext

]
Ψ̂α(r)

+
c0
2

∑
α,β

∫
drΨ̂†

α(r)Ψ̂
†
β(r)Ψ̂β(r)Ψ̂α(r)

+
c2
2

∑
α,β,α′,β′

∫
drΨ̂†

α(r)Ψ̂
†
β(r)

× Fαα′Fββ′Ψ̂β′(r)Ψ̂α′(r), (4)

Ψ̂α(r) |F = 1,mF = α⟩

(α, β, α′, β′ = −1, 0, 1)

[Fa, Fb] = iεabcFc(a, b, c⇒ x, y, z)

c0 = 4πℏ2(2a2+

a0)/3m c2 = 4πℏ2(a2 − a0)/3m a0 a2

f = 0

f = 2 23Na a2 > a0

c2 > 0 87Rb

a2 < a0 c2 < 0

其中  是处于超精细自旋态  的

原子的场湮灭算符, 指标   代

表三个自旋组分. 跃迁矩阵满足角动量算符对易关

系  . 原子的两体碰

撞相互作用特征分别由两个参数  

 及  确定, 这里  与 

分别对应于两个原子碰撞后总角动量   与

 通道的散射长度 . 对   , 有   , 则

 , 原子间是反铁磁相互作用; 而对  , 情况

正好相反, 有   , 则   , 原子间是铁磁相

互作用. 在平均场近似下, 系统的基态特征可以通

过最小化能量泛函:
 

E =

∫
d3r

ℏ2

2m

{[
∇
√
n
]2

+ [∇ζ(r)]2n
}

−
∫

d3r
{
[µ− U(r)]n− n2

2

[
c0 + c2⟨F ⟩2

]}
(5)

ϕα(r) = ⟨ψα(r)⟩ =
√
n(r)

ζα(r) n(r) ζα(r)

µ

n2c2
2

⟨F ⟩2

F = 1

得到 . 这里我们用到了  

 ,    是局域原子密度,    是归一化的自

旋分量,   是化学势. 波函数的基态结构可通过最

小化自旋相关的相互作用能   来决定 .

Ketterle等 [7] 研究并观测了  旋量凝聚体的自

旋畴, 可以通过最小化自旋依赖的能量:
 

Ks = c⟨F ⟩2 − p ⟨Fz⟩+ q
⟨
Fz

2
⟩

(6)

p q c = c2n/2得到, 这里  和  表征塞曼能级差,   . 结果

如图 4所示, 可以看出, 自旋依赖的碰撞相互作用

对畴的形成起着非常重要的作用.

F = 14.2      的玻色-哈伯德模型

Ψ̂α(r) =
∑
β

âαβw(r − rβ) w(r − rβ)

β âαβ β α

|c0| ≫ |c2|

F = 1

光晶格的光势阱列阵为我们研究多体相互作

用提供了一个非常可靠的环境, 将旋量凝聚体装载

到光晶格中, 在最低能带的瓦涅尔基中展开玻色场

算符  , 其中  是第

 个格点的瓦涅尔函数,    表示第   个格点上   -

自旋组分的玻色湮灭算符. 值得注意的是, 自旋对

称相互作用远远大于自旋非对称相互作用, 即只有

当   时, 不同自旋组分的原子才可以用同

样的空间波函数描述. 如果只考虑最近邻格点间的

相互作用, 哈密顿量 (4)可以约化得到自旋  

的玻色-哈伯德模型 [17]:
 

 

(b)    

 p

q

p/ q

(c)  c < 

 p

q

p/ q



q



c

 p



p/ +  

p/ +   

(a) c > 





 





 




 
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

 


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
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
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

 




 

F = 1 mf = ±1图 4      旋量凝聚体的自旋畴示意图. 图 (b)中,   时凝聚原子会分成三个畴而且有明显的边界, 相互作用会诱导畴

边界交叠如图 (a)和图 (c)所示, 在图 (c)中自旋畴已经没有了明显边界 [7]

F = 1

mf = ±1

Fig. 4. Spin-domain diagrams for condensates with    . The cloud is separated into three domains with distinct boundaries in

(b), components    are miscible as shown in (a), all three components are generally miscible in (c).
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Ĥ =− J
∑
i,j

∑
α

â+αiâ
+
αj +

∑
i

∑
α

εiâ
+
αiâ

+
αi

+
U0

2

∑
i

∑
α,β

â+αiâ
+
βiâβiâαi

+
U2

2

∑
i

∑
α,β,α′,β′

â+αiâ
+
βiFαα′Fββ′ âβ′iâα′i, (7)

J =
∫
d3rw∗(r − ri)

(−ℏ2∇2/2m+ VLat(r))w(r − rj)

i

εi =
∫
d3rVTra(r)|w(r − ri)|2 ≈ VTra(ri)

U0(2) = c0(2)
∫
d3r

|w(r − ri)|4

U0 U2

模 型 中 的 第 一 项 是 自 旋 对 称 隧 穿 项 , 隧 穿

耦合的强弱由隧穿矩阵元  

 表征; 第二项给出

了由外加缓变势引起的第   个格点的能量偏移

 , 这里可以

看作不依赖格点的一个常量; 第三项和第四项则分

别表示同一格点上原子间的两种碰撞相互作用, 即

自旋对称碰撞与自旋非对称 (交换)碰撞, 它们的

强弱分别由相互作用矩阵元  

 表征, 这是两种短程相互作用, 分别由

单参数  和  来唯一地决定, 并且随着光晶格势

阱深度的调节可以在很大的范围内连续地改变.

5   光晶格中的自旋激发和磁孤子

5.1    光晶格中的自旋激发

光晶格中的旋量凝聚体的动力学行为主要是

受到三种两体相互作用的影响: 自旋交换碰撞相互

作用、磁偶极-偶极相互作用、光诱导的偶极-偶极

相互作用. 对于蓝失谐的光晶格, 原子被捕获的位

置是波节处, 这时光诱导的偶极-偶极相互作用可

以忽略, 很多工作都这样处理.

N

当势阱足够深的时候, 体系会相变到莫特绝缘

态. 在没有外磁场作用的情况下, 每个晶格中的凝

聚原子可以看成是一个个独立的小磁子, 并且它们

的自旋指向是任意的, 并没有格点间的自旋关联.

此时, 光晶格系统非常类似于磁学中的自旋格子系

统, 但是它们存在明显的差别. 首先磁学中的交换

相互作用在这里几乎可以忽略, 毕竟小磁子之间约

有半个波长的距离, 莫特绝缘态的格子系统中格点

间粒子交换也几乎是零. 另外, 由于玻色增强效应,

在固体系统中经常被忽略的磁偶极-偶极相互作用

这时开始发挥重要作用, 如果格子中的平均粒子 

数, 磁偶极相互作用可以获得平方量级的增强.

常用的磁偶极-偶极相互作用的形式为
 

V ijdd =
µ0

4π

∫
dr
∫

dr′|ϕ (r − ri)|2|ϕ (r′ − rj)|
2

×

[
µi · µj
|r − r′|3

− 3 [µi(r − r′) · µj(r − r′)]
|r − r′|5

]
,

(8)

µ0 µi i这里  是真空磁导率,   是第  个格子的偶极

矩. 考虑磁偶极-偶极相互作用以后, 系统的哈密顿

量变成 

H =
∑
i

λ′aŜ2
i − γB

∑
j ̸=i

λijŜi · Ŝj

−3γB
∑
j ̸=i

Ŝi · Λij · Ŝj − γBŜi ·B

 (9)

Ŝi i

Ŝ
{±, z}
i

λ′a = (1/2)λa
∫
d3r|ϕi(r)|4

λij Λij

B

式中   是第   个自旋的总自旋算符, 其各分量是

 . 上式第一项是格点内的自旋交换相互作用

项  . 第二、三项是格点间

的长程相互作用项,   和  分别描述格点间磁和

光诱导的偶极-偶极相互作用, 最后一项是外部极

化磁场  . 在一维和二维光晶格中, 上式的形式可

继续简化为: 

H1d =λ
′
aŜ

2 − γBŜ ·

Bz + 2
∑
j ̸=i

λijS
z
j

 ẑ
+

Bx − 2
∑
j ̸=i

λijS
x
j

 x̂ −
∑
j ̸=i

λijS
y
j ŷ

 ,
(10)

 

H2d =
∑
ij

λa
2
Ŝ2
ij +

γBµ0

4π
∑
kl ̸=ij

ŜT
ijΛij,klŜkl

. (11)
由上两式可以看出, 光晶格中旋量原子的哈密

顿量和固体物理里的海森伯自旋链的哈密顿量形

式非常相似, 所以我们也称这个系统为光晶格中的

原子自旋链模型. 和海森伯自旋链相比, 原子自旋

链有两个独有的优点: 其一是格点之间的耦合是长

程耦合, 充分考虑了非近邻格点间的相互作用; 其

二是耦合距离和强度可以调节, 通过调节外场参

数, 可以增加或者减弱长程特性, 特别地, 适当调

节参数可以实现近邻和次近邻的有效近似. 由于磁

偶极相互作用的存在, 张卫平、蒲晗等 [11] 研究发现

铁磁相变和自发磁化可以在一维自旋链中发生, 如

图 5所示.

以上考虑都是没有光诱导的偶极-偶极相互作

用的情况. 在红失谐光晶格中, 凝聚体被囚禁在驻
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波波腹, 即光强最强处. 这时需要考虑光诱导的偶

极-偶极相互作用, 其形式为 [10]
 

Qmm′n′n = 3
γ

∆
U0 exp

(
−r

2
⊥ + r

′2
⊥

W 2
L

)
cos(kLy)

× cos(kLy′)×
[
4

9
δm′n′δmne0

×W (r − r′) · e0 − dm′n′

×W (r − r′) · dmn] , (12)

W (r)

W (r) =
3

4
[(11−

3r̂r̂)(sin(ξ)/ξ2 + cos(ξ)/ξ3)− (11− r̂r̂) cos(ξ)/ξ],

11

张量函数   是用来描述光诱导的偶极-偶

极相互作用的空间分布, 其表达式为 

 其

中   是单位张量. 在这种情况下, 光诱导的偶极-

偶极相互作用相比于磁诱导的偶极-偶极相互作用

要强得多. 与蓝失谐光晶格的情况相比, 这里光诱

导的偶极-偶极相互作用将增强格点间自旋的横向

耦合. 换句话说, 红失谐光晶格中的原子自旋链呈

现较强的自旋各向异性特征. 考虑光诱导的偶极-

偶极相互作用后系统的完整哈密顿量为 [10] :
 

H =
∑
i

λ′aŜ2
i − γBŜi ·B −

∑
j ̸=i

JzijŜ
z
i Ŝ

z
j

−
∑
j ̸=i

Jij(Ŝ
−
i Ŝ

+
i + Ŝ+

i Ŝ
−
j )

 , (13)

 

Jzij =
µ0γ

2
B

16πℏ2

∫
dr
∫

dr′
|r′|2 − 3y′

2

|r′|5
|ϕi (r)|2

× |ϕj (r − r′)|
2
, (14)

 

Jij =
U

144ℏ2k3L

∫
dr
∫

dr′fc (r′)

× exp

(
r2⊥ + |r⊥ − r′⊥|2

W 2
L

)
cos(kLy)

× cos[kL(y − y′)]× e+1 ·W (r′) · e−1

× |ϕi (r)|2|ϕj (r − r′)|
2
+

1

2
Jzij . (15)

x− y

U kL WL

从方程 (13)中可以看出, 光诱导的偶极-偶极

相互作用只是在  平面起作用, 而磁偶极-偶极

相互作用在不同方向上都有贡献. 方程 (15)给出

了光诱导的偶极-偶极相互作用在格点间耦合的分

布, 很明显的是这个耦合强度几乎完全依赖于外场

的参数包括强度   、频率   和囚禁宽度   . 适当

调节外场可以极大地增加格点之间的耦合强度, 只

要格点之间的耦合足够强, 横向的自旋激发就会在

格点上传播, 这就导致晶格中原子的自旋扭曲在自

旋链上传播. 从哈密顿量 (13)可以导出自旋激发

的海森伯运动方程: 

i
∂

∂t
Ŝ(−)
q = (ω0 +∆ωq)Ŝ

(−)
q −

∑
j ̸=n

χqjŜ
(−)
q , (16)

ω0 = −γBB ∆ωq = 2
∑
j ̸=q

JzqjNjℏ

χqj = 2JqjNqℏ

Ŝzi ≈
⟨
Ŝzi

⟩
Ŝ
(−)
q →

S(y, t), χqj → χ(y − y′), ω0 +∆ωq → ω(y)

这里   ,    , 新的

自旋耦合系数  . 值得注意的是, 这里

使用了   , 即基态的平均值. 为了深入了

解方程 (16)中自旋波的传播, 我们考虑无限长晶

格中的长波激发, 这样可以采用连续近似:  

 , 可以得

到连续近似下自旋的运动方程: 

i
∂S(y, t)

∂t
=

[
−β1

2

∂2

∂y2
− β0 + ω(y)

]
S(y, t). (17)

m∗ = ℏ/β1

这个方程描述了自旋激发沿坐标轴方向的传

输, 非常类似于量子力学中有效质量为 

的粒子的质心运动方程. 和声子定义类似, 这就是

光晶格原子自旋链系统中产生的磁振子. 图 6给出

了原子自旋链中的自旋波产生和传播的示意图.

5.2    光晶格中的磁孤子

凝聚态物理发展过程中, 孤子作为基态元激发

的引入对处理非线性问题是巨大的推动, 孤子激发

在海森伯自旋链中已经被广泛研究过. 在低温条件
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图 5    原子自旋链中磁偶极-偶极相互作用诱导的自发磁化 [11]

这里纵轴   代表   方向的自发磁化强度, 横轴   是  

平面上的外磁场强度 , 虚线是平均场近似的结果 , 数值模

拟所得实线对应的是不同的格点填充数  

mz

z Bρ

N = 10, 15 and 20

Fig. 5. Spontaneous  magnetization  of  atomic  spin  chain

dominated by magnetic dipole-dipole interaction.    is the

magnetization  components  in  the    -axis  direction,      is

intensity  of  the  external  magnetic  field.  The  dashed  line

represents the mean-field result and the solid lines, from left

to  right,  correspond  to  the  exact  numerical  results  for  a

two-site lattice with    atoms. 
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下, 这些元激发实际就是我们上面提到的自旋波,

自旋波孤子也是大家比较感兴趣的课题. 只是在固

体系统中, 掺杂和缺陷一直存在, 温度的影响也很

大, 增加了研究和观测的难度. 这方面, 光晶格系

统的优越性很明显: 一方面这里的原子自旋链系统

是一个非常纯净的系统, 没有任何杂质; 另一方面,

系统具有很高的可控性, 而且温度的影响变得微乎

其微. 在这个意义上, 光晶格可以作为一个非常理

想的工具用来模拟固体物理中的许多动力学特征.

基于偶极-偶极的可调性, 原子自旋链中的磁

孤子激发被大量地研究. 但是, 针对如何在原子自

旋链中实现可观测的孤子的研究很有限. 由于连续

近似下自旋波的传播服从方程 (17), 通过研究孤子

存在的条件, 我们建议通过调节横向场来实现磁孤

子的观测. 图 7中给出了如何通过控制外部光场的

强度和囚禁宽度来实现磁孤子激发.

6   光晶格中的磁激发应用于量子模拟

6.1    磁振子压缩态

近年来, 随着精密测量的发展, 压缩态无论从

理论上还是实验上都得到极大的关注. 在凝聚态物

理中, 有研究表明通过调节固体材料的参数可以实

现磁振子的压缩态, 这个方法实验上有很大的难

度. 如第 1节所述, 光晶格中的超冷原子系综由于

其得天独厚的性质, 为模拟传统凝聚体物理和固体

物理中的复杂物理问题提供了一个理想环境.

s±n = (sxn ± isyn) /S, sxn = szn/S

Ŝ+
i =

√
2Sφ̂iâi, Ŝ

z
i = S − n̂i

为了研究自旋偏差, 自旋分量需要重新定义

 .  使 用 Holstein-

Primakoff变换:   , 傅里

âk = 1/
√
M
∑
i

exp(ik ·Ri)âi Ri i叶变换  ,   是第  个自

旋的坐标. 这样哈密顿量 (13)可以变为
 

H =
∑
k

ωkâ
†
kâk +

∑
k,k′,q

Vk,k′,qâ
†
k−qâ

†
k′+qâk′ âk. (18)

k

对角化哈密顿量 (18), 可以得到该系统中波矢

为  的磁振子的激发数:
 

 

图 6    原子自旋链中自旋波的激发. 图的上部分是原子自

旋链的铁磁基态示意图, 下部分是偶极-偶极相互作用下自

旋进动在晶格方向的传播 [18]

Fig. 6. Spin  waves  are  excited  in  atomic  spin  chain  in

optical lattice. Top: ferromagnetic ground-state structure of

the  spinor  BEC  atomic  spin  chain.  Bottom:  spin  in  each

lattice  site  processes  in  spin  space  and  spin  waves  can  be

excited. 
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图 7    通过控制外场实现磁孤子的产生 (a)红失谐光晶格

中控制驱动光场和束缚场产生磁孤子,   是驱动光场的强

度,   是晶格的横向囚禁宽度, 空白的区域对应有磁孤子

产生 , 反之 , 暗的区域不能激发磁孤子 ; (b)蓝失谐光晶格

中调节束缚场来产生磁孤子 , 蓝线、绿线和红线分别代表

考虑近邻、次近邻和长程的结果,   代表有磁孤子

激发 [19]

Q

W

f(W ) > 0

Fig. 7. Magnetic soliton are excited by tuning external field:

(a)  Magnetic  soliton  are  produced  by  tuning  driving  light

field  and  trapping  potential  in  red-detuning  case,  the

vertical  axis      stands  for  the  intensity  of  the  modulated

laser,  and  thehorizontal  axis      represents  the  transverse

width  of  the  condensate,  the  blank  region  corresponds  to

the existence of solitons; (b) magnetic soliton are produced

by  tuning  trapping  potential  in  blue-detuning  case,  the

three  lines  correspond  to  the  nearest-neighbor  approxi-

mation  (blue),  the  next-nearest-neighbor  approximation

(green),and  the  continuum  limit  approximation  (red),

respectively,  magnetic  solitons  occur  in  the  region

 .
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Nk(t) = sinh2(γk) + sinh2(λk) + 2sinh2(γk)sinh2(λk)

− 1

2
sinh(2γk) sinh(2λk) |sin(wkt)| .

(19)

γk

λk

上式第一项   只依赖于磁偶极-偶极相互作

用, 第二项  只依赖于光诱导的偶极-偶极相互作

用, 最后两项是两种偶极相互作用诱导的相干激发

项. 在固体材料中, 产生压缩态的机制主要是靠不

同能量的磁振子间的相互作用, 和反铁磁链相比,

在铁磁链中实现尤其困难. 在原子自旋链系统中,

两种偶极相互作用机制产生的磁振子可以实现完

美的干涉.

如图 8给出了不同参数下磁振子的压缩特性.

值得强调的是, 这里磁振子的压缩态可以通过调节

外部光场来实现, 这种方式对系统的固有属性改变

很小, 在以往的系统中是很难实现的.

6.2    有限温度的动力学卡西米尔效应

对动力学卡西米尔效应这一有趣的物理学现

象的实验观测也是近年来科学家们比较感兴趣的

课题, 很多设想的实验在实践过程中难度颇高. 直

到 2011年, 人们才在超导量子干涉设备中观测到

比较完整的动力学卡西米尔效应 [20]. 与此同时, 实

验过程中环境温度几乎是很难忽略的因素, 这时有

很多物理学家才开始研究有限温度的卡西米尔效

应 [21,22], 这个方向的研究几乎都是理论层面的, 所

以急需找一个方便操控的系统实现实验观测.

⟨
Ê(0)

⟩
=
⟨
Ĥ(0)

⟩
= 0

电磁场中描述的动力学卡西米尔效应的物理

解释是: 假设腔镜系统的初态是真空态, 也就是电

场和磁场的期望值为:    . 然

后系统随时间演化且服从方程: 

∂

∂t
ε(r, t)Ê(r, t) = ∇× Ĥ(r, t),

∂

∂t
Ĥ(r, t) = −∇× ε(r, t)Ê(r, t). (20)⟨

Ê(t)
⟩
≡
⟨
Ĥ(t)

⟩
≡ 0根据方程 (20), 有   . 但

是电磁场的起伏会被放大, 同时产生声子. 使用一

个外磁场来驱动囚禁在谐振子势阱中的旋量玻色-

爱因斯坦凝聚体, Saito等 [24] 最先实现了对动力学

卡西米尔效应的模拟, 结果如图 9所示:

光晶格自旋链系统中, 磁偶极-偶极相互作用

和光诱导的偶极-偶极相互作用能诱导不同的自旋

激发, 这和理论上研究有限温度的动力学卡西米尔

效应的光学共振腔系统非常相似. 相对弱的磁偶

极-偶极相互作用诱导的激发可以作为有限温度激

发源, 在外部光场的驱动下, 我们发现磁振子激发

会产生指数形式的增长, 如图 10所示.

7   结　论

我们对光晶格原子自旋链的磁性的由来、操控

和应用做了简要的理论回顾 . 光晶格中旋量

BEC原子自旋链模型和固体物理中的自旋链模型

 

0 2 4 6 8 10

0

0.5

-0.5

1.0

1.5

2.0

1

F
k



w = 1.5λL,

1.98λL, 3.0λL Fk < 0

图  8    通过调节束缚场实现磁振子压缩态  实红线、绿虚

线 和 黑 实 线 分 别 对 应 于 横 向 囚 禁 宽 度 为  

 的情况,   代表产生了压缩 [19]

w = 1.5λL 1.98λL
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Fig. 8. Spin  waves  are  excited  in  atomic  spin  chain  in

optical lattice. We choose three transverse trapping widths

of  the  condensate:      (solid  red  line),   

(dashed  blue  line),  and      (dotted  black  line),

respectively,  the  magnon  squeezing  states  occur  when

 . 
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Fig. 9. Time  evolution  of  the  average  squared  transverse

magnetization      (red  curve)  and  longitudinal

magnetization      (blue curve),  the exponential  growth of

  is shown in subgraph. 
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有一定的相似性, 同时差别也很显著. 首先系统组

成的元素不再是电子而是电中性的玻色原子, 其基

本相互作用不再是短程的交换相互作用, 而是长程

的偶极-偶极相互作用, 其中磁偶极-偶极相互作用

和光诱导的偶极-偶极相互作用的存在使得这个系

统具有了更大的潜在应用价值. 在这个理想模型中

还存在额外的可控自由度, 这就使得很多现象可以

在理想的系统中进行观察. 对晶格原子自旋和磁学

性质的研究不仅是理论的拓展, 未来可望在原子光

学器件、集成原子光学及其原子芯片乃至量子计算

与信息处理等的研究与应用中有广阔的应用前景.
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图 10    不同强度的驱动场下自旋起伏的放大倍数随有效

温度的变化  图中红色圈、绿色方块和蓝色三角分别代表

我们选择的不同的驱动光场强度, 通过适当选择光场强度

可以使磁振子激发产生指数形式的增长, 也就是动力学卡

西米尔效应 [18]

Fig. 10. Amplification  factor  as  a  function  of  the  effective

temperature  under  different  intensities  of  the  external

modulation laser, the the dynamical Casimir effect at finite

temperature  take  place  if  the  proper  parameters  are

selected. 
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SPECIAL TOPIC—Cold atoms and molecules

Magnetic excitation of ultra-cold atoms
trapped in optical lattice*
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Abstract

Spinor  condensates  trapped  in  optical  lattices  have  become  potential  candidates  for  multi-bit  quantum

computation due to  their  long coherence  and controllability.  But  first,  we need to  understand the  generation

and  regulation  of  spin  and  magnetism in  the  system.  This  paper  reviews  the  origin  and  manipulation  of  the

magnetism of atomic spin chains in optical lattices. The theoretical study of the whole process is described in

this paper, including laser cooling, the spinor Bose-Einstein condensate preparations, the optical lattice, and the

atomic spin chain. Then, the generation and manipulation of magnetic excitations are discussed, including the

preparation of magnetic solitons. Finally, we discuss how to apply atomic spin chains to quantum simulation.

The theoretical study of magnetic excitations in optical lattices will play a guiding role when the optical lattice

is used in cold atomic physics, condensed matter physics and quantum information.

Keywords: spinor Bose-Einstein condensates, optical lattice, magnetic soliton, quantum simulation
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专题：冷原子-分子物理

用光晶格模拟狄拉克、外尔和麦克斯韦方程*

朱燕清 1)　张丹伟 2)†　朱诗亮 1)2)‡

1) (南京大学物理学院, 固体微结构国家实验室, 南京　210093)

2) (华南师范大学物理与电信工程学院, 广东省量子调控工程与材料重点实验室, 广州　510006)

(2018 年 10 月 30日收到; 2019 年 1 月 19日收到修改稿)

相对论性量子力学波动方程, 如狄拉克、外尔和麦克斯韦方程, 是描述微观粒子运动的基石. 最近的实

验和理论研究表明, 冷原子系统中几乎所有参数都可精确调控, 因此冷原子系统被认为是实现量子模拟的理

想平台, 可以用来研究高能和凝聚态物理中的一些基本问题. 本文介绍了设计原子光晶格哈密顿量的思路和

方法, 主要涉及激光辅助跳跃的理论. 基于这些方法, 物理学界提出了利用光晶格体系模拟相对论性量子力

学波动方程, 包括狄拉克、外尔和麦克斯韦方程等, 并且预言了一些在基本粒子物理中很难观察到, 但在冷原

子体系可能观察到的物理现象. 本文综述了国际上此领域的研究进展.

关键词：量子模拟, 光晶格, 激光辅助跳跃, 相对论性量子力学方程

PACS：67.85.–d, 03.75.Ss, 71.10.Fd, 03.75.Lm 　DOI: 10.7498/aps.68.20181929

1   引　言

自上个世纪 80年代以来, 伴随着超冷原子系

统中实验技术的日臻成熟, 例如超冷原子气体制

备 [1−5]、原子间相互作用的调控 [6]、光晶格 [7] 和人

工规范场的产生 [8−10] 等, 科学家对于冷原子系统

的操控已取得令人瞩目的成就. 最近的理论和实验

研究都证明, 超冷原子体系可用于模拟和研究凝聚

态和高能物理中的一些重要模型 [11], 特别是可以

模拟一些很难实验实现的模型或理论上很难处理

的体系或物理现象, 例如量子相变、高温超导、量

子磁阻挫、极端条件下的相对论性粒子等. 冷原子

量子模拟的突出优点是, 绝大部分相关的物理参数

在实验上都能够精确调控, 从而可以人为设计和实

现所需要的哈密顿量.

另一方面, 相对论性量子力学波动方程, 如狄

A p2/2m+ p ·A
p2/2m

拉克、外尔和麦克斯韦方程, 是描述微观相对论性

粒子运动的基石. 并且有些很早就预言的现象, 如

薛定鄂预言的狄拉克粒子的 Zitterbewegung振荡

等, 一直没有在基本粒子中观察到. 如何在冷原子

体系中模拟这些相对论性波动方程, 并且观察到之

前不能观察的极端条件的物理现象, 正成为冷原子

量子模拟的一个重要研究方向. 相对论性波动方程

中, 哈密顿量是动量的一次方, 而描写冷原子的原

始哈密顿量一般是动量的二次方. 如何消除动量的

二次方, 突出一次方的效应, 是此类量子模拟的关

键. 在现有的理论中, 有两种方式可以做到此点:

1)基于诱导规范势的方法, 利用激光对有内部能

级结构的原子产生几何相位, 可以实现自旋相关的

等效规范势   , 从而可实现类似   的

哈密顿量, 其中  为原子的动能项. 在超冷原

子中, 原子动量可以很小, 上述哈密顿量中, 在某

些情况下第一项远小于第二项, 从而得到相对论性
 

*  国家重点研发计划 (批准号: 2016YFA0301803)、国家自然科学基金 (批准号: 11604103, 91636218, 11474153)和广东省自然科学

基金 (批准号: 2016A030313436).

†  通信作者. E-mail: zdanwei@126.com
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k

方程需要的线性色散关系 [12]. 2)由于晶格中的某

些对称性, 在动量空间中, 一些点附近是线性色散

关系, 从而描写具有这些准动量的粒子需要相对论

性方程. 类比凝聚态系统中电子在固体周期势场和

外加电磁场中的运动 [13], 将冷原子放置在由激光

形成的光晶格中, 辅以适当的激光调制以实现人工

规范场, 如激光辅助跳跃 [14,15]、周期调制光晶格 [16]

等技术, 可以实现有线性色散关系的格点哈密顿

量. 这两个方式都可以用于模拟相对论性粒子及其

物理效应. 本文着重介绍利用光晶格体系实现相对

论性量子力学波动方程的研究. 该量子模拟的关键

在于设计合适的光晶格和激光调制, 使得超冷原子

在能带中某些特定   点附近的低能激发满足相应

的相对论波动方程. 本文首先概述激光辅助跳跃和

光晶格紧束缚哈密顿量的基本理论, 然后分别介绍

在光晶格系统中实现狄拉克、外尔和麦克斯韦方程

的几个具体方案, 最后是总结和展望.

2   原子哈密顿量的设计

N

简单起见, 本文主要讨论光晶格中无作用的具

有  个内态的原子系统, 其哈密顿量可表示为 

H =H0 + Vcou(r), (1)

H0 =

[
p2

2m
+ V (r)

]
IN V (r)

IN N ×N

Vcou(r) N ×N

V (r)

其中   , 标势   为原子在

光场下感受到的周期势,   为  单位矩阵; 空

间依赖的  是作用在原子内态上的  矩

阵, 表示原子内态间的耦合. 原子的动能主要由原

子的温度决定, 可通过激光冷却技术降低. 标势

 可通过一系列对冲激光形成驻波场实现周期

Vcou(r)的光晶格势 [17], 而   则可以通过几束拉曼光

实现对原子不同内态间的耦合. 由于模拟相对论性

粒子波动方程涉及到光晶格中相邻或原位格点不

同原子内态间的翻转, 本节首先介绍激光辅助跳跃

的理论.

2.1    激光辅助跳跃

x

y

|g⟩ |e⟩ xy

激光辅助跳跃的基本思路是: 首先抑制原子在

近邻格点的自然跳跃 (如光晶格势阱较深或近邻格

点的能量差较大), 然后通过外加拉曼激光耦合近

邻格点中的原子来恢复和调控原子跳跃, 进而产生

等效规范势和自旋轨道耦合 [8,9]. 这里主要介绍文

献 [15]中利用激光辅助跳跃产生规范势的方案. 如

图 1所示, 为实现自旋依赖的光晶格, 可考虑在  

方向施加波长处于“反魔数”(“anti-magic”)波段的

驻波场, 同时在  方向施加处于“魔数”波段的驻波,

处在两个不同内态  和  的原子在  平面内感受

到的光晶格势为 

V (x, y) = Vam(x) + Vm(y)

= ±V1 cos2(πx/2dx) + V0 cos2(πy/dy). (2)

λam ≈ 760 |g⟩ |e⟩ α(ω)

x Vam = ±
V1 cos2(πx/2dx) V1 > 0

dx = λam/4 x

y

λm ≈ 1.12μ
Vm = V0 cos2(πy/dy) V0 > 0

dy = λm/2 y

由于在“反魔数”波段的激光作用下 (如对 Yb原

子   nm),    和   原子的极化率   符

号相反, 因此在   方向上对应产生的势场  

 也相反 (图 1(a)), 其中   为势

阱深度,   为  方向复合晶格的晶格常数.

在   方向上, 因原子在“魔数”波长的激光作用下

(对 Yb原子   m)原子极化率相同, 故感

受到的势场均为     (  ),

 为沿   方向的晶格常数. 处于势阱中的

 

3P=

R

g g

V

(a) (c)

(b)

  
Vg

x
   



m



x

y

p

y

1P=

|g⟩ (|e⟩) |g⟩ |e⟩
Vg Ve Vg = −Ve x y

x ΩR

图 1    基于激光辅助跳跃实现人工磁场, 黑 (灰)色圆分别表示内态为     的 Yb原子 (a)内态被标记为   和   的原子被囚

禁在自旋依赖的光晶格势   和   中, 其中   ; (b)   方向上的激光辅助跃迁; (c)自旋依赖光晶格示意图.   方向存在自

然跳跃,   方向由一束拉曼光   诱导跳跃

|g⟩ |e⟩ |g⟩ |e⟩
Vg Ve Vg = −Ve x

y x ΩR

Fig. 1. Realization  of  artificial  magnetic  field  based  on  laser-assisted  tunneling.  Gray  and  black  dots  represent  the  Yb  atoms

correspond to internal states    and   , respectively: (a) The atoms    and    are trapped in the state-dependent optical lattice

potentials      and    ,  where    ;  (b)  laser-assisted  tunneling  along      direction;  (c)  sketch  of  state-dependent  optical

lattice. Nature tunneling occurs along the    direction, and the tunneling along    direction is induced by a Raman beam   . 
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wg(r − rg)
we(r − re) V0 y

V1 x

|g(e)⟩rg(e)
↔ |g(e)⟩rg(e)±2dx

原子状态可以用瓦尼尔函数分别表示为 

和   , 调节   至合适值, 确保原子可在  

方向正常跳跃, 同时让  足够深以抑制  方向的自

然跳跃, 也就是抑制  的自

然跳跃.

|g⟩ ↔ |e⟩ (|e⟩ ↔ |g⟩)
ΩR = Ωeiq·r

rg = (2n,m) re = rg + b = (2n+ 1,m)

g e

激光辅助跳跃正是通过引入额外的拉曼光耦

合被囚禁在不同子晶格的原子, 从而诱导水平方向

的近邻跳跃. 如图 1(b)所示, 最简单的情况是引入

一束拉曼光用于诱导       的共振

跃迁, 其拉比频率为   . 此时近邻格点

 和   之间产生

的  -  跃迁矩阵元为 

Jge =
ℏΩ
2

∫
w∗
e(r − re)wg(r − rg)eiq·rd2r

=
ℏΩ
2
eiq·rg

∫
w∗
e(r − b)wg(r)eiq·rd2r. (3)

yz q · rg = 2παm

z |α| 0

λm/2λ0 λ0 ≈ 578 ≃ 0.66

2πα

x

假设让拉曼光沿   平面传播, 则有   .

当调节耦合激光与   轴的夹角时 ,    可取   –

  (对于Yb原子,   nm, 该比值  )

间的任意值. 至此, 如图 1(c)所示，构建了一个自

旋依赖的光晶格, 当原子沿一个闭合网格“走一圈”

时, 会积累一个   的相位, 对应一个等效的磁通

(磁场). 可以证明, 在这个光晶格中产生的等效磁

通沿  方向交错排列, 通过调制晶格位能和引入一

对拉曼光能够进一步产生均匀磁场 [15].

2.2    紧束缚哈密顿量

当晶格势阱足够深, 描述光晶格中粒子的有效

模型是紧束缚近似下的格点哈密顿量. 此时囚禁在

势阱中的原子可由局域的瓦尼尔函数描述. 假设光

晶格中原子一直处于布洛赫能带的最低带上, 则原

子哈密顿量 (1)式的二次量子化形式为 

Hsec =

∫
drψ†(r)Hψ(r), (4)

这里的场算符可用瓦尼尔态作为基矢展开, 

ψ(r) = (ψ1(r), · · · , ψq(r), · · · , ψN (r))
T
,

ψq(r) =
∑
i

ci,qwq(r − ri), {ci,q, c†j,q′}± = δijδqq′ ,

(5)

ψq(r) |q⟩ ci,q
(
c†i,q
)

i |q⟩
+ −

其中   标记内态为   的场算符,      表示

在第  个格点湮灭 (产生)一个内态为  的原子, 且

满足费米子 (  )或玻色子 (  )的对易关系. 联立 (4)

式和 (5)式, 可得原子在光晶格中的格点哈密顿量 

Htb =
∑
⟨i,j⟩

∑
q,q′

c†i,q
[
Jij
]
qq′
cj,q′ +

∑
i

∑
q,q′

c†i,q[Jii]qq′ci,q′ ,

(6)

⟨i, j⟩
[
Jij
]
qq′

i j |q⟩ |q′⟩

其中   表示对最近邻格点求和,    表示最

近邻格点  和  间原子自旋  和  的跃迁矩阵元  [
Jij
]
qq′

=

∫
drw∗

q (r − ri)Hwq′(r − rj), (7)

q = q′

[Jij ]qq

H0 q ̸= q′

[Jij ]qq′ Vcou(r)

[
Jii
]
qq′

ri = rj

可以看出,该项实质上有两部分构成, 即   时,

得到自旋无关的最近邻跳跃能    (即自然跳

跃), 该部分由  项贡献; 当  时, 得到自旋翻

转的跳跃  , 即通过激光与原子耦合场 

实现. 同理, (6)式中的第二项表示的是原位格点

自旋翻转的情况, 即  为 (7)中  的跃迁

矩阵元. 下面论述在合适条件下, (6)式的低能有

效近似即是相对论性哈密顿量.

3   六角光晶格和交错磁通光晶格中
狄拉克方程的实现

1/2

1928年, 英国物理学家狄拉克提出了著名的

狄拉克方程, 即描述自旋  粒子的相对论波动方

程, 其形式为 

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) =

[
cα · p+ βmc2

]
ψ(r, t), (8)

α,β c m

α,β

其中  为狄拉克矩阵,   为光速, 而  为粒子静

止质量. 自从人们发现石墨烯中的准粒子即是狄拉

克费米子以来, 研究狄拉克费米子成为凝聚态物理

中的一大热点. 在光晶格系统中模拟和研究相对论

性粒子自然也成为了量子模拟的一个热门课题. 对

于二维系统的狄拉克方程,   为泡利矩阵, 哈密

顿量可表示为 

HD = vxσxpx + vyσypy +∆gσz, (9)

vx,y ∆g其中   和   分别表示等效光速和等效静止

能量.

40K 6Li

这里首先回顾一下由 Zhu等 [18] 最早在二维蜂

巢光晶格中模拟狄拉克方程的理论方案. 考虑将单

分量费米原子 (如  ，  等)囚禁在蜂巢光晶格

中, 该晶格可由三束驻波激光照射原子团形成, 其

势场为 

VHOL(x, y) =
∑

j=1,2,3

V 0
j sin

2
[
kL(x cos θj + y sin θj)

]
,

(10)

θ1 = π/3 θ2 = 2π/3 θ3 = 0 kL其中   ,    ,    ,    为激光的波
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V 0
j V 0

1 = V 0
2 = V 0

3

V 0
1 ̸= V 0

2 ̸= V 0
3

A B

矢. 通过调节不同方向的激光强度可以很容易地调

节势垒  的值, 当  时形成标准的六

角晶格, 当   时则形成各向异性的六

角晶格. 六角晶格中一个元胞含有   和   两个子

格, 该系统的紧束缚哈密顿量写为 

H =
∑
⟨i,j⟩

tij
(
a†i bj + h.c.

)
, (11)

⟨i, j⟩ ai bj

tij

t1 t2 t3

t1 = t2 = t t3 = ηt η > 0

K K ′ K = 2π/a
(
1/
√
3, 1
)
K ′ = −K

a = 2π/(
√
3kL)

a†i =1/
√
N
∑

k exp(ik ·Ai)a
†
k b†j=1/

√
N
∑

k exp(ik ·Bj)b
†
k

Ai

(
Bj

) ( )
N

这里的   同样表示最近邻子格,    和   分别表

示子格子 A和 B的费米算符.   表示最近邻子格

间的跳跃, 三个不同方向的跳跃分别记为  ,   ,   .

简单起见, 令  ,   , 这里的  作为

可调的各向异性参数. 在倒空间或动量空间中, 该

系统仍是蜂巢型结构, 第一布里渊区包含两个不等

价的点  和  . 可取  ,   ,

对应晶格常数   . 对 (11)式的哈密顿

量做傅里叶变换到倒空间, 采取的变换形式为 

 ,   ,

其中   表示格点中子格 A  B  的位置,    表

示格点的个数. 对角化倒空间哈密顿量得到本征

能谱 

Ek =

±t
√
2+η2+2 cos(kya)+4η cos(

√
3kxa/2) cos(kya/2),

(12)

± 0 < η < 2

η > 2

∆g = |t|(η − 2) 1/2

k K = (k0x, k
0
y)

k = (k0x + qx, k
0
y + qy)

其中   表示能谱的两支 . 当   时 , 能隙

闭合 , 系统呈金属态 ; 当   时 , 能隙打开且

 , 系统呈绝缘态. 当系统处于   填

充时 ,    在原能隙闭合点     展开为

 . 此时的能谱对应展开到二

阶, 可得 

Eq = ±
√
∆2
g + v2xq

2
x + v2yq

2
y, (13)

0 < η < 2 ∆g = 0 vx =
√
3ηta/2 vy = ta×√

1− η2/4 η > 2 ∆g = |t|(η − 2) vx = ta×√
3η/2 vy = ta

√
η/2− 1 qx,y ≲ 1/2a

Eq

当   时 ,    ,    ,   

 ;    时 , 则   ,   

 ,    . 当   时, 得到

的  是一个好的近似, 也称为长波近似. 该能谱对

应的有效哈密顿量为 

HD = τzvxσxqx + vyσyqy +∆gσz, (14)

τz = ±1

iℏ∂tψ = HDψ

其中  标记两个不等价的狄拉克点. 这时狄

拉克点附近的准粒子激发即满足二维狄拉克方程

 .

Zhang等 [19] 提出另一个实现狄拉克方程的理

论方案: 在自旋依赖的正方光晶格中, 通过两束拉

π

|A⟩ |B⟩
40K |A⟩ = |42S1/2,

7

2
,−1

2
⟩ |B⟩ =

|42S1/2,
7

2
,
3

2
⟩ 6Li |A⟩ = |22S1/2,

3

2
,−1

2
⟩

|B⟩ = |22S1/2,
3

2
,
3

2
⟩

ΩAeikA·r ΩBeikB·r

|e⟩ |A⟩
|B⟩ 40K

|42P1/2,
1

2
,
1

2
⟩ |22P1/2,

1

2
,
1

2
⟩

σ+ σ−

曼光耦合两分量的费米原子, 以形成一个交错  磁

通的晶格, 此时系统的有效哈密顿量也是二维狄拉

克哈密顿量. 考虑处于自旋依赖呈棋盘状的正方晶

格中的二分量费米气, 如图 2(a)所示. 该晶格在实

验上可通过叠加存在偏振夹角的两束线偏振激光

产生, 其中两个子格 (A和 B)间的距离以及势阱

的深度都可通过调节激光的强度和夹角大小很好

地控制 [20,21]. 标记所需原子的两个内态为  和  ,

实验上若选择   , 则     ,   

 ; 若选择   , 则   ,

 . 该晶格中, 要实现最近邻的跳

跃改变内态需要用到激光辅助跳跃. 如图 2(b)所

示, 考虑使用两束拉比频率为   和  

的拉曼光以及利用一个瞬间的激发态  来耦合 

和   (图 2(b)). 对  和 6Li原子而言, 该激发态

可选择   和   , 而两束拉曼

跃迁的激光偏振为  和  
[21].

π

调节拉曼光参数至合适值, 便可形成图 2(a)

中的   磁通的晶格. 该系统对应的紧束缚哈密顿

量为 

H0 =
∑
⟨i,j⟩

tij
(
a†i bj + h.c.)+∆

∑
i

(
a†iai− b

†
i bi
)
, (15)

a†i
(
b†i
)

|A⟩
(
|B⟩
)

tij =
∫
w∗
A(r − ri)ΩeffwB(r − rj)

d2r Ωeff = Ω∗
AΩB r = (x, y) wA,B

2∆

tij = t0eiAij t0 > 0 ΩA,B

Aij

其中  是对应子格 A(B)的产生  算符.

最近邻跳跃系数  

 , 而   , 空间坐标   ,    为

最低布洛赫能带的瓦尼尔函数,   为两个子格子

间占据能的差值. 对于合适的激光, 激光辅助跳跃

可产生   ,    为跳跃的大小, 由  

及最近邻子格子间的瓦尼尔交叠积分决定,   相位在

 

2

A, kA B, kB

+









tx

tx/ t

/ it*yt *yt฀

A B A B

B A B A

A B A B

B A B A

x

y

(a) (b)

(c)
A B

B A

-p

-p -p

-pp

p

p

p

pa

a

π
图 2    (a)交错磁通光晶格 ; (b)双光子拉曼过程 ; (c)等效

 磁通

π
Fig. 2. (a)  Staggered  flux  optical  lattice;  (b)  two-photon

Raman process; (c) effective    flux. 
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kA kB

π
∑

⟲Aij = ±π

tx = t0 ty = −it0

激光辅助跳跃过程中由  和  诱导. 对于图 2(a)

中形成的  通量, 即每个方块的通量  .

有一种实际的方案 [15−22] 可产生 B到 A的跳跃系

数   ,    , 如图 2(c)所示. 当然实验上

对玻色子系统也有其他类似的方案 [23,24,25].

H0 =
∑

k c
†
kH(k)ck c†k =

(
a†k, b

†
k

)
H(k) =

−2t0 ×
[
cos(kxa)σx + cos(kya)σy

]
+∆σz a

fk=−2t0
[
cos(kxa)−i cos(kya)

]
Ek =±

√
|fk|2 +∆2 K± = ± π

2a
(1, 1)

同样, (15)式中的哈密顿量在动量空间可写作

 ,  其 中   ,   

 ,    为晶格

常数. 令   , 此时的能

谱为     , 能隙在  

关闭. 同理, 在这两个狄拉克点附近展开的有效哈

密顿量为 

H(q) = τzvF(σxqx + σyqy) + ∆σz, (16)

q = k −K± τz = ±1

K± vF = 2t0a

其中   ,    表示标记不等价的谷

 , 费米速度  .

40K

AB ∆

∆ ∆ = 0

|∆|

∆ = 0

±π

2012年, 苏黎世联邦理工学院的 Tarruell等 [26]

报道了在蜂巢光晶格中使用超冷原子实现具有可

调节性质的狄拉克点的实验, 他们利用三束回归反

射的激光作用在  原子团上, 通过调节激光间的

相对强度实现了与蜂巢晶格拓扑等价的砖墙晶格.

狄拉克费米子的探测则通过测量狄拉克点附近的

能带色散来实现, 能带结构可以通过布洛赫-朗道-

齐纳震荡的技术 [26−28] 进行探测. 实验中通过改变

激光之间的失谐量, 可在  子格间产生能量差 

并导致在狄拉克点打开能隙, 而从最低能带隧穿到

上一能带的概率随着  的变化而改变. 当  时,

即能隙在狄拉克点闭合, 隧穿的概率最大, 对应上

能带的原子布局数最大. 随着  从 0开始变大, 对

应的隧穿率变小, 标志着系统从存在无质量狄拉克

粒子到有质量狄拉克粒子的过程. 此外, 当  

时, 布里渊区中狄拉克点的位置以及相关线性色散

的斜率可通过调节激光强度来改变. 如文献 [18]所

述, 调节激光间的相对强度, 可使得布里渊区中两

个拓扑不等价的狄拉克点位置发生移动, 当这两个

狄拉克点在布里渊区的角落相遇时会相互融合然

后湮灭, 能隙打开. 依据这一原理, 就可将发生拓

扑相变的临界线描绘出来. 而对于狄拉克点对应非

零的贝里相   , 则可以通过原子干涉仪进行探

测 [29].

4× 4

三维的狄拉克方程所需的狄拉克矩阵为四个,

故不再是泡利矩阵, 而是  的矩阵, 此时的狄拉

克哈密顿量在外尔表象下写作 

HD =

(
cσ · p mc2

mc2 −cσ · p

)
. (17)

m = 0当  时, 该哈密顿量可用于描述三维拓扑绝缘

体和普通绝缘体发生拓扑相变时的状态, 可用于描

述狄拉克半金属. 狄拉克半金属拥有四重简并的狄

拉克点, 类似三维推广的石墨烯 [30]. 在固体材料发

现狄拉克半金属之前, 已经有人提出了几种在三维

光晶格中模拟无质量和有质量狄拉克费米子的方

案 [31−35]. 通过选取适当的参数值, 线心立方光晶格

中的冷费米子可表现出具有可调质量的类三维狄

拉克粒子的行为 [33]. 此外, 通过在立方光晶格中施

加人工阻挫的磁场可以实现无质量的狄拉克费米

子 [34], 其质量项可通过布拉格脉冲耦合冷原子而

产生. 也有人提出, 无质量和有质量的三维相对论

费米子也可以用拉曼辅助跳跃在三维光晶格中的

超冷费米子原子进行模拟 [31,32,35].

4   三维光晶格中外尔方程的实现

无质量的狄拉克方程 (8)式在外尔表象下可写成 

iℏ
∂ψ±

∂t
= H±ψ±, H± = ±cσ · p, (18)

ψ±

ĥ = σ · p/|p|
h = +1(

h = −1
)

其中   是二分量波矢, 描述具有不同螺旋度 (手

性)的外尔费米子. 根据螺旋度的定义 

可知, 当粒子自旋与动量平行 (反平行)时  

 , 故无质量狄拉克方程实质上可分解为两

个螺旋度相反的外尔方程的叠加. 外尔费米子作为

预言中的无质量的基本粒子, 在高能物理领域至今

仍未被实验发现. 而在凝聚态体系的某些三维晶格

的动量空间中, 低能有效哈密顿量由外尔方程描

述, 这些系统被称为外尔半金属. 外尔半金属中外

尔准费米子激发的发现进一步掀起了在凝聚态系

统研究和寻找相对论量子力学描写的准粒子的研

究热潮.

冷原子光晶格系统中实现外尔半金属的理论

方案已有许多, 如在二维光晶格中引入自旋轨道耦

合, 再加一个人工维度可以实现外尔半金属 [36]; 通

过在两个人工维度中堆垛一维双势阱晶格的拓扑

相, 或者是直接将二维的具有交错磁通棋盘结构或

蜂巢光晶格堆垛成三维的晶格 [37−40], 都可以实现

外尔半金属 [37]. 在这些方案中, 自旋自由度可选择

用两个原子内态或者两个子格子, 对应所需要实现

的跳跃项需用到人工自旋轨道耦合和人工磁场. 文
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x z

∆

(tx, tz)
(
tx,z ≪ ∆≪ Egap

)
x+ z

δω = ω1 − ω2 = ∆/ℏ
δk = k1 − k2

献 [41]给出了通过堆垛 Hofstadter-Harper系统成

为一个立方晶格以实现拓扑外尔半金属相的方案.

图 3中展示的是沿  和  方向存在激光辅助跳跃的

三维晶格示意图. 为实现这样的跳跃, 应先通过在

每个格点引入足够大线性倾斜   以抑制这两个方

向的自然跳跃     , 该线性倾

斜可以通过在  方向引入线性的势场 (如重力

场、磁场等)产生. 正如在 2.1节中介绍的方法, 引入两

束远失谐频率和动量分别相差 

和  的拉曼光可重新诱导这两个方向发生

共振跳跃 [15,16]. 该三维晶格对应的有效哈密顿量为 

H3D =−
∑
m,n,l

(Kxe−iΦm,n,la†m+1,n,lam,n,l

+ tya
†
m,n+1,lam,n,l

+Kze−iΦm,n,la†m,n,l+1am,n,l + h.c.), (19)

a†m,n,l
(
am,n,l

)
(m,n, l)

Φm,n,l = δk ·Rm,n,l = mΦx + nΦy + lΦz

(Φx, Φy, Φz) =

π(1, 1, 2) Φm,n,l = (m+ n)π

xz

y y

其中     表示在格点   的产生 (湮

灭)算符,    .

随后选取合适的激光方向使得  

 , 即  , 如图 3(b)所示. 一

方面可以将该三维晶格看作是由图 3(c)和图 3(d)

所示的两种不同类型的二维晶格 (平行于   平

面)沿  方向的交替叠加, 此时两平面间沿  方向的

跳跃是常规的. 从另一个角度来看, 该三维系统可

α = 1/2

z z

0 π m+ n

视为图 3(a)中磁通为  的 Hofstader-Harper

二维晶格在  方向的堆叠. 此时沿  方向的跳跃会

携带相位   或   , 分别对应   为偶数或奇数的

情况. 该系统是空间反演对称破缺的, 对应布洛赫

哈密顿量为 

H(k) = −2(ty cos kyσx +Kx sin kxσy −Kz cos kzσz),
(20)

对应两个带的能谱

Ek = ±2
√
K2
x cos2 kx + t2y cos2 ky +K2

z cos2 kz. 

(kx, ky, kz) = (0,±π/2,±π/2)
kW

HW(q) =
∑
i,j qiνijσj(

q = k − kW
) [

νij
]

3× 3

νxy = −2Kxa νyx = ±2tya νzz = ±2Kza

κ = sign
(
det[νij ]

)
HW eiσz

π
4HW(q)e−iσz

π
4 = vxqxσx+

vyqyσy+vzqzσz vx=νxy vy=−νyx vz=νzz

两个能带在第一布里渊区内的四个外尔点

 接触在一起 , 能隙闭

合. 同理, 在外尔点  附近的色散是线性的, 可由

各向异性的外尔哈密顿量   描

述   . 这里的   是   的矩阵, 对应

矩阵元   ,    ,    ,

其他为零. 系统所具有的的拓扑特性由外尔点的手

性决定, 即  . 为与 (18)式一致, 可

对   做幺正变换 :   

 , 此时   ,    ,    .

qjσ0

除了使用与测量二维狄拉克点类似的方法可

以探测三维的外尔点之外, 另一种观测外尔点的方

法是布拉格光谱法: 采用额外的一对拉曼光耦合外

尔哈密顿量, 将下能带的原子激发至上能带用以探

测能带结构. 该方案将揭示具有非常高分辨率的外

尔点的存在, 因为它不会改变内部原子态, 因此对

塞曼位移并不敏感. 获得外尔半金属相后, 可进一

步研究其独特的拓扑表面态, 即连接两个手性相反

的外尔点的费米弧. 外加与一对手性相反的外尔点

平行的人工电磁场, 系统因手征反常将会出现负磁

阻效应, 其对应的输运性质也是一个热门的研究课

题 [39]. 此外, 在标准的线性色散的外尔哈密顿量上

增加某一方向的线性项  , 可获得第二类的外尔

点, 在费米能级附近的激发同时包含电子和空穴型

的激发 [42−44]. 文献 [42]中提出的方案可实现一类

和二类的外尔半金属以及两者间的 Lifshitz型拓扑

相变.

5   光晶格中麦克斯韦方程的实现

介质中无源无流的麦克斯韦方程可写为 

∇×E = −∂B
∂t

,∇ ·E = 0,

∇×H =
∂D

∂t
,∇ ·B = 0, (21)

 

y z

y/ na



x x

xx

y

k2

k1

1)

2)

z

z

p p

p

p0

(a) (c)

(b) (d)

x z

π

图 3    实现外尔半金属的三维立方晶格示意图. 合理设计

 和   方向跳跃, 在动量空间会出现外尔点. 虚线和实线分

别表示获得相位   和 0[41]

x

z

π

Fig. 3. Schematic  diagram  of  a  three-dimensional  cubic

lattice  of  a  Weyl  semimetal.  The  Weyl  points  will  be

created  in  the  momentum  space  if  the  tunneling  along   

and     directions  are  well-designed .  The  dashed and solid

lines indicate the phase    and 0, respectively. 
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D E D =

ε0εrE B H B = µ0µrH

ε0
(
µ0

)
εr µr

εr µr

Φ = Ẽ + iH̃

Ẽα =
√
ε0εαEα H̃α =

√
µ0µαHα c =

√
ε0µ0

εα(µα) εr(µr)

这里电位移矢量   与电场强度   满足关系  

 , 磁场  与磁场强度  满足关系  .

其中    为真空介电常数 (磁导率),   和  分别

为相对介电常数和相对磁导率. 在各向异性的介质

中  和  不再是数而是矩阵. 简单起见, 假设它们

都是对角的, (21)式是相对论性方程, 但并非量子

力学方程. 定义光子波函数为   , 其中

 ,   , 光速  ,

 为   的对角元. 代入 (21)式, 可得到麦

克斯韦方程的薛定谔形式 [45], 即 

iℏ
∂

∂t
Φ = HMΦ, (22)

HM其中  为单光子的哈密顿量, 表示为 

HM = vxŜxp̂x + vyŜyp̂y + vzŜz p̂z, (23)

vα = c/
√
εβµγ p̂α = −iℏ∂α Ŝ(
Ŝβ
)
αγ

= iξαβγ
(
α, β, γ = x, y, z

)
ξαβγ

εr = µr = 1 HM = cŜ · p̂

其中  ,   ,   为自旋1矩阵[45],

对应矩阵元       ,   

为列维-齐维塔张量. 当  时,  

回到真空各向同性的情况.

HM

HM

HM

|s⟩ = | ↑⟩, |0⟩, | ↓⟩

麦克斯韦型哈密顿量  本是用于描述无质量

光子的行为, 但一些晶格系统中的准粒子激发也可

由  描述. 与高能物理中粒子由庞加莱群描述不

同, 晶体中的准粒子受到的仅是某些庞加莱子群

(空间群)的约束, 因此在晶格系统中寻找赝自旋

为 1的费米子激发是可能的. 换句话说, 光晶格中

也可实现   , 从而模拟麦克斯韦方程. 由该哈密

顿量描述的费米子激发, Zhu等 [45] 称其为麦克斯

韦费米子. 在光晶格中实现麦克斯韦费米子有两种

方案 :  1)选择无相互作用费米子的三个内态

 作为赝自旋 1的自旋态, 此时晶格

的形状可以是最简单的正方形或立方体结构 ;

2)选用晶格中三个子格子作为赝自旋态, 此时所

需的激光束较少.

下面简要介绍文献 [45]中的第一种方案. 首先

考虑实现的二维晶格哈密顿量为 

Ĥ2D = t
∑
r

[
Ĥrx+Ĥry+

(
Γ0â

†
r,0âr,↑+h.c.

)]
,

Ĥrx = −â†r−x,0(âr,↓ + iâr,↑)

+ â†r+x,0(âr,↓ − iâr,↑) + h.c.,

Ĥry = â†r−y,↑(âr,↓ + iâr,0)

− â†r+y,↑(âr,↓ − iâr,0) + h.c.,
(24)

Ĥrx Ĥry x y  和   分别表示沿   和   方向的自旋翻转, 对

t âi,s r |s⟩
Γ0 = 2iM M

Γ0â
†
r,0âr,↑

|0⟩ | ↑⟩
x y Ĥrx Ĥry

应跳跃系数为   .    为格点   的   态的湮灭算符,

 项为原位的自旋翻转 ,    为可调参数 .

考虑处于二维倾斜正方光晶格中的无相互作用原

子, 选择三个原子内态来标记自旋. 原格点位置的

自旋翻转项  可以很容易地通过引入射频

场或拉曼光束耦合  和  产生. 主要困难在于实

现沿   和   方向的自旋翻转   和   . 为此, 定义

叠加态 

|1x⟩ = (| ↓⟩ − i| ↑⟩) /
√
2, |2x⟩ = (| ↓⟩+ i| ↑⟩) /

√
2,

|1y⟩ = (| ↓⟩ − i|0⟩) /
√
2, |2y⟩ = (| ↓⟩+ i|0⟩) /

√
2,
(25)

两个跳跃项可表示为 

Tx = T+x + T−x =
×↶ |1x⟩

√
2↷ |0⟩

+ |0⟩ −
√
2↶ |2x⟩

×↷ +h.c.,

Ty = T+y + T−y =
×↶ |1y⟩

−
√
2↷ | ↑⟩

+ | ↑⟩
√
2↶ |2y⟩

×↷ +h.c., (26)
×↷ T+x

T+y

∆x,y ∆x = 1.5∆y

其中  意味着该方向的跳跃被禁止. 跳跃项  和

 可选择合适的激光频率和偏振通过激光辅助跳

跃实现. 首先, 通过在两个方向引入均匀能量梯度

对晶格进行倾斜, 从而打破宇称 (左右)对称, 这可

以通过重力场或者交流或直流的斯塔克位移的梯

度来产生. 在不同方向上, 每个位置需要不同的能

量梯度  , 如  . 由于存在大的势能倾

斜, 自然跳跃将会被抑制, 要恢复跳跃项需应用到

双光子拉曼耦合, 这就要求设计合适的激光束及其

结构 [45]. 该系统对应动量空间的哈密顿量为 

H(k) = 2t sin kxŜx + 2t sin kyŜy
+ 2t(M − cos kx − cos ky)Ŝz, (27)

a = ℏ ≡ 1 E = 0 ±2t√
sin2 kx + sin2 ky + (M − cos kx − cos ky)2

|M | > 0

0 < |M | < 2

|C| = 2 |M | = 2

|γ| = 2π M = 0

M = 2

KM = (0, 0)

这 里 已 令   . 对 应 能 谱 为   ,   

 . 该系统

存在丰富的相图:   时, 系统为平庸的绝缘体;

 时, 系统为非平庸的陈绝缘体, 对应陈

数  ; 当  时, 系统处于拓扑金属态, 对

应 Berry相位  ;   时为平庸的金属相.

同理 ,    时能隙关闭 , 存在一个简并点

 , Zhu等称其为麦克斯韦点. 将哈密顿

量在该点附近展开, 可得到二维麦克斯韦哈密顿量 

H(q) = vxqxŜx + vyqyŜy, (28)

vx = vy = 2t q = k −KM

M = −2 M = 0

其中   ,    . 类似可以得到

 或  时的麦克斯韦哈密顿量. 值得注
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Hedge = vykyŜy

(h = ⟨sign(ky)Ŝy⟩) +1

0 < M < 2 −1 (−2 < M < 0)

意的是, 系统处于非平庸的陈绝缘体相时 (Zhu等

称其为麦克斯韦绝缘体), 存在两个边界态, 其有效

哈密顿量由一维麦克斯韦哈密顿量 

描述, 对应粒子螺旋度  守恒为 

(  )或     , 分别与右旋和

左旋圆偏振光子态对应.

该模型同样可以推广到三维, 此时哈密顿量为 

Ĥ3D = Ĥ2D + t
∑
r

Ĥrz,

Ĥrz = −i(â†r+z,0âr,↑ + â†r,0âr+z,↑) + h.c., (29)

Ĥrz

−2t cos kzŜz
1 < M < 3

C = ±2 M = 2 KM± =

(0, 0,±π/2)

类似的方法可以实现  , 该项在动量空间贡献为

 . 此时的系统类似于推广的外尔半金

属相,    具有两个麦克斯韦点, 两个点携

带拓扑荷相反 , 为   . 如   时 ,   

 , 两点附近的低能有效哈密顿量为三维

麦克斯韦哈密顿量 

HM±(q) = vxqxŜx + vyqyŜy ± vzqzŜz, (30)

vx = vy = vz = 2t

±2

ĤM

其中等效光速  . 类比外尔半金属,

此三维的麦克斯韦金属相同样存在费米弧, 因麦克

斯韦点的陈数为  , 故在每个表面上存在两条费

米弧, 但因存在零能体态, 因而只能在零能附近看

见费米弧. 在冷原子系统中实现麦克斯韦准粒子需

要克服很多困难, 但最近在超导比特的参数空间

中, 三维麦克斯韦哈密顿量  已经被实验模拟 [46].

6   总结与展望

本文介绍了利用光晶格实现相对论性量子力

学波动方程的几个具体方案, 并讨论了相应的独特

性质和所用到的相关测量方法. 这套方法和思路可

以用于实现和研究更高自旋的相对论性波动方

程 [47,48], 以及最近引起广泛研究兴趣的可用于拓扑

量子计算的阿贝尔或非阿贝尔任意子, 如马约纳

拉 (Majorana)费米子、斐波纳吉 (Fibonacci)任意

子、仲费米子 (parafermions)等 [49−53]. 此外, 赝自

旋 1的拓扑麦克斯韦费米子有非常丰富的物理性

质, 值得更进一步研究. 类似于狄拉克和外尔费米

子 , 可以讨论麦克斯韦粒子的克莱因隧穿效

应 [54,55] 和 Zitterbewegung振荡 [56] 动力学, 以及非

常规的输运特性 [57] 等. 例如, 在狄拉克和外尔费米

子的 Zitterbewegung效应中存在一个振荡频率 ,

但在麦克斯韦费米子的 Zitterbewegung振荡中有

两种不同的振荡频率 [58]. 此外可将二维模型推广

到时间反演的体系, 用于模拟光的量子自旋霍尔效

应 [59]. 光晶格中的超冷原子因具有高度可控性 [60],

目前已经成为了模拟凝聚态系统的一个强有力的

工具和平台, 并且已经取得了一些值得庆贺的成

绩, 如 Su-Schrieffer-Heeger[61], Bose-Hubbard[62,63],

Haldane[64],  Hofstadter-Harper[24,25,65] 模型等 , 这

些模型在凝聚态系统中难以实现, 但已经在冷原子

光晶格系统中被实验实现 [11]. 未来, 冷原子光晶格

系统将继续用于模拟和研究量子多体系统、拓扑量

子物质、高能、天体、甚至是量子信息等领域的问

题 [66,67]. 由于具有独特而有趣的物理性质, 超冷原

子物理必将在各个领域的研究和实现上大放异彩.
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SPECIAL TOPIC—Cold atoms and molecules

Simulating Dirac, Weyl and Maxwell equations with cold
atoms in optical lattices*
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1) (National Laboratory of Solid State Microstructures, School of Physics, Nanjing University, Nanjing 210093, China)

2) (Guangdong Provincial Key Laboratory of Quantum Engineering and Quantum Materials, School of Physics and Telecommunication

Engineering, South China Normal University, Guangzhou 510006, China)
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Abstract

Relativistic wave equations, such as Dirac, Weyl or Maxwell  equations, are fundamental equations which

we  use  to  describe  the  dynamics  of  the  microscopic  particles.  On  the  other  hand,  recent  experimental  and

theoretical studies have shown that almost all parameters in cold atomic systems are precisely tunable, so the

cold atom systems are considered as an ideal platform to perform quantum simulations. It can be used to study

some topics in high energy and condensed matter physics. In this article, we will first introduce the ideas and

methods  for  engineering  the  Hamiltonian  of  atoms,  mainly  related  to  the  theories  of  laser-assisted  tunneling.

Based  on  these  methods,  one  can  simulate  the  equations  of  motion  of  relativistic  particles  and  observe  some

interesting behaviors which are hard to be observed in other systems. The article reviews these recent advances.

Keywords: quantum simulations, optical lattices, laser-assisted tunneling, relativistic wave equations
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专题：冷原子-分子物理

超冷费米气体的膨胀动力学研究新进展*

刁鹏鹏　邓书金　李芳　武海斌†

(华东师范大学, 精密光谱科学与技术国家重点实验室, 上海　200062)

(2018 年 12 月 28日收到; 2019 年 2 月 4日收到修改稿)

多体系统的非平衡动力学演化是当前物理学中最具挑战性的问题之一. 超冷量子费米原子气体具有较

强的可控性, 是研究多体非平衡动力学的理想系统, 可以用来模拟和理解大爆炸后的早期宇宙、重离子碰撞

中产生的夸克-胶子以及核物理等动力学. 一般多体系统演化是非常复杂的, 往往需要利用对称性来研究. 利

用 Feshbach共振可以制备标度不变的费米原子气体: 无相互作用和幺正费米量子气体. 当远离平衡态时, 可

利用普适的指数和函数来刻画, 其动力学可以通过对系统的时空演化进行标度变换来识别. 本文主要介绍近

年来强相互作用超冷费米气体的膨胀动力学研究进展 , 包括原子气体的各向异性展开、标度动力学和

Efimovian膨胀动力学.

关键词：强相互作用超冷费米气体, Feshbach共振, 各向异性展开, 标度不变性, Efimovian膨胀动

力学

PACS：67.10.Db, 67.25.bd, 67.30.hb, 67.85.Lm 　DOI: 10.7498/aps.68.20182293

1   引　言

自从 1999年简并费米气体 (DFG)在实验中

被实现以来 [1], 费米原子气体具有的量子统计规律

和稳定可控的相互作用使得其迅速成为了研究热

点, 近二十年来得到了迅猛发展. 相较于玻色气体,

费米气体遵从不同的量子统计规律, 在无相互作用

下费米原子气体从经典气体到量子气体趋于平滑

过渡, 超流相变过程只会在原子间存在相互作用的

情况下才能出现. 费米气体初期的研究内容主要集

中在超冷费米气体的超流特性上, 比如强相互作用

超冷费米气体的流体动力学展开 [2] 和集体激发振

荡 [3,4]、分子的玻色爱因斯坦凝聚 (BEC)和原子对

的 BCS (Bardeen-Cooper-Schri effer) 超流的渡越

物理 (BEC-BCS crossover)[5−7]、强相互作用费米

气体量子化涡旋的实现 [8]、自旋极化的费米气体 [9]、

孤子的产生和传播 [10]、Mott绝缘态 [11] 以及反铁磁

态 [12,13] 的超流相变等, 最近几年超冷费米气体的

自旋轨道耦合 [14]、Bragg谱 [15]、新奇非平衡动力学 [16]

以及具有长程偶极相互作用的超冷磁性原子气

体 [17,18] 等也取得了较大的进展.

s

s

膨胀动力学是超冷费米气体非常重要的研究

方向. 在超冷费米气体中, Feshbach共振技术的使

用可以精确调控原子间的相互作用, 当原子间  波

散射长度调至 0时, 原子气体为无散射碰撞的无相

互作用费米气体; 而在 Feshbach共振点处, 原子

间  波散射长度远超原子间距, 系统的相互作用能

占主导, 形成幺正费米气体. 在幺正费米气体中,

原子间距成为了系统唯一的长度单位, 系统可以表

现出许多普适性的物理规律 [19−21].

无论无相互作用费米气体还是幺正费米气体,

系统中均存在标度不变动力学对称性, 在这种动力

学对称性下, 超冷费米量子气体的局域关联函数在
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演化过程中是自相似的, 因此其热力学流体性质可

以通过一个简单的坐标含时标量因子变换来描述,

极大地简化了多体非平衡系统动力学的复杂性. 在

超冷费米气体膨胀动力学的研究中, 可以通过快速

精确调控原子间相互作用以及外加势来构成一个

测试基本的少体和多体物理的理想系统, 探索强相

互作用费米气体许多新奇的非平衡特性, 理解复杂

少体和多体量子系统动力学过程.

本文主要介绍超冷费米气体中膨胀动力学的

研究进展. 首先介绍强相互作用超冷费米气体各向

异性膨胀动力学, 这一动力学膨胀行为直接反映了

超冷费米气体的超流特性; 其次是超冷费米气体的

标度不变性及其对称性破缺, 介绍了幺正费米气体

和无相互作用费米气体的标度不变展开动力学, 以

及在有限散射长度情形下原子气体系统的标度不

变性不再能够维持而产生的标度不变对称性破缺

动力学行为; 最后是标度不变费米气体的 Efimovian

膨胀动力学的观测, 分别讲述了超冷费米气体的

Efimovian 膨胀动力学的实验结果和普适的动力

学特性, 并且对超冷费米气体超级 Efimovian 膨胀

动力学原子团大小以及能量的双对数标度振荡行

为展开了讨论和分析.本综述以强相互作用费米气

体为研究主体, 介绍了最近强相互作用超冷费米气

体膨胀动力学的最新研究进展, 主要对超冷费米气

体在少体和多体动力学研究、 新奇非平衡动力学

探究等方面展开了深入讨论.

2   超冷费米气体的膨胀动力学研究

2.1    强相互作用超冷费米气体的各向异性
展开

类似超冷费米气体存在高温超导特性, 超流体

也是超冷费米气体具有的一大特性. 在超冷费米气

体接近零温的情况下, 流体中存在的量子黏度越来

越小, 费米流体越来越接近超流体, 通过对超流体

所具有的流体力学性质 [2,22]、量子化涡旋 [8]、原子成

对效应 [23,24] 等进行深入探索研究, 可以进一步提

高人们对超流体性质的深入认知.

2002年, 美国杜克大学的 O'Hara等 [2] 利用全

光俘获的方法获取了强相互作用的 6Li超冷费米气

体, 并且首次观测了强相互作用费米气体的各向异

性膨胀过程. 在实验中, 他们使用外加磁场来进行

原子的 Feshbach共振, 使三维“雪茄型”费米气体

处于强相互作用区域, 当快速关掉光阱使原子气体

自由地在三维空间飞行膨胀时, 发现其膨胀过程展

现出图 1(a)中所示的情形, 原子气体的纵横比很

快发生颠倒, 体现为各向异性的动力学膨胀, 这

是由于原子间强烈的散射碰撞导致的. 对于稀释

的原子气体而言, 原子间间距相对较大, 原子间

短程相互作用长度一般会远小于原子间距, 利用

Feshbach共振技术可以将超冷原子将 s波散射长

度调至远大于原子间距, 此时原子间的散射碰撞将

占据主导作用, 费米原子气体也因此展现出各向异

性的“椭圆流动”行为 [2]. 而对于无相互作用的费米

气体, 由于原子气体间没有散射碰撞, 在足够长的

时间后原子的动量分布将趋向于各向同性, 最终在

空间中原子气体将形成趋向于球形. 因此这种各向

异性膨胀过程不会发生在无相互作用的费米气体

中, 无相互作用原子气体的纵横比不会超过 1, 如

图 1(c)所示.

强相互作用超冷费米气体各向异性的动力学

膨胀行为是超冷费米气体原子间超强相互作用最

直观的体现, 曾一度作为费米超流体的有力证据.
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图 1    (a)强相互作用超冷费米气体的各向异性膨胀吸收

成像图 ; (b)原子团不同方向的非平衡动力学膨胀行为 ;

(c)不同相互作用下原子团的纵横比大小演化图 [2]

Fig. 1. (a)The  absorption  image  of  the  anisotropic

expansion  dynamics  in  strongly  interacting  Fermi  gas;  (b)

the  non-equilibrium  dynamical  expansion  behavior  in

different directions; (c) the evolution for the aspect ratio of

the atomic cloud under different interaction regime[2]. 
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不仅如此, 强相互作用超冷费米气体的各向异性膨

胀还与系统中存在的量子黏度 [25] 有着紧密的联系.

当系统中量子黏度增大时, 原子气体的动量分布将

从快速膨胀的径向方向流向缓慢膨胀的轴向方向,

进而使得原子气体的纵横比逐步缩小, 这一特性

还可以用于测量费米流体中的量子黏度系数以及

熵 [3,20,25,26].

在理论方面 ,  2002年意大利特伦托大学的

Menotti等 [27] 做出了重要的贡献. 在研究中, 从平

衡态超流费米气体的流体力学出发, 研究了系统的

连续性方程和欧拉流体方程, 利用 Landau-Vlasov

方程以及标量变换方程 [28], 成功推导了三维谐振

子阱中强相互作用费米气体的动力学方程, 较为完

备地描述了超流态强相互作用费米气体 BEC-BCS

渡越区域的飞行时间动力膨胀行为. 研究结果可以

用以下方程来表示: 

n(x, y, z, t) = (bxbybz)
−1n0

(
x

bx
,
y

by
,
z

bz
, t

)
, (1)

 

b̈+
ω2
i

(bxbybz)γ
= 0, (2)

n b ω

γ

γ

γ = 1

其中  为原子气体的密度,   为标量参数,   表征系

统的谐振子阱,   表征原子间相互作用强度, 在相

互作用强度趋于无穷大的 Feshbach共振点处,   

值为 2/3. 此动力学方程具有很大的普适性, 不仅

可以用来描述超冷费米气体的 BEC-BCS渡越, 还

可以用来描述其他系统, 比如相互作用的玻色系统

中  
[29,30].

2.2    超冷费米气体的标度不变性及其对称
性破缺

标度不变物理系统有一个鲜明的特征, 系统中

缺乏有效特征长度标度, 使得连接不同物理领域的

重大进展成为可能. 在超冷费米气体中, 原子气体

间的 s波散射占据主导作用, 超冷原子间相互作用

可以通过 Feshbach 共振技术来调节, 在原子间相

互作用趋于 0时可以形成无相互作用费米气体, 而

原子间散射长度趋于无穷大时会形成幺正费米气

体. 对于无相互作用费米气体, 原子间散射长度为

0, 幺正费米气体中原子散射长度趋于无穷, 更是

远大于原子间距, 因此对于这两种特殊情形, 系统

中原子间距成为了唯一标度, 都将体现出标度不变

的动力学对称特性. 在标度不变动力学对称性下,

超冷费米量子气体的局域关联函数在演化过程中

是自相似的, 因此其热力学流体性质可以通过一个

简单的坐标含时标量因子变换来描述, 极大地简化

了多体非平衡系统动力学的复杂性, 可以激发许多

少体和多体动力学的研究, 在热力学和流体力学方

面产生许多普适的动力学规律 [19,31−33].

⟨r2⟩ = ⟨x2 + y2 + z2⟩

⟨r2⟩
t2

超冷原子气体从谐振子阱中自由展开时, 在强

相互作用区域原子气体不仅仅体现出“椭圆流动”

的行为, 其均方原子团大小  也

呈现出标量动力学特征 [34]. 这一标量动力学展开

行为被 Elliott 等 [34] 在实验上证实, 如图 2所示,

他们发现当标度不变的费米气体在飞行时间展开

时, 原子气体的均方原子团大小  有着普适的飞

行时间  标量关系, 无论是无相互作用费米气体还

是幺正费米气体均遵从这一规律.

⟨r2⟩ = ⟨x2 + y2 + z2⟩ t2

在强相互作用幺正区域, 当原子气体从偶极阱

中自由展开时, 由于原子气体间的体黏滞阻力和局

域非平衡态带来的压力对原子气体的自由膨胀过

程影响较小, 尽管原子气体有着各向异性的动力学

膨胀行为 , 原子气体的整体均方原子团大小

 仍旧维持着飞行时间   标量

关系. 而当散射长度有限时, 系统的标度不变对称

性得到破坏, 费米量子流体中的体黏滞阻力加大,

并且出现了由标度对称性破缺所产生的费米压力,

这些阻力与原子间的散射长度有着相同的符号, 致

使在散射长度为正的 BEC区域阻碍原子气体的自

由展开, 在散射长度为负的 BCS区域使得原子气

体的膨胀速度加快, 因此呈现出如图 3所示的动力

学情形.

这一实验结果证实了两个问题: 首先, 在强相

互作用超冷费米气体的各向异性膨胀过程, 费米气
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图  2    幺正费米气体和无相互作用费米气体的标度不变

展开动力学 [34]

Fig. 2. Scale invariant expansion of a resonantly interacting

Fermi gas compared with the non-interacting Fermi gas[34]. 
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P ε

P =
2

3
ε

体仍然维持着标度不变对称性; 其次, 在流体力学

膨胀中费米压强  与能量密度  之间存在着定量的

依靠关系  . 在有限散射长度的情形下, 系统

的标度不变性将不再能够维持, 原子气体中也会产

生由标度对称性破缺所产生的费米压强差.

2.3    超冷费米气体的 Efimovian 新奇膨胀
动力学

2.3.1    超冷费米气体的 Efimovian 动力学

Efimovian膨胀动力学 [16] 是近年来超冷费米

1/t

气体膨胀动力学研究中一个非常重要的研究内容,

在标度不变性对称性下, 当超冷费米气体所处谐振

子阱的频率按照  关系连续变化时, 原子团的膨

胀过程将会随着时间变化出现一系列分离的平台

结构, 在每一个平台附近费米气体几乎停止膨胀,

平台的位置和大小构成了一个等比数列, 呈现出指

数周期式分布. 这种新奇的动力学膨胀过程和三体

物理中的 Efimov效应 [35−38] 有着类似的数学表达

式, 是由量子费米原子气体所具有的对称性决定

的, 只有在空间和时间上同时具有标度不变性的时

候才会出现. 而当超冷费米气体原子间相互作用为

有限值时, 标度不变对称性遭到破坏, 此时系统的

量子化平台结构也不再能够维持 [39].

1/
√
λt λ

λ

在 Efimovian 膨胀动力学的实验中, 华东师范

大学的武海斌研究组利用两束交叉光偶极阱构成

原子气体的谐振子阱, 利用磁场 Feshbach的技术

来调控原子气体间的相互作用强度, 分别在无相互

作用费米气体和幺正费米气体中进行了实验观察,

结果如图 4(d)和图 4(e)所示. 当谐振子频率按照

 变化且   <4时, 原子气体的膨胀过程会出

现一系列的量子化平台结构, 且每个量子化平台所

处的时间和原子团的大小均呈现出周期式的离散

化指数规律. 随着无量纲因子  的逐渐变大, 系统

的平台结构数目逐步减少且平台间距逐渐加大, 最
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图  3    Feshbach共振点附近费米气体膨胀动力学的对称

性破缺行为, 从上到下依次为 BCS区域、幺正区域和 BEC

区域 [34]

Fig. 3. Conformal symmetry breaking in the expansion for a

Fermi  gas  near  a  Feshbach  resonance.  Top:  BCS  region;

Center: unitary region; Bottom: BEC region[34]. 
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图  4    Efimovian膨胀动力学示意图　(a), (b)原子气体所处谐振子阱频率的变化过程 ; (c)Efimovian 膨胀动力学的理论预测 ;

(d), (e)分别代表无相互作用费米气体和强相互作用费米气体的 Efimovian 膨胀动力学的实验观测结果 [16]

Fig. 4. The Efimovian expansion dynamics: (a) and (b) are the evolution of the harmonic trap frequency; (c) the prediction of the

Efimovian expansion dynamics; (d) and (e) are the experimental observation of the Efimovian expansion in non-interacting Fermi

gas and unitary Fermi gas respectively[16]. 
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λ终在  =4 的时候达到阈值点, 趋近于连续分布. 而

在图 4(d)和图 4(e)中大于 4的左侧灰色区域, 原

子气体膨胀过程不存在量子化平台结构, 原子气体

表现出连续的对称性.

s0

类似于在超冷原子气体中观测的 Efimov 三体

束缚态的离散化束缚能 [36], Efimovian动力学膨胀

过程也受因子  控制, 其动力学膨胀行为可以用数

学表达式描述如下: 

⟨R̂⟩2(t)
R2

0

=
t

t0 sin2 φ
[1− cosφ cos (s0 ln

t

t0
+ φ)], (3)

s0 = ωbγ γ =
√

1/λ− 1/4 φ = − arctan s0
ωb

√
12/5

s0 γ

其中   ,    ,    .

如图 5(a)所示,   与原子气体的集体激发模有关,

在无相互作用费米气体中数值为 2, 在幺正费米气

体中实验结果接近  , 与三维幺正费米气体长

轴的集体激发模式有着相同的因子 [40−42]. 图 5(b)

表明, 费米气体在量子简并附近,   随  呈线性变

化且比值与原子的集体激发频率因子相同, 在一定

范围内原子数目的多少以及温度的高低不影响

Efimovian膨胀动力学.

s0

对比在不同相互作用下的超冷费米气体的

Efimovian膨胀动力学行为, 研究发现当  相同时,

幺正费米气体和无相互作用费米气体有着相同的

动力学膨胀规律, 方程 (3)可重新表示为
 

R̄2
z =

t̄

sin2 φ
[1− cosφ cos (s0 ln t̄+ φ)], (4)

R̄z = Rz(t)/Rz(0) t̄ =

(texp + t0)/t0 R̄z t̄ s0

s0

s0

其中   为原子气体的膨胀率,   

 为无量纲相对时间,    只与   和   相

关, Efimov膨胀动力学对无相互作用费米气体和

幺正费米气体是普适的. 图 5(c)和图 5(d)共同展

示了不同相互作用下标度不变费米气体在相同  

情况下的膨胀动力学,   取值分别为 10.53和 5.88.

该研究结果表明, Efimovian膨胀动力学是普适的

物理规律, 适用于所有的标度不变系统.

在偏离 Feshbach共振点、散射长度有限的

BEC和 BCS区域, 超冷费米气体的 Efimovian膨

胀动力学的量子化台阶显然也将不再能够维持, 原

子气体中存在的体黏滞阻力和对称性破缺所带来

的压强差会阻碍或者加速原子气体的动力学膨胀

行为, 进而使得量子化平台结构发生破坏和偏离.

可以想像的是, 随着台阶数目的增加, 标度不变对

称性破缺带来的影响会逐步增加, 量子化平台结构

的破坏也会变得愈加严重.
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图 5    Efimovian膨胀动力学的普适性　(a) Efimovian 膨胀动力学与原子间相互作用的关系; (b) Efimovian 膨胀动力学与原子

数目、温度间的关系; (c), (d)无量纲化后的普适 Efimovian 动力学膨胀图 [16]

Fig. 5. The  universality  of  the  Efimovian  expansion  dynamics:  (a)  The  Efimovian  expansion  with  different  interaction  regime;

(b) the Efimovian expansion with different atoms' number and temperature; (c) and (d) are the universal dimensionless Efimovian

expansions[16]. 
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2.3.2    超冷费米气体的超级 Efimovian 膨胀

1/
√
λt

En = E0e−2eπn/s̄0+θ0
s̄0 = 4/3 θ0

基于超冷费米气体的标度不变性, 在谐振子频

率按照   变化时, 原子气体呈现出可控的时

间-空间离散的 Efimovian动力学膨胀行为, 这与

三体物理中著名的 Efimov效应十分相像. Efimov

效应是基于三个相互作用的玻色子在三维空间

s波相互作用下形成的, 在一定的情况下, 三个玻

色子可以形成无限多离散的三体束缚态. 近期有理

论研究发现, 三个费米子在二维空间 p波相互作用

下也可以形成类似的三体束缚态 , 被称为超级

Efimov效应 [43]. 超级 Efimov效应的能量本征值

不再是简单的指数依靠关系, 而是呈现出双指数的

标量行为 ,    (  ,    是短

程相互作用参数). 然而较大的标量因子以及双指

数依靠关系的存在使得三体束缚态间的能量比值

变得非常巨大, 即便有理论证明可以通过采用不同

质量的原子种类来缩小这一差值 [44,45], 超级 Efimov

效应目前在实验中仍旧难以观测.

近期有理论提出可以在标度不变费米气体中

开展动力学超级 Efimov效应的研究 [46], 并且很快

√
1/4t2 + 1/t2λ log2(t/t∗) λ < 4

就被实验证实 [42]. 当超冷费米气体的频率按照

 变化并且   时 , 原子

气体的膨胀动力学方程可以表述为
 

⟨R2⟩ = At log(t/t∗){1 +B cos[s0 log (log t/t∗) + φ]}.
(5)

实验结果如图 6所示, 在时间和空间坐标下超

冷费米气体无论是在无相互作用下 (图 6(c))下还

是处于幺正区域 (图 6(a))均呈现出与 Efimov效

应类似的时间空间离散结构, 而将其转化到双对数

坐标下 (图 6(b)和图 6(d))原子团大小清晰地展现

出正弦振荡的行为, 表征出原子气体膨胀过程中所

显现的双对数依赖关系.

值得一提的是, 超级 Efimovian动力学膨胀过

程中不仅原子团大小呈现双对数依赖关系, 其能量

本征值也符合双对数标量关系. 谐振子阱中的量子

气体的能量可以认为势能和内能之和, 内能包括原

子气体的动能和相互作用能. 如图 7所示, 在无相

互作用费米气体中, 由于相互作用能为零, 系统可

以简单地认为只存在势能和动能 , 随着超级

Efimovian动力学膨胀行为的进行, 原子气体的内
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图 6    超级 Efimovian 膨胀动力学实验结果　(a)和 (c)分别表示幺正费米气体和无相互作用费米气体的超级 Efimov 动力学效

应; (b)和 (d)表示在时间双对数标度下相应原子团大小的振荡行为 [42]

Fig. 6. The experimental observation of dynamical super Efimovian expansion. (a), (b) and (c), (d) are the mean axial cloud size

versus the expansion time and the dimensionless axial mean square cloud size versus the dimensionless time in the unitary Fermi

gas and ideal Fermi gas, respectively[42]. 
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π

能和势能同步减少, 且内能和势能存在很大程度的

周期式交换过程, 其能量交换的周期刚好和超级

Efimovian动力学效应的振荡周期相同 . 超级

Efimovian动力学过程中内能和势能均符合双对数

指数标度关系, 且振荡周期相同, 相位相差  .

近期河海大学的 Zhang等 [47] 用标度理论对不

同构型、不同相互作用情形的动力学超级 Efimov

效应开展了拓展研究, 研究发现在对称性破缺的情

形下超级 Efimov动力学行为仍旧可以呈现出双对

数周期振荡的行为, 但是在 BEC区域振荡行为将

表现为偏离中心向下振荡, 而相应的 BCS区域则

表现为偏离中心向上振荡, 这种行为可以用来区分

不同类型的超流特性.

3   结　论

超冷费米气体的研究是当前冷原子分子物理

的重要研究方向之一, 强相互作用超冷费米气体的

膨胀动力学更是有着非常重要的研究意义. 当费米

气体处于强相互作用幺正区域时, 超冷的费米气体

原子间散射长度趋于无穷, 费米多体系统除原子间

的距离外不再具有特征长度, 表现出普适的热力学

特性, 具有标度不变性的对称性. 重要的是这一膨

胀动力学行为是普适的行为, 可以拓展至其他标度

不变的系统中, 比如一维 Tonk气体和二维弱相互

作用量子气体等, 这些系统中的行为需要进行进一

步的实验验证.

本文介绍的工作均是在标度不变系统中进行

的研究工作, 此时的超冷费米气体为无相互作用或

者散射共振状态. 然而当系统偏离散射共振时, 散

射长度变为具体有限的大小, 系统的标度不变性将

遭到破坏, 相应的膨胀动力学也将发生改变甚至原

有的特性都会被破坏. 研究散射长度从零变为无穷

大过程中原子气体的膨胀动力学有助于人们更加

清晰地认知少体和多体物理, 以及理解碰撞散射过

程的机理. 对于某些鲜明的动力学特征如 Efimovian

膨胀动力学的离散周期特性是否能够保持仍旧需

要探索, 相应周期长度之间的关系还需要进一步的

研究.

可以预见的是, 强相互作用超冷费米气体的非

平衡动力学是未来比较前沿的研究课题, 有许多新

奇的非平衡动力学课题还未解决. 比如低温原子气

体散射长度突然改变时多体系统的膨胀动力学如

何改变, 以及在此变化条件下如何探索量子气体中

原子对能带间隙的大振幅和低振动频率的振荡的

集体行为, 这对于研究孤立强相互作用费米气体的

准热化、热化和热平衡过程有较大意义.

总的来说, 研究强相互作用超冷费米气体的膨

胀动力学意义深远, 在这样的超冷超强相互作用的

标度不变费米气体中, 通过精确调控外加俘获势和

原子间相互作用强度, 构成了一个基本的测试少体

和多体物理的理想系统, 对于新奇非平衡动力学操

控和探测有着深远的影响.

感谢清华大学翟荟教授、中山大学俞振华教授、中国人
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Fig. 7. The  axial  potential  (internal)  energy  ratio  versus
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dimensionless time (b) for the super Efimovian expansion[42]. 
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SPECIAL TOPIC—Cold atoms and molecules

Recent progress of expansion dynamics in strongly-interacting
ultracold Fermi gases*
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Abstract

The evolution of non-equilibrium dynamic for many-body systems is one of the most challenging problems

in physics. Ultra-cold quantum atomic Fermi gas provide an test-bed for studying many-body non-equilibrium

dynamics due to its high freedom of controllability, which can be used to simulate and understand the dynamics

of  the  early  universe  after  the  Big  Bang,  quark-gluon  produced  in  heavy  ion  collisions  and  nuclear  physics.

Generally, the evolution of many-body systems is very complex, and usually needs to be studied by symmetry.

Feshbach  resonance  can  be  used  to  prepare  scale  invariant  atomic  Fermi  gases:  non-interacting  and  unitary

Fermi  gases.  When  far  away  from  equilibrium  state,  universal  exponents  and  functions  can  be  used  to

characterize the dynamics of the system, which can be identified by scaling the temporal and spatial evolution

of  the  system.  In  this  review,  the  recent  developments  in  the  expansion  dynamics  of  strongly  interacting

ultracold Fermi gases are introduced, including the anisotropic expansion of atomic gases, scaling dynamics and

Efimovian expansion dynamics.

Keywords: strongly-interacting  ultracold  Fermi  gas,  Feshbach  resonance,  anisotropic  expansions,  scale
invariance, Efimovian expansion dynamics
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