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从 20世纪中叶至今, 复杂系统研究迅速发展, 成为了引人注目并具有广泛应用的新领域. 复杂系统要

么具有结构的复杂性, 要么具有演化的复杂性, 在多数情况下二者兼具. 不同于传统物理学通常处理的规则

介质, 许多复杂系统具有复杂结构, 近年来受到极大关注的复杂网络结构就是其中最典型的代表. 同时复杂

系统也可表现为演化行为的多样性和复杂性. 即便系统结构并不复杂, 系统中的非线性相互作用可能产生

复杂的演化行为, 包括: 形形色色的不稳定性; 丰富的斑图动力学; 各种各样的自组织、涌现及进化行为等等.

物理学从一开始就深深进入了复杂系统研究领域, 其中统计物理无疑是研究和理解复杂系统最主要的工具.

复杂系统研究紧密联系着当前科学发展的两大趋势. 一是不同学科的交叉和融合. 近年来物理学和数

学越来越深入地进入其他学科领域, 特别是生物学和社会科学, 使这些传统大多以定性描述为主的学科开

始了以数据为依托的定量研究, 而这些交叉领域研究几乎都处于复杂系统的研究范畴. 二是大数据科学的

迅猛发展和应用. 基于互联网和物联网数据采集和存储技术的突飞猛进, 现在可利用的数据量正在爆炸性

的增长. 这些数据中包含了极大量对自然和社会的有用信息, 能合理利用会带来巨大并不断增长的财富. 但

产生这些数据的系统和可能被这些数据所影响的系统, 往往都是复杂系统, 其行为具有高度的不可预测性,

使这笔财富并不容易获取. 深入研究复杂系统, 发展有效的数据分析手段是成功使用这笔潜在财富的关键

和核心.

要研究和处理所有以上困难和问题, 统计物理是强有力的手段. 长期以来统计物理在处理各种不可确

切预见的轨道和状态中发展了丰富的思想、方法和技术手段, 这些必然将会和已经为复杂系统的研究提供

了强有力的工具. 同时复杂系统由于结构和行为的大量新特点又为统计物理的创新发展提供强大推动.

本专题邀请了在领域前沿活跃工作的专家学者撰写了 18篇研究和综述论文, 介绍了作者们在该领域

的最新进展和成果. 内容包括对物理领域以及生物、经济、工业和其他交叉领域的复杂系统的研究; 既有宏

观经典系统的讨论, 也有量子系统复杂行为的探索; 有论文讨论了复杂系统行为的基础统计理论, 也有论文

分析了复杂系统演化的同步化、斑图动力学及其调控. 专题中多篇论文涉及复杂网络问题: 有关于网络结构

形成和稳定性分析, 也有利用网络产生的数据分析网络结构, 网络上信息传播, 网络结构下人文活动, 经济

演化, 社会运行规律等等. 统计物理和复杂系统是一个内涵宏大的领域, 专题论文都是作者兴趣所在的课题

研究成果和心得, 只涉及领域中的点点滴滴. 但我们期望专题中介绍的成果能加强国内学者在这一领域的

交流, 吸引对该领域有兴趣的青年学者和学生进来钻研, 推动我国在这一领域的研究水平更上一层.

(客座编辑: 北京师范大学 胡岗; 电子科技大学 周涛; 中国科学院物理研究所 叶方富)

SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Preface to the special topic: Statistical
physics and complex systems

DOI: 10.7498/aps.69.080101

Since  the  middle  of  the  twentieth  century  the  study  of  complex  systems  has  been  developing
rapidly, and now has become a new scientific field of broad applications. Complex systems are defined
as  systems  that  have  complex  structures,  complicated  dynamics,  or,  as  in  most  cases,  both.  Unlike
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typical  physical  systems  where  regular  media  are  considered,  complex  systems  often  have  complex
structures (or media), of which complex networks, attracting great attention in recent decades in both
natural and social sciences, are representative examples. On the other hand, regardless of whether the
structure  is  complex  or  regular,  systems  can  present  various  complicated  behaviors  due  to  their
dynamical  nonlinearities,  such  as:  various  instabilities;  rich  pattern  formation  and  dynamics;  diverse
emergent and evolutionary behaviors, and so on. Physics has been involved deeply in the development
of this novel field from the beginning. In particular, statistical physics is the main tool for studying and
understanding the structural and evolutional rules of complex systems.

The  study  of  complex  systems  is  closely  related  to  two  important  frontiers.  The  first  is  the
development  of  interdisciplinary  research.  In  recent  years,  physics  and  mathematics-based  tools  and
thinking  have  been  used  more  and  more  extensively  in  many  other  fields,  such  as  the  biological  and
social sciences, bringing quantitative computational analyses into these areas which traditionally relied
on  qualitative  descriptions.  In  this  aspect,  the  analyses  of  complex  systems,  in  particular  complex
networks, often serve as an important and in some cases even an irreplaceable foundation. The second
frontier  is  the  rapid  growth  of  big  data  science  in  recent  decades.  Due  to  the  fast  development  of
measurement,  recording,  and  storage  techniques,  data  are  collected  and  accumulated  at  an  explosive
pace.  These  data  contain  an  enormous  amount  of  information  from both  natural  and  social  systems.
Extracting and making use of this information are of great interest. However, this is a challenging task,
because  discernible  patterns  are  typically  deeply  buried  or  masked  in  data  produced  by  complex
systems.  To  realize  the  full  potential  of  big  data,  the  development  of  theoretical  frameworks  and
techniques for data analyses of complex systems is critical.

Statistical physics is a powerful approach to tackle the challenges described above. In the past few
centuries  the  field  of  statistical  physics  has  developed  profound  and  far-reaching  ideas,  methods,  and
techniques, for analyzing complicated problems with nondeterministic characteristics. This can offer and
has  offered  powerful  tools  for  studying  problems  of  complex  systems.  Conversely,  novel  phenomena,
features,  and  behaviors  in  complex  systems,  due  to  their  structural  and  dynamical  complexities,  can
stimulate conceptual development of statistical physics itself, and help it to explore its capacity further.

For the special issue “statistical physics and complex systems”, a number of leading scientists and
experts  working  actively  in  this  field  were  invited  to  contribute  research  and  review  papers,  and  to
present their recent research achievements. This body of work investigates complex systems in a wide
range of disciplines, including the fields of physics, biology, economical activities, and other natural and
social  systems.  The  collection  includes  discussions  on  classical  systems  as  well  as  quantum  complex
behaviors;  descriptions  of  basic  theories  of  statistical  physics  of  complex  systems  as  well  as  rich
behaviors of  pattern formation, pattern dynamics and their  controls.  Many contributions in this issue
address  complex  network  problems,  including  problems  of  formation,  stability,  and  reconstruction  of
network  structures,  and  also  dynamical  problems  of  information  transport  and  social  activities  in
networks. Most of the above investigations are based on analyses of available data, both structural data
and dynamical data. As the field of statistical physics and complex systems is vast, only a small number
of selected areas and topics can be covered in one issue.  Nevertheless,  we hope that this  special  issue
will  enhance  academic  exchanges  among  scientists  in  the  field,  attract  young  scientists  and  students
interested in this field to join the research community, and effectively promote research of this exciting
emerging field in our country.

Guest  editor:  Hu  Gang  (Beijing  Normal  University,  China);  Zhou  Tao  (University  of
Electronic  Science  and  Technology  of  China);  Ye  Fang-Fu  (Institute  of  Physics,  Chinese
Academy of Sciences)
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专题：统计物理和复杂系统

排名聚合算法在少量长列表聚合中的
性能比较分析*

陈玟宇 1)    朱章黔 2)    王晓蒙 1)    贾韬 1)†

1) (西南大学计算机与信息科学学院 软件学院, 重庆　400715)

2) (中国人民解放军陆军勤务学院国防经济系, 重庆　500106)

(2019 年 10 月 17日收到; 2019 年 11 月 24日收到修改稿)

排名聚合将多个排名列表聚合成一个综合排名列表, 可应用于推荐系统、链路预测、元搜索、提案评选

等. 当前已有工作从不同角度对不同排名聚合算法进行了综述、比较, 但存在算法种类较少、数据统计特性

不清晰、评价指标不够合理等局限性. 不同排名聚合算法在提出时均声称优于已有算法, 但是用于比较的方

法不同, 测试的数据不同, 应用的场景不同, 因此何种算法最能适应某一任务在很多情况下仍不甚清楚. 本文

基于Mallows模型, 提出一套生成统计特性可控的不同类型的排名列表的算法, 使用一个可应用于不同类型

排名列表的通用评价指标, 介绍 9种排名聚合算法以及它们在聚合少量长列表时的表现. 结果发现启发式方

法虽然简单, 但是在排名列表相似度较高、列表相对简单的情况下, 能够接近甚至超过一些优化类方法的结

果; 列表中平局数量的增长会降低聚合排名的一致性并增加波动; 列表数量的增加对聚合效果的影响呈现非

单调性. 整体而言, 基于距离优化的分支定界方法 (FAST)优于其他各类算法, 在不同类型的排名列表中表现

非常稳定, 能够很好地完成少量长列表的排名聚合.

关键词：排名聚合, 不等长列表, Mallows模型, 有偏等级重叠

PACS：02.50.–r, 89.75.–k, 87.15.Qt, 87.15.nr 　DOI: 10.7498/aps.69.20191584

 

1   引　言

排序是在复杂系统的研究中经常使用的方法,

例如通过节点中心性对重要节点排序 [1,2], 链路预

测中对可能存在的边排序 [3,4]. 在很多场景中, 我们

会面对基于不同参数, 采用不同机制所得到的不同

排名, 如不同人群对候选者给出的投票排名, 不同

推荐系统给出的推荐排名, 不同算法给出的链路预

测排名. 将多个排名列表聚合成一个综合排名列

表, 就是排名聚合 (rank aggregation, RA)要解决

的问题. 排名聚合也称为 Kemeny排名聚合 [5]、偏

好聚合 [6]、共识排名问题 [7], 可以应用于推荐系统、

元搜索、期刊排名、提案评选、复杂网络等领

域 [2,3,8−20]. 作为一个研究主题, 排名聚合已有超过

两百多年的研究历史, 最早可追溯至 1781年法国

数学家 Borda[21] 解决的法国科学院选举问题. 基

于“总体大于各部分之和”的基本思想 [22], 不同研

究领域提出了大量排名聚合方法, 大致可分为启发

式方法和优化类方法. 启发式方法基于某种直观经

验或规则将多个排名综合为一个排名, 具有简单、

快速的特点 . 优化类方法通过优化某一目标函

数, 得到一个与已有排名之间存在某种优化量的

排名. 虽然优化类方法在理论上更加完备, 但是因

为其对应的优化问题是 NP (non-deterministic

polynomial)难的, 难以保证得到最优解. 对不同排
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 61603309)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: tjia@swu.edu.cn
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名聚合方法进行对比分析, 能帮助在不同应用场景

和数据条件下选择最合适的聚合方法, 提高效率和

可信度, 具有非常重要的意义.

少量长列表的排名聚合是很多实际场景中需

要解决的问题, 这些排名列表相互不等长, 且可能

包含平局, 例如不同机构给出的大学排名、基于不

同基因数据库的靶点预测排名、不同搜索引擎对相

关主题给出的推荐排名. 选择何种算法能最好地处

理少量长列表的排名聚合尚没有明确的答案. 虽然

当前已有综述类工作 [23,24] 对不同聚合算法进行了

列举和介绍, 但是一般缺少不同方法之间的性能比

较. 一些工作 [25−30] 虽然涉及了一部分排名聚合算

法的性能比较, 但是用于比较的聚合算法较少, 使

用的排序列表类型不够丰富, 评价指标也有不够合

理之处. 同时, 当前的绝大多数算法对比工作均是

基于少量实证数据, 由于数据的统计特征缺失, 难

以区分算法优劣是源自特定数据集, 还是基于一系

列数据集的共同统计特征, 算法性能的泛化能力难

以估测. 最后, 不同的聚合方法在提出时, 均会声

称优于已有的算法, 但是用于比较基础算法不尽相

同, 用于测试的数据也往往大相径庭, 使得我们往

往无法真实知晓在具体应用场景下何种算法性能

最佳.

针对这些局限性, 本文基于Mallows模型提出

一套用于生成统计特性可控的不同类型的排名列

表的算法, 使用一个可应用于不同类型排名列表的

通用评价指标, 介绍 9种排名聚合算法, 比较它们

在少量长列表排名聚合下的表现. 结果发现启发式

方法虽然简单, 但是在排名列表相似度较高、列表

相对简单的情况下, 能够接近甚至超过一些优化类

方法的结果; 列表中平局数量的增长会降低聚合排

名的一致性并增加波动; 列表数量的增加对各聚合

结果的影响呈现非单调性. 整体而言, 基于距离优

化的分支定界方法 (FAST)优于其他各类算法, 在

不同类型的排名列表中表现非常稳定, 能够很好地

完成少量长列表的排名聚合. 

2   基本概念

|S|
≺

B1, · · · , Bt(1 ⩽ t ⩽ |S|) t

x ∈ Bi Bi i < j Bi

给定包含   个对象的集合 S, 一个块序列

(bucket order)是一种可传递二元关系   , 存在块

集合  分割 S, 即块数量为  .

如果   , 称   是 x 的块. 如果   , 则称块  

Bj x ≺ y i < j

x ∈ Bi y ∈ Bj

p(x|x ∈ Bi) =
∑

j<i
|Bj |+ 1

位于   之前 . 对象   当且仅当对于   有

 且  . 如果一个给定块中包含多个对象,

则形成一个平局 , 即块内的对象具有相同的位

置. 直观上看, 一个块序列就是一个可能包含平

局的严格线性序列 , 块中对象 x 的位置定义为

 , 即采用“1224”列表

类型来表达对象的排名偏好信息, 而非采用块中对

象的平均位置 [31]. “1224”列表类型表示为第 2和

第 3个对象具有相同的位置, 形成一平局. 本工作

主要针对少量长列表的聚合, 根据相关应用场景,

主要针对如下 3种类别的列表 [32].

t = |S|
完全列表 (full list, FL): 块序列中所有块大小

均为 1且  , 即包含 S 中所有对象且不含平局;

1 ⩽ t ⩽ |S|
平局列表 (full list with ties, TL): 块序列中

至少有一个块的大小大于 1且  , 即包含

S 中所有对象且存在平局;

不完全列表 (incomplete list, IL): 由 S 中部分

对象形成的块序列, 可能包含平局.

例如, 假设 S 包含 A, B, C和 D四个对象, 现

有如下 5个块序列:

块序列 1: [A], [B], [C], [D];

块序列 2: [A], [B, C], [D];

块序列 3: [A], [C];

块序列 4: [A], [B], [D];

块序列 5: [B], [C, A],

其中, 一个“[ ]”代表一个块, 即一个位置. 块序列

1包含 S 中所有对象, 并且块数量等于 S 中对象

数, 因此是 FL类型. 块序列 2包含 S 中所有对象,

但 B与 C都在块 2中, 即 B与 C形成一平局, 是

TL类型. 块序列 3—5都只包含 S 中部分对象, 均

为 IL类型. 

3   相关研究

Ali和Meila[25] 重点探讨了不同排名聚合方法

在搜索时间与结果表现之间的均衡性, 发现决定均

衡的重要因素是数据集的一致程度 (degree  of

consensus). Schalekamp和 Zuylen[26] 也针对相似

问题开展了工作, 并且将平局情况引入比较过程,

给出多个聚合方法表现的下界, 但是在计算过程中

一些方法没有考虑打破平局的代价. 上述两个工作

均使用真实数据集测试不同算法, 但是所使用数据

量较小. Brancotte等 [27] 针对平局比较了一系列排
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名聚合方法, 标注了不同方法是否适用于 TL数

据, 研究了平局等数据集特征对所讨论方法的影响.

但是以上几个工作都没有考虑更为复杂的 IL数据.

Cohen-boulakia等 [29] 基于广义肯德尔距离 ,

提出了一个新的启发式排名聚合算法, 此方法可适

用于所有列表类型, 但是算法验证和对比仅仅基于

一个小型生物医学数据集和人工数据 (4—8个对象).

Lin[24] 从排名聚合方法在生物信息学中的应用角

度, 综述和对比了多个聚合算法, 但是该工作使用

的数据较小并且对 IL数据的情况考虑不充分 .

Sculley[33] 比较了不同算法在大量短列表聚合下表

现, 但是其比较的方法较少, 且均为启发式算法;

Xiao等 [30] 基于其提出的数据生成模型对四种排名

聚合算法进行了比较, 并通过一个预设的真实排名

(ground truth ranking)比较不同算法结果的质量.

由于该数据生成模型对于平局数量、IL数据生成

过程不可控, 同时真实排名在现实场景中难以获得,

其算法质量评估在真实场景中的应用具有局限性.

τ

在评价指标的选择上, 大多数工作使用斯皮尔曼

等级相关系数或肯德尔  距离. 这两个经典量只适

用于排名列表包含所有对象的情况, 不能应用在

IL数据中, 同时它们也没有考虑不同排名位置的

不同权重. 在真实场景中, 靠前的排名应比靠后的

排名具有更高的权重, 例如第 1名和第 2名、第

50名与 51名之间均只相差 1个排位, 但前者的排

名差距权重比后者更大.

综上所述, 当前很多排名聚合算法比较工作存

在数据量小、评估指标不够合理、数据统计特征缺

失或列表类型单一等问题. 针对以上问题, 本文提

出一个数据生成模型, 生成列表类型、列表长度

(即对象数量)、列表数量、一致程度等特征可控数

据用于算法比较. 本文同时采用更为合理的评价指

标, 更好地处理平局、排序权重等之前工作中未能

充分考虑的问题, 从而更合理地比较不同算法在不

同情况下的表现. 

4   排名聚合方法及其分类

排名聚合方法可根据相关特征从不同角度进

行分类 [23,24,27,31,34]. 文献 [23]是最早对排名聚合方

法进行分类的排名聚合公理派综述文章, 将排名聚

合方法分为启发式方法和优化类方法两类. 文献 [24]

将所有排名聚合方法分为基于分布的方法、启发式

方法和随机搜索方法三类. 文献 [27]从能否处理平

局的角度分为基于广义肯德尔距离的方法、基于传

统肯德尔距离的方法和位置类方法三类. 文献 [31]

按是否需要训练数据分为监督类方法 [35,36] 和非监

督类方法两类. 本文采用第一种分类标准. 

4.1    启发式方法
 

4.1.1    KwikSort

KwikSort[37] 是一种分治算法, 其核心思路是

给定一组对象, 随机选择一个对象作为中心点, 并

将其他所有对象按照一定规则置于该中心点前后

的两个块中, 从而使每一个对象与该中心点的违例

数最少 (为与下文排名聚合方法MVR中违例数相

区分, 此处违例数定义为对于两个对象, 如果其在

两个列表中的相对位置不一致, 则形成一个违例).

van Zuylen和 Williamson[38] 提出了 KwikSort去

随机化版本. 事实上, 对象有一定概率与中心点形

成平局. Brancotte等 [27] 通过这种策略对KwikSort

进行了改进使其可以处理平局. 

4.1.2    FaginSmall

Fagin等 [31] 针对平局提出几种指标并利用动

态规划方法提出一种新的近似算法 .  Cohen-

boulakia等 [29] 对上述方法做了修改得到FaginLarge

和 FaginSmall, 前者得到的结果包含平局, 而后者

不包含平局, 因此, 本文选用 FaginSmall. 

4.1.3    BioConsert

Rµ1 , · · · , RµN

(µ1, · · · , µN

给定 M 个对象和 N 个排名列表 

 是每个列表对应的排名机制), 通用目

标函数为 

RC = argmin
Rµ

{∑N

k=1
wkd(Rµ, Rµk

), Rµ ∈ U

}
,

(1)

|U | =M !

τ

RC

其中 w 是权重向量, 用于指定有关排名列表相对

重要性或可靠性的先验信息. 本文取为元素全为

1的向量, 以表征所有排名列表一样重要, 此时该

问题也称为 Kemeny排名聚合问题. 本文不考虑最

终得到的聚合排名中包含平局的情况, 所以 U 表

示由这 M 个对象组成的所有 FL集合, 则  .

d 是某种距离函数, 如肯德尔   距离 [39]、斯皮尔曼

简捷距离 [40]、KS距离 [23] 以及 Hausdorff距离 [41]

等.   在本文中叫聚合排名, 而在社会选择和离散
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数学文献中叫共识排名 (consensus ranking), 在统

计学文献中称为中值排名 (median ranking).

BioConsert[29] 的主要思路是从一个初始排名

列表 R 开始, 通过不断迭代选择执行两类操作以

减少上述通用目标函数值. 当任何操作均不能再减

少目标函数值时, 则将此时的排名列表作为最终的

聚合排名. 这两类操作是: 1) 将一个对象从原来的

块中取出放入另一个块中; 2) 将一个对象从原来

的块中取出并在另一个新的位置新建单对象块. 如

果执行上述某一操作后目标函数变小, 则执行该操

作; 反之, 则不执行. 不同初始排名列表 R 会产生

不同的聚合排名结果, 极大影响算法的表现 [27]. 本

文选用波达计数法的聚合排名 RC 作为初始排名

列表. 

4.1.4    波达计数法 (BordaCount)

M − 1

波达计数法 [21] 是最简单直观的排名聚合方法:

在每个排名列表中, 根据排名顺序对每个对象赋值

一个分数, 将每个列表中该对象分数相加并对每个

对象总分数进行排序就得到了最终的聚合排名. 同

一对象在不同排名列表中的总分数除使用简单相

加以外, 也可使用其他聚合函数, 例如中值函数、

几何平均函数、p 范数等 [24]. 本文采用最简单的波

达计数法, 即某一列表中对象分数为该对象所击败

的对象数量 (例如在长度为 M 的排列中, 第 1名的

分数为  , 而第 M 名的分数为 0), 并采用求和

的方法计算各对象总分数. 

4.1.5    MedRank

q ∈ [0, 1]

N × q

MedRank[42] 的核心思路是给定阈值  ,

逐一并行读取所有 N 个排名列表, 一旦有对象出

现次数首次超过  , 则根据对象出现的先后顺

序依次添加至最终排名列表, 直至达到指定列表长

度. 本文将阈值 q 取为 0.5. 

4.1.6    马尔科夫链方法 (MC3)

Dwork等 [11] 使用成对比较信息, 基于马尔科

夫链提出了一系列的排名聚合方法, 其核心思路是

将所有对象当作状态, 构建一各态历经的马尔科夫

链转移矩阵, 从而其稳态分布会给予排在前面的状

态更高的概率, 对象转移概率的不同赋值方法取决

于我们的目标. Lin[24] 对上述方法进行改进以使其

可以适用于不同类型列表. 本文采用文献 [24]中

的 MC3方法 , 给定 M 个对象和 N 个排名列表

Rµ1 , · · · , RµN
µ1, · · · , µN

u→v

 (  是每个列表对应的排名

机制), 对于 u, v 属于 M, 且 u 不等于 v, 则  的

概率为 

P (u→ v) =

∑N

l
I [Rµl

(u) > Rµl
(v)]

N |M |
, (2)

I(·) I(·) = 1

I(·) = 0 P (u→ u)=1−
∑
v ̸=u

P (u→ v)

G(V,E)

其中当   所包含的条件满足时 ,    , 否则

 . 此时 , 定义   .

同时, 对象转移概率与将待转向对象排在当前对象

前面的列表数量成正比. 根据 (2)式建立相应的状

态之间的概率转移矩阵, 同时建立以状态为节点,

状态间转移概率作为边权重的加权有向图  ,

V 为状态集合, E 为边集合, 此时, 将问题转变为

寻找最大的有向非循环连通子图. 

4.1.7    PageRank

G(V,E)

e(v, u)

Pg(u)

Pg(u)

依据经典 PageRank算法 [43] 的排名聚合算法

PageRank[44] 的主要思想是给定排名列表构造图

 , V 为节点集合, E 为边集合, 将每个对象

看作图 G 中一个节点, 对于每一个排名, 如果对

象 u 排名高于对象 v, 则建立一条加权有向边

 , 其权重为所有给定排名列表的差值. 此外,

对所有权重进行归一化处理, 以便每个节点的出度

边权重总和为 1. 对每个节点 u 构建   值作为

排名得分,   定义为 

Pg(u) = (1− α)pu + α
∑

e(v,u)∈E

Pg(v)× w(u, v)

outdeg(v)
, (3)

outdeg indeg

pu =
indeg(u)∑
v∈V

indeg(v)
α

其中   是节点的出度 ,    为节点的入度 ,

 . 本文   取值为 0.85, 将算法

给出的节点排序列表作为最终的聚合排名. 

4.2    优化类方法

τ

上述启发式方法尽管在运算速度上有优势, 但

是并不能在理论上保证最终排名的性能最优性. 针

对这一不足, 一些学者提出了优化类方法, 通过优

化基于某一性能指标的目标函数, 获得聚合排名.

在衡量两个排名之间一致性情况下, 采用不同的性

能指标 (如距离函数、等级相关系数和违例数

等)会得到不同的优化方法 [7,12,13,45−47]. 不同性能

指标之间有时可相互转化 , 比如在 FL情况下 ,

KS距离和肯德尔  距离完全等价 [48]; 此外, KS距
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τx离函数和  等级相关系数是等价的, 具有线性变换

关系 [45]. 

4.2.1    分支定界方法 (FAST)

τa τb

τb

τb

τx

auv = 1 auv = −1

auv = 0

τb

τx

Rµ1

Rµ2 τx

肯德尔提出了   和   等级相关系数 [39], 前者

适用于 FL, 而后者还适用于 TL. 因为  在处理平

局方面存在问题, Emond和 Mason[45] 基于  提出

 等级相关系数. 在一个包含 M 个对象的列表中,

定义分数矩阵 A为一个方阵, 对于任意两个对象

u 和 v, 如果 u 排在 v 前面或者与 v 形成平局, 则

 ; 如果 u 排在 v 后面 , 则   ; 如果

u 和 v 相等, 则   , 即 A对角线上元素始终

为 0. 因此,    在处理平局时将其分数矩阵对应元

素置为 0, 而   置为 1, 故而分数矩阵中除对角线

以外的 0元素表征无比较信息. 给定两个列表 

和  ,   等级相关系数定义为 

τx(Rµ1 , Rµ2) =

∑n

i=1

∑n

j=1
aijbij

M(M − 1)
. (4)

τx

RC

τx

Emond和 Mason[45] 基于   提出一个分支定

界算法来寻找聚合排名, 即寻找一个聚合排名  

使平均加权   等级相关系数最大 (或平均加权

KS距离最小), 其目标函数为 

max
[ N∑
k=1

wkτx(RC, R
(k))

/ N∑
k=1

wk

]
.

τx

注意: 此处的目标函数与通用目标函数 (1)式是一

致的, 因为  与 KS距离具有线性变换关系. 本文

所有基础排名列表的权重都取 1, 以表征所有基础

排名列表一样重要. 上述目标函数化简为 

max
m∑
i=1

m∑
j=1

sijcij , (5)

cij =
∑n

k=1
r
(k)
ij其中   .  Amodio等 [7] 基于 Emond

和 Mason的分支定界算法提出 FAST算法, 效果

更好, 计算时间更短, 计算效率得到了很大提高,

是本文采用的方法. 

4.2.2    最少违例数方法 (MVR)

在给定对象两两比较信息情况下, Pendings

等 [49] 利用 0—1线性整数规划来寻找一个聚合排

名以使对象不一致数量最少. 如果一个方阵每一行

从左到右元素依次增大, 每一列从上至下依次减

小, 那么该方阵就称为坡型矩阵. 对于一个方阵,

违反坡型结构的元素对数就是违例数 (注意: 此处

违 例 数 与 KwikSort违 例 数 [27] 定 义 不 一 样 ).

MVR旨在尽可能寻找这样一个坡型结构, 从而使

违例数最少. MVR目标函数为 

min
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij , (6)

xij = 1 mi

mj

xij ∈{0, 1} xij+xji=1 xij+ xjk+xki⩽2

cij = # {k|dik < djk}+ # {k|dki > dkj}
dij mi mj mj

mi

其中方阵 X是决策矩阵, 其值  表示将  置

于   前面, 否则置于后面, 并且需满足三个条件:

1)  ;  2)  ;  3)  .

方阵 C用于计算与坡型矩阵的违例数 . 对任意

i 和 j,    , 其中

 表示将  排在  前面的列表数量与将  排在

 前面的列表数量的差值, 以衡量输入排名列表

之间的一致程度. 值得注意的是, MVR采用对象

成对比较方式来表达偏好信息, 其最原始的应用场

景是各类循环赛, 但在排名聚合背景下, 可将基础

排名列表转换为两两比较信息. 如果出现平局或比

较的两个对象至少有一个并未参与某一排名, 则不

计算这两个对象在该排名中的得分, 因为未参与该

排名, 故而无法得知孰强孰弱. 

4.3    算法比较

本文主要基于Mallows模型生成的完全列表、

包含平局的列表和不完全列表, 利用相似性指标来

考察不同类型的列表数据对算法的影响. 从算法自

身设计角度来说, 除少数算法以外, 多数都可以直

接处理不同类型的列表 . 例如 , 除了 BioCount,

MedRank和MVR方法需要对列表作稍微调整外,

其余方法均可以处理包含平局的列表; 除BioConsert,

BordaCount和 MedRank需要对列表作稍微调整

外, 其余方法均能处理 IL数据.

以 上 KwikSort,  FaginSmall,  BioConsert,

BordaCount和 MedRank聚合算法使用文献 [27]

所提供的在线平台进行相关实验, MC3, PageRank,

FAST和MVR使用相关程序进行本地运算. 

5   评价指标

为对比不同的排名聚合方法在不同列表类型

上的表现, 需要一个通用评价指标来表征各排名之

间的相似性. 一个合理的相似性度量指标需要能够

处理对象未同时出现在排名中的情况, 即列表不等
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RBO

RBO ∈ [0, 1]

RBO

p = 0.9

长; 赋予高排名对象比低排名对象更多的权重; 同

时相似度取值随着排名列表长度的增长而最终收

敛. 在排名聚合领域, 有大量指标可用于计算列表

之间相似性 [50−54], 但是很多都不能同时满足以上

三个要求. 比如, 经常用于排名相似度计算的斯皮

尔曼等级相关系数只能处理完全列表, 当列表不等

长或列表元素存在不同时不再适用; 肯德尔 t 距离

以及广义肯德尔距离都可计算将一个排名转换为

另一个排名所需的相邻对象交换次数, 但是却不能

给排在前面的对象更高权重, 同时取值随着列表长

度的增加而发散. Webber等 [55] 基于简单概率用户

模型实现了一个满足上述三个条件的指标—有

偏等级重叠 (rank-biased overlap, RBO).    通

过在给定评估深度下计算一个基本分数 (下界)和

一个最大分数 (上界)来提供单调性. 需要点估计

时 , 也可以计算出一个介于上下界之间的分数 .

 ,  0表示两个列表中对象完全不同 ,

1表示两个列表包含相同对象且相对顺序一致 .

 中包含一个参数 p, 其决定对象被加权的程

度, 决定权重下降陡峭程度, p 越小, 指标对前面的

对象加权越大 . 本文根据文献 [55], 选取参数

 .

为考察聚合算法的效能, 本文根据不同的列表

类型, 使用 2种指标. 对于 FL数据, 由于列表生成

模型基于一个中心排名均匀的产生随机样本, 因此

可以认为中心排名即为最佳的聚合排名. 聚合排名

与中心排名的差异性则体现出算法效能: 

RBO = RBO(RC, R0), (7)

RC R0其中  为聚合排名,   为中心排名.

对于 TL和 IL数据, 由于在添加平局和构造

不等长列表的过程中, 不可避免地使得列表不再基

于中心排名列表随机分布, (7)式不再适用. 因此

我们使用聚合排名与原排名的平均相似度来度量

聚合效果: 

RBO =
1

N

N∑
i

RBO(Ri, RC), (8)

RBO(Ri, RC) Ri

RC

其中   代表原排名列表   与聚合排名

列表   的相似度. 这一度量也同样适用于 FL数

据类型.

对于算法搜索时间比较方面, 由于各方法使用

不同的平台、语言和优化工具, 本文不做比较. 

6   数据生成模型

R0

θ

为评估和比较各种排名聚合方法, 首先需要生

成具有不同统计特征的数据集, 包含多个相似但不

相同的排名列表. TL和 IL数据都可作为 FL数据

的变体, 因此首先介绍 FL数据的生成模型. 当前

已有多种 FL类型数据生成模型 [56−62], 本文选用理

论和应用研究中应用广泛的Mallows模型 [56,57], 以

更好地分析数据一致程度对排名聚合方法表现的

影响. Mallows模型是一个基于排名列表之间距离

的指数模型, 包含两个参数: 中心排名  和离差散

布参数  . Mallows模型会给每一个排列赋予一个

概率值 

P (R |θ,R0 ) ∝ e−θd(R,R0), (9)

τ

τ θ

θ = 0 R0 θ

R0

其中 d 代表某种距离函数, 如肯德尔  距离、海明

距离、Cayley距离和 Ulam距离等 [58]. 本文使用肯

德尔  距离.   控制生成的排名与中心排名的距离.

当  时, 生成的排名 R 与  无关;   越大, 概率

衰减越快, 生成的排名 R 越集中于  附近.

(9)式虽然理论上非常简洁, 但是在实际操作

中却存在难度, 一方面归一化常数的解析解难以获

得, 另一方面也很难直接通过距离随机地生成一个

排名. 因此在生成随机排名样本的过程中, 我们具

体使用公式 

P (R |θ, n, d(R,R0) = d ) ∝ S(n, d)e−θd, (10)

S(n, d)

S(n, d) O(n3)

S(n, d) e−θd

其中   为中心列表长度为 n 时, 所有与其距

离为 d 的列表的数量. 在样本生成过程中, 首先基

于中心排名, 穷举出所有相关的排名列表组合, 获

得   (这一步骤通常为   的复杂度). 根据

(10)式随机生成距离 d, 再从所有与中心排名距离

为 d 的排名列表中随机选择一个排名 . 由于

(10)式中的  随 d 增长,   随 d 下降, 因此

最终获得的随机样本, 与中心排名的距离应该满足

一钟型分布, 即概率存在一个峰值, 并在峰值距离

两端迅速下降.

τ

RBO
RBO

θ

RBO
θ

由于在 Mallows模型中使用肯德尔   距离生

成排名序列, 而在聚合效果的度量中使用   相

似度, 为验证生成的排名序列在   度量下也具

有同样的统计特性, 基于不同的参数  生成 3组序

列, 计算其与中心排名的相似度   (图 1), 获得

了预期中的钟形分布, 随着参数   的增长, 生成的

随机排名与中心排名相似度逐渐增加.
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基于Mallows模型生成的 FL数据, 本文提出

两种方法将其转换为 TL和 IL类型数据.

FL2TL(rt)1)  

T ∼ U [0, rt ∗M ]

rt [0, 1]

T ′ = T T ′

min(t, T ′ − t) T ′ = max(t, T ′ − t)

T ′ ⩽ 3

{T1, T2, T3, · · · , Tn}

{P1, P2, P3, · · · , Pn} Ti Pi

Pi Pi + Ti − 1

由 (10)式获得长度为 M 的 FL后, 生成一随

机变量   , 作为列表中的平局总量,

其中   定义为平局比例 , 取值范围为   . 令

 , 在 2至   之间生成一随机数 t, 将一平局

子块的长度设为  . 令  ,

重复以上步骤, 直到  . 假设总共获得了 n 个

和为 T 的随机数, 代表着对总长度为 T 的平局块

的随机划分. 将 n 个随机数由小到大排序, 获得平

局子块长度序列   . 在排序列表

中随机选择 n 个对象, 按照排名先后获得对象序列

 . 结合序列   与   , 将序列中

排在  到  范围内的对象设置为平局, 若

两个平局之间存在相同的对象, 则合并这两个平局

为一大平局. 整个过程如图 2所示.

θ rt

此方法在 FL数据中加入了位置随机、长度随

机的平局块, 并且兼顾了经验规律: 排名位置靠后

的对象更容易形成包含对象数量较多的平局. 同时

此方法只有一个参数, 便于进行相关分析. 为验证

模型的可行性, 我们基于不同的参数   和   生成

rt

100个排序, 计算了平均平局对 (平均的总个数)和

平局块 (平局集中出现在多少分块中)的数量 (图 3),

发现通过控制   可以很好地控制平局对与平均块

的数量. 作为验证, 我们也使用了一些多参数的复

杂模型, 控制平局块长度和位置, 发现不同的算法

并不改变本文所获得的聚合算法性能的整体结论.

TL2IL(rk,∆k)2)  

L∼U [rk×M−∆k, rk×M+∆k]

rk ∈ [0, 1] rk

∆k

考虑到真实数据中, 不同排名列表对靠前的排

名个体差异并不大, 因此使用前端截取的方法生成

不完全列表. 由 1)中获得长度为 M 的 TL数据后,

可以从列表前端截取一个长度为 L 的列表获得 IL

数据, 其中随机变量  ,

 定义为列表长度比例. 参数   控制 IL数

据的平均长度, 参数  控制列表长度的波动区间. 

7   实验与讨论

M = 100

N = 20 θ = 0.7 rt = 0.2

rk = 0.8 ∆k = 0.2

本文主要讨论少量不等长列表的聚合情况, 如

无特殊说明, 则使用列表长度  , 列表数量

 , 初 始 数 据 一 致 程 度   ,    ,

 和   为参数 . 本文对数据生成过

程、聚合排名算法实现以及评价指标重复进行

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.3

0.2

0.1

0

RBO



=0.01

=0.10

=0.40

图 1    Mallows模型在 RBO度量下的表现

Fig. 1. The Mallows model under the RBO metric. 

 

1

1 2 3 

2 3 

0 

=, ≤ (1≤＜≤)∑

…

图 2    FL2 TL示意图

Fig. 2. An illustration of FL2TL. 
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rk

rk ∆k

10次实验, 以确保结果更稳定. 由于 Xiao等 [30] 探

究了在不同  值下, 列表长度不等长对排名聚合方

法表现的影响, 故本文不再考察  和  组合对聚

合方法的影响. 对于个别不能直接处理 IL数据的

算法, 我们将 IL数据进行了规范化 (unification)

处理, 将其变换为算法可以处理的数据类型, 再将

结果与其他算法结果对比. 在 7.4节中将具体讨论

规范化处理对结果的影响. 

θ7.1      值对各方法表现的影响

θ

整体而言, 算法的表现主要由数据的发散程度

决定. 初始数据一致程度越高 (  越大), 列表的发

散程度越低, 最终的聚合效果也越好 (图 4). 对于

FL数据类型, 如以聚合排名与中心排名的距离作

为衡量标准 (图 4(a)), 各算法之间的表现差异较

大, 即使在排名列表一致性较高的情况下, 启发式
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rt rt图 3    (a)   与平局对数量的关系; (b)   与平局块数量的关系

rt rtFig. 3. (a) The relationship between    and the number of ties; (b) the relationship between    and the block number of ties. 
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θFig. 4. Impact of the degree of consistency    on the algorithm performance. 
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θ

RBO

RBO
RBO

RBO RBO
θ

算法也有可能不能给出与中心排名相似的结果. 优

化类算法 MVR更适用于例如循环比赛成绩综合

等列表长度短、数量多的场景, 在少数长列表的情

况下, 表现较差, 往往还不及启发式算法. 当  过小

时, 列表非常发散, 任何算法均无法获得与中心排

名相似的聚合排名. 如以聚合排名与其他排名的平

均距离   作为衡量标准 (图 4(b)—图 4(d)), 在

排名列表发散程度较低的情况下, 平局的引入 (由

FL到 TL)一定程度上减少了  , 但是在发散程

度较高的情况下, 平局对于   的影响较小. 同

时, 对于 TL和 IL数据, 考察聚合排名与中心排名

的 RBO值时, 发现在不同的一致性程度下, 得到

了与  类似的结论, 这里只显示了  的结果.

整体而言, 优化类方法 FAST在不同参数  下, 其

表现均优于其他算法.
 

7.2    N值对各方法表现的影响

M=100, θ=0.7, rt=0.2, rk=0.8, ∆k=0.2)

为探究数据一致程度相同的情况下, 列表数

量 N 对聚合效果的影响, 我们固定列表特征参数

(  , 改变

列表数量 N, 结果如图 5所示.

RBO

对于 FL数据, 聚合排名与中心排名的相似度

基本随列表数量的增加而增加. 这与我们的直观感

知一致, 数据量越大, 则生成的排名列表越均匀,

得到的综合排名也越接近于中心排名. 但也存在少

数情况, 如波达计数法 (BordaCount)与 MVR表

现随列表数量增加呈现不规则变化. 对于 TL和

IL数据, 聚合排名与中心排名的相似度与列表数

量的关系与 FL数据的结果类似, 不能较好地体现

聚合算法的差异, 因此在考察 N 值对算法表现的

影响时, 主要考虑聚合排名与其他排名的平均相似

度  的变化情况.

RBO

对于所有数据类型, 聚合排名与其他排名的平

均相似度  随列表数量的变化呈现不规则变化.

我们推测这是由于两方面的原因共同影响. 一方面

列表数量的增加使得 N 个排名之间的差异性呈现

不规则变化, 即图 5(b)—(d)中 N 个排名与聚合排

名的方差与列表数量呈非单调的关系; 而另一方面

列表数量的增加提供更多的数据点, 使得聚合排名

更加稳定. 这两个相互竞争的因素导致了平均相似
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图 5    N 值对算法表现的影响

Fig. 5. Impact of the number of rank lists on the algorithm performance. 
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RBO度  与列表数量的非单调关系.

RBO

RBO

同时, 对于所有列表类型, 随着列表数量的增

加, 各聚合算法之间的相对差异也逐渐减少. 整体

上优化类方法 FAST表现也都较为稳定,    与

 表现普遍更好. 

7.3    平局数量对各方法表现的影响

rt

FL数据和 TL数据的区别在于 TL包含平局.

在实际问题中, TL比 FL更常见. 我们调节参数 

以分析平局数量对聚合效果的影响, 结果如图 6所示.

θ = 0.4

rt = 0

rt

RBO

图 6(a)和图 6(b)分别表示在  和 0.7下

各聚合方法的最终结果. 当   时, 对应数据类

型是完全列表, 随着  逐渐增大, 平局块大小及其

数量都在增加, 聚合排名与其他排名的平均相似度

 逐渐下降, 且波动性增加 (方差增大). 不同算

法对平局情况的处理结果存在一定差异 , 例如

FaginSmall方法受整体序列一致性程度影响较大,

而波达计数法 (BordaCount)在序列整体一致性较

高但存在平局时的表现较弱, 考虑到波达计数法被

广泛运用于简单的投票统计, 这也一定程度上说明

为何一般投票中均没有平局. 

7.4    Unification 规范化对算法表现的影响

对于一些不能直接处理 IL类型数据的排名聚

合算法 , 如 MedRank,  BordaCount,  BioConsert

等, 可以通过对数据的规范化处理, 将 IL数据变

为 TL数据, 使得这些算法可以发挥作用. 一般而

言 有 两 种 规 范 化 处 理 方 法 :  Projection和

unification. Projection只考虑同时出现在所有列

表中的对象, 将未同时出现在所有给定列表中的对

象从每个列表中删除. Unification将未出现在本列

表中的对象全部放到一个块中, 置于该列表底部,

形成一个多对象平局. 例如 2节示例中的块序列

3—5经过 unification处理后变为:

块序列 3: [A], [C],

块序列 3 (unification): [A], [C], [B, D];

块序列 4: [A], [B], [D],

块序列 4 (unification): [A], [B], [D], [C];

块序列 5: [B], [C, A],

块序列 5 (unification): [B], [C, A], [D].

在 7.1节与 7.2节的性能比较中, 为了使所有

算法均可以参与比较 , 我们对排名列表进行了

unification处理, 将不同算法应用到 unification后

的数据进行比较. 对于不能处理 IL数据的算法, 利

用 unification处理数据是合理且必须的, 但是对

于可以处理 IL数据的算法, unification可能会带

来算法性能的高估或低估. 从另一个角度来看, 初

始数据决定着可用信息量, 而经过规范化或简单推

理以后, 实际上增加了一些人为规则信息, 必然会

影响最终的聚合排名结果. 为探究 unification规

范化过程对算法表现的影响, 我们选用可以处理

IL数据的优化类方法FAST和启发式方法PageRank,

分析在处理前和处理后的算法性能变化.

∆k = 0

rk

为消除列表不等长对结果的影响, 令  ,

改变参数   , 比较 PageRank和 FAST不执行规

范化和执行规范化的结果 (图 7). 结果发现, 聚合

排名与其他排名的 RBO均值随列表长度呈不规

则变化, 同时, 不执行规范化的结果总是优于执行

规范化的结果, 这也说明 7.1节和 7.2节中的结果,
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RBO

一定程度上低估了如 FAST这类可以直接处理

IL数据的算法, 进一步说明了 FAST算法在整体

表现上的优越性 . 与此同时 , 尽管是否进行

unification所带来的   值差异不大, 但是对于

需要更精细结果的应用而言, 谨慎处理初始数据和

规范化也非常重要. 

8   结　论

使用Mallows模型生成 FL排名数据, 并提出

一套 TL和 IL数据生成机制以生成人工可控的排

名数据, 同时, 结合有偏等级重叠指标来探究数据

特征对不同排名聚合方法的影响. 通过本文提出的

数据生成机制, 可以生成具有不同统计特征的可控

数据集. 实验结果表明, 启发式方法虽然简单, 但

是在排序列表相似度较高、列表相对简单的情况

下, 能够接近甚至超过一些优化类方法的结果, 例

如在完全列表情况下, 波达计数法简单可行, 最终

结果也基本可以接受. 整体而言, 基于距离优化的

分支定界方法 (FAST)优于其他各类算法, 在不同

类型的排序列表中表现非常稳定, 能够很好地完成

少量长列表的排名聚合.
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图 7    Unification对算法表现的影响

Fig. 7. Impact of unification on algorithm performance. 
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Abstract

Rank  aggregation  aims  to  combine  multiple  rank  lists  into  a  single  one,  which  has  wide  applications  in

recommender  systems,  link  prediction,  metasearch,  proposal  selection,  and  so  on.  Some  existing  studies  have

summarized  and  compared  different  rank  aggregation  algorithms.  However,  most  of  them  cover  only  a  few

algorithms,  the  data  used to  test  algorithms do not  have  a  clear  statistical  property,  and the  metric  used to

quantify the aggregated results has certain limitations. Moreover, different algorithms all claim to be superior to

existing ones when proposed, the baseline algorithms, the testing samples, and the application scenario are all

different from case to case. Therefore, it is still unclear which algorithm is better for a particular task. Here we

review nine rank aggregation algorithms and compare their performances in aggregating a small number of long

rank lists.  We assume an algorithm to generate  different  types  of  rank lists  with known statistical  properties

and  cause  a  more  reliable  metric  to  quantify  the  aggregation  results.  We  find  that  despite  the  simplicity  of

heuristic algorithms, they work pretty well when the rank lists are full and have high similarities. In some cases,

they can reach or even surpass the optimization-based algorithms in performance. The number of ties in the list

will reduce the quality of the consensus rank and increase fluctuations. The quality of aggregated rank changes

non-monotonically  with  the  number  of  rank  lists  that  need  to  be  combined.  Overall,  the  algorithm  FAST

outperforms all  others in three different rank types, which can sufficiently complete the task of aggregating a

small number of long rank lists.

Keywords: rank aggregation, incomplete rank list, Mallows model, rank-biased overlap
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专题：统计物理和复杂系统

人脑默认模式网络的动力学行为*

姚楠 1)#    苏春旺 2)3)#    李尤君 2)†    王珏 2)    周昌松 4)    黄子罡 2)‡

1) (西安理工大学理学院, 西安　710048)

2) (西安交通大学生命学院, 生物医学信息工程教育部重点实验室, 西安　710049)

3) (兰州大学物理科学与技术学院, 兰州　730000)

4) (香港浸会大学物理系, 非线性研究中心, 计算及理论研究所, 香港)

(2020 年 2 月 2日收到; 2020 年 3 月 22日收到修改稿)

大脑具有自适应、自组织、多稳态等重要特征 , 是典型的复杂系统 . 人脑在静息态下的关键功能子网

络——默认模式网络 (DMN)的激活处于多状态间持续跳转的非平衡过程, 揭示该过程背后的动力学机制具

有重要的科学意义和临床应用前景 . 本文基于功能磁共振获得的血氧水平依赖 (BOLD)信号 , 建立了

DMN吸引子跳转非平衡过程的能量图景、吸引子非联通图、跳转关系网络等; 以高级视觉皮层和听觉等皮

层活动为例, 通过对应激活 DMN状态空间的分布, 以及 XGBoost、深度神经网络等算法验证了 DMN状态变

化与外部脑区状态的密切依赖关系; 通过偏相关、收敛交叉映射等方法分析了 DMN内各个脑区之间的相互

作用. 本文结果有助于理解静息态下大脑内在非平衡过程的动力学机制, 以及从动力学的角度探索具有临床

意义的脑功能障碍生物标志物.

关键词：脑功能网络, 静息态, 默认模式网络, 能量图景, 状态跳转

PACS：02.50.–r, 64.60.aq, 87.18.–h 　DOI: 10.7498/aps.69.20200170

 

1   引　言

近年来, 非侵入式脑功能成像技术的发展促使

脑科学研究进入了新的阶段 [1]. 其中 ,  fMRI

(functional magnetic resonance imaging) 可通过

采集大脑的低频 (< 0.1 Hz)血氧水平依赖 (blood

oxygen level dependent, BOLD)信号, 来反映各

个脑区在特定任务态或静息态下的动态激活状态.

因无创和高空间分辨率等优势, fMRI被广泛应用

于脑的工作机制和脑功能障碍的研究 [2−5]. 基于

fMRI对大脑在任务态和静息态等状态下激活模式

的研究发现了大脑的多种功能子网络, 包括默认模

式网络 (default mode network, DMN)、突显网络

(salience network, SN)、执行控制网络 (executive

control  network,  ECN)、 注 意 网 络 (attention

network,  AN)、视觉网络 (visual  network,  VN)、

听觉网络 (auditory network, Aud)等 [6].

DMN的正常运转对大脑功能的维持具有重要

的意义. 2001年, Raichle等 [7] 提出了大脑的“默认

模式”(default mode)的概念, 其对应的脑区在任

务态或受到明显外部刺激时被抑制, 而在静息态时
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11975178, 11647052)、认知神经科学与学习国家重点实验室 (批准号: CNLYB1802)、陕西省自然科

学基础研究计划 (批准号: 2018JQ1010, 2020JM-058, 2020JQ-096)、陕西省教育厅科研计划 (批准号: 17JK0553)和陕西省高校
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恢复并维持激活, “默认模式”被认为是大脑神经系

统的基线状态. 2003年, DMN被明确提出 [8], 它是

维持该基线状态最核心的功能子网络, DMN网络

内不同脑区的静息态神经活动具有特定的时间相

干性. 此外, 静息态下脑区之间的功能连接也被发

现与对应的白质纤维束物理投射关系具有一定程

度上的一致性 [9]. DMN的主要特征是在静息态下

呈现出连续的高水平激活, 而在任务态时受到抑

制 [10], 已经证实它与维持觉醒和监测外部刺激等

功能有关 [11]. 在 DMN的概念提出后, 更多与大脑

基线水平, 即默认模式相关的脑区及脑区的具体功

能被逐渐发现 (见图 1[12]). 目前认为 DMN主要包

括: 腹内侧前额叶皮质 (Ventral Medial Prefrontal

Cortex,  VMPC)、 背 内 侧 前 额 叶 皮 质 (Dorsal

Medial  Prefrontal  Cortex,  DMPC)、后扣带回皮

质 (Posterior  Cingulate  Cortex,  PCC)、楔前叶

(Precuneus)和横向顶叶皮质 (Lateral  Parietal

Cortex, LPC).

DMN是大脑基线状态的核心功能网络, 一些

常见的脑功能障碍往往同时对应 DMN激活模式

及功能连接的异常, 这也使得 DMN活动的异常指

标成为进行脑疾病的诊断和评估的潜在生物标志

物 [13−15], 如与正常衰老相比, 早期阿尔兹海默症

(AD)患者的 DMN中就存在显著的异常激活 [16],

轻度认知障碍 (ADHD)患者在任务态下表现出

DMN去激活率明显降低 [17] 和 DMN内网络相关

性降低 [18], 精神分裂症的阳性症状严重程度直接

与 DMN激活模式及功能连接的异常相关 [19,20], 脑

外伤导致的轻度脑损伤患者的 DMN则无法在任

务态实现去激活, 显著影响任务表现 [21].

近年来, 对静息态脑活动的研究发现, DMN

单个脑区的激活看似随机, 但从网络的层次却有规

律可循. 静息态下 DMN的状态存在更细致的子状

态, 对应于不同的激活模式, 系统在多种激活模式

间持续跳转, 是典型的非平衡过程, 其表现出的规

律及背后的机理适合运用统计物理和非线性动力

学的方法进行研究. 然而, 在这一方向上更进一步

的深入研究到目前为止还尚未见到进展, 例如, 静

息态 DMN的子状态是否和其他脑区的功能活动

有对应关系等, 需要做进一步的考察. 此外, 由于

脑功能障碍对应的 DMN激活模式及跳转行为与

健康状态存在显著差异 [13,19,20,22], 对静息态下

DMN所处非平衡过程的研究具有重要的科学意义

和临床应用前景, 能够帮助我们理解人脑静息态的

动力学特征和工作机制, 从功能连接的角度揭示脑

功能障碍的发病机理, 并为相关疾病的预防、诊断

和治疗提供启发 [22,23,24].

鉴于上述原因, 本文将基于静息态 DMN的

BOLD数据, 围绕 DMN的动力学行为及其背后的

机理展开研究, 所采用的方法主要包括能量图景构

造 [25,26]、共变行为分析、基于压缩感知的偏相关分

析 [27] 与收敛交叉映射方法 [28] 等. 研究的问题包括:

DMN激活行为的非平衡过程的主要特征, DMN

与外部其他脑区活动的交互, DMN内部各脑区之

间的相互作用, 以及对其非平衡过程动力学机理的

探讨. 

2   方法及结果
 

2.1    方　法
 

2.1.1    数据及预处理

本文的研究采用静息态功能磁共振成像(rs-

fMRI)数 据 来 源 于 人 类 连 接 组 计 划 (human

connectome  project,  HCP)网站的公开数据集 ,

fMRI空间分辨率为 2 mm × 2 mm × 2 mm (单

个体素尺寸), 时间分辨率为 0.72 s (采样时间间

隔), 包括 55个被试, 每个被试的采样点数为 T =

1200, 采样持续时间为 0.72 s × 1200 = 14 min.

原始影像数据的预处理流程为: 功能与结构图像配

准, 配准到标准空间, 去除白质和脑脊液信号, 头

动校正, 带通滤波 (0.01—0.10 Hz), 空间高斯平滑,

去漂移等. 经上述预处理后, 再根据脑区划分模板

将默认模式网络相关的区域划分为 23个感兴趣区

(regions of interest, ROIs), 并通过对 ROI内所有

体素时间序列求平均, 得到每个 ROI的 BOLD(血

氧水平依赖)信号时间序列. 23个 ROI的相关基

本信息见表 1. 

 

Dorsal DMN

Ventral DMN

Precuneus

图 1    大脑默认模式网络 (DMN)[12]

Fig. 1. DMNof the brain[12]. 
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2.1.2    DMN的能量图景构造方法

i = 1, 2, · · · , 9
σ = [σ1, σ2, · · · , σ9]

以背侧默认模式网络 (dDMN, 为 DMN的核

心区域)作为代表, 将其 9个 ROI的 BOLD信号

根据某阈值 (一般取均值线或以均值线为中心的窄

带)二值化为 0或 1序列, 分别对应于不活跃状态

和活跃状态, 如图 2所示, 编号为 i 的 ROI的状态

为 si =  0,  1(  ), 那么 t 时刻 dDMN

状态可表示为   . 系统状态 s所

对应的“能量”定义为
 

E (σ) = −1

2

∑
i ̸=j

Jijσiσj −
∑
i

hiσi,

J ∈ R9×9 h ∈ R9

Jii = 0 i = 1, 2, · · · , 9
其 中   和   是 模 型 的 两 组 参 数 ,

 (  ). 以上能量函数给出系统状

态的玻尔兹曼分布:
 

P (σ) =
1

Z
e[−E(σ)],

配分函数为
 

Z =
∑

σ
e[−E(σ)].

在真实 rs-fMRI数据 dDMN脑区激活占比的

约束条件下, 通过梯度上升算法, 不断调节 (即训

练)模型的两个参数 J和 h, 使得玻尔兹曼分布的熵 

S = −
∑

σ
P (σ) logP (σ)

⟨σi⟩data=
∑

σ
(σi)P (σ)

⟨σiσj⟩data =
∑

σ
σiσjP (σ) i, j=1, 2, · · · , 9, i ̸= j

最大化 (训练的约束条件为   ,

 ,   ),

即得到优化的模型. 根据优化的模型可得系统的能

量图景.

局部极小态及能量壁垒的计算: 将 dDMN状

态矢量中只有一位存在差异的两个状态视为相邻

状态, 因此每个 dDMN状态都有 9个相邻状态. 若

某状态的能量小于所有 9个相邻状态, 则称为局部

极小态.

局部极小态的非联通图构建: 1)首先建立状

态矢量构成的超晶格, 其中每个状态都与其相邻状

态相连; 2)设定能量阈值, Eth, 它等于当前所有状

表 1    默认模式网络 ROI的名称、标签、Brodmann分区 (BA)编号及位置坐标信息
Table 1.    Name, label, Brodmann area (BA) number, and location information of ROIs belonging to the default mode network.

ROI Label L/R BA X Y Z

Posterior Cingulate vDMN_1 L 31 –12 –62 10

Middle Frontal Gyrus vDMN_2 L 10 –27 –6 59

Culmen vDMN_3 L 37 –30 –39 –20

Superior Occipital Gyrus vDMN_4 L 19 –36 –88 28

Posterior Cingulate Gyrus vDMN_5 R 31 15 –56 13

Precuneus vDMN_6 7 –6 –61 56

Middle Frontal Gyrus vDMN_7 R 10 24 26 47

Culmen vDMN_8 R 37 27 –33 –23

Angular Gyrus vDMN_9 R 39 43 –79 28

Cerebellum vDMN_10 R 12 –47 –63

Ventral Posterior Cingulate Gyrus pDMN_1 23 0 –35 28

Precuneus pDMN_2 7 0 –76 38

Inferior Parietal Lobule pDMN_3 L 40 –39 –64 46

Inferior Parietal Lobule pDMN_4 R 40 39 –64 46

Middle Frontal Gyrus dDMN_1 9 0 49 12

Angular Gyrus dDMN_2 L 39 –48 –73 32

Superior Frontal Gyrus dDMN_3 R 6 18 38 51

Dorsal Posterior Cingulate Gyrus dDMN_4 31 0 –57 30

Ventral Anterior Cingulate Gyrus dDMN_5 24 0 –17 35

Angular Gyrus dDMN_6 R 39 48 –66 29

Thalamus dDMN_7 –6 –6 3

Parahippocampal Gyrus dDMN_8 L 36 –24 –37 –9

Parahippocampal Gyrus dDMN_9 R 36 24 –21 –23
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态中最大的能量; 3)移除所有能量 ≥ Eth 的状态

及其连边; 4)检测超晶格中是否每个局部极小态

都有至少一条路径相互联通; 5)重复步骤 3)和 4),

将 Eth 设为剩余格点中的能量最大值, 直到所有的

局部极小态都互不联通. 记录下每两个局部极小态

第一次不连通时所设定的 Eth, 作为两者之间的势

垒高度, 即可构建局部极小态的非联通图. 

2.1.3    基于压缩感知的偏相关方法

基于脑区 BOLD信号的相关性分析是构建脑

功能网络的常用方法. 但相关性分析所得两变量

(如 DMN内部某两个 ROI)间关系无法排除来自

其他变量 (即除这两个 ROI之外的 DMN内部其

他 ROI)的干扰, 而偏相关分析则可以在一定程度

上去除其他变量的影响. 压缩感知 (包括 LASSO)

利用系统稀疏性的先验知识辅助求解线性回归问

题, 在小样本数据集的情况下优势更加突出, 甚至

可解线性欠定方程组. 脑功能网络具有稀疏性这一

基本特征, 而且核磁共振数据的时间序列长度一般

都比较短, 利用压缩感知辅助进行偏相关分析构建

脑功能网络, 不仅可以凸显网络中的重要边、自动

剔除弱的伪连边, 而且还可以对基于短时间序列的

相关性 (或线性回归)计算的准确性起到一定的补

偿. 以下将简要介绍基于压缩感知的偏相关方法 [27].

f1,f2, · · · ,fp

fT
i 1n = 0 1n ∈ Rn×1

fT
i fi = 1

假设   是所测 p 个对象的数据矢

量 (时 间 序 列 ), 长 度 为 n, 且 已 经 被 中 心 化

(centered, 即   , 其中   为所有元

素均为 1的 n 维列矢量)、标准化 (normalized, 即

 ). 那么协方差矩阵为
 

Σ = [σij ] =

[
fT
i fj

n− 1

]
∈ Rp×p,

协方差矩阵的逆矩阵 (称为精度矩阵 ,  precision

matrix)为
 

Π = Σ−1 = [πij ] ∈ Rp×p,

则 fi 与 fj 之间的相关系数和偏相关系数分别为
 

ρij =
σij√
σiiσjj

= fi
Tfj , θij = − πij√πiiπjj

.

如果对 fi 作如下线性回归:
 

fi = αijfj + ϵi,

那么回归系数 aij 就等于 fi 与 fj 之间的相关系数

rij. 而如果对 fi 做如下线性回归:
 

fi =
∑
j ̸=i

βijfj + ϵi,

那么回归系数 bij 和 fi 与 fj 之间偏相关系数 qij 的

关系为
 

θij = βij

√ πii
πjj

= βij

√
var (ϵj)
var (ϵi)

,

var (ϵ) ϵ其中  表示回归残差  的方差.

在回归系数矢量 b具有比较强的先验稀疏性

(在脑功能网络中这是一个合理的假设)的情况下,

可被如下 LASSO回归的方法很好地估计:
 

β̂ij = argminβij

p∑
i=1

∥∥∥∥fi −∑
j ̸=i

βijfj

∥∥∥∥2
2

+ λ
∑
i,j

|βij | .

在通过上述方法得到 b之后, 即可计算偏相

关系数,
 

 

ROIs of DMN

Activity
1: Active
0: Inactive

Energy of activity pattern:

()=- - 1
2 ∑
≠

∑


State 1

State 2
State 3

Activation magnitude
0 1

图 2    DMN能量图景构造方法示意图

Fig. 2. Schematic diagram of the construction of DMN energy landscape. 
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θij = βij

√
var (ϵj)
var (ϵi)

,

其中 

ϵi = fi −
∑

j ̸=i
βijfj .

 

2.1.4    收敛交叉映射方法 (CCM)

鉴于大脑活动的典型非线性特征及 fMRI所

得 BOLD数据采集时长有限两方面因素, 我们还

将 采 用 收 敛 交 叉 映 射 法 (convergent  cross

mapping, CCM)[28] 进行动力学因果性分析. CCM

基于泰肯嵌入定理 (Taken's embedding theorem),

通过相空间重构的方式对变量间的动力学因果性

进行推断. 相较于目前广泛应用的格兰杰因果性分

析 (Granger  causality,  GC)和传递熵 (transfer

entropy, TE)等方法, CCM的优势在于更加适合

非线性系统的处理 , 并且对数据量的要求相对

较低.

Ỹ Ỹ

ρ
Y |MX

ρ
X|MY

R = ρ
X|MY

− ρ
Y |MX

通过 CCM方法对两个脑区 BOLD时间序列

X和 Y进行因果性分析, 可以得到脑区间有向的

动力学影响强度 (directed dynamical influence),

进而构建 DMN与其他脑区相互作用的脑网络. 基

本步骤包括: 由 X 和 Y 时间序列分别进行相空间

重构得到流形 MX 与 MY; 根据 MX 的结构得到预

测序列   , 求得   与实际序列 Y 的皮尔森相关系

数   , 此系数即是变量 Y 对变量 X 影响程度

的度量 ; 同样地 ,    是变量 X 对变量 Y 影响

程 度 的 度 量 .  X 与 Y 之 间 的 因 果 方 向 根 据

 的符号进行判断 (R > 0则表

明 X 对 Y 的动力学影响更强, R < 0则反之). 

2.2    结　果
 

2.2.1    DMN静息态非平衡过程的动力学

行为分析
 

2.2.1.1    DMN的吸引子间跳转行为特征

基于前面所述方法, 可由每个被试的数据计算

得到 dDMN能量图景. 这里, 高维超晶格上的能量

图景的主要特征可通过非连通图 (disconnectivity

graph)显示, 包括吸引子能量大小及相邻最低势

垒连通关系等信息, 见图 3(a). 非连通图的构造是

在训练得到系统能量函数表达式后, 通过搜索能量

极小值, 分析各极小值对应的系统状态吸引子的位

置关系, 最终保留所有吸引子及它们之间的最低翻

越势垒构成的树状结构图. 图 3(a)—图 3(c)上下

两行分别对应于被试 1和被试 2的结果. 以能量图

景吸引域为标签对 DMN活动时间序列进行着色

可对其在状态空间中的分布进行观察, 见图 3(b),

其中左右图为不同时刻的状态激活情况 (为观察方

便计, 这里使用了对同一状态轨道不同视角的展

示, 即左右图观察角度不同). 三维投影空间根据

23维数据主成分分析 (PCA)得到的前三个主成分

方向进行构造. 图 3(c)给出了吸引子间状态跳转

关系网络, 其中颜色与图 3(a)中的吸引子一致, 节

点大小等于 DMN在该吸引域内出现的次数, 节点

间有向边的权重表示对应方向的跳转频次, 总时

长 T = 1200. 比较图 3(a)—图 3(c)上下两行对应

的两个不同被试的结果可以看到, 不同被试在静息

态下其默认模式网络激活行为的动力学特征存在

明显差异, 例如被试 1具有较多的吸引子状态, 且

存在更频繁的吸引子间切换行为, 而被试 2的吸引

子个数较少, 且跳转行为主要表现为局部切换 (例

如 state  1和 state  2之间 , state   3和 state  4之

间), 这表明静息态下被试 1的思维活动更加丰富、

活跃 , 而被试 2的思维活动则相对单一且不易

变化.

O = kA

图 3(d)—图 3(i)展示了 55个被试能量图景的

统计分布特征. 可以看到: 吸引子数目存在明显的

峰值 (图 3(d), 峰值位于 4附近), 表明静息态下吸

引子典型数目的普遍存在. 吸引域占据率 (即被访

问次数 )呈双峰分布 (图 3(e)), 表明静息态下

DMN的状态多处在其中某些吸引域而很少在另外

的吸引域, 存在两极分化现象. 类似地, 势阱深度

(即势阱最低点到最近鞍点的能量差)也呈双峰分

布 (图 3(f)), 势阱深度和吸引域占据率的正相关关

系如图 3(g)所示. 图 3(h)给出了吸引域被访问次

数 O 和吸引域面积 A(即吸引域内包含的状态总

数)之间具有很好的线性关系  (其中 k 为常

数), 而具有较大面积的吸引域也往往具有较大的

势阱深度, 其具体关系曲线见图 3(i), 这与图 3(g)

中吸引域被访问次数和势阱深度之间的正相关对

应. 结合 DMN能量图景结构及跳转过程可以得到

以下启发.

a)不同被试的能量图景吸引子数目以及吸引

域间跳转行为存在差异, 分别反映了其在静息态下

脑活动的丰富程度和活跃程度的差异. 这可能与不
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图  3    默认模式网络 (DMN)激活行为的动力学特征　 (a) dDMN状态能量图景中吸引子状态的非联通图 (disconnectivity

graph); (b)根据吸引子吸引域标签进行着色的 DMN状态轨迹在 3维空间的投影, 左右两图显示了同一被试轨迹不同角度的观

察; (c)吸引子间跳转网络, 节点大小表示对应吸引域的访问次数, 点间有向边的权重表示对应的单向跳转频次, 总时长 T = 1200.

(a)−(c)中上下两行分别对应于被试 1和被试 2的结果; (d)−(i)为 55个被试能量图景的统计分布特征: (d)吸引子数目的统计

分布; (e)吸引域占据率 (访问次数)的统计分布; (f)能量壁垒 (势阱深度)的统计分布; (g)吸引域占据率与能量壁垒的关系; (h) 吸

引域占据率与吸引域面积的关系; (i) 能量壁垒和吸引域面积的关系

Fig. 3. Dynamic characteristics  of  the  resting  state  default  mode  network  (DMN):  (a)  Disconnectivity  graph  of  the  energy   land-

scape for the dDMN; (b) projections of the DMN state trajectories, colored according to the labels of attraction basins, in a 3-di-

mensional space. The left and right panels show the trajectory of the same subject from different viewing angles, respectively; (c) at-

tractors transition networks. The nodal size indicates the visiting frequency in the corresponding attracting domain, and the weight

of directed edge indicates the corresponding directed switching frequency, with the recording time T = 1200. The upper and lower

rows in the panels (a)−(c) correspond to the results of test subjects 1 and 2, respectively. Panels (d)−(i) are the statistical results of

energy landscapes for 55 subjects: (d) The distribution of attractor numbers; (e) the distribution of basin occupations; (f) the distri-

bution  of  energy  barriers;  (g)  dependence  of  basin  occupation  and  energy  barrier;  (h)  dependence  of  basin  occupation  and  area;

(i) dependence of energy barrier and area. 
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同被试的认知及思维活动特征差异有关, 也可能与

被试在实验测量前的短期经历有关. 已有研究发现

静息态数据采集之前被试所处环境对其静息水平

存在遗留影响. 可以推测, 被试在进入静息态之前

若经历了较为丰富的刺激, 所得到的 DMN静息态

能量图景应具有更多的吸引子状态和更频繁的跳

转. 该推测还有待进一步的实验验证.

此外, 能量图景的吸引子势能、位置关系和吸

引域大小等信息可提示潜在的激活模式间跳转方

式. 如被试 1的数据中存在跨越高势垒 (见图 3(a))

的状态 2—状态 5间频繁交替的模式 (状态 5具有

较大的吸引域), 跨越低势垒的状态 3—状态 4间

频繁交替的相对局部的模式 (其状态较为接近), 以

及由上述 2—5相到 3—4相过渡的状态 3—状态 5

交替的中间模式. 据此可以了解某被试在静息态下

其 DMN状态的特有跳转模式, 由于 DMN的各个

脑区激活行为与外部脑区的神经活动状态存在关

联, 可以根据该跳转模式理解被试在静息态下的习

惯思维活动.

b)目 前 基 于 BOLD数 据 对 fingerprint(指

纹)指标, 即稳定的个体间差异指标的探讨是一个

重要的前沿科学问题 [29]. 从上述分析可以看到, 不

同被试的吸引子个数、状态空间轨迹构型、跳转方

式等均具有特异性, 其中对特定个体相对稳定同时

在不同个体之间差异较大的动力学属性可以作为

潜在的动力学指纹, 并运用于对被试的个体属性及

脑功能障碍的识别.
 

2.2.1.2    DMN与外部其他脑区活动的交互

以上介绍了静息态下 DMN状态在不同吸引

子间跳转的行为, 该非平衡过程的机理解释需要

从 DMN的内在动力学以及外部其他脑区的影响

两方面考虑. DMN作为众多脑功能网络之一, 其

状态会受到外部其他功能网络的影响. 这里我们首

先以高级视觉皮层 (hV)和听觉皮层 (Aud)为例,

分析 DMN与其他脑区激活行为的交互关系.

图 4(a)给出了高级视觉皮层 (hV)和听觉

皮层 (Aud)的 BOLD时间序列 , 若进行二值化 ,

用 1和 0对应激活与不激活 , 则时间序列可用
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图 4    默认模式网络 (DMN)状态与其他脑区激活行为的共变　(a)对高级视觉皮层 (hV)和听觉皮层 (Aud)活动二值化 , 得到

4种激活状态的 (hV, Aud)标签序列 ; (b)根据 (hV, Aud)标签序列着色的 DMN状态轨道 ; (c) DMN的 23个脑区激活行为在

PCA1-PAC2空间的投影 ; (d)对 DMN的激活行为数据按照同时刻 (hV, Aud)标签进行 4分类训练所得 ROC曲线 , 其中包括

XGBoost, DNN, Random Forest三种方法及两种训练方式

Fig. 4. Covariation of the default mode network (DMN) states with activity mode in other brain regions: (a) Binarizing the activit-

ies of high-level visual cortex (hV) and auditory cortex (Aud) to obtain (hV, Aud) label sequence; (b) DMN state orbit colored ac-

cording to (hV, Aud) label sequence; (c) projection of the activity states of the 23 brain regions in the PCA1-PAC2 space; (d) the

ROC curve obtained by performing 4-classes training on the (hV, Aud) labels of DMN activity data by XGBoost, DNN, Random

Forest with two training schemes. 
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4种 (hV, Aud)激活状态表示 , 即 (1,  0),  (0,  1),

(0, 0)和 (1, 1), 图中用 4种颜色示意. 为了分析

DMN与 hV, Aud的共变行为, 可根据同时刻的

(hV, Aud)标签对 DMN状态轨道进行着色 , 如

图 4(b), 并与图 3(b)中根据吸引域标签染色的轨

迹进行对比. 图 5(a)和图 5(b)分别给出了被试 1

和被试 2根据吸引域标签进行着色的 DMN状态

轨迹在 2维空间 (由 PCA前两个主成分对应的本

征矢张成)的投影, 图 5(c)和图 5(d)给出了被试

1和被试 2根据 (hV, Aud)标签着色的同样的轨

迹投影 . 从图 5可见不同的 (hV,  Aud)标签在

DMN的状态空间中对应特定的 DMN子状态区

域 (即吸引子及其吸引域), 说明 DMN的状态与

(hV, Aud)的状态有较好的对应关系. 我们通过

15个被试数据的组分析对该现象进行验证, 也可

见一致的现象, 见图 4(c), 其中二维空间是由 (通

过对 15个被试数据进行组 PCA得到的)前两个

主成分 PCA1和 PCA2张成, 每个点表示某被试

某一时刻的 DMN状态投影. 所有被试的 DMN均

表现出了一致地与自身 (hV, Aud)存在对应关系

的激活行为, 这一规律没有被 DMN轨道显著的个

体间差异所影响.

以上是从状态空间的分布特征观察 DMN与

(hV,  Aud)的 状 态 对 应 关 系 , 我 们 还 可 通 过

XGBoost,  DNN(deep  neural  network),  Random

Forest等机器学习算法对上述关系进行验证. 以

(hV,  Aud)的 4个状态作为标签 , 用 15个被试

DMN的 23个脑区激活行为的 1200个采样数据对

模型进行 4分类训练 . 图 4(d)给出了对应的

ROC曲线, 横坐标为假阳性率 (FPR), 纵坐标为

真阳性率 (TPR), 图中虚线表示通过跨被试的交

叉验证, 即随机选择 13个被试构成训练集, 剩余

的 2个被试作为测试集的结果. 图中实线表示通过

十折交叉验证得到的结果, 具体处理方法是对某被

试的 1200个数据点随机拆分为训练集和测试集,

用十折交叉验证得到结果 , 再对 15个被试的

FPR和 TPR进 行 平 均 得 到 ROC曲 线 .  从

ROC曲线可以看出: 1)根据某被试 DMN的状态

能够得到对其自身 (hV, Aud)状态的较为准确的

推断, 即 DMN与 hV, Aud的状态存在密切的依

赖关系; 2)跨被试的验证结果劣于单个被试十折

交叉验证结果, 是由于 DMN轨迹的个体间差异等

因素所致.

从上述 DMN与 (hV, Aud)的对应关系可知,

静息态下 DMN在多吸引子间跳转的动力学过

程与 DMN外部脑区活动密切相关. 需要说明的

是 , 静息态并非对人脑状态的严格定义 , 而是

BOLD数据采集的实验条件, 在静息态下, 某些事

件 (也可能是自发涨落)导致视觉或听觉皮层的激

活, 会伴随着 SN等网络参与的对 DMN特定形式

的抑制作用. 

2.2.2    静息态 DMN内部功能网络分析

为了分析不同被试在静息态 DMN内部功能

网络 (这里包括关联网络和因果性网络)方面的共

性特征, 我们计算了平均的结果, 得到了一些在静

息态下 DMN内部普遍存在的功能性结构特征. 

2.2.2.1    静息态 DMN内部的关联网络

基于偏相关计算得到 DMN的 23个 ROI的

关系矩阵及网络 (见图 6(a)和图 6(b)). 可以看到,

网络中强的正相关性边包括 vDMN (V1-V10),

pDMN (P1-P4),  dDMN的主区域 (D1-D6)以及

左右海马旁回 (parahippocampal gyrus,  图中的

D8和 D9)各自的内部连边. 此外, 强的正相关性

连边还包括 D2 (左角回, angular gyrus)-P3 (左下

顶叶, inferior parietal lobule)、D4 (左背侧后扣带

回, dorsal posterior cingulate gyrus)-P2 (右楔前

 

(b)(a)

(d)(c)

图  5    DMN状态与视听觉皮层状态的对应现象　 (a),

(b)根据吸引子的吸引域标签着色的 DMN状态轨道 ; (c),

(d) 根据 (hV, Aud)标签序列着色的 DMN状态轨道 ; (a),

(c)被试 1的结果; (b)(d)被试 2的结果

Fig. 5. Correspondence  between  the  states  of  DMN  and

(visual, auditory) cortexes: (a), (b) DMN state orbits colored

according  to  the  labels  of  attraction  basin;  (c),  (d)  DMN

state  orbits  colored  according  to  the  labels  of  (hV,  Aud)

states. (a), (c) the results of subject 1; (b)(d) the results of

subject 2. 
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叶 ,  precuneus)、D4-V1  (左后扣带回 ,  posterior

cingulate)、 D4-V5  (右 后 扣 带 回 ,  posterior

cingulate)、P2-V6 (左楔前叶, precuneus)、D5 (右

腹 侧 扣 带 回 前 部 ,  ventral  anterior  cingulate

gyrus)-P1  (左 腹 后 扣 带 回 ,  ventral  posterior

cingulate gyrus)、P4 (右下顶叶, inferior parietal

lobule)-V9 (右角回, angular gyrus)等, 这些强的

正相关点对多为空间近邻.

图 6(a)和图 6(b)中也存在强的反相关性边,

如 D2-P1, P1-V9, D1-P4, D6-V4. 对于反相关性

边, 一种可能的原因是信息沿着正相关性边所连成

的通路传递的过程中积累的延迟相位差导致的, 并

且两节点的反相关程度与该两节点之间由正相关

边所组成的最短路径长度有关 [30], 随着最短路径

长度的增加, 反相关程度增强, 继续增加又会使其

减弱 (相位引起的效应 ). 这里我们从 DMN的

ROI中也观察到了类似的情况, 如 D6-V9, V9-V4

均为正相关, V6-D4为反相关; P1-P4, P4-V9均为

正相关, P1-V9为反相关. 

2.2.2.2    静息态 DMN内部的因果网络

图 6(c)为 CCM方法中得到的 i 脑区对 j 脑区

的影响程度 ri|Mj, 该矩阵为近似对称的非对称矩

阵. 可以看到, 其中较强的影响程度对应的脑区在

偏相关分析中 (图 6(a))也被发现具有较强的关联

性. 图 6(d)给出了 CCM方法得到的动力学因果

性网络, 可以明显地看到 DMN的子网络结构, 其

中 vDMN,  pDMN相对分离 ,  dDMN内部 D1-

D6相对一致 ,  D7(丘脑)、D8和 D9(左右海马旁

回)则相对独立. CCM方法得到的结果 R 可对应

于 DMN内部区域间的信息流, 见图 6(e). 在静息

态下, 丘脑 (D7)和左右海马旁回 (D8, D9)处于

DMN内部信息流的上游 ,  dDMN中的 D1—D6

和 pDMN是下游子网络; vDMN从丘脑和左右海

马旁回接收信息, 并向 pDMN和 dDMN的主区
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图 6    DMN内部 23个 ROI间关系分析　(a), (b)基于压缩感知的偏相关矩阵及网络结构, 网络中紫色线表示正相关, 青色线表

示负相关, 线的粗细表示相关性强弱; (c) CCM方法中得到的 ROI之间的单向影响程度   , 延迟坐标嵌入维数为 2, 延迟为 1,

下同; (d) CCM方法得到的 ROI间动力学因果性矩阵; (e)对应的 ROI间动力学影响的粗粒化结果

ρi|Mj

Fig. 6. Relationships of the 23 ROIs within DMN: (a) Partial correlation matrix calculated based on compressive sensing; (b) the

corresponding network structure, which includes the positive (magenta links) and negative (cyan links) correlations. The width of

the line indicates the correlation strength; (c) the directed dynamical influence from ROI i to j,   , obtained in the CCM method.

The  delay  coordinate  embedding  dimension  is  2 and  the  delay  is  1;  (d)  the  causality  matrix  obtained  by  CCM;  (e)  the  coarse-

grained result of the corresponding influence among ROIs within DMN. 
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域 (D1—D6)发送信息. 在 dDMN中, D1(内侧额

叶)相对特殊, 它对 pDMN和 vDMN中的多个脑

区都有较强的动力学影响 ; 在 vDMN中 ,  V3和

V8(左右嘴峰, Culmen)也具有广泛的对其他脑区

的影响. 

3   总　结

研究表明, 大脑 DMN在静息态下出现多种激

活模式切换的行为, 但从复杂系统非平衡动力学的

角度研究静息态 DMN激活行为的工作还比较少

见. 本文基于静息态 fMRI数据分析了静息态DMN

的动力学行为. 首先通过构造静息态 DMN能量图

景, 观察了不同被试在静息态的 DMN状态非平衡

演化过程. 为了理解该非平衡过程受到外部影响的

机制, 我们以高级视觉皮层和听觉皮层为例, 通过

DMN状态空间中的分布特征以及 XGBoost、深度

神经网络等机器学习算法, 明确了外部脑区活动

与 DMN状态跳转的密切关系 . 这为深入理解

DMN的动力学行为启发了新的思路. 文中图 3与

图 4的结果也验证了对 DMN的传统认识 , 即

DMN作为维持觉醒功能的网络会因外部刺激而发

生状态调节. 并且, 我们的结果从能量图景与外部

脑区激活模式标签对照的新视角提供了静息态下

DMN的动力学状态与外部脑区 (视、听觉皮层)状

态之间关联的证据.

另外, 本文采用偏相关、收敛交叉映射等方法

计算了 DMN内部 23个 ROI的功能网络, 包括关

联性网络和因果性网络, 识别出了部分主要功能性

连接, 以及 DMN内部的子网络结构和动力学影响

的核心区域 (见图 6). 虽然 DMN的动力学行为具

有较大的个体间差异, 但组平均的关联网络能够反

映出比较稳定的强相关边 ; 因果性网络给出了

DMN的子网络结构, 该结构可以得到关联性网络

的佐证. 这些结果印证了前人对于 DMN主要内部

结构的研究结论 (例如 DMN分为 dDMN, vDMN

和 pDMN三大区域, 其各自具有密集的内部连接

而彼此之间连接相对较少, 丘脑和海马旁回则是相

对独立的功能区等). 同时, 也给出了一些新的启

发, 例如根据因果性网络平均结果给出的 DMN内

部 ROI间信息流, 我们可以得到这样的结论: 在静

息态下, 1)丘脑和海马旁回是 DMN其他区域的驱

动者, 即信息是从丘脑和海马旁回流向 DMN其他

区域 ; 2)嘴峰 (Culmen, 相应的 ROIs为 vDMN3

和 vDMN8)是 DMN内很多其他区域的驱动者

(甚至处于丘脑和海马旁回的上游).

上述围绕 DMN内部功能连接以及与外部脑

区共变特征的探讨, 增加了我们对 DMN动力学行

为的理解. 但由于 DMN的吸引子状态激活与视听

觉、突显网络等功能网络活动的相互作用具体细节

机制尚不完全清楚 , 目前还无法把外部脑区对

DMN活动非平衡过程的影响形式化为特定的方

程, 这还有待神经影像学与复杂系统等领域的联合

探索. 本文基于静息态 DMN状态能量图景的动力

学分析方法具有潜在的应用价值, 例如: 1)已有研

究发现静息态数据采集之前, 被试所处环境对其静

息水平存在遗留影响 (例如, 被试刚刚经历了嘈杂

环境或完成任务态测试, 与充分休息后所观察到的

静息态存在一定差异), 那么, 特定被试在不同“静

息水平”下的 DMN状态分布及切换行为就可以根

据状态能量图景中各个吸引子的能量大小以及吸

引域大小进行分析. 例如, “弱静息”条件下 (高“温

度”), DMN可能更多地在具有较大吸引域的亚稳

态附近漫游, 而“强静息”条件下 (低“温度”)则陷

入具有较低“能量”的亚稳态附近, 即使其吸引域较

小; 2)根据静息态 DMN状态能量图景中各个吸引

子相对位置以及吸引域构型特征, 结合 DMN状态

与外部脑区激活的对应关系, 预测被试在静息态下

的特征“心理活动轨迹”.
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems
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Abstract

Brain  is  a  typical  complex  system  with  characteristics  such  as  self-adaptation,  self-organization,  and

multistability. The activity of the default mode network (DMN), a crucial functional subnetwork of the human

brain  in  resting  state,  obeys  typical  non-equilibrium  statistical  mechanical  processes  in  which  the  system

continually switches among multiple metastable states. Revealing the underlying dynamical mechanism of these

processes has important scientific significance and clinical application prospects. In this paper, according to the

blood oxygen level dependent (BOLD) signals obtained from functional magnetic resonance imaging (fMRI), we

build  an  energy  landscape,  disconnectivity  graph  and  transition  network  to  explore  the  non-equilibrium

processes of DMN switching among different attractors in resting state. Taking the activities of high-level visual

and auditory cortices for examples, we verify the intimate relationship between the dynamics of DMN and the

activity  modes  of  these  external  brain  regions,  through  comparing  the  distributions  in  state  space  and  the

algorithms such as XGBoost and deep neural networks. In addition, we analyze the interaction between various

DMN regions in the resting state by using the techniques such as compressive-sensing-based partial correlation

and convergence cross mapping. The results in this paper may presnt new insights into revealing the dynamics

of  the  intrinsic  non-equilibrium  processes  of  brain  in  resting  state,  and  putting  forward  clinically  significant

biomarkers for brain dysfunction from the viewpoint of dynamics.

Keywords: brain functional network, resting state, default mode network, energy landscape, state transition
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耦合相振子系统同步的序参量理论*

郑志刚 1)2)†    翟云 3)1)2)    王学彬 1)2)    陈宏斌 1)2)    徐灿 1)2)‡

1) (华侨大学系统科学研究所, 厦门　361021)

2) (华侨大学信息科学与工程学院, 厦门　361021)

3) (北京邮电大学理学院, 北京　100876)

(2019 年 12 月 26日收到; 2020 年 1 月 31日收到修改稿)

节律行为, 即系统行为呈现随时间的周期变化, 在我们的周围随处可见. 不同节律之间可以通过相互影

响、相互作用产生自组织, 其中同步是最典型、最直接的有序行为, 它也是非线性波、斑图、集群行为等的物

理内在机制. 不同的节律可以用具有不同频率的振子 (极限环)来刻画, 它们之间的同步可以用耦合极限环系

统的动力学来加以研究. 微观动力学表明, 随着耦合强度增强, 振子同步伴随着动力学状态空间降维到一个

低维子空间, 该空间由序参量来描述. 序参量的涌现及其所描述的宏观动力学行为可借助于协同学与流形理

论等降维思想来进行. 本文从统计物理学的角度讨论了耦合振子系统序参量涌现的几种降维方案, 并对它们

进行了对比分析. 序参量理论可有效应用于耦合振子系统的同步自组织与相变现象的分析, 通过进一步研究

序参量的动力学及其分岔行为, 可以对复杂系统的涌现动力学有更为深刻的理解.

关键词：同步, 序参量, 涌现, 分岔
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1   引　言

节律, 即系统呈现的随时间周期变化, 广泛存

在于我们生活的世界, 从钟摆、星体运动到生物钟,

都是不同系统典型的动力学行为. 复杂与非线性系

统会表现出多种多样的自组织与群体性行为 [1−3],

而不同的节律之间也可以通过相互作用涌现出各

种集体的自组织现象, 其中同步是最典型、最直接

的有序行为, 它也是诸如非线性波、时空斑图乃至

各种生物集群行为 (例如鸟群、鱼群、蜂群、蚁群、

人类社会等)的内在物理机制 [4,5].

作为一种最基本的协同现象, 同步研究可以追

溯到 1673年 Huygens发现的关于两个相邻钟摆

同步的讨论. 在后来的很多不同物理问题中, 人们

都发现了同步现象. 电子与无线电工程的发展很大

程度上促进了关于同步的研究. 相比于现象观察及

实验研究, 同步的理论研究相对要滞后得多, 直到

20世纪初关于极限环的研究才得到了突破. 极限

环是非线性耗散系统的一类典型时间振荡解和吸

引子, 不同时间振荡之间可以通过相互作用产生新

的协同. 由于大量看似不同的系统都具有可以用极

限环描述的时间振荡, 人们逐渐认识到, 在各种不

同同步行为的背后应该具有共同的物理机理 [5].

Wiener[6] 在其专著中关于“脑电波与自组织系统”

一章指出, 脑电波的出现是来自于不同频率的锁

定 (pulling together of frequencies), 而且这种行

为与其他诸如萤火虫同步闪光、蟋蟀同声鸣唱等现

象有着共同的机制. 而如何在极限环基础上来研究

驱动或相互作用的振子间的同步在理论上就成为
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11875135, 11905068)和泉州市科技计划 (批准号: 2018C085R)资助的课题.
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重要课题.

Winfree[7] 于 1967年提出了全局耦合振子模

型. 他认识到, 在同步问题上, 极限环之间相互作

用起作用的关键自由度是其相位, 因此只需要考虑

耦合的相位振子模型即可揭示同步的动力学实质.

Winfree模型的动力学方程可写为 

θ̇i = ωi +

 N∑
j=1

X(θj)

Z(θi), (1)

这里用 i = 1, 2, ···, N来标记不同振子, {qi}代表

振子的相位, {wi}为振子的自然频率, 它们各不相

同, 设符合某个统计分布函数 g(w). Winfree发现,

自然频率分布较窄时振子之间会相互同步 [7]. 这样,

在众多不同物理背景下出现于不同体系中的很多

现象就都可以利用耦合相振子系统的同步动力学

来得到非常好的解释. 大量相互作用振子出现的整

体同步行为是一种典型的集体涌现, 如何解析刻画

同步涌现是一个挑战性课题.

{ωi}
Kuramoto[8−10] 考虑振子数目 N → ∞ (热力

学极限), 自然频率   为单峰分布 g(w), 振子间

相互作用是耦合强度为 K的全局性平均场形式,

并取最简单的相位差的正弦函数 sin(∆q)来描述相

互作用. 平均场耦合相振子模型可写为 

θ̇i = ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi). (2)

ω̄ =
1

N

∑N

i=1
ωi

ω̄

ω̄ = 0

g (ω) = g (−ω)

该模型被后来研究者称为 Kuramoto模型 [11]. 我们

还引入振子的集体自然频率  . 一般

情况下自然频率分布函数设为关于  的对称分布.

为讨论方便 , 通常设   , 分布对称性满足

 .

尽管振子的自然频率各不相同, 有相互作用

时 (K ≠ 0)各振子的实际振动频率都会相应地从

K = 0时的自然频率{wi}处发生偏离, 并随耦合强

度变化而变化. 可定义振子的平均频率 Wi 为 

Ωi = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

θ̇i(t)dt. (3)

为 描 述 振 子 的 整 体 同 步 情 况 (相 干 程 度 ),

Kuramoto引入如下的序参量, 将其定义为所有振

子相位复函数的平均场: 

z = R exp(iΘ) =
1

N

N∑
j=1

exp(iθj), (4)

Θ

其中复序参量的模 R = |z|描述振子的相干性强弱,

 为一任意相位.

在耦合强度很弱时, 只有自然频率极其靠近的

振子才会同步, 但它们所占的比例几乎可以忽略,

大量振子的 Wi 都不等, 它们在任一时刻的相位都

均匀分布于 0— 2π 之间, 如图 1(a)所示, 此时R = 0.

随着耦合强度的增加, 越来越多的振子会同步, 平

均频率 Wi 相等, 这些同步的振子相位之间会靠近

并保持固定相位关系, 振子不再均匀分布, 如图 1(b)

所示. 当所有 Wi 都相等时, R就不为零, 表明此时

振子之间可保持固定的相位关系. 存在一个临界的

耦合强度 Kc, 当 K ≤ Kc时 R = 0; 当 K ≥ Kc 时,

R ≠ 0. 在很强的耦合下, 振子相位会靠得很近,

形成整体的同步大集团, 如图 1(c)所示. 大量耦合

振子可以通过相互作用克服自然频率不同带来的

无序而涌现出同步态实质上就是一种典型的非平

衡相变. 在临界 Kc 处发生的相变在理论上可以处

理. Kuramoto利用统计物理学方法和自洽方程成

功求解 [9,10], 理论上得到了临界耦合强度 Kc, 并得

到在 Kc 附近序参量 R的临界行为.

结合具体的物理背景, Kuramoto模型的应用

范围和领域大大拓展 [11−17]. 人们研究了不同耦合

 

≈0

＞＞c

＜c



c

(a) (b)

(c) (d)

图  1    耦合振子同步示意图　(a) 在耦合强度很弱时 , 大

量振子不同步 , 任一时刻相位均匀分布于 0−2π 之间 ;

(b)随着耦合强度的增加, 越来越多的振子会同步, 振子不

再均匀分布 ; (c) 在很强的耦合下 , 振子相位会靠得很近 ,

形成整体的同步大集团; (d) 序参量随耦合强度的变化

Fig. 1. A  schematic  diagram  of  synchronization  of  coupled

oscillators: (a) Most of the oscillators are asynchronous and

evenly  distributed along the  circle;  (b)  with  increasing  the

coupling,  more  and  more  oscillators  are  synchronized  and

are no  longer  evenly  distributed;  (c)  under  a  strong   coup-

ling,  oscillators  form a  single  synchronous  cluster,  and  the

phases of oscillators are close to each other; (d) dependence

of the order parameter on the coupling strength. 
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函数 [18,19]、不同耦合网络拓扑结构 [14,15,20−25]、脉冲

耦合 [26] 等情况下的同步, 探讨了同步涌现的玻璃

态 [27]、非对称耦合及其行波和驻波波态 [28,29]、惯性

效应 [30,31]、阻挫效应 [32−35]、时间延迟效应 [36]、外场

驱动效应 [37]、时变耦合 [38] 等与实际物理背景密切

相关的问题. 以 Kuramoto模型为代表的耦合振子

系统集体动力学问题时至今日一直是重要的研究

热点.

N ≫ 1

对于大量振子同步的研究有几种不同层次和方

法. 利用非线性动力学 [39−41] 和同步分岔树方法 [42−44]

可以对耦合振子的微观动力学进行研究. 当振子数

目  时, 微观动力学分析会变得很繁杂, 可以

利用统计物理和宏观方法开展研究. 早期Kuramoto

基于统计物理学方法和自洽方程理论成功地对同

步相变进行了解析研究 [9]. 但自洽方程方法建立在

同步态为定态的前提下, 近年来人们发现了大量非

定态集体动力学行为, 因此有必要建立一套反映集

体动态行为的统计与宏观理论 [45]. 20世纪 90年代

初, Watanabe与 Strogatz发现 [46], 一类具有对称

性的耦合振子系统的高维动力学可以通过引入

Möbius变换 (后称为Watanabe-Strogatz变换, 简

称WS变换)精确降维到三维空间, 这意味着系统

的部分可积性. Ott与 Antonsen[47,48] 提出了序参

量拟设理论, 将高维微观动力学研究降维到二维序

参量空间加以研究. 人们随后意识到, OA拟设下

的二维动力学实际上是WS变换下的三维动力学

的进一步降维 [49,50].

耦合振子系统同步的序参量动力学研究大致

包括如下几个重要和基础问题. 第一, 序参量是表

征整体行为的特征量, 那么对于大自由度的耦合振

子系统, 序参量是如何涌现的？第二, 序参量及其

涌现的物理意义是什么？第三, 如何用序参量刻画

不同的同步或有序状态及其转变？第四, 如果有不

止一个序参量共存, 这些序参量之间如何竞争？第

五, 对于实际系统, 如何引入恰当的表征集体行为

的序参量来刻画有序行为？如何从复杂系统的动

态大数据中重构序参量动力学？本文将集中于上

述的前三个基本问题, 对大量振子组成的系统产生

同步作为一种典型的涌现行为开展宏观和统计层

面的研究, 总结、回顾并对比几种不同的序参量理

论框架 [51].
 

2   Kuramoto自洽方程理论

首先来看 Kuramoto如何通过引入序参量并

利用求解自洽方程来解析处理同步问题. 自洽方法

的基础是通过假设系统存在一个不随时间改变的

定态, 在此状态下序参量为一个待定的定值, 通过

序参量的定义和系统定态的运动方程, 得到待定的

序参量的值, 并在分析的过程中得到此序参量与相

应定态的存在条件. 自洽方法从其方法本身便限定

了其适用范围, 虽然只能用于对定态的分析, 却可

以不受具体动力学的限制, 是振子系统分析中广泛

使用的方法之一.

首先, 假定振子数 N足够多情况下, 序参量

(4)式与 N无关且不随时间变化. 考虑到Kuramoto

模型 (2)式相互作用的平均场形式, 很容易可以将

方程 (2)重新写为 

dθi/dt = ωi +KR sin(Θ − θi). (5)

如果能定出 R, 则方程 (5)完全可以求解, 但这不

是一件简单的事 . 一个可行的办法是带着未知

R继续讨论, 建立一个关于 R的方程来将其求解.

该方程即为自洽方程 (self-consistent equation)[8,51].

下面的讨论即是围绕这一主题展开.

K > Kc

ω̄

Θ = ω̄t K ⩽ Kc

θi

显然 R = 0对应于无相互作用的情形 (均匀

分布解), 这个非相干态总是系统的一个解, 但不总

是稳定. 当  时均匀分布解失稳. 另外一个解

是 Wi 都相等时的解, 此时振子之间可以保持固定

的相位, R ≠ 0, 所有振子都以集体频率   转动,

 . 此解在  时不稳定. 只要有 Wi 不相

等,   就总是均匀分布于 0—2π 之间.

ϕi = θi − ω̄t引入变量  , (5)式可写为 

dϕi/dt = ωi − ω̄ −KR sinϕi, (6)

|ωi − ω̄| ⩽ KR

ϕi = sin−1[(ωi − ω̄)/(KR)]

ω̄

|ωi − ω̄| > KR

此方程正是过阻尼情形下的单摆方程. 它有两个

解. 1) 同步解. 当方程 (6)描述的第 i个振子满足

 时, 该振子的相位 f 就会保持定值

 , 这意味着所有满足该条

件的振子都会以   频率运动, 它们处于同步状态.

2) 非同步解 . 当方程 (6)描述的振子 i满足

 时, 则该振子的相位 f 就会随时间

变化, 且凡是自然频率满足该条件的振子都处于非

同步状态.

ϕi振子数 N→∞时,    在 0—2π 之间会形成分

布. 设分布函数为 P(f, w, t), 它不仅依赖于 f, 还
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依赖于振子自然频率 w. 平均场由分布函数可表为 

ReiΘ = eiω̄t

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
eiϕP (ϕ, ω, t)g(ω)dωdϕ, (7)

单振子分布函数满足连续性方程: 

∂P (ϕ, ω, t)

∂t
=− ∂

∂ϕ

{
[ω − ω̄ −KR sinϕ]P (ϕ, ω, t)

}
.

(8)

P (ϕ, t) =∫
P (ω, ϕ, t)g(ω)dω

考虑到振子具有自然频率分布, 如果只考察 f 的统

计分布 , 则需要进一步对频率做积分  

 . 这些振子相位的分布直接决定

了相关的平均量, 例如序参量, 因而很重要的一点

就是如何确定分布函数. 根据上面讨论的两类定态

解, 可把分布 P(f)分解为同步与非同步两部分: 

P (ϕ) = Ps(ϕ) + Pas(ϕ). (9)

Ps(ϕ)

同步振子的相位 f 趋于不动点, 与时间无关, 因此

 可由自然频率分布得到: 

Ps(ϕ) = g(ω)

∣∣∣∣dωdϕ
∣∣∣∣ = KRg(ω̄ +KR sinϕ) cosϕ,

ϕ ∈
[
−π
2
,
π
2

]
;

(10)

ϕ→
|ϕ̇| : p(ϕ, ω) ∝ |ϕ̇|−1

非同步振子的相位 fi 则随时间变化, 因为 fi 随时

间变化是非均匀的, 单位时间内探测到 f 在  

f + df 之间的概率反比于相速度  .

把运动方程 (6)式代入并归一化可得到 

p(ϕ, ω) =

√
(ω − ω̄)

2 − (KR)
2

2π |ω − ω̄ −KR sinϕ|
, (11)

因此 

Pas(ϕ) =

∫
|ω−ω̄|>KR

g(ω)p(ϕ, ω)dω. (12)

x = ω − ω̄ g(ω̄ + x) = g(ω̄ − x)令   , 并考虑到   , 将

(11)式代入 (12)式积分可写为 

Pas(ϕ) =

∫ ∞

KR

g(ω̄ + x)x

√
x2 − (KR)

2

π[x2 − (KR sinϕ)2]
dx, (13)

将前面引入的平均场用分布写出来, 并利用 (9)式

可得 

ReiΘ =

∫ π

−π
ei(ϕ+ω̄t)P (ϕ)dϕ

=

∫ π

−π
eiϕ+iω̄t[Ps(ϕ) + Pas(ϕ)]dϕ. (14)

Pas(ϕ)可以看出 (14)式中   部分积分为零 , 只有

Ps(ϕ) 对积分有贡献. 进一步将积分实部和虚部分

离, 可得到 (注意 R为实): 

R = KR

∫ π
2

− π
2

cos2ϕg(ω̄ +KR sinϕ)dϕ, (15)
 

0 = KR

∫ π
2

− π
2

cosϕ sinϕg(ω̄ +KR sinϕ)dϕ. (16)

ω̄

Kc K ⩾ Kc

g(ω) ω̄

由 (16)式可以确定    (实际上在原方程中可通过

对称性确定). (15)式是一个自洽方程, 由此可以确

定 R和同步临界耦合强度  . 当  时, R由

零连续变为一个小量, 因此可把  在  附近展开: 

g(ω̄+KR sinϕ) ≈ g(ω̄)+
g′′(ω̄)

2
(KR)2sin2ϕ+O(R4),

(17)

g′′(ω̄) = d2g(ω)/dω2
∣∣
ω=ω̄

其中  . 代入 (17)式可以得到
 

1 =
πK
2
g(ω̄)− 1

16
πK3R3g′′(ω) +O(R4). (18)

K → Kc当  时, 由于 R2 项为高阶小量, R→0, 由此

得到同步临界耦合强度为 

Kc = 2/[πg(ω̄)]. (19)

将 (19)式代回 (18)式可以确定在临界点 Kc 附近

R的行为: 

R ≈

√
8g(ω̄)(K −Kc)

g′′(ω̄)K3
. (20)

g(ω) = {π[(ω − ω̄)2 + γ2]}−1γ

R =
√

(1− 2γ/K)

R ∝ (K −Kc)
1/2

例 如 对 典 型 的 自 然 频 率 符 合 洛 伦 兹 分 布

 的情况, 临界耦合为

Kc = 2g, 序参量   . 可以看出 R

在 Kc 附近为典型的连续相变  , 如

图 1(d)所示. 需要指出的是, 这是一种非平衡相

变, 是系统有序 (耦合)压倒无序 (自然频率随机分

布)的结果. 

3   序参量及其涌现的自组织原理

耦合振子同步微观动力学的研究表明, 大量耦

合振子随着耦合强度的增加会经历由部分同步到

整体同步的过渡, 相空间维数随同步进程而逐渐降

低, 整体同步时, 系统在相空间的复杂运动会落到

一个极低维的空间 [42−44]. 降维意味着系统发生同

步的时候, 只需要少数变量即可刻画耦合振子系统

的同步. 该结果为多振子体系同步的宏观及序参量

描述提供了事实基础.

统计物理学建立了从微观到宏观之间的联系,
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进一步通过统计定律来计算微观量的统计平均来

得到宏观热力学量 [27]. 热力学和统计物理学的思

想和方法为处理耦合振子同步转变问题提供了思

路. 由大量相互作用振子组成的系统通常是非平衡

系统, 同步是大量振子整体动力学从无序向有序的

非平衡相变. 非平衡行为研究自 20世纪中期发展

起来的以耗散结构理论 [52,53]、协同学 [54,55] 以及多

学科分支形成的自组织理论等为描述众多的非平

衡相变现象的共同本质提供了重要依据.

耗散结构理论认为, 处于非平衡状态的系统会

在一定范围内维持原有热力学状态, 一直到远离平

衡到一定临界值, 热力学分支失稳使系统进入到有

序的结构分支. 非平衡相变现象在自然界各个领域

有形形色色的表现, 物理表现十分不同, 而内含的

数学实质是有明显的规律, 由此形成了以反映扩散

方程等为核心的刻画宏观自组织过程的耗散结构

理论 [53].

Haken的协同学则关注于由大量自由度构成

的复杂系统在外参量的驱动下和在子系统之间的

相互作用下如何以自组织的方式在宏观尺度上形

成空间、时间或功能有序结构的条件、特点及其演

化规律 [54]. 协同学的基本原理是支配原理 (slaving

principle), 它认为, 协同系统的状态由一组状态参

量来描述, 这些状态参量弛豫时间尺度是不相同

的, 慢变的线性不稳定模称为慢变量 (slow variable),

而快变的线性稳定模称为快变量 (fast variable).

当系统接近于发生显著质变的临界点时, 慢模数目

会减少为只有一个或少数几个, 这些慢变量可以完

全确定系统的宏观行为并表征系统的有序化程度,

故而称为序参量. 而为数众多的快模则由慢模/序

参量所支配, 并可将其绝热消去, 由此可以建立少

自由度的协同学基本方程. 在序参量方程基础上,

我们就可来研究协同系统的各种非平衡定态/非定

态、稳定性及其非平衡相变 [55].

支配原理在数学上即绝热消去, 即可以对快速

变化的变量进行平均加以消去, 只保留变化慢 (绝

热)的变量. 该方法在物理上有着深刻含义. 下面

以如下的 n维动力学系统为例来简单介绍一下支

配原理: 

ẋ = Ax+B(x), (21)

x (t) = (x1 (t) , x2 (t) , · · · , xn (t))T

n× n

其中   为 n维状态

矢量, A为  常数矩阵, B(x)包含 x的二次以

{λi, i = 1, 2, · · · , n}

{Reλi < 0, i = 1, 2, · · · , n}

{0 < Reλuk ≪ 1

Reλsi < 0, k = 1, 2, · · · ,m, i = 1, 2, · · · , n−m}
Reλuk ≪ |Reλsi |

上代数式矢量. 设 x = 0为方程的解. 设矩阵A的

本征值为   , 其中本征值按照其

实部由大到小排列. 如果所有本征值实部均为负,

即   , 那么 x = 0为稳定

解. 改变参数使 A的 m个模失稳, 而其他模仍然

保持稳定, 即假设该模对应的本征值  ,

 ,  且

 . 通过引入一个 T矩阵进行如下的

线性变换 

Ã = T−1AT , (22)

将A对角化 

Ã =

(
λu 0
0 λs

)
, (23)

这里 lu, s 分别为 m × m与 (n – m) × (n – m)对

角子矩阵. 则 (21)式可改写为 

u̇ = λuu+Bu(u, s), (24a)
 

ṡ = λss+Bs(u, s), (24b)

Bu=(Bu
1 , B

u
2 , · · · , Bu

m)T, Bs=(Bs
1, B

s
2, · · · , Bs

n−m)T.

ṡ = 0

这里 x(t) = (u(t), s(t))T, 其中 u(t) = (u1(t), u2(t),

···,  um(t))T,  s(t)  =  (s1(t),  s2(t),··· ,  sn –m(t))T,

s(t)为满足 (24b)式的快变量 , 而 u(t)为满足

(24a)式的慢变量 . 按照支配原理绝热消去 , 令

(24b)式左边  , 由此 n – 1个方程可将 n – m维

矢量 s作为 u的函数解出, 并代入 (24a)式可得

到 m维的非线性方程 

u̇ = λuu+Bu(u, s(u)). (25)

一般实际问题中首先失稳的模往往很少, 常常是一

两个, 从 (24)式到 (25)式, 在理论上可以看作是

从多变量方程到少数序参量方程的约化, 在动力学

上也产生了极大简化, 这是支配原则在讨论相变点

附近行为时给出的有益结果.

需要注意的是, 变量的快慢不能理解为其他诸

如振荡的快慢, 而是弛豫的快慢, 因此严格来说应

该称为快/慢弛豫变量. 慢变模式有时可能本身就

是高频振荡, 该模对于扰动响应的弛豫时间长短才

是判断该模为快或慢的标准.

序参量有着几何上的意义, 支配原理也密切联

系着中心流形定理. 中心流形定理是一种常用的几

何降维方法, 它利用流形与对应子空间相切的特

性, 求出系统在中心流形上的约化方程. 对于高维

动力系统来说, 通过传统的分岔行为很难直接研究
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其动力系统. 为了更好地抓住所要研究问题的本

质, 一般采取中心流形定理等降维措施将其化为低

维方程再进行研究. 

4   序参量动力学理论

下面将从耦合振子微观动力学方程出发, 利用

统计力学方法建立分布函数方程, 并通过统计平均

引入各阶序参量, 建立相应的序参量方程, 并进一

步讨论对方程的降维. 

4.1    广义序参量

从一般形式的全局耦合振子系统运动方程出发: 

θ̇j(t) = F (α, θj ,β, γj) + ξj(t), (26)

ξj(t)

⟨ξi(t)⟩ = 0 ⟨ξi(t)ξj(t′)⟩ = 2Dδijδ(t− t′) β = {β1,
β2, · · · , βm}

γ = {γ1, γ2, · · · , γN}

其中 j = 1, 2, ···, N,    为作用于第 j个振子上

的随机噪声, 设为振子间无关联的高斯白噪声, 满

足  ,   .  

 为一组均匀控制参量, 这些参量对所有

振子均相同, 如通常考虑振子间相互作用强度相

同 .    为一组非均匀控制参量 ,

它们对不同振子不一样. 例如振子的自然频率通常

各不相同, 此时{gi = wi}.

定义一组广义序参量 a = {an}, 其分量为如

下的 n阶序参量: 

αn =
1

N

N∑
j=1

exp(inθj). (27)

当 n = 1时, a1 即是 Kuramoto引入的相干因子.

n  >  1时 an 为高阶序参量 [56]. 在热力学极限

N→∞下, 可以引入振子相位的密度分布函数 r(g,
q, t), r(g, q, t)dq 为一个振子在时刻 t相位处于

q→q + dq 的概率或时刻 t相位处于 q→q + dq 内

的振子数密度 . 它满足 (12)式对应的 Fokker-

Planck方程: 

∂ρ

∂t
= −∂(ρv)

∂θ
+D

∂2ρ

∂θ2
, (28)

其中速度场 v = F(a, q, b, g). 在没有外加噪声

(D = 0)时, 分布函数方程退化为如下的连续性方程 

∂ρ

∂t
+
∂(ρv)

∂θ
= 0. (29)

ρ (θ, t) =
∑

i
ρ (γi, θ, t) {γi = ωi}

在一般情况下振子是非全同的, 即分布函数 r(g, q, t)
与g有关, 系统总的分布函数需要对所有非均匀参

量求和,   . 例如, 如果  ,

则分布函数为 

ρ (θ, t) =
∑
i

ρ (ωi, θ, t) =

∫
ρ (ω, θ, t) g (ω) dω, (30)

其中 g(w)为自然频率分布. r(q, t)包含了振子系

统集体行为的所有信息. 在同步问题宏观层面, 我

们最为关注序参量 a = {an}. 对于均匀系统即没

有非均匀参量g, 利用分布函数, 序参量可表为如

下积分: 

αn =

∫
exp(inθ)ρ(θ, t)dθ. (31)

如果系统有非均匀性, 则需要同时对非均匀参量

g求和. 例如, 如果非均匀参量是振子自然频率, 则有 

αn =

∫
αn(ω, t)g(ω)dω

=

∫
exp(inθ)ρ(ω, θ, t)g(ω)dωdθ. (32)

可以看到, n阶序参量 an 实际上就是 exp(inq)的

统计平均, 或称为 exp(iq)的 n阶矩. 由于宏观量

的各阶矩描述与分布函数描述等价, 可由一方信息

推知另外一方的信息. 还可以看到, 广义序参量实

际上就是分布函数 r(q, t)的傅里叶变换系数. 

4.2    Ott-Antonsen 拟设

下面先考虑全同振子系统的序参量运动方程.

利用序参量的定义 (27)式, 对其进行时间求导, 并

利用振子运动方程 (26)式可以得到 

α̇n =
in
N

N∑
j=1

exp(inθj)F (α, θj ,β). (33)

由于函数 F(a, q, b)是循环变量相位 q 的 2π 周期

函数, 因此可做傅里叶展开: 

F (α, θj ,β) =

∞∑
k=−∞

fk(α,β) exp(ikθj), (34)

将展开式代入运动方程 (33)中可得序参量运动方

程为 

α̇n = in
∞∑

k=−∞

fk(α, β)αk+n, n = 1, 2, · · · (35)

考虑最简单的耦合形式, 即 (34)式的傅里叶

分解中只需包含最低阶项: 

F (α, θ) = f1(α) exp(iθ) + f−1(α) exp(−iθ)

+ f0(α), (36)
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则序参量运动方程 (35)简化为 

α̇n = in[f1(α)αn+1 + f̄1(α)αn−1 + f0(α)αn], (37)

α−n = ᾱn其中 n ≥ 0,   .

广义序参量可看成是相位振子的集体坐标变

量, 这意味着相位运动方程 (26)通过上述变换可

以化为运动方程 (35)和 (37), 它们都是一组耦合

的序参量方程, 处理该序参量方程组的难度等价于

相位运动方程 (26), 对其的简化需要新的条件.

方程 (37)显然存在一个平庸的非相干解an ≡ 0,

对应于耦合振子的非同步态. 随着耦合强度的增

加, 耦合振子会产生同步, 整体运动在相空间也会

塌缩到一个低维空间中. 在广义序参量空间来看,

系统也必然会在低维空间运动. 根据协同学原理,

这些广义序参量中可能只有少数为慢变量, 其余为

快变量, 其中慢变的广义序参量会成为系统状态的

真正序参量. 由于快变量的变化都依赖于慢变量,

因此在发生同步转变的区域附近, 各阶序参量之间

应存在一定的关系, 它们均依赖于慢变的序参量.

一种最简单的可能情形是所有的各阶序参量 an 都

依赖于 a1, 不妨设为 an = G(a1, n). 将其代入运

动方程 (37)中并比较每一阶函数的傅里叶展开系

数可以得到 [56]
 

αn = G(α1, n) = αn
1 . (38)

则 (37)式的多个运动方程可简并为单一方程, 

α̇1 = i[f1(α1)α
2
1 + f̄1(α1) + f0(α1)α1]. (39)

(38)式正是Ott-Antonsen (OA)拟设 (ansatz)[47,48]. 

4.3    Poisson 和不变子流形

OA拟设有什么物理意义呢？下面通过讨论

分布函数来进行分析.

由于分布函数是 2π 循环变量相位的函数, 可

将其进行傅里叶展开, 而展开系数即为广义序参

量 an: 

ρ(θ, t) =
1

2π

[
1 +

∞∑
n=1

(
ᾱn(t)einθ + αn(t)e−inθ)] .

(40)

一般来说, 知道了各阶傅里叶系数即广义序参量

an, 就可以利用上述求和来得到分布函数, 通常这

需要无穷阶的傅里叶系数.

OA拟设认为相位分布函数 r 的傅里叶展开

系数即广义序参量 an 相互之间并不独立, 且满足

幂函数关系: 

αn(t) = αn
1 (t), ᾱn(t) = ᾱn

1 (t). (41)

将其代入 (40)式可以得到 

ρ(θ, t)=
1

2π

{
1+

∞∑
n=1

[
ᾱn
1 (t) exp(inθ)

+αn
1 (t) exp(−inθ)

]}
, (42)

(42)式右边的求和为幂级数, 可以得到振子分布为

泊松和形式 

ρ(θ, t) =
1

2π
1− r2

1− 2r cos(θ −Θ) + r2
, (43)

其中 r为序参量 a1(t)的幅度, Q 为集体相位. 因

而分布 r(q, t)完全由 a1(t)决定.

由于具有关系 (38)式的解满足简并的运动方

程 (39), 则在动力学演化过程中形式 (38)一直得

到满足. 振子的分布虽然随着系统的演化而改变,

但将始终具有泊松和分布的形式. 如果系统的初始

相密度分布满足泊松分布, 那么不管在任何时刻系

统的相密度分布将始终保持着这一性质. 序参量关

系式 (38)式及简并运动方程 (39)被称为动力系统

的 Poisson和不变子流形. 这个不变子流形一个很

重要的特点是虽然 a1(t)可以不含时, 也可以含时,

但分布形式随时间演化保持不变 . 这一结果将

Kuramoto自洽理论仅仅讨论定态的结果拓展至一

般情形. 

4.4    非全同振子系统的 OA 拟设

对于振子非全同的情形, 若振子自然频率各不

相同, 即{gi = wi}, 设它们满足分布 g(w). 那么当

N → ∞时, 引入密度分布函数 r(w, q, t), 广义序

参量相应写为 (32)式, 其中 an(w, t)为 r(w, q, t)

的 n阶傅里叶展开式, 也可以理解为自然频率在

w → w + dw 之间的局域序参量. 利用连续性方程

可以得到如下递归方程: 

α̇n = in
∞∑

j=−∞
fj (α,β, ω)αj+n(ω, t). (44)

同样如果耦合函数只包含一阶傅里叶系数, 则可以

引入如下局域序参量的 Ott-Antonsen拟设: 

αn(ω, t) = αn
1 (ω, t) (45)

是方程 (44)的一组特解. 一阶序参量为 

α1(t) =

∫
α1(ω, t)g(ω)dω. (46)
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当分布函数 g(w)的形式为 w 的有理分式时, 可将

w 从实轴延拓到复 w 平面中去, 在不引起发散的情

形下 (|a1(t)| ≤ 1)直接得到 a1(t)的演化方程. 

5   微观动力学对称性与 Watanabe-
Strogatz变换

N ≫ 1耦合相振子系统在振子数   时的微观动

力学研究会变得很困难. OA方法给出了一种有效

的将高维耦合振子动力学降维的方案, 但高维系统

降维到二维的序参量空间来研究是有前提和成立

条件的.

OA方法之所以成功, 其关键在于 Kuramoto

系统本身的微观动力学具有部分可积性. 这要从

1994年 Watanabe和 Strogatz的工作谈起. 他们

研究了全局耦合约瑟夫森结方程 (与 Kuramoto

模型系统同类). 研究发现, N维方程中的每一条轨

迹只能局限在一个三维子空间中, 这意味着原始的

高维微观态可以通过一定方法降维至低维的宏观

态 [46], 这就需要他们提出的后来被称为Watanabe-

Strogatz(WS)变换的方法来实现. WS变换的提

出在一定程度上为人们寻求高维动力系统的低维

解提供了方向, 但早期没有引起人们足够重视, 且数

学与物理意义均不明确. 2009年, 受Ott与Antonsen

工作的启发, Marvel等 [49,50] 成功将这类问题的解

推广到一般形式, 给出了WS变换的数学意义, 并

清晰地给出 OA拟设的数学依据. 

5.1    WS 变换

F : C → C
WS变换实际上来自于复数 Möbius变换 [57].

定义复分数的Möbius变换  为 

F (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0 (47)

Möbius变换有很多很好的性质, 其中之一就是存

在且保持从直线到直线、从圆到圆的映射. 由所有

满足上述条件的变换函数可以构成一个群, 称为

Möbius变换群, 

M (C∞) =
{
F : C∞ → C∞

∣∣∣F (z)= az + b

cz + d
,

ad− bc ̸=0
}
. (48)

考虑一个子群, 该子群包含了那些将单位开圆盘上

的复数一对一地映射到自身的所有分数线性变换.

将耦合函数 (36)式对应的动力学方程重新写

为如下形式: 

θ̇j = f exp(iθj) + g + f̄ exp(−iθj), (49)

f̄其中 j = 1, 2, ···, N, f = f1(a)为光滑复函数,   是

其复共轭, g = f0(a)为实函数, 它们均不依赖于指

标 j. 方 程 (49)定 义 了 一 个   N 维 动 力 系 统 .

Marvel和 Strogatz[49] 指出, 方程 (49)的解满足如

下 Möbius群 在 复 空 间 内 单 位 圆 上 的 含 时

Möbius变换Mt: 

exp [iθj(t)] =Mt [exp(iφj)] , (50)

其中含时Möbius变换表达为 

Mt(w) =
exp [iψ(t)]w + α(t)

1 + ᾱ(t) exp [iψ(t)]w
, (51)

|α (t)| ⩽ 1

ᾱ (t)

这里{jj, j = 1, 2, ···, N}是系统的一组运动常数,

y(t)是实参量函数 , a(t)是复函数 ,    ,

 是 a(t)的复共轭. (50)式和 (51)式的变换就

被称为 WS变换. 对任意时刻 t都对应一个变换

Mt, 这些变换构成的集合满足群的性质, 全体变换

的集合{Mt}构成一个代数系统即 Möbius变换群.

系统 (49)式的演化完全被变换 (50)式和 (51)式

所支配. 

5.2    三维动力学

方程 (49)满足变换 (50)式和 (51)式, 说明了

系统任一时刻的状态{qj(t)}可由一组运动不变量

{jj}在WS变换{a(t), y(t)}的作用下完全确定. 而

运动常数或不变积分{jj}的存在则反映了WS变

换下系统的可积性. Möbius群本质上是一个三参

量 (y(t), Rea(t), Ima(t))的李群, 相轨迹{qj(t)}被

{y(t), a(t)}以及{jj}唯一地确定.

下面从代数方程出发去推导 y(t), a(t)的运动

方程. 根据方程 (50)有 

θj(t) = −i lnMt (exp [iφj(t)]) , (52)

则对时间的导数为 

θ̇j(t) = −i
1

Mt [exp(iφj)]

dMt [exp(iφj)]

dt

= R exp(iφj) +
ψ̇ + iᾱα̇− α(i ˙̄α− ᾱψ̇)

1− |α|2

+ R̄exp(−iφj), (53)

其中 

R ≡ i ˙̄α− ᾱψ̇

1− |α|2
, (54)
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与 (49)式对比可得 

f = R =
i ˙̄α− ᾱψ̇

1− |α|2
, (55a)

 

g =
ψ̇ + iᾱα̇− α(i ˙̄α− ᾱψ̇)

1− |α|2
. (55b)

α̇ ψ̇解出  和  , 则有 

α̇ = i(fα2 + gα+ f̄),

ψ̇ = fα+ g + f̄ ᾱ, (56)

因此通过WS变换, 可以将原始的 N维相振子方

程约化为三维的闭合方程, 而振子数目 N可以是

有限的, 也可以是无限大. 

5.3    从 WS 变换到 OA 拟设

WS变换是一个从 N维相空间向三维相空间

的严格动力学变换. 不同于统计方法例如基于序参

量的 OA拟设, WS方法并不依赖于任何近似条件

或者特定状态, 而是将整个系统的动力学完整而严

格地投影到低维系统中 [56]. 当振子数 N → ∞时,

OA拟设下单一复序参量 a1 满足的方程为 (39)式,

这是一个二维的闭合实方程. 可以看到, WS变换

下的三维方程 (56)式中第一式即复序参量方程

(39), 因此一个自然的问题是, 这两者之间是否存

在某种联系？在什么情况下WS变换可以退化到

OA拟设？下面来分析一下 WS变换和 OA拟设

这两种降维方案之间的区别和联系.

对于 N振子系统 (49)式, 通过WS变换可以

将序参量 a1(t)重新表示为 

α1(t) =
1

N

N∑
j=1

exp [iθj(t)]

=
1

N

N∑
j=1

exp [iψ(t)] exp(iφj) + α(t)

1 + ᾱ(t) exp [iψ(t)] exp(iφj)
, (57)

从一组不变量{jj}出发, 若初始状态已知, 则系统

的动力学情况可以由三维方程 (56)描述. 取特定

均匀分布{jj = 2π(j – 1)/N}, 则序参量 (57)式可

简化为 

α1(t) = α(t)(1 + I), (58)

方程中 

I =
1− |α(t)|−2

1± (ᾱ(t) exp [iψ(t)])−N
, (59)

N ≫ 1 I ≪ 1

α1(t) ≈ α(t)

其中“–”对应于 N为偶数的情况, “+”对应于 N为

奇数的情况. 当  ,   , 序参量就可以取近

似  . 因而, 当运动常数{jj}取均匀测度

时 , a1(t)与 a(t)的方程完全一致 , 方程 (56)中

a(t)和 y(t)的演化解耦, WS变换的三维方程流形

退化到二维 OA流形 (39)式.

需要指出的是, 当运动常数{jj}不取均匀测度

时, a(t)和 y(t)的时间演化就会相互耦合而无法

简单解耦, a(t)的动力学行为将会受到 y(t)的影

响, 此时系统的动力学在三维空间中进行, a(t)和

y(t)的运动会变得非常复杂 [50,58]. 采用直角坐标,

设 a = x+iy, f = Ref+iImf, 则三维方程 (40)化为
 

ẋ = −uy + Imf(1− x2 − y2),

ẏ = ux+ Ref(1− x2 − y2),

ψ̇ = u, (60)

u = 2xRe f + g − 2y Im f这里  .

图 2给出了方程 (60)的运动轨道在 a 平面的

Poincare截面落点分布. 可以很清楚看到在|a|比

较小的区域均为环面, a 的演化为定态或周期振

荡. 但在|a|较大的范围, 运动轨道是不规则、混沌

的 [58]. 在环面区域, 类似于哈密顿系统, 环面对应

于低维的运动, OA拟设可以成立. 在混沌区域,

a(t)和 y(t)的演化相互耦合, OA拟设不适用.

 
 

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0

Im
(
)

Re()

图 2    序参量 a 相空间的 Poincare截面落点分布, 可以看

到闭合环面和混沌散点

Fig. 2. The  Poincare  section  of  the  order  parameter  a  in

phase space, where one can find the closed tori and chaotic

scattered points.
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6   序参量理论在几个同步问题研究

中的应用
 

6.1    经典 Kuramoto 模型的同步相变

对于经典 Kuramoto模型, 即平均场耦合振子

系统, Kuramoto已成功地通过自洽方程理论得到

了临界点及其临界行为. 下面利用 OA拟设来研究

该同步转变问题. 由于自然频率非均匀, 因此需用

非均匀参数情况下的拟设. 利用序参量 

z (t) = N−1
N∑
j=1

exp (iθj) =
∫
α1 (ω, t) g (ω) dω

定义式可知, 耦合函数中的分量分别为 

f1 ≡ −Kz/(2i), f̄1 ≡ Kz/(2i), f0 ≡ ω, (61)

即 Kuramoto模型耦合函数只包含到一阶傅里叶

分量. 由 (39)式可以得到 

α̇1(ω, t) = [2iωα1(ω, t) +Kz(t)−Kz̄(t)α2
1(ω, t)]/2,

(62)

如果 g(w)为 Lorentz 分布 

g(ω) = 1/[π(ω2 + 1)], (63)

由 (63)式有 

z(t) =

∫ ∞

−∞

α1(ω, t)dω
π(ω2 + 1)

. (64)

z(t) = α1(ω = i, t)

(64)式的积分可以将 w 延拓到复平面的上半平面

进行, 利用留数定理可以得到   ,

将其代入到 (63)式和 (64)式中有 

ż = z(K − 2−K|z|2)/2, (65)

此即序参量满足的动力学方程. 这个复方程可以写

成振幅和幅角两个实方程. 可以看到, 该动力系统

存在临界点 Kc = 2, 当 K ≤ Kc 时, 系统有唯一不

动点 z ≡ 0, 此即非相干态; 当 K ≥ Kc 时, z ≡ 0

解失稳, 系统分岔到新解 

|z| =
√
(K −Kc)/K. (66)

该解即同步解. 对比 Kuramoto自洽方程得到的结

果可见, 二者完全一致. 

6.2    奇异态研究

奇异态 (chimera state)是近年来发现的一类

对称性破缺导致的时空斑图涌现行为, 它描述了结

构全同的单元 (如相振子, 其振子的自然频率以及

耦合方式都相同)在非局域耦合下会产生相干

(coherence)和非相干 (incoherence)共存的态 [59,60].

这种对称性自发破缺的现象在很多生物系统中可

以看到, 例如海豚与其他海洋哺乳动物、迁徙的候

鸟等都具有一类有趣的半脑睡眠现象 [61], 即它们

可以在左 (右)脑休息的时候让右 (左)脑保持清醒

的状态. 人们在 Kuramoto模型以及其他很多振子

系统特别是神经系统中均发现了奇异态 [62−67], 并

在光学混沌实验 [68] 和化学 Belousov-Zhabotinsky

(BZ)反应实验 [69] 实现.

结合相振子系统, 我们考虑如下的空间一维

Ginzburg-Landau方程 

∂ϕ(x, t)

∂t
= ω −

∫ π

π
G(∆x) sin(∆ϕ+ α)dx′, (67)

∆x = x− x′

∆ϕ = ϕ (x, t)− ϕ (x′, t)

这里 f(x, t)为 t时刻位于空间 x处振子的相位 ,

w 为振子自然频率, 设为空间均匀且 w = 0. 积分

代表空间不同位置振子间的耦合 ,    ,

 . a 为振子间的相移 (阻挫),

设 0 < a < π/2. 非负耦合核函数 G(x) ≥ 0反映

空间不同位置振子之间的非局域相互作用, 通常设

为归一化且随|x|增加而衰减的偶函数:  ∫ ∞

0

G (x) dx = 1, G (−x) = G (x) .

下面用 OA拟设方法来研究系统 (67)式的奇

异态动力学 [62,70,71]. 设振子分布函数为 f(x, f, t),

它满足连续性方程 

∂f

∂t
+

∂

∂ϕ
(vf) = 0, (68)

其中相速度为 

v(x, t) = ω−∫
dx′G(∆x)

∫ π

π
dϕ′ sin(∆ϕ+ α)f(x′, ϕ′, t). (69)

Z(x, t)复序参量  可表示为 

Z ≡ R(x, t) exp [iΦ(x, t)]

=

∫
dx′G(x− x′)

∫ π

π
dϕ exp [iϕ(x′)] f(x′, ϕ′, t).

(70)

v(x, t)利用序参量表达式 (70)式, (69)式的相速度 

可表示为 

v(x, t) = ω − 1

2i
(
Z̄(x, t) exp [i(ϕ+ α)]

−Z(x, t) exp [−i(ϕ+ α)]) . (71)

考虑到相位 f 的 2π 周期性, 可将分布函数表为相
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位 f 的傅里叶级数形式: 

f(x, ϕ, t) =
1

2π

{
1 +

∞∑
n=1

[hn(x, t) exp(inϕ)

+h̄n(x, t) exp(−inϕ)
]}

, (72)

利用 OA拟设 [47], 系数 hn 相互之间不独立, 它们

满足幂律关系: 

hn(x, t) = hn(x, t), h̄n(x, t) = h̄n(x, t), (73)

h(x, t) = h1(x, t)这里  . 将 (73)式代入 (72)式可得 

f(x, ϕ, t) =
1

2π

{
1 +

∞∑
n=1

[
hn(x, t) exp(inϕ)

+ h̄n(x, t) exp(−inϕ)
]}
. (74)

将 (74)式代入连续性方程 (68)式 , 并比较两边

exp(if)的不同阶系数可得 

∂h

∂t
= −iωh+

1

2
[Z̄ exp(iα)− Z exp(−iα)h2]. (75)

利用 (74)式也可将序参量重新表达为 

Z(x, t) =

∫
dx′G(x− x′)h̄(x′, t). (76)

利用 (75)式和 (76)式可得到序参量的演化动力学

行为. 位于 x处振子的相位长时分布函数为 

f(ϕ) ∼
∞∑

n=−∞
hn(x) exp(inϕ). (77)

|h(x, t)| < 1当  时, 对 (77)式求和并做归一化可得 

f(ϕ) =
1− |h|2

2π[1− 2|h| cos(ϕ− argh) + |h|2
, (78)

此处 arg代表复函数 h的幅角. 上述分布函数为

与 (43)式形式相同的 Poisson核函数, 其中心位

于 argh处, |h|刻画分布的非均匀性. 当|h|=0时,

f(f)为均匀分布; 当 0 < |h| < 1时, f(f)为单峰分布;

当|h|=1时, 由于分布 (78)式分子分母均趋于零,

可求极限得 f(f)简并为 d 函数 f(f)=d(f – argh),

它代表所有振子的锁相.

系数 h(x, t)也可以看作是在空间 x处 exp(if)

的统计平均, 即 

h (x, t) =

∫ π

−π
dϕf (x, ϕ, t) exp (iϕ) .

与 (70)式定义的序参量 Z(x, t)相比较, h(x, t)没

有对空间的积分, 即没有考虑非局域效应. 因此

h(x, t)量度的是空间 x处附近的同步相干性, 是一

(x− ε, x+ ε) (ε≪ 1)

(x− ε, x+ ε)

种局域序参量. 若对某一 x处有|h(x, t)|=1, 则在

 范围内的振子会处于锁相 (相

干态), 而当|h(x, t)| < 1时, 则在   范

围内的振子处于非相干态, 以此可以给出两种态共

存的奇异态.

在定态情况下, 进一步利用 (76)式可以得到

序参量 R(x)的自洽方程, 进一步可以确定其空间

分布. 当然, 也可用 Kuramoto自洽方程理论来进

行讨论, 可以得到与上述 OA方法在定态时一致的

结果. 进一步的计算需要借助于数值方法, 详细讨

论可见我们的专著 [51] 与综述文章 [59,60].
 

6.3    高阶序参量及其动力学

很长时间以来, 人们聚焦于 Kuramoto模型中

的简单耦合函数情形开展研究. 在多数情况下, 振

子间相互作用并不是简单的一阶正弦耦合函数. 对

于一般的耦合函数, 在第 4节中已经看到, 不同阶

序参量之间是复杂的相互依赖关系. Daido[72] 早

在 20世纪 90年代初就通过对一般耦合函数的

Fourier展开提出了广义序参量, 但没有进一步讨

论不同序参量之间的关系 , 而是使用传统的

Kuramoto自洽方程方法进一步讨论 .  Pikovsky

和 Rosenblum[73] 讨论了如下具有相同自然频率耦

合振子的 Kuramoto-Daido模型:
 

θ̇k = ω +
1

N

N∑
j=1

h(θj − θk), (79)

并引入了高阶序参量{an}. Pikovsky在该工作中

早于 Ott等 [47] 提出了序参量之间的依赖关系 (拟

设条件), 即高阶序参量{an, |n| ≥ 2}均依赖于 a±1.

把 (79)式中的耦合函数写为 Fourier级数形式, 则

动力学方程可写为
 

θ̇k = ω +
∑

n
hnαn exp(−inθk), (80)

其中{an}为 (27)式定义的广义序参量. 考虑只有

其中第 l阶 Fourier分量耦合的情形, 则动力学方

程可写为
 

θ̇k = ω + Im[H(t) exp(−ilθk)], (81)

其中 H(t)依赖于序参量 al.

下面讨论利用 WS变换来进行理论分析 [74].

动力学方程 (81)可以重新写为
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d[exp(ilθk)]
dt

= il exp(ilθk)ω +
l

2
[H − H̄ exp(i2lθk)].

(82)

注意到 Möbius变换不唯一, 而其逆变换唯一, 则

利用Möbius逆变换 

exp(ilθk) =
α(t) + exp(iφk)

1 + ᾱ(t) exp(iφk)
, (83)

{φ̇k} α̇(83)式可变换为{jk}, a 及其时间导数  ,   : 

α̇ = l(iωα+H/2− H̄α2/2),

φ̇k = l{ω + Im[H(t)ᾱ]}, (84)

ψ (t) = φk (t)− φ0
k

ψ̇ = φ̇k

可以看到{jk}的方程右边不依赖于 k, 说明变换后

的相角{jk}均以相同角速度运动, 因此可引入新变

量   , 其中{jk0}为一组运动常数.

显然  , 说明Möbius变换映射可写为
 

Ml : exp(ilθk) =
α+ exp[i(φ0

k + ψ)]

1 + ᾱ exp[i(φ0
k + ψ)]

, (85)

与一阶耦合函数相比, 这里形式上只是多出了 l

因子.

很多具体问题可以应用上述结果加以讨论. 例

如近年来得到关注的三体相互作用平均场振子系

统 [75,76]
 

θ̇k = ω +
1

N2

N∑
i,j=1

sin(θi + θj − 2θk), (86)

该系统对应于方程 (81)中 l = 2, H(t)=a12 的情

形, 因而可利用序参量方程 (84)进行讨论.

再例如具有阻挫的二阶简谐耦合振子系统 [58]
 

θ̇k = ω +
1

N

N∑
j=1

sin[2(θj − θk + γ)], (87)

l = 2, H (t) = exp (2iγ)α2

其中g 为相移因子, 代表阻挫效应. 对于这种情况,

 . 二阶或高阶简谐耦合

函数在很多系统中都存在, 因此近年来的研究很

多 [58,77−79], 也有相应的一些实验研究 [80−83], 这里不

再展开. 

7   结　论

综上所述, 大自由度复杂系统的同步是一类典

型、基本的涌现行为. 这种涌现行为的出现是大量

个体或自由度共同参与、通过相互作用自组织形成

的整体有序. 有序意味着复杂系统低维宏观行为的

出现, 它往往是以序参量的出现作为标志的, 可借

助于统计物理学思想和方法来加以研究. 就序参量

的涌现机制来看, 协同学的理论与方法揭示了大量

自由度的复杂系统如何通过内部自组织与竞争产

生出有序, 其中非常重要的理论任务就是对复杂系

统通过集体变量的分析来甄别快慢变量, 并利用支

配原理来进行降维, 得到序参量的动力学. 降维方

法的精髓在于尺度的可分离性, 特别是时间尺度的

快慢可区分性, 这种特性可以其他形式体现出来,

如拓扑流形中中心流形的出现、变量中守恒律的存

在等等.

在复杂系统同步的序参量动力学理论方面, 除

了 Kuramoto的建立和求解序参量满足的自洽方

程方法以外, Ott和 Antonsen提出的拟设是近年

来应用较为广泛的方案, 该方案首先引入集体坐标

即各阶广义序参量, 然后通过各阶量之间的非独立

性来达到降维的目标. 这里面就隐含了绝热消去快

变量的思想. 需要指出的是, OA拟设在很多情况

下是一种推测, 且在很多情况下不只是一阶序参量

是慢变量, 另外的高阶序参量也可能是慢变量, 这

需要从原始的各阶序参量方程出发, 利用协同学基

本原理来进行分析.

下面讨论一下对于实际系统同步作为整体动

力学的研究分析. 利用序参量动力学对同步的研究

既可以是理论建立模型的研究, 也可以是对实际问

题利用的降维方法进行研究. 相比于基于模型的理

论研究, 对于实际复杂系统有序行为的序参量动力

学重构和研究显然有着更为重大的意义和价值. 对

于很多实际中的复杂动态系统, 在宏观层面构建其

序参量动力学是可能的, 但也富于挑战性. 序参量

动力学对实际问题的研究是通过采集微观数据, 然

后在此基础上进行宏观动力学重构, 因而是一个跨

尺度动力学重构问题, 迄今为止这仍然是一个开放

的领域, 与复杂网络重构研究具有同样重大的价

值, 是对复杂系统动力学方面的重要探索范式, 值

得大力开展研究. 就本文讨论的相位动力学及其同

步而言, 其目前在应用方面的主战场之一是神经与

脑科学 [84]. 我们不妨以此为例进行说明. 神经元的

主体微观动力学是电信号的积累发放, 目前实验方

面已经可以采集大量实时数据并进行分析整合. 对

于脑电波及其各种动力学协同行为的研究, 可以先

抽取不同部位采样的脉冲时间序列, 再定义对应的

相位, 就可以建立相位的时间序列信息, 据此计算

不同序参量, 通过分析序参量的低维行为进行讨

论. 就目前的研究来看, 很重要的一个课题是序参

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    080502

080502-12

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


量动力学模型的重构, 这一问题至今无论在神经科

学还是其他领域都还没有很大的突破, 但已有一些

具有启发性的研究思路 . 例如 ,  Zhang等 [85] 和

Chen等 [86] 近几年提出了主超前相位方法、动力学

权重因子方法以及网络动力学重构方法, 以此可以

分析复杂系统的动力学并结合序参量层次的动力

学描述, 完全有可能提供一个可行的图景. 这些工

作还需要大力推进.
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Abstract

Rhythmic behaviors, i.e. temporally periodic oscillations in a system, can be ubiquitously found in nature.

Interactions among various rhythms can lead to self-organized behaviors and synchronizations. This mechanism

is  also  responsible  for  many  phenomena  such  as  nonlinear  waves,  spatiotemporal  patterns,  and  collective

behaviors  in  populations  emerging  in  complex  systems.  Mathematically  different  oscillations  are  described  by

limit-cycle oscillators (pacemakers) with different intrinsic frequencies, and the synchrony of these units can be

described by the dynamics of coupled oscillators. Studies of microscopic dynamics reveal that the emergence of

synchronization  manifests  itself  as  the  dimension  reduction  of  phase  space,  indicating  that  synchrony  can  be

considered as no-equilibrium phase transition and can be described in terms of order parameters. The emergence

of order parameters can be theoretically explored based on the synergetic theory, central manifold theorem and

statistical physics. In this paper, we discuss the order-parameter theory of synchronization in terms of statistical

physics  and  set  up  the  dynamical  equations  of  order  parameters.  We  also  apply  this  theory  to  studying  the

nonlinear dynamics and bifurcation of order parameters in several typical coupled oscillator systems.
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专题：统计物理和复杂系统

极化电场对可激发介质中螺旋波的控制*

潘军廷 1)    何银杰 2)    夏远勋 2)    张宏 2)†
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2) (浙江大学物理学系, 浙江近代物理中心, 杭州　310027)

(2019 年 12 月 20日收到; 2020 年 1 月 17日收到修改稿)

螺旋波在不同的物理、化学和生物系统中普遍存在. 周期外场, 比如极化电场, 尤其是具有旋转对称性

的圆极化电场可对螺旋波动力学产生重要影响. 本文综述了极化电场对可激发介质中螺旋波的控制, 包括共

振漂移、同步、手征对称性破缺、多臂螺旋波的稳定、次激发介质中的螺旋波、三维回卷波湍流态的控制、心

脏组织中螺旋波的去钉扎、心脏组织中螺旋波湍流态的控制等.

关键词：极化电场, 可激发介质, 螺旋波, 控制

PACS：05.45.–a, 05.65.+b, 05.45.Xt 　DOI: 10.7498/aps.69.20191934

 

1   引　言

许多生物膜、生理组织、化学反应系统都具有

“可激发”的性质 [1]. 当此类系统的局部区域处于静

息状态时, 对微扰是稳定的; 但对于较强的扰动将

有一个快速的响应, 呈现激发状态, 最后回到静息

状态. 螺旋波广泛地存在于各类可激发介质, 包括

Belousov-Zhabotinsky(BZ)化学反应 [2]、一氧化碳

在铂金表面的氧化反应 [3]、心脏组织 [4] 等系统中.

心脏实验表明, 心律失常与螺旋波的自组织及螺旋

波湍流态有密切关系 [4,5], 螺旋波的深入研究对心

脏病研究将会产生重要影响. 另外, 与人们所熟悉

的行波表现为平行的波前和波背完全一致地传播

的情形不同, 螺旋波的波前和波背在顶点处融为一

体, 形成具有奇异性结构的螺旋波端点. 此端点构

成了螺旋波的组织中心, 是一个时空点拓扑缺陷

(相位奇点), 研究螺旋波可为人们研究拓扑缺陷动

力学提供一种有效的途径.

电场对螺旋波影响的实验和理论工作比较丰

富, 包括直流电场和交流电场. 在 BZ反应实验中,

Steinbock等 [6] 发现直流电场可使螺旋波的漂移速

度形成分别与电场方向平行和垂直的两个分量, 且

其垂直分量的方向会因螺旋波的手征性不同而各

异. Muñuzuri等 [7] 指出, 当交流电场频率成两倍

于螺旋波频率时, 螺旋波会产生共振漂移. Zhang

等 [8] 研究了直流、交流电场作用下的螺旋波漂移

行为 , 得到了螺旋波漂移速度的一个近似解析

公式.

上述研究的外加电场, 只具有一个方向指向.

由于螺旋波绕其端点旋转, 具有旋转对称性, 人们

希望外加的电场也具有旋转对称性. Chen等 [9] 通

过把两个相互垂直且频率相同的交流电场叠加, 理

论上提出了一个极化电场 (图 1), 实现了外电场具

有旋转对称性的特性. 通过调节两交流电场间的相

位差, 可以得到不同模式的极化电场, 比如线极

化、椭圆极化、圆极化电场等 (图 2). 近来, Ji等 [10]

在 BZ反应实验中实现了外加极化电场.
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描述螺旋波动力学的反应扩散方程一般可表

述为 [12]
 

∂u

∂t
=

1

ε
f(u, v) +Du∇2u,

∂v

∂t
= g(u, v) +Dv∇2v, (1)

ε

Du Dv

Ex=E0 cos(ωet+ϕe) Ey=E0 cos(ωet+ϕe+ϕxy)

Ex Ey

其中 u, v是系统变量; f, g代表反应函数 (f, g的具

体形式可参见文献 [12]);    描述介质的可激发性;

 ,    是扩散系数. 系统 (1)式可外加一极化电

场   ,   ,

其中  ,   表示两个相互垂直的交流电场.

MuEx
∂u

∂x
+MuEy

∂u

∂y

如果研究的系统是化学系统, 比如 BZ反应,

极化电场对系统的影响表现为 [13]: 方程 (1)中, 第

一个方程的右边加入   , 第二

MvEx
∂v

∂x
+MvEy

∂v

∂y
Mu

Mv

个方程的右边加入  , 其中  ,

 表示离子迁移率. 本文第 2—7节所研究的系统

为化学系统.

Dv

n · ∇ (u+E · r) = 0

r

E = (Ex, Ey)

如果研究的系统是心脏系统 (  为零), 极化

电场只对系统中的缺陷边界产生影响, 表现为在缺

陷边界有一零流边界条件 [14]:   ,

其中 n是缺陷边界处的法向矢量,   为缺陷边界处

的点, u为跨膜电压,   为极化电场. 本

文第 8节和第 9节所研究的系统为心脏系统. 

2   螺旋波的共振漂移

极化电场下, Chen等 [9] 研究得出, 当电场频

率是螺旋波频率的 2倍时, 螺旋波呈直线漂移, 即

共振漂移. 当电场为圆极化电场, 且与螺旋波同向

旋转时, 螺旋波的漂移速率最大; 反之, 当圆极化

电场与螺旋波反向旋转时, 螺旋波不发生漂移. 另

外, 通过改变极化电场的相位差, 可改变螺旋波的

漂移速度.

近来, Li等 [15] 基于响应函数理论 [16−18], 考虑

方程 (1)受弱电场扰动作用, 研究了弱极化电场下

螺旋波的漂移行为. 研究解析给出了螺旋波的漂移

速度公式, 且该公式适用于强激发及弱激发介质

(图 3). 当圆极化电场频率是螺旋波频率的 2倍时,

研究得到顺时针旋转螺旋波的漂移速度公式为  ∣∣Ṙ∣∣ = 0.5µ2E0

√
2(1 + sinϕxy),

Θ = 2Φ+ ϕe + 0.5ϕxy + υ2 + 0.75π,

ϕxy − 1.5π ∈ (0, 2π), (2)

 

e

E

=0
 cos(e+e)

=0 cos(e+e+)

Ex Ey

E0 ωe ϕe ϕxy

图 1    极化电场示意图 [11]　   ,   表示两个相互垂直的

交流电场,   ,   分别是交流电场的振幅和频率,   ,  

分别是初相位和相位差

Ex

Ey

E0 ωe

ϕe ϕxy

Fig. 1. Realization sketch of a polarized electric field[11]:   ,

   are  two  ac  electric  fields  perpendicular  to  each  other,

where    ,     are the amplitude and the frequency of the

electric  field,  respectively,  and    ,      are  the  initial

phase and the phase difference, respectively. 
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图 2    不同相位差的极化电场 [9]

Fig. 2. Polarized electric fields at different phase differences[9]. 
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|Ṙ| Θ Φ

µ2 υ2

ϕxy = 0.5π
|Ṙ|

ϕxy = 1.5π |Ṙ| = 0 Φ

其中  表示螺旋波的漂移速率;   是漂移角;   是

螺旋波的初相位;   ,   是漂移系数, 可由响应函

数理论计算得到. 从方程 (2)可看出, 当圆极化电

场与螺旋波同向旋转时 (  ), 螺旋波的漂

移速率   最大; 当圆极化电场与螺旋波反向旋转

时 (  ), 螺旋波漂移速率   . 当   或

ϕe Θ ∆Θ = 2∆Φ

∆Θ = ∆ϕe ϕxy

∆Θ = 0.5∆ϕxy

 改变时, 漂移角   会均匀改变, 且   及

 . 当  改变时, 漂移的方向也会发生改

变, 且  . 研究表明, 理论结果与数值

结果定量符合 (图 4). 

3   螺旋波的同步

若周期外力使系统的振动模式受迫变为与外

力驱动同频, 即出现了锁频现象. 锁频状态中, 外

力振幅与频率差呈现出舌状关联, 即存在 Arnold

tongue区域 [19]. Chen等 [20] 数值研究了圆极化电

场对螺旋波频率的影响, 发现当圆极化电场和螺旋

波同向旋转, 且二者频率较为接近时, 原来处于严

格旋转或漫游状态的螺旋波均可被圆极化电场同

步 (图 5), 并与圆极化电场保持着恒定的旋转方向

偏角. 锁频后, 圆极化电场强度与频率之间, 出现

了 Arnold tongue区域.

 

(a) (b)

图  3    无电场作用下 , 顺时针旋转的螺旋波 [15]　(a)强激

发介质; (b)弱激发介质

Fig. 3. Clockwise (cw) rotating spiral waves without electric

field  [15]: (a) Highly excitable medium; (b) weakly excitable

medium. 
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图 4    极化电场作用下顺时针旋转螺旋波的漂移 [15]　(a),(b)顺时针 (  )、逆时针 (  )旋转的圆极化电场作用

下螺旋波的漂移 , 其中 ,   ,   ,   ,   是螺旋波的频率 ; (c),(d)漂移速率与相位差   的关系 , 实线为理论结果 ,

圆圈为数值结果; (e),(f)漂移角与相位差   的关系, 实线为理论结果, 圆圈为数值结果. 当漂移速率为 0(  ), 无漂移角;

(a),(c),(e)强激发介质; (b),(d),(f)弱激发介质

ϕxy = 0.5π ϕxy = 1.5π
ωe = 2ω ϕe = 0 Φ = 0 ω

ϕxy

ϕxy ϕxy = 1.5π

Fig. 4. Drifting behaviors of cw spirals under the influence of a polarized electric field[15]: (a),(b) Drifting behaviors of spirals under

the  influence  of  a  cw (  )  and a  counterclockwise  (ccw)  (  )  circularly  polarized  electric  fields  (CPEFs)  with

 ,    ,    , and     being the frequency of the spiral waves; (c),(d) dependence of theoretical (lines) and numerical

(circles) drift speeds on the phase difference   ; (e),(f) dependence of theoretical (lines) and numerical (circles) drift angles on the

phase difference    . When the drift speed is 0 (  ), the drift angle cannot be defined. (a),(c),(e) Highly excitable medi-

um; (b),(d),(f) Weakly excitable medium. 
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近来, Li等 [21] 基于响应函数理论, 对Chen等 [20]

的发现进行了理论研究, 解析给出了圆极化电场作

用下, 螺旋波的稳定区域及同步条件, 从理论上得

到了圆极化电场的 Arnold  tongue区域 (图 6),

理论和数值结果符合较好. 

4   手征对称性破缺

螺旋波湍流态下, 系统中具有顺时针、逆时针

旋转方向的螺旋波数目一般情况下一样多, 系统总

体上呈现出手征对称性, 即零旋转手征对称性. 早年,

Nicolis和 Prigogine[22] 预言, 若反应扩散系统受手

征性外场作用, 可能产生手征对称性破缺. 近来,

Li等 [23] 研究了圆极化电场对反应扩散系统中螺旋

波湍流态手征性的影响, 发现外加的圆极化电场,

可使原先具有零旋转手征对称性的系统出现手征

对称性破缺, 且使系统具有与圆极化电场的旋转手

征性一致的手征性 (图 7). 研究利用漫游螺旋波,

进一步发现其原因在于, 外加的圆极化电场, 可使

系统中与其同向旋转的螺旋波同步, 进而产生频

移, 从而压制住具有另外旋转方向的螺旋波, 使得

系统出现了手征对称性破缺 (图 8). 对于严格旋转

的螺旋波, Li等 [24] 理论分析和数值模拟发现, 与

圆极化电场同向、反向旋转的螺旋波, 均可通过调

节电场频率对其手征性进行控制.
 

5   多臂螺旋波的稳定

两个或多个相同手征性的螺旋波可以形成一

个多臂螺旋波 [25], 其稳定性与它的周期密切相关 [26].

比如, 当双臂螺旋波的周期小于一定临界值时, 两

个螺旋波之间的排斥作用会增强, 使其衰退变成两

个单臂螺旋波. Deng等 [27] 研究发现, 与双臂螺旋

波反向旋转的圆极化电场, 可使双臂螺旋波的周期
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图 5    螺旋波端点轨迹 [20]　(a)−(e)无圆极化电场作用; (f)−(j)有圆极化电场作用, 同一列上下两个图的介质尺寸相同

Fig. 5. Trajectories  of  spiral  tips  without  control  (a)−(e)  and  under  control  (f)−(j)  of  CPEF[20].  The  size  in  the  same  column  is

identical. 
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图 6    圆极化电场强度与频率之间的 Arnold tongue区域 [21]

实线为理论结果, 圆圈为数值结果

ωe, E0Fig. 6. Arnold  tongue  of  the  (  )-plane  of  CPEF[21]:

Lines  and  circles  denote  the  theoretical  and  the  numerical

results, respectively. 
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增大, 进而减弱两个螺旋波之间的相互作用, 从而

可使其处于稳定状态 (图 9). 进一步研究表明, 外

加的圆极化电场, 需要具有合适的强度和频率, 才

可使双臂螺旋波稳定 (图 10给出了详细的相图). 

6   次激发介质中的螺旋波

若介质的激发性只能维持平面波的传播, 但不

能让螺旋波旋转起来, 则介质属于次激发介质 [28].

Jung 和 Mayer-Kress[29,30] 提出, 噪声作用可助次

激发介质产生螺旋波. Cai等 [11] 发现, 圆极化电场

可使次激发介质中原先不断收缩的半平面波不再

收缩, 而是发生卷曲形成螺旋波 (图 11). 所形成的

螺旋波可处于严格旋转状态, 且与圆极化电场同

步. 基于运动学关系 [31]
 

ct = c0 + cB + cE , (3)

 

=0
 cos(e+e+)

=0
 cos(e+e)

(a)

(b) (c)

ωe = 1.25

图 7    螺旋波湍流态中的手征对称性破缺 [23]　(a)螺旋波

湍流态中逆时针 (黑点 )、顺时针 (白点 )旋转的螺旋波 ;

(b)在逆时针旋转的圆极化电场作用下 , 系统中仅存留逆

时针旋转的螺旋波; (c)当 (b)中的圆极化电场变成顺时针

旋转后 , 系统中仅存留顺时针旋转的螺旋波 .    ,

E0 = 0.20

ωe = 1.25 E0 = 0.20

Fig. 7. Coherent state out of defect-mediated turbulence ac-

companied  by  chiral  symmetry  breaking[23]:  (a)  An  initial

defect-mediated turbulence  state  consists  of  ccw  spiral   de-

fects  (black  dots)  and  cw  ones  (white  dots);  (b)  coherent

state  with  only  ccw  spiral  waves  exists  in  the  asymptotic

state  when  the  system  is  coupled  to  a  ccw  CPEF  with

  and   ; (c) similar to (b) but with a cw

CPEF, and in such a case, only cw spiral waves survive in

the system. 
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图 8    逆时针旋转圆极化电场作用下, 漫游螺旋波对的手

征对称性破缺[23]　(a)   ; (b)   ,  

 , 其中   是无圆极化电场作用下 ,

漫游螺旋波的主频率 ; (c)   ,   ;

(d)圆极化电场作用下, 逆时针旋转螺旋波频率   (实心

圆圈)及顺时针旋转螺旋波频率   (空心圆圈)与圆极化

电场频率   的关系 , 其中   ; (e)圆极化电场作用

下 , 逆时针旋转螺旋波频率   (实心圆圈)及顺时针旋

转螺旋波频率   (空心圆圈)与圆极化电场强度   的关

系, 其中  

E0 = 0 E0 = 0.10 ωe = 1.350 >

ω0
ms (ω0

ms ≈ 1.309) ω0
ms

ωe = 1.307 < ω0
ms ωsccw

ωscw

ωe

E0 = 0.10 ωsccw ωscw

E0 ωe = 1.307

Fig. 8. Symmetry breaking of  a  meandering spiral  pair  un-

der a ccw CPEF[23]: (a)   ; (b)   ,  

 ,  where      is the  principal   fre-

quency of the meandering spiral without the CPEF; (c) E0 =

0.24,    ; (d) dependence of    (the fre-

quency  of  the  ccw spiral  wave)  (full  circles)  and    (the

frequency of the cw spiral wave) (open circles) on     with

 ;(e)  dependence  of    (full  circles)  and   

(open circles) on    with   . 

 

=0 =4 =8 =12

=40 =130 =150 =170

(a)

(b)

E0 = 1.0 ωe = 1.22

图 9    圆极化电场对双臂螺旋波的稳定作用 [27]　(a)无外

场作用; (b)有圆极化电场作用,   ,  

E0 = 1.0 ωe = 1.22

Fig. 9. Stabilization of two-armed spiral by CPEF[27]: (a) With-

out  external  fields;  (b)  in  the  presence  of  a  CPEF  with

 ,   . 
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ct

c0 cB = c0(B −Bc)/K

B = 4
√
3ε/∆3 ∆ = δ3 − 3δ

δ Bc = 0.535

B > Bc B < Bc K ≈ 0.63

cE = γ//E// + γ⊥E⊥ E// = E0 cos θ

E⊥ = E0 sin θ ct

γ// ≈ −0.850 γ⊥ ≈ 0.929 θ ct

ct < c0

cB + cE < 0

ct < c0

B = 0.5515

c0 ≈ 0.8887 cB > 0 cB + cE < 0

研究给出了圆极化电场使次激发介质产生螺旋波

的定量解释. 方程 (3)中,    是半平面波端点的切

向速度,   表示平面波的速度.   ,

其中,   表征介质的激发性,  

由系统参数   确定;    是区分次激发介质

(  )和激发介质 (  )的临界值;  

是常数.   , 其中  ,

 分别是与   平行和垂直的电场分量;

 ,    是常数 ;    是   与电场

E之间的夹角 (图 12(a)). Hakim 和 Karma[31] 提

出, 方程 (3)中, 若   , 则介质可产生螺旋波.

Cai等 [11] 通过半解析分析, 得出与图 11中的螺旋

波对应的方程 (3)中 ,    (图 12(b)), 即

 , 从而使得次激发介质中形成了螺旋波, 且

数值与半解析结果取得了一致的结果 (图 12(c)).

值得提出的是 , 图 11中的系统参数   ,

 , 从而可有   . 因此,   

是圆极化电场作用的结果.
 

7   三维回卷波湍流态的控制

回卷波会因其奇异线张力为负而失稳成湍流

 

0 1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

0

e/0


0

BU

TS

SS

ω0 = 1.24

图 10    圆极化电场对双臂螺旋波作用的相图 [27]　BU, TS

分别表示破碎、稳定区域 ; SS表示电场过弱 , 不足以稳定

双臂螺旋波而使其衰退为单臂螺旋波的区域 ;   

是单臂螺旋波的频率

ω0 = 1.24

Fig. 10. The phase diagram for the effects of CPEF on two-

armed spiral[27]:  BU, TS denote the breakup and the stabi-

lization  regions,  respectively,  and  SS  means  the  region

where the electric field is not strong enough to stabilize the

two-armed spiral and it decays into two single-armed spirals.

The frequency of the single-armed spiral   . 
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图 11    次激发介质中半平面波的演化 [11]　(a)−(c)无外

场作用; (d)−(f)有圆极化电场作用.   ,  

E0 = 0.2 ωe = 0.2

Fig. 11. The evolution of a broken plane wave in the subex-

citable system without (a)−(c) and with (d)−(f) CPEFs[11].
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图 12    圆极化电场使次激发介质产生螺旋波的机制分析 [11],

 　 (a)圆极化电场对螺旋波端点的作用示意图 ;

(b)  随   的变化关系 ; (c)  的半解析解与数值解

的比较

E0 = 0.1

cB + cE ωe

ct ct

Fig. 12. The mechanism analyses for spiral waves sustained

by  CPEF  in  subexcitable  media[11],    :  (a)  The

sketch of a spiral wave tip submitted to a CPEF; (b) results

of    varying  with    ;  (c)  the  comparison  of  the

semi-analytical    with the numerical   . 
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态 [32], 相反, 若奇异线张力为正, 则可使回卷波处

于稳定状态. 在系统全空间加周期信号 [33], 或在系

统的某一局部加一个较强的周期信号 [34], 这种张

力为负引起的回卷波湍流态可以被控制到空间均

匀状态. 最近, Li等 [35] 发现, 圆极化电场可抑制因

张力为负引起的回卷波湍流态, 而使其从无序湍流

态走向有序回卷波态 (图 13). 其原因在于圆极化

电场可使回卷波锁相, 进而将奇异线张力由负变为

正, 以及具有较原先高些的频率. 研究进一步发现,

在圆极化电场频率与回卷波频率较为接近的范围

内, 如此的回卷波湍流被抑制现象存在一定的范

围 (图 14). 另外, 基于响应函数理论, 研究发现圆

极化电场下, 奇异线张力满足以下关系 [35]: 

Γ1 = γ1 + g//
∆ω

M
+ g⊥

√
E2

0 −
(
∆ω

M

)2

, (4)

Γ1 γ1

E0 ∆ω

g// g⊥

其中  ,   分别表示回卷波在有、无外电场作用下

的奇异线张力,   为电场强度,   表征电场与回

卷波之间的频差. M,   ,   三个参数可由理论计

算得到. 数值计算与理论值取得一致的结果 (图 15). 

8   心脏组织中螺旋波的去钉扎

心脏系统中, 螺旋波会引起心动过速, 若螺旋

波被缺陷钉扎住而无法驱赶走, 则可能导致更严重

的心脏疾病. 为了使螺旋波去钉扎, 人们研究发现,

匀强电场在缺陷边界处可产生激发波 [36−39], 进而

可使螺旋波去钉扎. Feng等 [40] 发现, 相比于匀强

电场, 圆极化电场作用下缺陷边界的膜电势分布呈

动态的“太极图”状 (匀强电场下, 呈静态的对称偶

极子状), 且与圆极化电场同步旋转 (图 16). 研究

发现, 圆极化电场能有效地使螺旋波去钉扎 (图 17).

由于圆极化电场作用产生的“太极图”式的膜电势

分布, 即去极化及超极化区域可与电场动态同步旋

转, 使得螺旋波的去钉扎较匀强电场更有效、所需

的外加电压更低, 以及有更大的适用范围 (图 18).
 

9   心脏组织中螺旋波湍流态的控制

心脏组织中的螺旋波湍流态, 会引起严重的心

脏病, 比如心颤 [41]. 人们通常采用单个高压电击作

用于心脏而使其恢复正常心电活动 [42−44], 但因其

副作用太大 [43,44] 而局限过大. 缺陷激发波法 [36−39]

利用低电压匀强电场在缺陷边界产生激发波, 从而

 

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

=0 =180

=360 =540

=600 =750

E0 = 0.4 ωe = ω0 = 1.2455 ω0

t = 0

图 13    圆极化电场作用下 , 回卷波湍流态从无序走向有

序 [35]　   ,   , 其中   表示螺旋波

的频率;   , 施加圆极化电场作用; 黄线表示奇异线

t = 0 E0 = 0.4

ωe = 1.2455

ω0

Fig. 13. Ordering of scroll wave turbulence by switching on

a  ccw  CPEF  at      with      and rotation   fre-

quency      equal to  the  natural  spiral  wave   fre-

quency   [35]. Filaments are shown in yellow. 

 

   













e/0


0

E0 ωe/ω0

图 14    圆极化电场抑制 (实心圆圈)回卷波湍流态的参数

区域中 , 电场强度   与归一化频率   的关系 [35], 交叉

表示不能抑制回卷波湍流态

E0 ωe/ω0

Fig. 14. Parameter region of scroll wave turbulence suppres-

sion  (full  circles)  as  a  function  of  external  field  amplitude

  and normalized frequency   [35]. Crosses denote failure

of ordering turbulence. 
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图 15    锁相回卷波的奇异线张力 [35]

Fig. 15. Filament tension of phase-locked scroll waves[35]. 
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可以去颤. 但该方法只能在缺陷邻近处有效而使其

效率受限 (需要较多缺陷, 才能产生出较多的激发

波去颤). Feng等 [45] 发现, 圆极化电场在低电压下,

可使缺陷组织激发形成不断向外传播的圆形波, 且

其频率可高于湍流波的频率 (图 19). 这些具有较

高频率的圆形波可抑制住心脏组织中的湍流态, 从

而可以去颤 (图 20). 相对而言, 匀强电场虽也可使

缺陷组织激发出圆形波, 但其频率几乎都是低于湍

流波的频率 (图 21), 从而很难实现对湍流态的有

效控制.
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图 16    圆极化电场 (a)(c)和匀强电场 (b)(d)作用下的膜电势分布 [40]　(a) Luo-Rudy模型 ,   ,    0.2 rad/ms;

(b) Luo-Rudy模型,   ; (c) Barkley模型,   ,   ; (d) Barkley模型,   . R表示缺陷半径, Luo-

Rudy模型中,   ; Barkley模型中,   . 红色点箭头表示电场方向, 红色曲线箭头表示圆极化电场逆时针旋转. 围绕

着缺陷的红色、蓝色分别表示去极化、超极化区域

E0 = 0.05 V/cm ωe = 0.2 rad/ms E0 = 0.05 V/cm E0 = 0.05

ωe = 4 E0 = 0.05 R = 0.32 cm R = 3

Fig. 16. Distribution of the membrane potential induced by CPEF and uniform electric field (UEF)[40]: (a) CPEF in Luo-Rudy model,

 ,    ;  (b)  UEF  in  Luo-Rudy  model,    ;  (c)  CPEF  in  Barkley  model,    ,

 ; (d) UEF in Barkley model,   .In Luo-Rudy model, the obstacle size   , and in Barkley model,   .

The red dotted arrows represent the directions of electric fields. The red curved arrows mean CPEFs rotate counterclockwise. The

red and the blue regions around obstacles demonstrate de-polarizations and hyper-polarizations, respectively. 
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图  17      圆极化电场去除顺时针旋转的钉扎螺旋波 [40]　 (a)  Luo-Rudy模型 , 螺旋波频率   , 圆极化电场

 ,   ; 电场作用时间 t = 0—46.2 ms, 圆极化电场相对于 x轴的初相位为   ; 螺旋波相对于 x轴的

初相位   ; (b) Barkley模型 , 螺旋波频率   , 圆极化电场   ,    ; 电场作用时间 t = 0—6.  N和

N' 表示不同时刻圆极化电场激发产生的激发波, S和 S' 分别表示初始的钉扎螺旋波、去钉扎后的螺旋波. 白色箭头表示波的传

播方向

ωs = 0.136 rad/ms
E0 = 0.7 V/cm ωe = 0.1 rad/ms t = 0 t = 46.2 ms ϕe

ϕs ωs = 1.024 E0 = 1.8

ωe = 3.686 t = 0 t = 6

Fig. 17. Unpinning the cw rotating anchored spiral by CPEF[40]:  (a) Luo-Rudy model, the frequency of spiral    ;

 ,   ; CPEF is applied from    to   .    is the initial phase of CPEF relative to x axis;

  is the initial phase of the anchored spiral front relative to x axis and sets as zero; (b) Barkley model,    ,    ,

 ; CPEF is applied from    to   . N and N' represent different new waves nucleated by CPEF in different time. S

and S' represent the initial anchord spiral and the new free spiral, respectively. White arrows are the propagation directions of waves. 
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10   结　论

本文着重介绍了圆极化电场对可激发介质中

螺旋波的控制. 由于具有旋转对称性, 圆极化电场

可对螺旋波动力学产生独特而有效的影响, 并可基

于运动学、响应函数等理论, 给出相应的理论解释.

近来, 人们通过对两对相互垂直的电极板通以

交流电, 在 BZ反应实验中实现了外加极化电场 [10].

心脏实验方面, 人们一般把两对正负电极分别放置

于心脏的四周, 然后通以直流电来对心脏产生作

用 (文献 [38]的图 5(D)). 很显然, 只要把其中的直

流电换成交流电, 就可以类似于 BZ反应实验一样,

在心脏实验中实现外加极化电场. 因此, 极化电场

在心脏病研究方面, 也具有重要的意义. 希望本文

介绍的数值及理论结果可以在实验上实现.

参考文献

 Winfree A T 2001 The Geometry of Biological Time (2nd ed.)
(New York: Springer-Verlag) pp258−302

[1]

 

0.4 0.6 0.8 1.0 1.3



0.3

0.2

0.1


UEF

CPEF

NW

RW

SW

BI

E0 = 1.8 ωe = 3.6 ωs E0 = 7

图 18    Barkley模型中, 圆极化电场 (灰色区域)和匀强电

场 (阴影区域)去除钉扎螺旋波的适用范围 [40]　SW, NW,

RW和 BI分别表示螺旋波、无波、收缩波和双稳区域 ; 圆

极化电场   ,   ; 匀强电场  

E0 = 1.8 ωe = 3.6 ωs

E0 = 7

Fig. 18. Unpinning  scope  of  CPEF  (gray)  and  UEF

(shaded)  in  Barkley  model[40]: SW,  NW,  RW  and  BI   re-

gions represent spiral waves, no wave, retracting waves and

bi-stability, respectively; for CPEF,   ,  

and for UEF,   . 

 

0.07 0.10 0.15 0.20

CPEF/radSms-1


c
ir
, 


tu
r/

ra
d
S
m

s-
1

0.09

0.07

0.05
cir

tur

E0 = 1.0 V/cm 0.065 rad/ms ⩽ ωCPEF ⩽
ωcir ωtur

图 19    静息态下圆极化电场及其激发产生的圆形波列之

间的频率关系[45]　  ,  

0.22 rad/ms;   是圆形波列的频率 ;   是螺旋波湍流态

的主频率

E0 = 1.0 V/cm 0.065 rad/ms ⩽ ωCPEF ⩽ ωcir

ωtur

Fig. 19. The  frequency  relations  between  the  circular  wave

train and CPEF in a two-dimensional quiescent medium[45]:

 ,    0.22 rad/ms;  

is the frequency of the circular wave trains, and     is the

dominant frequency of the spiral turbulence. 

 

0

-20

-40

-60

-80

mV

(a) (b)

(c) (d)

E0 = 1.0 V/cm ωCPEF = 0.14 rad/ms
图  20      圆 极 化 电 场 抑 制 螺 旋 波 湍 流 态 [45]　

 ,      (a)  t =  0;  (b)  t  =

1000 ms; (c) t = 1800 ms; (d) t = 2800 ms

E0 = 1.0 V/cm ωCPEF = 0.14 rad/ms
Fig. 20. Suppression  of  spiral  turbulence  by  CPEF[45]:

 ,    :  (a)  t =  0;  (b)  t =

1000 ms; (c) t = 1800 ms; (d) t = 2800 ms. 

 

0.07 0.10 0.15 0.20

UEF/radSms-1


c
ir
, 


tu
r/

ra
d
S
m

s-
1

0.09

0.07

0.05

cir

tur

E0 = 1.0 V/cm 0.065 rad/ms ⩽ ωUEF ⩽
10 ms ωcir

ωtur

图 21    静息态下匀强电场及其激发产生的圆形波列之间

的频率关系 [45]　   ,   

0.22 rad/ms; 脉冲间隔为   ;    是圆形波列的频率 ;

 是螺旋波湍流态的主频率

E0 = 1.0 V/cm 0.065 rad/ms ⩽ ωCPEF ⩽ 0.22 rad/ms
10 ms ωcir

ωtur

Fig. 21. The  frequency  relations  between  the  circular  wave

train  and  UEF  in  a  two-dimensional  quiescent  medium[45]:

 ,    ;  the

pulse duration is    ;     is the frequency of the circu-

lar wave trains, and      is the dominant frequency of the

spiral turbulence. 
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Control of spiral waves in excitable media
under polarized electric fields*
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Abstract

Spiral waves are ubiquitous in diverse physical,  chemical,  and biological systems. Periodic external fields,

such  as  polarized  electric  fields,  especially  circularly  polarized  electric  fields  which  possess  rotation  symmetry

may have significant effects on spiral wave dynamics. In this paper, control of spiral waves in excitable media

under polarized electric fields is reviewed, including resonant drift, synchronization, chiral symmetry breaking,

stabilization of multiarmed spiral waves, spiral waves in subexcitable media, control of scroll wave turbulence,

unpinning of spiral waves in cardiac tissues, control of spiral wave turbulence in cardiac tissues, etc.

Keywords: polarized electric fields, excitable media, spiral waves, control
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专题：统计物理和复杂系统

卡西米尔力*

苗兵†

(中国科学院大学材料科学与光电技术学院, 北京　100049)

(2020 年 3 月 26日收到; 2020 年 4 月 9日收到修改稿)

量子电动力学中的卡西米尔力是真空零点能的体现. 广义的卡西米尔力则依赖于涨落介质的类型广泛

地出现于物理中, 包括量子, 临界, 戈德斯通模, 以及非平衡卡西米尔力. 长程关联的涨落介质和约束是产生

卡西米尔力的两个条件. 本文通过回顾卡西米尔物理的发展, 讨论了不同类型的卡西米尔力, 几种正规化方

法, 并对卡西米尔物理的进一步发展做了展望.

关键词：卡西米尔力, 涨落, 长程关联, 正规化

PACS：05.40.–a, 05.70.Jk, 11.10.–z 　DOI: 10.7498/aps.69.20200450

 

1   引　言

H4
e

在一个具有长程关联的涨落介质中引入外加

约束, 由于约束对于介质涨落模式的修改, 因而在

介质之间产生一种有效的相互作用力, 即卡西米尔

力 (Casimir force)[1]. 在物理中, 存在多种机制可

产生长程关联的涨落介质. 例如, 在量子场论中,

规范对称性要求零质量波色子, 其传递的相互作用

是长程的, 这样, 零质量波色子场是满足卡西米尔

力产生要求的长程关联涨落介质, 典型的例子是量

子电动力学中的电磁场 (光子场). 在统计物理中,

调整参数至连续相变的临界点时, 序参量的关联长

度发散, 序参量临界涨落的关联函数是长程衰减的

幂函数, 这样, 序参量场提供了产生卡西米尔力的

长程关联涨落介质; 另一方面, 即使不在临界点,

对于具有连续对称的统计模型, 由戈德斯通定理

(Goldstone theorem)可知, 破缺连续对称可以产

生零质量的戈德斯通粒子, 因此戈德斯通场也提供

了卡西米尔力产生的背景介质, 典型的例子如铁磁

相变的 n-矢量模型、   超流相变、液晶、薄膜或界

面、聚合物等. 在非平衡体系中, 动力学满足的流

守恒可以在非平衡体系中产生长程关联, 从而可以

产生卡西米尔力. 由此可见, 卡西米尔物理是一个

涵盖广泛的研究题目 [2].

本文从卡西米尔力最初在量子电动力学中的

提出, 到广义的卡西米尔力, 对卡西米尔效应进行

考察, 最后对卡西米尔物理在未来的发展进行展望. 

2   量子场论
 

2.1    发　现

量子场论中的卡西米尔力最早是由荷兰物理

学家 Hendrik Casimir在 1948年发现的 [3]. 由于量

子力学的不确定性原理, 真空非空, 而是充满了量

子涨落. 量子涨落导致非零的真空能量, 物理上称

为真空零点能 (zero point energy of vacuum). 卡

西米尔力是真空零点能存在的一个直接结果 [4].

Casimir考虑在真空中引入两个平行的中性理

想导电金属平板, 要求平板是无穷大和无穷薄的.

金属板的存在修改了真空中电磁场的涨落模式.

Casimir分别计算了自由真空的零点能和加板约束
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 21774131, 21544007)资助的课题.
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后真空的零点能, 发现两者都有紫外发散, 然而通

过计算两者之差, Casimir得到了一个随着板间距

离变化的有限能量, 进一步计算该能量对板间距离

的变化率, 则得到两板之间的一个吸引力, 即著名

的卡西米尔力, 公式如下: 

P = − π2

240

ℏc
a4
, (1)

ℏ

ℏ

ℏ

(1)式是两板之间单位板面积的力, 即卡西米尔压

力. 式中, a是板间距离,   和 c分别是普朗克常数

和光速. 由 (1)式可以发现: (1)式中不出现金属板

的细节性质, 而是仅依赖于物理学基本常数   , c,

以及板间距离 a, 因此卡西米尔力具有普适性; 对

于   和 c的依赖说明卡西米尔力的产生是由于量

子效应和相对论效应; 卡西米尔力是随板间距离以

幂率 (–4)衰减的长程力; 负号表明这里的卡西米

尔力是吸引力.

ℏc ℏc

P ∼ ℏc/a4

由于卡西米尔力的普适性, 可以基于简单的量

纲分析 (dimensional analysis)迅速得出 (1)式的

幂率关系. 考虑两块平行的金属板 (Casimir平板),

由于卡西米尔力 P归因于量子效应和相对论效应,

因此 P与   成比例 . 由量纲 [  ]  = E·L,  [P]  =

E/L3； 本问题里唯一剩下的长度尺度是板间距离

a；由量纲分析得出:   . 可是, 简单的量纲

分析无法得出卡西米尔力普适常数的大小和符号,

确定普适常数需要做具体的计算. 在下文中我们将

给出卡西米尔力基于真空零点能的计算. 

2.2    与范德瓦耳斯力的关系

本节叙述卡西米尔力的研究背景, 讲述其如何

起源于对分子间范德瓦耳斯力 (van der  Waals

force)在长程或者 retarded情形下的计算 [5], 以及

卡西米尔力在后来的发展中远远超出了范德瓦耳

斯力的范畴.

对胶体稳定性问题的研究启发了 Casimir关

于卡西米尔力的计算. 胶体体系的不稳定性是由分

子间相互作用力驱动的. 理想气体的状态方程由于

没有考虑分子间相互作用而不能描述气体的凝聚

相变 (气-液相变). 荷兰物理学家 van der Waals

将理想气体方程修改为 van der Waals方程, 可以

描述相变. 在这个修正中, van der Waals引入了

气体分子的尺寸 (排除体积效应)和气体分子间相

互作用力 (范德瓦耳斯力). 对于中性的气体分子,

范德瓦耳斯力是一种短程的吸引力, 它将驱动气体

状态的失稳而凝聚成液态. 两个中性 (可极化)分

子 间 范 德 瓦 耳 斯 力 的 量 子 力 学 计 算 是 由

London完成的, 称为色散力 (dispersion force), 其

原因是计算里需要考虑极化率 (polarizability).

r−6

E ∼ 1/r3

p ∼ αE ∼ 1/r3

V ∼ –p ·E ∼ –1/r6

London的计算发现: 两个中性分子间的色散

力表现为一个以  衰减的吸引相互作用势, 其中

r是分子间距. 粗略来理解, 指数为–6是由于: 该

力是分子的诱导偶极-诱导偶极相互作用, 由于量

子涨落, 分子 1产生诱导偶极, 诱导偶极产生的诱

导电场   , 分子 2在电场 E作用下产生诱

导偶极   , 这里 a 是分子的极化率 ,

相互作用能  .

1/r6

1/r7

Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek

(DLVO)将 London的色散力引入了他们的胶体

稳定性理论. 当胶体间由分子色散力带来的吸引大

于由静电带来的排斥时, 胶体体系将失去稳定性而

发生凝聚 . 在胶体稳定性的研究中 ,  Verwey和

Overbeek发现, 实验中分子之间的吸引力比  

衰减的更快 , 实际上应该是   . Verwey  和

Overbeek 因此评论说, 这是因为在 London理论

里, 没有考虑相对论效应, 而胶体的间距 (微米尺

度)相对于微观的分子尺度很大, 因此需要考虑相

对论修正.

Casimir接受了这个建议, 与 Polder合作, 重

新研究了 London理论, 加入了相对论效应带来的

所 谓  retardation 效 应 , 推 导 出 了 分 子 间 的

Casimir-Polder相互作用, 是 r–7 的色散吸引力. 之

后, Casimir认为 Casimir-Polder分子间力的计算

过于复杂, 他希望简化计算. 在与玻尔 (Bohr)谈论

时, 玻尔评论这个力应该与零点能有关. 受到启发

后, Casimir完成了两宏观平板之间卡西米尔力的

计算, 通过计算真空零点能得到了著名的卡西米尔

力公式 (1)式.

卡西米尔力被提出的时候, 并没有引起很大的

关注. 这可能是因为当时人们已经知道了两个中性

分子之间的色散吸引力, 因此当中性分子变成两个

宏观中性板时, 其间会产生长程吸引力似乎并不值

得过于惊讶. 然而, 我们需要指出, 卡西米尔力为

什么是吸引力, 至今仍然没有完全令人满意的解

释. 在后来的发展中, 人们发现取决于涨落介质的

类型, 边界条件, 约束的性质和几何, 卡西米尔力

可以是排斥力. 实际上, 对于一个具体的体系, 在

未做计算前, 人们不能判断卡西米尔力是吸引还是
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排斥力. 因此, 在卡西米尔物理的发展中, 卡西米

尔力虽起源于分子间范德瓦耳斯力的研究, 然而其

发展已经远远超出了分子间力的研究范畴. 并且,

在讨论宏观或者介观物体之间的力时, 人们通常将

卡西米尔力和范德瓦耳斯力进行区分: 范德瓦耳斯

力是短距离, 近程的作用力, 依赖于作用物体的分

子细节; 卡西米尔力是长程作用力, 长程特点将分

子细节平均掉, 表现出普适性.

下面, 我们不做具体的量子力学计算, 而是利

用标度讨论 (scaling argument)得出两个中性分

子之间的色散力, 包含 London的不包含相对论效

应的 non-retarded情况和 Casimir-Polder的考虑

相对论修正的 retarded情况 [1].

考虑两个体积分别为 V1 和 V2 的中性分子 ,

其电子运动的特征频率是 w0. 基于标度分析, 间距

为 r的两分子间相互作用势能应采取如下形式: 

V (r) ≈ −ℏω0
V1V2
r6

f

(
r

c/ω0

)
, (2)

r−6

ℏω0

 f(x)

其中, 负号是因为吸引力,    是基于两个体积乘

积的量纲,   是体系的特征能量, c/w0 是体系的

特征距离 ,    是一个无量纲标度函数 , 用于在

non-retarded和 retarded两种情形之间进行过渡.

f(x) =

V (r) ≈ −ℏω0

(
V1V2/r

6
)

I)在短距离时, 即 r < (c/w0), 两分子之间的

信号传递时间小于特征时间, 不需要考虑相对论效

应, 取    常数, 这样就得到 London的结果:

 .

f (x) = 1/x

V (r) ≈ −ℏc
(
V1V2/r

7
)

II)在长距离时, 即 r > (c/w0), 两分子之间的

信号传递时间大于特征时间, 需要考虑相对论效

应. 此时相互作用势应不再依赖于表征特征时间

的 w0, 为了抵消掉 w0, 取  , 这样就得到

Casimir-Polder的结果:    , 其

中, 光速 c的出现体现了相对论效应. 

3   计　算

本节给出几个用零点能计算卡西米尔力的算

例 ,  并 且 对 其 中 处 理 发 散 的 正 规 化 方 法

(regularization)进行介绍. 

3.1    一维空间标量场

首先考虑一个简单的情形: 一维空间的零质量

标量场, 受限于两点之间, 取狄利克雷边界条件

(Dirichlet boundary condition)引入约束, 点间距

为 a.

ℏω/2

由量子场论, 量子化的标量场可看作为一组振

动的谐振子. 由量子力学, 基态或真空态下, 频率

为 w 的谐振子具有零点能   . 标量场的零点能

为所有频率谐振子的零点能之和. 受限情形下, 由

边界条件知道, 允许的频率为: wn = ckn, 这里, kn =

(nπ)/a, n = 1, 2, 3, ···
计算标量场真空能量: 

E0 (a) =
ℏc
2

∞∑
n=1

nπ
a
, (3)

显然, 该无穷级数求和发散. 为了处理发散, 需要

对 (3)式进行正规化. 有多种正规化的方法, 这里,

我们采取以下两种方法. 

3.1.1    衰减函数法

f (n, x) = exp (−kn/Λ)
x = Λ−1 > 0 f (n, 0) = 1; f (n, x ̸= 0) →

≫

引入衰减函数   , 这里 ,

 . 函数满足:  

0, 当 kn    L. 因此有: 

E0 (a, x)

=
ℏc
2

∞∑
n=1

nπ
a

e−x(nπ/a) = −ℏc
2

∂

∂x

∞∑
n=1

e−x(nπ/a)

= − ℏc
2

∂

∂x

(
e−xπ/a

1− e−xπ/a

)
=

ℏcπ
2a

exπ/a(
exπ/a − 1

)2
≈ ℏcπ

2a

[
1

(xπ/a)2
− 1

12
+O

(
x2
)]

=
ℏca
2πx2

− πℏc
24a

+O
(
x2
)
. (4)

O(x2) → 0

对于 x ≠ 0, (4)式给出正规化的有限大小真

空能量. 在正规化方法里, 令 x → 0, 显然首项发

散, 第二项是有限项, 而高阶   .

如何处理发散的首项呢？需要减去标量场的

自由真空能, 这是重整化操作 (renormalization).

下面计算自由真空能.

w (k) =
√
c2k2 = c |k|

在自由情形下 , 标量场有连续的涨落谱 :

 . 真空能为
 

EF
0 =

ℏcL
2

∫ ∞

−∞

dk
2π

|k| = ℏcL
2π

∫ ∞

0

kdk. (5)

f (k, x) =

exp (−xk)
显然积分发散 , 现引入衰减函数  

 做正规化, 这里 x > 0. 有 

EF
0(x)=

ℏcL
2π

∫ ∞

0

dkke−xk=
ℏcL
2πx2

Γ(2) =
ℏcL
2πx2

, (6)
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其中, G(x)是伽马函数. 因此, 在有限区间内的自

由真空能为 

EF
0 (a, x) =

EF
0 (x) a

L
=

ℏca
2πx2

, (7)

可发现, 该结果正等于受限真空能 (4)式的首项发

散项. 现在计算正规化卡西米尔能量: 

Ec (x, a) = E0 (a, x)− EF
0 (a, x) = −πℏc

24a
+O

(
x2
)
,

(8)

取极限 x → 0, 得到卡西米尔能量: 

Ec(a) = −πℏc
24a

, (9)

计算卡西米尔力: 

F = −∂Ec (a)

∂a
= − πℏc

24a2
, (10)

这是一个长程吸引力. 由该结果可以看出:

ℏ1)结果仅依赖于基本常数  和 c, 以及约束间

距 a, 与微观细节无关, 因此卡西米尔力具有普适性;

[ℏc] = E · L [F ] = E/L

F ≈ ℏc/a2

2)由于普适性, 标度关系 a-2 可由量纲分析直

接得到, 因为   ,    , a是本问题

的唯一长度尺度, 故有  ;

3)常数项的大小和符号, 需要具体计算, 这里

的结果是常数项为负, 故为吸引力, 我们指出, 依

赖于场的类型、边界条件、空间维度等, 卡西米尔

力可为排斥或吸引, 需要进行具体的计算. 

3.1.2    zeta 函数正规化

做正规化: 

E0 (a, s) =
ℏc
2

∞∑
n=1

(nπ
a

)1−2s

=
ℏc
2

(π
a

)1−2s ∞∑
n=1

n1−2s

=
ℏc
2

(π
a

)1−2s

ζ (2s− 1) , (11)

ζ(z)=
∑∞

n=1
n−z

Re(z) > 1

Re(s) > 1

(11)式 中 使 用 了 黎 曼 zeta函 数 的 级 数 定 义 :

 . 我们知道 , 级数定义只是在

 收敛, 即 (11)式正规化能量的收敛要求

是  . 然而, 黎曼 zeta函数可以解析延拓至

复平面, 是一个只在 z = 1有简单极点的亚纯函

数 (meromorphic function).

ζ (−1) = −1/12

E0(a) = lim
s→0

E0(a, s) = −(πℏc)/(24a)

在正规化方法中取 s → 0. 利用解析延拓后黎

曼 zeta函 数 的 性 质 有     , 得 到

 , 同 (9)式 通

过衰减函数正规化方法得到的结果一致. 可以说,

zeta 函数 (不限于黎曼 zeta 函数)正规化是一种

最优雅的正规化方法 [6]. 

3.2    三维空间电磁场

本节研究 Casimir对于真空中受限电磁场的

计算. 不同于 Casimir采用的 Euler-Maclaurin方

法, 我们用 zeta函数正规化方法迅速得到结果.

ωk⊥,n = c
√
k2⊥ + (nπ/a)2

n = 0,±1,±2, · · ·

在量子场论中, 电磁场表现为一组谐振子自由

度, 真空中充满了这些涨落模式. 在真空中放入两

个 Casimir平板, 板面积为 A, 板间距为 a. 板的存

在将涨落模式修改为 :    ,

其中,    . 注意, 不同于标量场的情

况, 这里 n需要同时取正负整数, 这是为了考虑电

磁场涨落 (光子)的两个极化自由度, 同时, 模式

(k⊥, 0)可以被激发, 即允许 n = 0.

计算受限的真空能: 

E0 (a) =
Aℏ
2

∫ ∞

−∞

d2k⊥

(2π)2
∞∑

n=−∞
ωk⊥,n

=
Aℏ
2

∫ ∞

−∞

d2k⊥
(2π)2

[
2

∞∑
n=1

ωk⊥,n + ωk⊥,0

]
. (12)

舍去与板间距 a无关的项, 得到 Casimir 能量: 

EC
0 (a) = 2× Aℏ

2

∫ ∞

−∞

d2k⊥
(2π)2

∞∑
n=1

ωk⊥,n

= 2× Aℏc
2

∫ ∞

−∞

d2k⊥

(2π)2
∞∑

n=1

[
k2⊥ +

(nπ
a

)2]1/2
, (13)

显然, (13)式发散. 现在引入正规化因子 s, 推导正

规化的 Casimir能量如下: 

EC
0 (a, s)

= Aℏc
∫ ∞

−∞

d2k⊥

(2π)2
∞∑

n=1

[
k2⊥ +

(nπ
a

)2](1−2s)/2

=
Aℏc
2π

(π
a

)3−2s ∞∑
n=1

n3−2s ∫∞0 xdx
[
x2 + 1

](1−2s)/2

=
Aℏc
2π

(π
a

)3−2s

ζ (2s− 3)
1

2s− 3
, (14)

Re (s) > 2

Re (s) > 3/2

在 (14)式的推导中, 应用了黎曼 zeta函数的级数

定义, 由级数定义的收敛性要求  . 并且在

求无穷积分时假定了  .

ζ (−3) = 1/120

现在在正规化能量 (14)式中取极限 s→0, 利

用黎曼 zeta函数的解析延拓, 可得  .
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代入 (14)式, 得到单位面积的 Casimir能量: 

EC
0 (a)

A
= − π2ℏc

720a3
, (15)

则 Casimir力为 

P (a) = − 1

A

∂EC
0 (a)

∂a
= − π2ℏc

240a4
, (16)

即 (1)式. 这样就利用真空零点能推导出卡西米尔

力, 得到普适常数的数值. 

4   临界卡西米尔力

在连续相变的临界点, 序参量涨落的关联长度

发散, 因此序参量场具有长程关联, 引入外加约束

可以产生临界卡西米尔力. 1978年, Fisher和 de

Gennes考虑在两元混合液体中引入两个 Casimir

平板, 即两个平行的宏观平板, 调整参数至混合液

体相分离的临界点, 此时序参量 (液体浓度)具有

长程关联的临界涨落, 关联长度 x → ∞. 由于两板

存在, 涨落谱被修改, Fisher和 de Gennes[7]认为两

板间产生临界卡西米尔力.

临界卡西米尔力具有普适性, 我们再次用量纲

分析研究该问题. 由于温度的存在, 取代能量, 需

要研究体系的自由能 F(a). 自由能是一个广延量,

因此与板面积 A成比例. 序参量涨落是热涨落, 因

此特征能量是热能 kBT. 由于关联长度在临界点发

散, 问题里只剩一个长度尺度, 即板间距 a. 由量纲

分析, 立即可以写出: 

F (a) = CkBT
A

a2
, (17)

其中 C是普适常数.

g=(Aa)/a3

= A/a2 F ≈ gkBT = kBTA/a
2

上述论证还可以按照统计物理中的 Blob方法

估算得出: 本问题的序参量涨落是热涨落, 因此可

定义热 Blob, 其能量为特征能量 kBT; 由于关联长

度发散 , 所以体系有唯一的特征尺寸 a, 故热

Blob的体积是 a3; 体系的 Blob数目为 

 ; 体系的自由能为  .

和量子场论的情况一样, 普适常数 C的数值

需要通过具体的计算得出. 一般来说, 临界卡西米

尔力普适常数的计算比第 3节中量子电动力学卡

西米尔力的计算要复杂, 这是因为电磁理论是一个

线性理论, 而这里的相变问题则是一个非线性的场

论. 计算过程需要使用临界现象理论里发展出的

d = 4 – e 展开等技术. 在两维体系, 由于体系在临

界点不仅具有标度不变性, 并且进而有共形不变

性, 因此可以用共形场论的方法计算普适常数. 另

外我们指出, 依赖于两板上施加的边界条件类型,

临界卡西米尔力可以是吸引或排斥力, 即普适常

数 C可正可负 [8]. 

5   戈德斯通模

由戈德斯通定理可知, 体系在破缺连续对称性

时, 将产生戈德斯通粒子 (Goldstone particle)或

戈德斯通模 (Goldstone mode), 这是一种零质量的

模式, 因此是长程关联的. 扰动戈德斯通模也会产

生卡西米尔力.

ψ = (ψ1, ψ2, · · · , ψn)

(n− 1)

统计力学里 , 戈德斯通模通常采用具有

O(n)对称的 n-矢量模型进行展示. 体系的序参量:

 . 体系的哈密尔顿量对于序参

量具有连续的旋转对称性. 经历相变后, 体系发生

自发对称破缺, 即序参量破缺哈密尔顿量的连续旋

转对称, 在 n-矢量空间中自发选出一个方向排列,

体系进入有序态. 序参量的涨落模被分成 1个平行

于有序方向的纵向模式 (软模)和  个垂直于

有序方向的横向模式 (戈德斯通模). 由于戈德斯通

模不需要耗能, 因此是长程关联的涨落. 需要指出,

纵向的软模导致了体系的有序, 其只在临界点质量

为零, 软模涨落导致的正是前面讨论的临界卡西米

尔力. 然而, 不限于临界点, 零质量的戈德斯通模

存在于整个临界点以下.

(n− 1)

下面以几个软物质物理中的例子来说明戈德

斯通模诱导产生的卡西米尔力. 1)液晶. 液晶体系

通常由棒状分子组成, 这一分子特点在统计问题中

引入了取向自由度, 即可以研究体系的连续旋转对

称性. 如上所述, 这就为问题提供了戈德斯通模,

进而戈德斯通模可以诱导产生卡西米尔力. 2)薄

膜或界面. 由于薄膜或界面平面具有连续平移对称

性, 因此破缺该对称性会导致戈德斯通模, 这里就

是声子 (phonon), 声子导致薄膜或界面的毛细涨

落 (capillary fluctuations). 在薄膜或界面上引入

外界约束物, 将修改体系的涨落谱, 因而可以诱导

产生卡西米尔力. 3)聚合物. 聚合物统计力学里的

一个重要结果是 de Gennes认识到聚合物的排除

体积问题 (对应于自回避无规行走)可以用自旋 n-

矢量模型的 n → 0极限描述 [9]. 如上所述, n-矢量

模型有  个戈德斯通模, 若考虑在聚合物熔体
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中引入两个 Casimir平板, 计算戈德斯通模诱导的

卡西米尔力: 

P (a) = − (n− 1) ∂F (a)

A∂a

n→0−−−→ −
(
−∂F (a)

A∂a

)
,

(18)

因此, 聚合物涨落背景诱导的卡西米尔力与一般的

卡西米尔力反号, 如果一般的卡西米尔力是吸引

力, 则聚合物诱导卡西米尔力是排斥力 [10,11]. 

6   实验验证

自量子电动力学的卡西米尔力在 1948年提出

后, 引发了一系列的实验工作来验证卡西米尔力.

先计算一下卡西米尔力的大小, 由 (1)式可写出: P≈

–1.3×10–5 atm×(1 µm/a)4 (1 atm=101.325 kPa).
因此 , 当板间距 a=1 µm时 , 卡西米尔力大约为

1.3 mPa, 这已经是一个宏观的数值了. 减小板间

距离至微米以下, 卡西米尔力以 a–4 方式增大.

经过这个估算, 实验上应该在微米尺度测量卡

西米尔力. 早期有一些定性的探测卡西米尔力的实

验工作 [12] 和一些高精度的实验验证 [13,14]. 此后, 由

于卡西米尔力在微米尺度是不能忽视的作用力, 因

此出现了应用卡西米尔力的工作, 主要是在微米尺

度的一些金属机器的制造上, 称为微米电力系统

(microelectromechanical  systems,  MEMS)[15−17],

这些微米尺度机器的应用研究导致的两个重要的

问题是: 1)由于卡西米尔力是吸引力, 器件将被粘

附在一起而无法正常工作, 那么, 如何实现卡西米

尔排斥力; 2)由于器件有不同的形状, 那么, 如何

计算超越 Casimir平板的不同形状器件之间的力.

临界卡西米尔力的重要验证实验包括研究液

氦薄膜在经历超流相变时膜厚的变薄过程 [18] 和研

究在两元混合液体临界点附近胶体与表面的相互

作用 [19]. 超流实验有意思的地方在于临界卡西米

尔力和戈德斯通卡西米尔力将一起影响膜厚. 在超

流相变临界点 (Tl)附近, 序参量涨落变成零质量

的临界涨落, 该涨落在液氦薄膜的两个表面 (固体

铜片表面和液气界面)之间诱导临界卡西米尔吸引

力, 导致膜厚降低. 在临界点 Tl 以下, 临界涨落消

失, 膜厚回升. 可是实验发现, 膜厚没有回到临界

点以上的数值, 而是相对偏小, 原因有两个: 1)超

流相变的序参量 (位相角)涨落导致戈德斯通模,

戈德斯通模诱导的卡西米尔吸引力使 Tl 以下膜厚

较临界点以上偏小; 2)薄膜的下表面是氦的液气

界面, 在超流态, 黏度为零, 界面涨落的戈德斯通

模 (毛细涨落)诱导产生两表面间的卡西米尔吸引

力, 进一步减小膜厚. 两种因素的联合作用解释了

实验的观察结果 [1]. 

7   一些发展

在卡西米尔力的处理中, 有一些重要的假定.

1)将外加约束与涨落介质的相互作用以施加的边

界条件处理. 这种处理是基于体系中时间尺度的分

离, 即外界约束运动的特征时间远远大于介质涨落

的特征时间. 该处理本质上是在一个介质和约束的

体系中, 将约束的运动作为慢变量而固定, 得到一

个关于涨落介质的有效模型, 而约束慢变量则影响

介质的涨落谱. 显然, 这种处理中, 只有约束对于

介质的作用, 而没有介质对于约束的反作用. 2)在

Casimir平板的边界条件中, 平板无穷薄, 因此没

有考虑介质的穿透效应.

在卡西米尔力理论的发展中, 针对不同的假定

有后续的发展. Lifshitz[20] 和 Woods等 [21] 发展了

Lifshitz理论, 该理论将卡西米尔力推广到实际材

料体系, 利用涨落耗散定理推导了麦克斯韦能动量

张量, 从而得出不同温度下两个平行的介电材料之

间的相互作用力. Schwinger[22] 利用自己的量子场

论 non operator版本, 即源理论 (source theory),

重新推导了卡西米尔力, 在该推导中没有出现真空

的零点能. 随着理论物理的发展, 人们认识到产生

卡西米尔力的约束, 可以是来自外加边界条件, 也

可以是在温度场论中通过松原理论 (Matsubara

formulation)将温度引入场论时带来的周期性条

件约束. 在宇宙学中, 还可以是在处理非欧空间

(non  Euclidean)时由无边界空间的拓扑性质

(topology)引入的“Identification”约束等. 另一方

面, 在长程关联涨落介质的寻找上, 人们发现在非

平衡统计体系里, 动力学守恒率可以使非平衡体系

产生幂率衰减的长程关联行为, 这使得非平衡体

系, 包括颗粒体系、活性物质等, 成为另一个研究

卡西米尔力的重要情形 [23], 需要指出, 与平衡体系

相比, 非平衡体系的卡西米尔力不具有普适性. 这

些进展都是卡西米尔物理发展的精彩篇章. 

8   结论和展望

本文讨论了广义的卡西米尔力. 通过考察具有
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长程关联的不同涨落介质, 包括电磁场、临界场

论、戈德斯通模, 以及非平衡体系, 可以看出, 卡西

米尔物理涵盖了物理学里宽泛的研究方向. 在未来

卡西米尔力的研究中, 从基础物理的角度, 通过研

究约束的不同实现和处理方法, 以及研究不同种类

的长程关联涨落场的产生, 卡西米尔力将会有一个

更为宽广的研究方向, 并有希望通过卡西米尔力的

概念, 在不同的研究题目和方向之间建立联系. 从

应用的角度, 量子电动力学里的卡西米尔力是量子

效应的宏观反映, 在微米以下器件的设计中, 必须

考虑卡西米尔力, 并通过对其进行调控实现不同的

应用功能, 而临界、戈德斯通、非平衡等热卡西米

尔力也可以用来调控统计体系中结构和序的形成.
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Abstract

Casimir force in quantum electrodynamics is the representation of zero point energy of vacuum. Depending

on the type of fluctuation medium, generalized Casimir force covers a wide spectrum of topics in physics, such

as,  quantum,  critical,  Goldstone  mode,  and  non-equilibrium  Casimir  force.  In  general,  long  range  correlated

fluctuations and constraints are two conditions for generating the Casimir force. In this paper, through a survey

of  the  development  of  Casimir  physics,  we  discuss  several  types  of  Casimir  forces  and  several  regularization

methods. We end the paper with an outlook for the further development of Casimir physics in the future.
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专题：统计物理和复杂系统

复杂势场量子弹球中疤痕态的量子化条件*

李晓亮    陈宪章    刘郴荣    黄亮†

(兰州大学物理科学与技术学院, 兰州　730000)

(2020 年 3 月 11日收到; 2020 年 4 月 3日收到修改稿)

量子疤痕是波函数在经典不稳定周期轨道周围反常凝聚的一种量子或波动现象. 人们对疤痕态的量子

化条件进行了大量研究, 对深入理解半经典量子化起到了一定的促进作用. 之前大部分研究工作主要集中在

硬墙量子弹球上, 即给定边界形状的无穷深量子势阱系统. 本文研究具有光滑复杂势场的二维量子弹球系统,

考察疤痕态的量子化条件及其重复出现的规律, 得到了与硬墙弹球不一样的结果, 对理解这类现象是一个有

益的补充. 这些结果将有助于理解具有无规长程杂质分布的二维电子系统的态密度谱和输运行为.

关键词：量子疤痕, 软墙量子弹球, 复杂势场量子弹球, 量子化条件
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1   背　景

经典量子对应是量子力学一个重要的基本问

题. 从玻尔的旧量子论, 到量子力学的建立, 一直

到近代对量子力学基本原理的探讨, 都离不开这个

问题. 众所周知, 对于经典系统, 有可积和不可积

之分, 而对于实际系统来说, 绝大多数都是不可积

的. 可积系统可以通过玻尔- 索末菲量子化规则或

后来发展的 Einstein-Brillouin-Keller (EBK)量子

化条件 [1] 来量子化, 得到对应量子系统的能级. 而

不可积的系统由于没有整体的作用量—角变量这

些对偶量, 不能简单地应用量子化规则 [2,3]. 到上世

纪六七十年代, 随着原子核物理、随机矩阵理论、

经典混沌的发展, 人们重新考察经典不可积系统的

量子化问题, 得到了系列结果, 特别是 Gutzwiller [4]

的求迹公式, 发现对于对应经典动力学为混沌的量

子系统, 虽然经典不稳定周期轨道的测度是零, 但

是这些轨道却决定了该量子系统能谱的涨落特征.

其中一类重要的模型是二维硬墙 (hard-wall)量子

弹球 [5−8], 即二维无限深势阱, 其经典极限对应着

动力学弹球——粒子在其中做自由运动, 在边界处

发生镜像反射. 系统的动力学行为完全由边界形状

决定. 当边界不规则时, 粒子的经典动力学行为往

往是混沌的. 对于量子弹球系统, 其方程为单粒子

薛定谔方程. 由于这一方程为线性方程, 排除了混

沌发生的可能, 因此, 在半经典极限下如何发展出

混沌就成了一个非常引人入胜的问题. 此外, 当改

变边界使得经典动力学是可积或混沌时, 所对应的

量子系统有没有什么特征?有没有什么量子系统的

指标可以明确说明其所对应的经典动力学是否混

沌? 对这些问题的研究构成了量子混沌学, 简称为

量子混沌 [9]. 经过半个多世纪的研究, 在很多方面,

如波函数统计特征、能谱统计、量子混沌散射、量

子保真度、动力学演化特征等, 人们都得到了深入

的理解 [5,8,10−15]. 注意在讲可积或混沌时, 均指的经

典系统, 或量子系统在经典极限下的行为.

“量子疤痕”作为量子波函数在经典不稳定轨

道上的反常凝聚, 是量子世界对经典轨道的一个敏

锐的反常响应 [16−18]. 轨道为经典的概念, 波函数为

量子的概念, 在一些情况下, 量子波函数在空间中
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会凝聚在经典的周期轨道上, 即粒子在这些经典轨

道附近的概率要远大于其他地方. 对于经典混沌系

统, 如运动场形或其他具有特定边界形状的弹球系

统, 由于其周期轨道的不稳定性, 周期轨道在相空

间的测度为零, 粒子保持在该轨道上运动的概率是零;

但对于量子系统, 在某些能级下, 粒子反而会以很

大的概率“凝聚”在这些轨道上, 这一违反直观的现

象就是量子疤痕. 当然, 对于经典可积系统或混合

动力系统 (即相空间中既有混沌海又有稳定轨道所

形成的 Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)岛), 对

应量子系统的本征波函数在稳定轨道上也有很强

的凝聚, 而且比混沌轨道上的凝聚更强, 但由于在

经典情形下粒子就能够自然地在这一轨道上运动,

所以并不奇怪. 量子疤痕作为联系经典轨道和量子

现象的纽带, 受到了人们的广泛关注, 并给出了半

经典的解释, 即量子波函数在该轨道上传播时相位

的相干叠加产生的加强效应 [19−22].

之前关于量子疤痕的研究主要集中在硬墙量

子弹球里, 关于软墙 (soft-wall)量子弹球的研究相

对较少. 软墙 (soft-wall)和硬墙的主要区别在于弹

球边界上的势场是光滑渐变的还是不连续的阶梯

势. 本文将主要研究软墙量子弹球系统以及更加广

泛的具有复杂光滑势场弹球系统的疤痕态及其所

满足的量子化条件. 软墙会对经典动力学带来重要

的影响. 已经发现, 即使对于经典可积的椭圆形硬

墙弹球, 当边界足够软时, 系统变为混合型的, 在

相空间中 KAM岛周围出现了混沌海 [23]. 在软墙量

子 弹 球 方 面 ,  Luukko等 [24] 和 Keski-Rahkonen

等 [25−27] 研究了二维异向谐振子, 在加入很多短程

杂质破坏系统的可分离性后, 发现了与经典李萨如

图形一致的李萨如疤痕态. 他们的工作详细讨论了

频率比作为主要参数对系统行为的影响, 认为李萨

如疤痕态的出现是量子力学对经典混沌的抑制作

用, 但并没有讨论半经典量子化的条件. 本文将主

要讨论疤痕态的半经典量子化条件, 并考虑更加复

杂的光滑势场所带来的影响. 一般来讲, 疤痕态指

凝聚在经典不稳定周期轨道上的波函数. 在此, 由

于我们主要关心在这些轨道上波函数半经典量子

化的条件, 我们将对稳定和不稳定轨道都做处理,

来考察他们半经典量子化的条件.

2π

疤痕态出现的必要条件与 EBK 量子化条件

类似, 即从一点出发, 沿轨道行进一周, 所累积的

总的相位是   的整数倍, 以保证波函数的单值性

p · dq

和加强相干叠加 [14,28]. 只是对于较复杂的情况, 沿

轨道行进时的相位贡献来源比较复杂. 关于相位的

计算, 对于硬墙二维量子弹球, 人们已经比较清楚,

主要有在弹球区域内的自由运动项, 即   项,

以及在边界处的反射系数项和 Maslov 指数项; 而

对于二维光滑约束势场 (软墙)中的量子弹球, 据

我们所知, 由于所处理的情形的复杂性, 详细的疤

痕态出现时能量所满足的量子化条件以及疤痕态

重复出现的规律还没有给出. 虽然半经典量子化条

件可以精确求出量子谐振子的本征能量, 但对于一

般的系统, 比如受扰动的谐振子, 半经典量子化条

件只在较高能级时才适用, 可以近似给出疤痕态出

现时的能量值. 在这里, 我们发现, 对于较低的能

级, 仍然能够得到疤痕态出现的能量值和半经典理

论较好的对应.

2π

S

S =

∮
p · dq = ℏ

∮
k · dq = ℏk · L L

∆k · L = 2π ∆k = 2π/L

E − E0 ∝ k2 E0
√
E − E0

E ∝ k

E

改变能量或波矢, 当沿轨道一周累积的相位改

变接近  的整数倍时, 疤痕态能够重复出现, 并且

重复出现的规律是一个重要指标, 依赖于系统态密

度的信息. 对于同一类轨道, 由于在边界处获得的

相位相同, 相位差主要由作用量  的改变贡献. 对

于硬墙量子弹球, 在经典极限下, 由于轨道与能量

无关, 动量大小与位置无关, 且动量与轨迹切向平

行, 故  ,   为轨道

长度 . 相邻疤痕态重复出现的必要条件即为

 或  , 即疤痕态在波矢空间是

近似等间距出现的. 对于非相对论量子系统, 由于

 ,    为能量的最低点, 即疤痕态在能

量空间是按照   等间距出现的. 而对于极

端相对论性系统,    , 此时在能量空间疤痕态

则是按照   等间距出现的 [29,30]. 相对于硬墙弹球,

光滑势场量子弹球或软墙弹球的行为更加复杂, 此

时周期轨道与能量有关, 哪怕对于同一类轨道, 当

能量改变时, 轨道的长度和位置也会发生变化, 而

且动量与位置有关, 作用量只能通过数值积分得

到. 此外, 对于硬墙量子弹球系统, 每次在边界处

的碰撞, 反射系数会贡献一个相位, 同时取决于边

界形状, 如果碰撞点处边界为弧形, 还会有共轭点

的贡献. 而对于光滑势系统, 除了端点, 在轨道发

生偏转时没有相应的反射系数贡献的相位, 只有在

轨道的端点处发生完全反射时才会有这个贡献, 同

时对轨道共轭点的判断也更加困难. 特别地, 对于

某些复杂势场的情况, 有可能存在一些临界点, 当
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能量值跨过这些临界点时, 其经典周期轨道可能会

出现定性上的改变 [31]. 我们将会碰到这种情况, 并

考察当经典周期轨道发生定性的改变时, 比如从不

稳定变为稳定, 其上疤痕态的半经典量子化条件的

变化.

目前由于二维材料的广泛研究, 人们研究了由

杂质原子所形成的岛上区域的电子态密度, 发现对

于比较规则的系统, 态密度在随能量变化时会出现

一些特征的峰, 与疤痕态所满足的量子化条件一

致. 而对于一般情况, 当杂质较多时, 也会出现一

些比较明显的峰, 这些峰的来源与特征是什么, 与

经典轨道有没有关系, 还是一个没有解决的问题.

杂质所产生的势场往往能够形成大小不等的势谷,

电子局限在势谷中, 在一定的能量值时, 在特定的

轨道上形成满足量子化条件的疤痕态, 显现出较高

的态密度峰, 并且由于疤痕态的重复出现, 这些峰

随着能量的改变也会重复出现, 只是由于势场的复

杂性, 态密度峰的周期性会受一定的影响. 因此,

我们研究扰动下二维谐振子势中量子弹球的量子

化条件, 以期对复杂约束势场中疤痕态出现的量子

化条件以及实验上能够观察得到的态密度峰有进

一步的理解. 

2   模　型

x y

因为我们的目的是研究复杂势场下疤痕态出

现的量子化条件, 因此将分两步进行, 一是轻微扰

动下的二维量子谐振子, 这时有解析的分析, 可以

验证我们的数值结果; 二是在大扰动下出现复杂经

典动力学行为的光滑势场中的量子弹球. 在轻微扰

动下, 我们将能够看到李萨如疤痕态, 即凝聚在经

典李萨如图形 (当   ,    两个方向上的频率比为简

单的整数比时所出现的图形)上的疤痕态, 并研究

这些疤痕态出现所满足的量子化条件. 在大扰动

下, 经典轨道和疤痕态的特征将会有较大的变化,

但是可以预期这些量子化条件仍然适用. 这样, 可

以一般性地给出在二维复杂势场量子弹球系统中

的量子化条件, 可以预期这些结果对于约束在复杂

的随机长程势场中的电子仍然有效. 对于理想的二

维量子谐振子, 其哈密顿为 

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r) = −ℏ2∇2

2m
+ V (r), (1)

其中 

V (r) =
1

2
(ω2

xx
2 + ω2

yy
2). (2)

Enm=ℏ[(n+1/2)ωx+(m+1/2)ωy]系统的本征能量为  ,

相应的本征态为 

ψn,m(x, y) = NnmHn(
√
ωxx)Hm(

√
ωyy)

× e−
1
2 (ω

2
xx

2+ω2
yy

2), (3)

Nnm αx,y =
√
mωx,y/ℏ Hn

n x y

其中   是归一化常数,  ,    是

 阶厄米多项式. 由于该系统可以分离为  ,   两个

方向的一维谐振子的直积, 本征波函数也具有这样

的对称性, 一般不会出现凝聚在经典周期轨道上的

情况, 因此不会出现与经典情况中的李萨如图形所

对应的疤痕态. 文献 [26]通过在二维异向谐振子中

加入大量有短程作用的杂质的方法来破坏这个对

称性, 在这些杂质的诱导下, 该系统中出现了与经

典李萨如图形一致的李萨如疤痕态.

L0 x = x′L0

a t = ℏ2/(2ma2)

ℏω
ω = ω′t/ℏ x′ ω′ mω2

xx
2/2 =

mω′2
xt

2x′
2
L2
0/(2ℏ2) = ω′2

x[L
2
0/(2a

2)]x′
2
t/2

t

为了方便, 在计算的时候我们重新标度各物理

量. 令系统的特征长度为   , 则   . 由于我

们将采用有限差分的方式进行计算, 因此将弹球区

域分成间距为  的正方形格子, 并令  ,

将其作为能量的单位. 因  亦是能量的单位, 故令

 , 则  ,   均为无量纲的数, 而 

 , 这样势

能的单位亦为  .

ω′
xL0/(

√
2a) = 1 ω′

y = 2ω′
x

(x0/L0, y0/L0) = (−0.278,−0.226) δ(x−
x0, y − y0) x y

z

图 1展示了本文所研究的轻微扰动和大扰动

下的二维谐振子势, 其中  ,   .

在图 1(a) 中, 我们在谐振子势 (2) 的基础上, 在

 处加了一个 

 的函数势, 用来破坏原来势场沿   轴、  

轴的镜面对称以及沿   轴的旋转 180° 的对称性.

在图 1 所示的区域边界, 再加一个硬墙势, 注意这

里也可以在这个区域边界之外加一个增长更快的

连续势. 我们将主要分析低能级的态, 这时这个区

域边界上及其外围的势场对结果影响很小. 图 1(b)

在图 1(a) 的基础上加一个高斯势, 即 

V (r) =
1

2
(ω2

xx
2+ω2

yy
2)+Ue−[(x−xG)

2+(y−yG)
2]/(2σ2),

(4)

U=1t σ=0.2828 (xG, yG)=(−0.3441, 0.1226)

(xV/L0, yV/L0) = (0.3574,−0.0179)

Vmin = 0.1053 t

其中  ,   ,   ,

来进一步破坏系统的可积性. 这样整个势场形成左

右两个谷, 中间一个峰, 其中右侧谷底的位置为

 , 对应的势能为

 . 两个势谷之间存在两个鞍点, 对应
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0.591 t 0.976 t

0.591 t

的势能分别为   和   . 因此, 当粒子能量

低于  时, 其经典轨迹只能局限在其中的一个

势谷中. 这里需注意, 哪怕粒子只被囚禁在一个谷

中, 其经典动力学仍然不一定是可积的, 因为软的

势场往往能够将经典动力学复杂化 [23].

p// p⊥

p⊥ = 0

θ

我们参照文献 [23]计算了粒子约束在图 1(b)

势场中右侧谷时的庞加莱截面, 结果展示在图 2

中. 粒子在势场中运动时, 动量分解为平行于势能

等值线的分量   和垂直于势能等值线的分量   .

庞加莱截面定义为  时的截面, 此时粒子轨迹

与势能等值线相切. 这个切点相对于谷底的角度 

作为庞加莱截面的参数. 从这个庞加莱截面可以看

出, 对于这个系统, 即使能量不太高时, 也有着复

杂的结构, 破坏了系统整体的可积性. 但是系统有

明确的  Kolmogorov –Arnold –Moser  (KAM)岛 ,

岛中间对应着稳定轨道. 利用 KAM岛中心点的参

数, 可以精确找到该轨道, 研究该轨道上波函数的

量子化条件.

∇2 a

在求解该系统的本征能量和本征态时, 我们将

 进行有限差分, 将弹球区域分成间距为  的正方

形格子, 则得到系统在紧束缚近似下的哈密顿量 

Ĥ = 4t
∑
i

|i⟩⟨i| − t
∑
i,j

|i⟩⟨j|+ V̂ , (5)

t = ℏ2/(2ma2)

Hii = 4t+ V (xi, yi)

其中   , 第一个求和对所有格点进行,

第二个求和对所有相邻点对进行. 在格点表象中,

哈密顿矩阵的对角元为   , 如果

i j Hij = −t
V

1000 t

E(kx, ky) = 2t[1− cos(kxa)] + 2t[1− cos(kya)]

E = ℏ2k2/(2m)

k2 = k2x + k2y

格点  与格点  相邻, 则  , 其余矩阵元为 0.

对于边界点 ,    取一个很大的值 . 在这里取为

 . 将该哈密顿矩阵对角化即可得到对应的

本征能量和本征态 . 由于方格子的色散关系为

 , 只有

当能量或波矢较小时才能近似为   ,

其中   . 因此我们将主要考虑低能级情

况. 另一方面, 格点系统对原有二维谐振子系统的

偏离在一定程度上也促使了李萨如疤痕态的出现.

o

ωo

本文考虑的均为 2 自由度系统. 对于这类系

统, 如果轨道是稳定的, 考虑对轨道的变分, 那么

在轨道的横截方向, 当有一个小扰动时, 这个小扰

动会反复振荡. 考虑横截方向的一个整体模式   ,

假设其振荡频率为  , 那么这个模式在低能下 (小

扰动下)一般与谐振子的运动相似. 则对于量子化

的系统, 它会在能量上贡献 [32]
 

Eo = (m+ 1/2)ℏωo, (6)

m

m

E = Eo + Et Et

  为在横截方向的量子数, 并约定当波函数在横截

方向只有一个波包 (即基态)时, 对应的  为 0. 这

样总的能量为  , 其中  为沿该轨道运

动的能量. 而沿轨道运动的作用量为 

St =

∮
p · dq =

∮ √
2m(Et − V (qt))dqt. (7)

V qt

∂V /∂qt ̸= 0 ∞

对于软墙弹球 , 当轨道有两个端点 (折返

点 )时 , 假设在端点处   随   为线性关系 , 即

 或   , 由于线性势的边界条件与一维
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(b)

L0 ω′
xL0/(

√
2a) = 1 ω′

y = 2ω′
x

(xδ/L0, yδ/L0) = (−0.278,−0.226) δ(x− x0, y − y0)

VG = Ue−[(x−xG)
2+(y−yG)

2]/(2σ2) U = 1t σ/L0 = 0.2828 (xG/L0, yG/L0) = (−0.3441, 0.1226)

(xV/L0, yV/L0) = (0.3574,−0.0179) Vmin = 0.1053t

图  1      (a)二维谐振子势  ((2)式 ), 其中   是系统的特征尺度 ,    ,    . 为了破坏对称性 , 我们在

 处加了一个   函数势 ;  (b)在势场 (a)的基础上 , 加入了一个高斯势场

 , 其中   ,   ,   . 这样整个势场形成左右

两个谷, 一个峰, 其中右侧谷底的位置为   , 对应的势能为   . 两个势谷之间存在

两个鞍点, 如叉号所标示的位置, 对应的势能分别为 0.591t 和 0.976t

L0 ω′
xL0/(

√
2a) = 1

ω′
y = 2ω′

x δ(x− x0, y − y0) (xδ/L0, yδ/L0) = (−0.278,−0.226)

VG = Ue−[(x−xG)
2+(y−yG)

2]/(2σ2) U = 1t

σ/L0 = 0.2828 (xG/L0, yG/L0) = (−0.3441, 0.1226)

(xV/L0, yV/L0) = (0.3574,−0.0179) Vmin = 0.1053t

Fig. 1. (a) Two-dimensional harmonic potential (Eq. (2)), where      is the character scale of the system,    ,  and

 . To break the discrete symmetry, we added a    potential at   ; (b) On

the  potential  given  in  Fig.(a),  we  added  an  additional  Gaussian  potential    ,  where    ,

 , and   . Thus the potential field forms two valleys and one peak, and the posi-

tion of the bottom of the right valley is   , with corresponding potential   . There

are two saddle points between the two valleys, as marked by the crosses, with corresponding potential values 0.591t and 0.976t. 
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π/4

π

情况类似, 半经典处理会在波函数中给出  的相

位. 沿轨道运行一周, 抵近和远离每个端点, 总共

会贡献 4 倍, 即  的相位 [14]. 因此量子化条件为
 

St = (n+ 1/2)2πℏ. (8)

n

n+ 1

En = (n+ 1/2)ℏω

2π

我们约定  的意义为, 对于凝聚在周期轨道上的量

子态, 当沿轨道一周时粒子波函数有  个波长.

这样的约定当系统退化为谐振子势时与一维谐振

子的本征能量  的约定一致. 软墙

弹球和硬墙弹球具有很大的区别, 首先在折返点,

硬墙弹球每次折返贡献 π 的相位, 两个折返点共贡

献  的相位. 此外, 在轨道与硬墙边界碰撞发生反

射时, 由于在边界处波函数恒为 0, 每次反射会附

加一个 π 的相位. 而对于软墙弹球, 这种反射不贡

献额外的相位.

n St

Et Eo

Emn =

Eo(m) + Et(n)

St = (n+ 1)2πℏ

对于给定的疤痕态, 通过数疤痕态的波包, 可

以确定量子数  , 并由 (8)式确定  , 由 (7)式可以

反推出  .   由 (6)式给出. 这样, 可以得到由半

经 典 的 量 子 化 条 件 给 出 的 本 征 能 量  

 
[14,32]. 对于封闭的没有端点的周期

轨道, 则 (8)式应为   . 注意这里所

讨论的是疤痕态出现的必要条件, 即疤痕态的能量

n

n

需要近似满足在相应轨道上的量子化条件. 但是这

还不是充分条件, 尤其是对于经典混沌的系统, 疤

痕态只是其中一类态, 更多的是没有规律杂乱无章

的态. 即使满足量子化条件, 在所预言的能量值附

近, 并不一定能够找到对应的疤痕态. 因此, 相较

于在考虑沿周期轨道运动一周所产生的相位后, 由

半经典量子化给出相应的能量值并在该值附近寻

找疤痕态, 我们更倾向于反过来, 由能量值根据半

经典量子化公式得到相应的量子数  , 并与根据波

函数数出来的量子数  比较, 看是否符合.

ℏωo

u

如果轨道是不稳定的, 则量子化条件与前面类

似, 只是 (6)式中的  需更换为与轨道不稳定性

有关的一个参数  
[14,33].

对于约束在复杂的随机长程势场中的电子, 当

局域在某个或某几个相邻的势谷中时, 其所感受到

的势场将在定性上与我们所考虑的大扰动下的二

维谐振子系统类似, 因此可以预期我们的结果对于

理解这些系统中态密度的规律具有一定的帮助.

在 此 必 须 指 出 ,  上 述 半 经 典 公 式 是

Gutzwiller[4], Miller[32], Voros[33] 等在 20世纪七八

十年代提出来的, 在顾雁老师 [14] 的书里有详细的

阐述. 我们只是研究一个具体的软墙弹球的例子,
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图 2    图 1(b)势场的庞加莱截面, 即   时    对于此时的位置相对于右侧谷底的角度   ((a)—(c))和后面所处理的 6 类轨

道 (d).　(a)总能量   ; (b)   ; (c)  

p⊥ = 0 p//

θ (xV, yV)

E = 0.3t E = 0.45t E = 0.75t

Fig. 2. The Poincaré section of the motion of a particle moving in the potential field given by Fig. 1(b), e.g., when   ,    vs.

the  angle      of  this  point  with  respect  to  the  bottom of  the  right  valley      ((a) –(c)).  The  total  energy  of  the  particle  is

  (a),    (b), and    (c), respectively. (d) The six classes periodic orbits that will be discussed later. 
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确定其中疤痕态的量子化条件, 以期对目前广泛研

究的具有不规则杂质的二维电子系统的态密度谱

峰有所理解. 我们的工作也发现, 这些半经典公式

不是仅在短波长极限下成立, 而是对于一般的二维

体系, 只要波长不是太长时就能成立, 而且在一个

比较大的范围内都与量子计算结果一致. 

3   结　果
 

3.1    小扰动下二维谐振子系统

ωx = 1

ωy ωx ωy

对于小扰动的情况, 我们固定  , 考察了

不同的  . 对于不同的  和  的比例, 会得到不

同的李萨如疤痕态. 图 3展示了一些具有代表性的

结果.

x

m = 0

En,0 = ℏ[(n+ 1/2)ωx + (1/2)ωy]

Et(n) = En,0 − (1/2)ωy x

St =

∮
p · dq =

∮
px · dx = 2πEt/ωx

St = 2πℏ(n+ 1/2)

x

E Et

St n n

首先给出 bouncing ball 轨道的本征态的结

果, 来检验分析的准确性. 对于图 3(a)中那一类沿

 方向的  bouncing ball  态 , 它们也是原二维谐

振子系统的本征态 ((3)式), 对应着   的态 .

此时   , 其轨道方向

的能量为   . 而在   方向, 对

于 经 典 的 谐 振 子 , 能 量 和 作 用 量 的 关 系 为

 . 对于该轨道,

沿轨道方向的量子化条件为  . 这

样找出所有沿  方向 bouncing ball 轨道的本征态

出来, 从其本征能量  , 可以得到  , 并进而得到

 , 从而得到量子数   . 注意这样得到的   不一定

是整数.

n

n

n

n n

n n

另一方面, 可以通过数波函数的波包的个数把

沿轨道一周的波长的数目确定下来,   即为波长数

减 1. 通过对比这样两种方式确定的   , 可以判断

能否通过数波函数波包的方式来得到该波函数相

应的本征能量. 对于半经典公式的检验, 一般是反

过来, 先确定横截方向的频率值, 在给定量子数下

计算沿轨道的作用量, 再由作用量和能量的关系确

定能量, 与计算得到的本征能量做对比. 这里我们

的目的是给出疤痕态出现时所满足的必要条件, 即

半经典量子化条件, 并考察半经典处理对于这些态

的适用性问题, 由于疤痕态及其本征能量已经得

到, 我们可以通过上述方式得到相应的轨道方向的

量子数  , 和数出来的波长数减 1做对比. 由于整

数  对应满足量子化条件, 所以从对  的偏离就可

以很容易看出半经典描述对该组疤痕态的适用性.

对于复杂光滑势场中的疤痕态, 其横截方向量子数

一般为 0, 在能量变化范围不大的时候, 横截方向

量子数  和能量之间接近线性关系, 因此从  的差

异也可以推得能量的差异.

ωx ωy

E/t < 0.4

∇2

纵向的 bouncing ball 态可以做类似的分析,

只需把   和   互换即可. 图 4 做了这样的分析,

可以看出 , 不管对于横向还是纵向的  bouncing

ball 态, 当能量较小时, 比如  , 两种方式

得到的量子数符合得非常好. 能量较大时会有所偏

离, 而且能量越大偏离越多. 这是由于  算符的有
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图 3    图 1(a)势场下粒子的本征态. 图中所画为一些具有代表性的波函数的模方, 凝聚在李萨如轨道上.   和   方向的频率比为

(a)—(c) 1∶2, (d) 2∶3, (e) 3∶4, (f) 1∶3. 对所有情况 ,   ,   的范围为   , 谐振子势在   的边界上

的值为  

x y

ω′
xL0/

√
2a = 1 x [−

√
2,

√
2]L0 y = 0

1t

Fig. 3. The representative eigen-wavefunctions of the billiard Fig. 1(a). Shown are the the square of the modulus of wavefunctions

that are condensed on the Lissajous orbits.  The ratio of  the frequency in     and     directions are:  (a)–(c) 1∶2,  (d) 2∶3,  (e) 3∶4,

(f) 1∶3. For all case,   , the range of    is    and the value of the harmonic potential at the    bound-

ary is   . 
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E/t限差分近似导致的, 同时能量  在接近 1 时, 区

域边界的硬墙势也会带来一定的影响.

Eo = (m+ 1/2)ℏωo

m

m

ωo

(1/2)2πℏ
St = (n+ 1/2)2πℏ n

E = Et + Eo

St = (n+ 1)2πℏ n

对于图 3(b)—图 3(f)中的轨道, 虽然比较复

杂, 但仍然是一维轨道, 可以分为沿轨道方向和横

截方向来处理. 横截方向在小振幅扰动的情况下近

似为谐振子, 对能量的贡献为   ,

其中  与横截方向的波包数有关, 对于图中所示各

例 ,    均为  0. 注意对于这些复杂的轨道 , 与

bouncing ball轨道不同,   的值是不知道的, 但对

于能量相差不大的凝聚在同类型轨道上的态, 可以

假设这个值是近似相等的, 所以是出现在模型里的

一个待定系数, 这样可以通过联立不同的但凝聚在

同类型轨道上的态把它确定下来. 沿轨道方向, 在

图 3(b), 图 3(d)—图 3(f)中有两个端点, 而且在端

点处势场对轨道参数的依赖关系为线性, 因此在两

个端点处会有额外的  贡献, 半经典量子化

条件为     ,    为沿轨道一周的波长

数减 1. 相应态的总能量即为   . 对于

图 3(c)中的轨道, 由于是自身封闭的轨道, 没有端

点, 故     ,    为沿轨道一周的波长数

减 1. 对于沿轨道方向作用量的计算, 考虑受轻微

扰动的二维谐振子, 作用量对能量的依赖关系略微

复杂, 依赖于具体的轨道类型, 但仍然可以依据二

维谐振子的情况进行计算, 有 

St =

∮
p · dq =

∮
(px · dx+ py · dy).

x y

x y

由于谐振子  方向的运动与  方向的运动解耦, 上

述积分相对于对  及  方向两个独立的一维谐振子

St = nx2πEx/ωx + ny2πEy/ωx

nx ny x y

Ex Ey

x y Ex + Ey = Et

进行积分, 有   , 其中

 (  )为沿该轨道运行一周, 粒子在  (  )方向来

回振荡的次数,   (  )为粒子沿轨道运动的能量

在  (  )方向的分量,   .

nx = 1 ny = 2

ωy = 2ωx St = 2πEx/ωx + 2× 2πEy/ωy =

2πEx/ωx + 2πEy/ωx = 2πEt/ωx

St = (n+ 1/2)2πℏ (n+ 1/2)ℏωx = Et

x

x

Eo=ℏωo/2=0.026t

n

n n

∇2

对于图 3(b)中的轨道, 有   ,    , 同

时有  , 因此 

 . 由于该轨道有两

个 端 点 ,  其 沿 轨 道 方 向 的 量 子 化 条 件 为

 或   . 这意味着

如果把沿轨道的运动近似为一维谐振子 (一般来说

不是), 其平均频率与   方向谐振运动的频率居然

一样. 但是这一结果又可以理解, 因为从经典运动

来讲, 沿该轨道运动的周期和频率确实是和  方向

谐振运动的周期和频率是一致的. 图 5(a)展示了

对这一类李萨如态的分析结果. 通过拟合, 得到

 . 可以看到, 与图 4中 bouncing

ball轨道态的情况对比, 半经典量子化条件对于这

个轨道符合得非常好, 而且  越小符合得越好. 我

们找到的最低的能级对应的  为 6. 注意这里  大

时的偏离应该归因于对   算符的有限差分近似,

而不是半经典方法的问题. 这个例子展示了对于这

些复杂的轨道, 半经典处理在能量很小时也能得到

很好的结果.

St = (n+ 1)2πℏ n

nx = 1 ny = 2 ωy = 2ωx St =

图 5(b)展示了对另一类李萨如态的分析结果.

对应的这个轨道是一个封闭的轨道, 没有端点, 沿

轨道方向的量子化条件为  ,   为沿

轨道一周的波长数减 1. 这一轨道与图 5(a)类似,

有   ,    , 同时有   , 因此  
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图 4    小扰动下二维谐振子势中的 bouncing ball量子态的轨道方向量子数   对能量的依赖图. 叉号为根据波函数数出来的波长

数减 1, 圆圈为根据半经典公式得到的   　(a)横向 bouncing ball态; (b)纵向 bouncing ball态. 小图   为根据波函数数出来的结

果和根据本征能量计算出来的结果的差

n

∆n

Fig. 4. The quantum numbers    along the trajectory vs. energy for bouncing ball states in the harmonic potential with a small per-

turbation. Crosses are the numbers of wavelengthes counted from the wavefunctions minus one, circles are derived from the semi-

classical  formulas:  (a)  Horizontal  bouncing  ball  orbits;  (b)  vertical  bouncing  ball  orbits.  Insets  show the  difference      between

these two methods. 
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2πEt/ωx Eo = ℏωo/2 =

0.0275 t

n

1t

 . 对于该组数据的拟合, 得出 

 . 对于这组轨道, 除了个别偏差较大的态,

半经典分析给出的结果与从波函数中数出的量子

数  符合得很好, 并且由于该轨道在边界上没有折

返点 (端点), 受最外层硬墙边界的影响较小, 与其

他有端点的轨道相比, 当能量靠近边界能量 (  )

时仍符合得较好.

nx = 2

ny = 3 St = 2× 2πEt/ωx

ωt St = 2πEt/ωt ωt = ωx/2

x

nx = 2

图 5(c)和图 5(d)展示了另外两类有端点的李

萨如态的分析结果, 基本与图 5(a)相似. 略微有些

差异的地方是对于图 5(c) 中的轨道 ,    ,

 , 有  . 如果仍然把粒子沿周

期轨道的运动套用谐振子的公式并假设平均频率

为   , 则   , 有   . 这一结果与

经典粒子沿该轨道运动的情况一致, 不难看出, 当

粒子运动一周时, 在  方向往返了 2 次, 与前面的

 也一致. 

3.2    大扰动下复杂势场系统

St

对于具有较大扰动的谐振子, 3.1节中联系作

用量与能量之间的公式不能继续使用, 作用量只能

通过沿轨道的积分得到. 这时沿轨道的作用量  和

Et

E 0.35t

0.35t

θ/(2π)

0.6t

0.35t

沿轨道运动的能量   仍然具有一个确定的关系,

这个关系不能显式写出, 只能数值得到, 而且对于

不同类型的轨道会有较大的差别. 并且, 由于势函

数复杂的形式, 系统动力学对能量的依赖关系非常

敏感. 首先即使对于同种类型的轨道, 随着能量的

改变, 其轨道的形状也可能发生改变. 图 6展示了

在右侧势谷中的两组 bouncing ball 轨道. 当能量

较低时, 轨道接近直线, 而随着能量的增加, 其形

状在势场的约束下发生了弯折, 如图 6中的第一类

(C1)轨道. 其次, 有些轨道可能形状变化不大, 但

是随着能量的改变, 可能会出现从稳定到不稳定或

者从不稳定到稳定的转变, 比如图 6 中的第二类

(C2)轨道. 这组轨道在能量  小于  时稳定, 在

庞加莱截面图上对应着明显的 KAM岛, 超过 

后该 KAM岛分裂成上下两个小岛 , 如图 2(b)

中   大约在 0.3和 0.8处的 KAM岛所示, 而

中心点为上下两个小 KAM岛的交点, 是一个不稳

定点. 而在能量超过  以后, 该轨道又成为稳定

的, 对应着庞加莱截面上新出现的一个 KAM岛,

如图 2(c)中最右侧的KAM岛所示. 而第一类 (C1)

轨道在   时也失稳, 所对应的 KAM岛分成了
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图 5    小扰动二维谐振子势场中 4类李萨如态的量子化条件. 叉号为根据波函数数出来的波长数减 1, 圆圈为根据半经典公式得

到的   . 图中小图为根据波函数数出来的结果和根据本征能量计算出来的结果的差

∆n

Fig. 5. The quantization condition for the four types of scars for the harmonic potential with a small perturbation. Crosses are the

numbers of wavelengthes counted from the wavefunctions minus one, circles are the quantum numbers derived from the semiclassical

formulas. Insets show the difference    between these two methods. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    080506

080506-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


0.6t

0.7t

0.95t

0.591t

左右两个小岛, 类似倍周期分叉, 但之后又成为稳

定轨道, 一直到  附近重新失稳. 还有其他一些

轨道, 在低能时没有, 只在能量比较高时才出现,

如后面的第三类 (C3)轨道, 就是由 C2分化而来

的, 其所对应的不稳定轨道即为 C4. C3和 C4随

着能量的增加一起演化, 逐渐偏离原来的 C2轨道.

当能量为  时, 一个新的与原来 C2对应的稳定

轨道出现, 虽然所对应的 KAM岛比较小, 但后续

一直存在. 而 C4这一组不稳定轨道, 只有当能量

非常高时, 比如  , 才又变为稳定轨道了. 还有

一些轨道, 比如连接左右两个势谷的轨道, 只有当

能量高过他们之间的鞍点时 (  )才会出现, 如

后面处理的 C5和 C6两组轨道. C5对应有一个小

的 KAM岛. C6轨道非常敏感, 只有少量参数值的

时候轨道才稳定, 有一个很小的 KAM岛 (在图中

已经看不出来). 这些分析是通过考察确定这些轨

道在庞加莱截面的位置以及庞加莱截面的结构随

能量的变化而得出的. 对这些经典轨道有所了解之

后, 我们就可以考察量子态在这些轨道上的凝聚及

其量子化条件.

对于这些轨道, 由于经典的能量和作用量没有

确定的函数关系, 只能通过数值积分计算. 另一方

面, 由于很多轨道在给定的能量值时由于 KAM岛

太小或本身不稳定就没有 KAM岛, 并不容易得

Et

E

S

S E

S E

S = fC(E) C
C

En,m n,m

En,m=Et(n)+Eo(m)

+Vmin Eo(m) = (m+ 1/2)ℏωo ωo

Vmin = 0.1053 t

Et =En,m − Eo(m)− Vmin

St = fC(Et)

St = (n+ 1/2)2πℏ n

到, 这使得对于所有给定的疤痕态都根据其   来

直接寻找经典轨道并积分求得作用量变得异常困

难. 在此, 我们采取一个迂回的方法. 首先, 根据量

子系统的疤痕态所凝聚的轨道以及庞加莱截面上

KAM岛的信息, 在不同能量  下分别找到相应的

轨道并计算其作用量  , 对于每一类轨道, 我们在

所涉及到的区间得到 10 个左右的数据点. 对于谐

振子  正比于  , 这里由于势场的不规则性以及轨

道形状的变化,   对  的依赖关系接近线性, 会有

一点偏离. 利用这些数据点做二次多项式拟合, 得

到拟合函数   , 下标   表示这个函数是依

赖于轨道的. 这样, 对于凝聚在某一类轨道  上的

疤痕态及其本征能量   , 其中   分别为轨道

方向和横截方向的量子数, 有 

 , 其中    ,   为经典轨道

横截模式的振荡频率,    为该势场的

最低值. 这样    , 其经典作

用量可以通过     来得到. 由经典作用量,

可以通过     得到相应的量子数   ,

然后与从波函数图形上数出来的波长数减 1 相比,

来检验半经典量子化条件的适用性.

ωo

ωo

ωo

Eo

对于上一节中小扰动下的二维谐振子, 同一类

轨道对应的这个频率近似为常数, 与能量无关. 这

里将看到, 虽然对于复杂势场下同一类经典轨道可

能存在重要差异, 但是其  仍然近似保持恒定, 对

能量依赖关系较小, 因此仍然能够近似成一个常

数, 作为待定参数来处理. 由于横截方向的运动可

以近似为简谐振子,    与横截方向波函数的宽度

的平方具有反比关系, 从我们所考察的能量区间不

同波函数横截方向宽度基本一致也可以佐证  近

似为一常数. 而   可以通过调整其值使得两者符

合得最好来得到.

m = 0

m = 1 ℏωo

En,1 En,0

ωo

ωo 10%
ωo

首先考察 C1和 C2这两类 bouncing ball轨

道. 这两类轨道是能量较低时最稳定的轨道, 具有

最大的 KAM岛. 因此, 它们所对应的疤痕态非常

规律 , 并且除了常见的   的态 , 还有很好的

 的态, 这样  除了可以作为拟合参数得到,

还能通过两组本征能量  和  相减直接得到.

图 7内的小图展示了这个结果. 我们发现, 对于

C1和 C2两类轨道, 两种方法得到的  值一致, 并

且在整个能量范围,   的变化幅度不超过  , 而

且这部分能量本身就小, 因此   可以作为常数来

处理.

图 7展示了 C1和 C2这两类  bouncing ball
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p// = 0 θ/(2π) ≈

图  6    大扰动二维谐振子势场中的两类 bouncing ball 轨

道以及它们在零能量面上的投影. 纵轴对应的是每个轨道

的能量值 . 为了便于辨认 , 势函数及其等势线也一起画在

了 图 上 . 第 一 组 (C1)轨 道 对 应 着 图 2中 在   ,

 和   处两个最显著的 KAM岛的中心轨道 ,

第二组 (C2)轨道对应着图 2(a)中在   ,   

0.33和 0.86 处两个 KAM岛的中心轨道

p// = 0 θ/(2π) ≈ 0.1 0.6

p// = 0 θ/(2π) ≈ 0.33 0.86

Fig. 6. Two  types  of  bouncing  ball  orbits  in  the  potential

shown in Fig. 1(b) and their projections on the zero energy

surface.  The  potential  function  and  its  equipotential  lines

are  also  plotted.  The  first  class  of  orbits  (C1)  corresponds

to the  center  point  of  the  two  most  significant  KAM   is-

lands  for    ,      and      in  Fig.  2,  and

(C2)  corresponds  to  the  center  points  of  the  KAM islands

for   ,    and    in Fig. 2(a).
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ωo

ωo

轨道半经典估计的沿轨道方向的量子数和从波函

数直接数出来的量子数. 对于 C1轨道两者符合得

较好, 对于 C2轨道, 在能量低时符合得较好, 在能

量高时有系统性的偏差. 这可能是由于对   的估

计的问题, 因为这里我们用了统一的  值, 但是实

际上低能轨道和高能轨道的差异还是很大的.

Eo

ωo

0.95 t

图 8展示了其他轨道的情况 . 对于 C3, C4,

C6轨道, 半经典方法得到的量子数与从波函数中

数出来的量子数符合得比较好, 而 C5轨道两者符

合得要差一些, 这与 C5轨道对应的量子疤痕态比

较模糊不易分辨有关. 这里注意, C4在多数能量值

下为不稳定轨道, 所以这里   并不对应着横截模

式的振荡频率   , 而是与轨道稳定性有关的一个

参数 [14,33]. 此外, 当能量大于  时, 该轨道已经

稳定, 但是对应的 KAM岛很小. 此时疤痕态仍然

满足相同的半经典公式, 并没有因为经典轨道稳定

性发生变化而出现显著差别.

这些结果显示, 在这种复杂的势场下, 半经典

量子化仍然能够对疤痕态对应的能级给出比较好

的描述, 并且在低能下也符合得很好. 这是由于,

虽然势场本身及其经典动力学很复杂, 但是在势谷

附近, 系统仍然具有两个较好的轨道方向, 使得系

统沿每组轨道的运动近似为稳定的简谐运动, 在庞

加莱截面上表现为四个较大的 KAM岛 (每个稳定

bouncing ball 轨道有两个 KAM岛), 因此量子化

ωt ωo ωo ωt

ωo ωoL0/(
√
2a)

St = 2πEt/ωt

ωtL0/(
√
2a)

ωo

ωo

n

条件能够比较好地适用. 对于我们的情况, 轨道

C1和轨道 C2在低能时基本互相垂直, 因此 C1的

 应为 C2的  , C1的  应为 C2的  . 图 7 展示

 , 在低能时   分别接近 2.03 和 1.72,

而 由 图 中 数 据 按   估 计 得 到 的

 在低能时分别为 1.69 和 2.00, 与上述

分析一致. 当能量较高系统动力学较复杂时, 对应

的 KAM岛变小或消失, 部分轨道从稳定变到不稳

定, 或者出现新的稳定轨道, 这时虽然每个轨道比

较复杂, 但在一个比较小的能量区间, 轨道性质变

化不大, 量子化条件对于这组轨道所对应的疤痕态

仍能给出较好的描述. 但如图 7(b)所示, 如果轨道

已经存在一定的差异, 比如 KAM岛的显著变化

(低能时 KAM岛很大, 高能时很小), 那么  应该

分段取值. 可以预期, 对于图 7(b)中能量较高的

态, 重新标度   将能够使得半经典得到的量子数

整体上移, 与从波函数数出来的  符合得更好.

n E

关于疤痕态重复出现的规律, 鉴于低能时在势

谷中沿轨道方向的运动近似为谐振子运动, 这些疤

痕态重复出现的规律与一维谐振子类似, 在能量上

等间距出现, 或  与  是线性关系. 在数值上, 这一

规律对于我们所处理的小扰动下二维谐振子的各

组轨道 (图 4和图 5)以及复杂势场中的各组轨道

(图 7和图 8)均成立. 当然这一特征的根源是作用

量与能量之间近似线性的关系. 此外, 并不需要作
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n En,1 − En,0 ωo

ωo ωoL0/(
√
2a) Eo = ℏωo/2 0.0141t 0.0121t

图  7    沿轨道方向量子数   与能量的依赖关系 . 叉号为根据波函数数出来的波长数减 1, 圆圈为根据半经典公式得到的   　

(a)第一类 bouncing ball 轨道 (C1); (b)第二类 bouncing ball 轨道 (C2). 每个图中横截量子数   为上面那组点,   的为下

面那组点 . 对于 C2轨道 , 只有能量较低的时候有   的量子态 , 能量较高时在计算中没有发现   的态 . 图中小图展示了

一些标准的疤痕态及其对应的经典轨道, 两种   的差值 (蓝色实心圆, 左侧坐标)以及由   计算出的   值 (黑色空心圆,

右侧坐标), 其中横虚线为拟合得到的   值 (  ), 对应的   分别为   和  

n

m = 0

m = 1 m = 1 ∆n

ωo En,1 − En,0

ωo Eo = ℏωo/2 0.0141t

0.0121t

Fig. 7. The quantum numbers     along the trajectory vs. energy for bouncing ball states in the modified harmonic potential shown

in Fig. 1(b) for C1 orbits (a) and C2 orbits (b). Crosses are the numbers of wavelengthes counted from the wavefunctions minus

one, circles are derived from the semiclassical formulas. In each panel, the upper set of points are for    , and the lower set of

points are for   . For C2 orbits, only when energy is small there are    states. Insets show the difference   (solid circles,

left coordinates) between these two methods, and    obtained from    (empty circles, right coordinates), where the hori-

zontal  dashed  line  is  the      obtained  from  fitting  to  the  data,  and  the  corresponding  energies      are      and

  for C1 and C2 orbits, respectively. 
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∆S/ℏ = 2π
∆S = h

n E

用量对能量有全局的线性关系, 由于疤痕态重复出

现的规律只与作用量的改变量有关, 即 

或  , 因此只要在一个能量区间在某一类周

期轨道上的作用量线性依赖于能量, 那么在这个能

量区间, 这一轨道上的疤痕态就会在能量上等间距

出现. 注意由于作用量对能量的函数关系取决于轨

道 (势场沿该轨道的 profile), 对于不同类型的轨

道哪怕在相同的能量区间, 函数关系也可能不同.

所以在一类轨道上的疤痕态在能量上等间距出现

并不会意味着其他轨道也是如此. 但是对于一般的

复杂势场的低能情况, 当粒子局限在某个势谷中

时, 由于沿轨道方向的运动近似为谐振子运动, 一

般会有  与  的线性关系.

随机杂质系统. 当系统足够随机, 大部分态只

提供杂乱的背景, 那么这组凝聚在经典轨道上的比

较强的局域态将具有一定的主导性, 在态密度的谱

中能够体现出来. 在分析其重复出现的规律时, 由

√
E于是非相对论量子系统, 一般会假定按照  的方

式, 我们此次的结果表明, 在复杂势场下对于疤痕

态重复出现的规律, 要根据其经典轨道做相应的分

析, 找出作用量对能量的依赖关系, 才能判断疤痕

态按照 E 出现的方式. 

4   结　论

半经典量子化公式具有广泛的应用, 被人们用

来分析量子系统中各种与经典轨道有关的物理量,

特别是在解释量子疤痕态及其出现的量子化条件

时起到了重要的作用. 我们研究了软墙量子弹球以

及复杂势场下的量子弹球, 考察其中疤痕态出现的

量子化条件及其重复出现的规律, 发现半经典方法

在处理复杂势场下的量子弹球时对疤痕态出现的

量子化条件能够给出较好的预测, 而且对于同一类

轨道, 甚至当轨道的稳定性发生改变时, 半经典预
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图 8    沿轨道方向量子数   与能量的依赖关系. 叉号为根据波函数数出来的波长数减 1, 圆圈为根据半经典公式得到的   . 这里

所有态的横截量子数   均为   . (a)—(d)分别对应第三类 (C3)、第四类 (C4)、第五类 (C5)、第六类 (C6)轨道, 对应的   分别为

0.0220  , 0.0013  , 0.0280  , 和 0.0193  . 图中小图展示了一些标准的疤痕态及其对应的经典轨道 , 以及两种   的差值 . C3只在能

量为   时 C2 失稳后才出现. C4为 C2 的另外一支不稳定轨道, 只在能量超过   后才稳定. C5和 C6 是连接两个势谷的轨

道, 只在较高能级时出现

n m = 0

Eo = 0.0220 t 0.0013 t 0.0280 t 0.0193 t

∆n E > 0.35t

E > 0.95t

Fig. 8. The  quantum numbers      along  the  trajectory  vs  energy.      for  all  cases.  Crosses  are  the  numbers  of  wavelengthes

counted from the wavefunctions minus one, circles are derived from the semiclassical formulas. (a)–(d) correspond to C3-C6 orbits,

with   ,   ,    and   , respectively. Insets show some typical scarring states and the corresponding

classical orbits, and the difference     between these two methods. Note that C3 orbits only appear for     when C2 be-

comes unstable. C4 is the other unstable branch of C2, and becomes stable only for    .  C5 and C6 are orbits connecting

the two potential valleys, only appear when higher energy is high enough. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    080506

080506-11

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


测仍能与数据符合得较好. 此外, 一般认为半经典

量子化公式对于较高能级适用得较好, 对于低能级

符合得较差. 但是由于半经典量子化公式能够精确

描述谐振子, 而我们在大扰动光滑势场中的系统虽

然整体动力学结构非常复杂, 但在低能下当粒子主

要约束在一个势谷中时, 经典庞加莱截面上有非常

大的 KAM岛, 粒子在 KAM岛中心点所对应的轨

道上运动时近似为一维简谐振动, 因此半经典公式

能够较好地描述相应疤痕态的量子化条件. 当能量

较高，经典动力学更加复杂, 甚至经典粒子能够在

两个势谷中穿梭时, 我们的结果显示半经典公式仍

然能够较好地给出疤痕态的量子化条件.

√
E − E0

关于疤痕态重复出现的规律, 在低能时, 由于

粒子沿轨道运动类似一维谐振子, 疤痕态按照在能

量 E 轴上等间距的方式出现, 并且对于我们所处

理的系统, 在较高能级甚至轨道不稳定时仍是如

此. 对比之前非相对论性硬墙量子弹球系统疤痕态

按照   等间距出现的结论, 我们的结果是

一个有益的补充, 使得人们在处理软墙系统时必须

重新审视这些规律. 虽然我们期待这个结果对于无

规的较复杂的势场中的量子系统也适用, 但是必须

指出, 最终疤痕态在能量轴上重复出现的规律取决

于作用量与能量的关系. 因为疤痕态在作用量轴上

等间距重复出现, 因此对于一些特殊情况, 必须要

分析在所研究的轨道上作用量与能量之间的关系.

在我们的系统中, 对于大多数轨道, 作用量均近似

线性依赖于能量, 导致疤痕态在能量轴上等间距出

现的结果.

由于疤痕态对应着较强的局域化的态, 尤其是

稳定轨道上的局域态在开放系统中仍能存在 [34],

成为影响系统态密度及输运性质的重要因素 [35],

这些疤痕态重复出现的规律也会反映在态密度谱

峰和输运特性上. 我们期待这些结果对于理解普遍

存在的无规长程杂质下的二维电子的态密度及输

运性质能够提供一定的帮助, 一方面可以解释实验

观察到的现象, 另一方面也可以反推出势谷的信

息, 有助于理解杂质的特性.

感谢北京大学汪知昌博士、江颖教授分享的未发表实

验数据及讨论, 引起了我们对这一理论问题的研究.
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Quantization condition of scarring states in complex
soft-wall quantum billiards*
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(School of Physical Science and Technology, Lanzhou University, Lanzhou 730000, China)

( Received 11 March 2020; revised manuscript received 3 April 2020 )

Abstract

Quantum scar is an intriguing phenomenon in quantum or wave dynamics that the wavefunction takes an

exceptionally large value around an unstable periodic orbit. It has attracted much attention and advances the

understanding of the semiclassical quantization. Most of previous researches involving quantum scars focus on

hard-wall  quantum  billiards.  Here  we  investigate  the  quantum  billiard  with  a  smooth  confinement  potential

which  possesses  complex  classical  dynamics.  We  demonstrate  that  the  semiclassical  quantization  approach

works well for both the stable and unstable classical periodic orbit, besides the fact that the shape of the orbits

varies as the energy increases or even the stability switches. The recurrence rule of the quantum scars in this

complex  solf-wall  billiard  differs  from  that  of  the  hard-wall  nonrelativistic  quantum  billiard,  such  as  being

equally spaced in energy instead of being equally spaced in the square root of energy. These results implement

the previous knowledge and may be used for understanding the measurements of density of states and transport

properties in two-dimensional electron systems with random long-range impurities.

Keywords: quantum  scar,  soft-wall  quantum  billiard,  complex  smooth  potential  quantum  billiard,

quantization rule
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专题：统计物理和复杂系统

自驱动杆状粒子在半柔性弹性环中的集体行为*

仲颖    施夏清†

(苏州大学物理科学与技术学院, 软凝聚态物理及交叉研究中心, 苏州　215006)

(2020 年 4 月 16日收到; 2020 年 4 月 18日收到修改稿)

在生物体系的活性系统中 , 杆状粒子在弹性半柔性边界中的受限行为极为常见 . 本文研究了二维情况

下, 自驱动杆状粒子受限在半柔性弹性环中的集体行为. 改变系统的粒子数及噪声强度, 系统显示明显的自

驱吸附有序态、无序态及中间的过渡态. 通过表征弹性环内部粒子的径向极性大小和空间分布的非球度性对

这些状态进行了刻画. 进一步对弹性环中心附近粒子密度的分析, 发现环中心气态粒子分布存在一个与边界

高密度区域共存的饱和平台, 出现类似吸附转变的粒子分布. 在过渡区间, 体系内存在较大的涨落会导致弹

性环出现异常形变. 非对称的粒子分布对弹性环整体的迁移具有重要贡献, 系统在过渡区间能获得相对较强

的定向迁移.

关键词：活性物质, 自驱动杆状粒子, 吸附相分离, 饱和密度
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1   引　言

活性物质通过消耗自身携带的或从环境中吸

收的能量来实现各种力学运动, 是一类典型的具有

多级结构的非平衡体系, 展现出丰富的集体动力学

行为. 不同于平衡态, 活性物质常常具有很强的密

度与取向序的耦合, 产生极为复杂的时空演化行

为 [1−8]. 在一些大尺度的模型和理论研究中, 活性

物质在取向上的对称性破缺, 会导致系统在空间上

的密度不均匀分布, 比如自驱动粒子在周期性边界

中会自发形成一些大的相分离结构 [9−12]. 除此之

外, 活性物质也会自发演化出特异性的形态, 比如

在细胞骨架纤维的实验中, 可以看到肌动蛋白丝和

微管, 会形成一些涡旋、波形的图案分布 [13]. 这其

中粒子的形状会对系统的集体行为产生较大影响,

从最简单的球形 [9,14,15], 到哑铃型双球 [16,17]、蠕虫形

粒子 [18] 以及杆状粒子 [11,12,19−21].

生命系统中常常存在非常明显的空间受限条

件. 迁移的细胞个体内部就有复杂而有序的物质结

构. 细胞膜下覆盖的肌动蛋白微丝与分子马达的动

态结构对于细胞迁移具有至关重要的作用. 比如在

肌动蛋白贡献细胞迁移 [22,23] 的过程中, 具有活性

物质特性的蛋白纤维在细胞膜附近生长并对其施

加压力 [24−26], 所有过程都是在细胞膜内进行的. 所

以在活性物质, 尤其是相关生命系统中, 边界束缚

条件或者界面作用是个值得理论研究注意的问题.

自驱动粒子和界面的相互作用会对内部自驱

动粒子的集体运动行为产生很大影响 [27]. 在类似

于通道的开放的受限系统中, 自驱动粒子会在边界

附近形成大量集聚, 并根据通道的具体特性形成一

些对应分布 [17,28,29]. 在封闭系统内部, 自驱动粒子

同样会在界面位置形成非常稳定的堆积分布 [30,31].

目前, 对更有趣的软受限条件研究得比较少. 已有

的一些研究发现, 在该条件下系统大尺度的粒子涨

落会诱发柔性边界的明显形变, 反过来又会影响粒

子的均匀分布 [32−34].
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本文研究了大量自驱动杆状粒子在柔性边界

中的动力学行为. 简单的球形自驱动粒子模型, 往

往不能很好地体现活性物质中个体的形状各向异

性. 杆状粒子在非平衡受限时会有丰富的堆积行

为 [35]. 我们的模型使用了弹性杆体系, 不仅可以实

现柔性边界的弹性伸缩, 还可以在保证杆特性的前

提下, 对杆的算法进行优化. 我们用弹性杆链接而

成的柔性环作为约束边界, 统计了大数目自驱动杆

状粒子受限在该柔性环中的分布情况和整体运动.

在该柔性环提供的弹性约束下, 其内部的自驱动杆

状粒子同样也倾向于在环边界上聚集分布, 但在中

心位置会保持一个相对稳定的气态密度分布. 大部

分情况下这些自驱动杆状粒子都具有明显的对称

性分布, 但在有序无序转变区域, 粒子大尺度的涨

落与膜的大尺度形变两者相互影响, 会形成各向异

性的粒子分布, 同时伴随较强的整体定向迁移. 可

以看到, 这部分系统整体的运动以及形变, 一定条

件下发生明显极化, 并伴随较大尺度的迁移, 与一

些细胞迁移运动行为类似, 因而该系统的研究对调

控这类集体运动状态行为有一定的参考作用. 

2   模拟模型和方法

Nr Lr

Nl

Ll

模拟一个二维平面下的系统, 如图 1(a)所示,

该系统由两部分组成: 其一是  个原长为  的自

驱动杆状粒子; 另一部分是一条柔性环, 由  个原

长为  的杆首尾链接而成, 柔性环将所有自驱动杆

状粒子约束在其内部.

  
,

(b)

,

(a)

图  1      (a)系统组成的示意图 , 颜色代表杆身的取向 ;

(b)杆间碰撞受力示意图

Fig. 1. (a)  The  schematic  diagram of  this  system,  and  the

rods are colored according to their angle with respect to the

radial direction; (b) the interaction between rods.
 

r0 r0 = 1

在该模型中的自驱动杆和环的结构单元都是

采用相同构造的杆, 这种杆沿其径向两端是直径等

宽的半圆形结构, 同时所有的杆都具有固定的杆宽

 (  ), 如图 1(b)所示. 这样设定的杆可以比

较方便地计算杆间最短距离, 进而方便判断近邻杆

间的碰撞及计算相互作用.

所有的这些杆状粒子, 杆身受力不能弯曲. 但

沿杆身方向是弹性的, 且只能沿径向弹性伸缩. 如

果使用固定杆长的硬杆链接而成的环, 其中近邻的

杆在受到碰撞时, 需要很高精度的迭代保证最近邻

杆间的运动刚性. 而杆身弹性的设定可以有效简化

这方面的计算, 通过杆自身的弹性约束保持环中杆

间的连续. 此外我们选取较大的杆身弹性系数 k,

对于内部的自驱动杆状粒子, 可以视为是固定杆长

的硬杆.

θ

ri θi

li

r+i = ri +
li
2
θi r−i = ri −

li
2
θi

+

i+ 1

r+i ≡ r−i+1

为方便表述, 约定所有杆两端的圆心位置分别

为该杆的正负两端 (正负端形状完全对称), 杆的

取向   则定义为由其负端到正端的指向. 每根杆

的位置信息可由其质心位置   , 取向   和实际的

杆长   确定. 相应的杆的正负两端的位置分别为

 和  . 特别地, 对于环中

的相邻杆, 规定两者相连处的异号端点位置是始终

重合的, 即环上杆 i 的“  ”端端点位置, 与它顺时

针方向的相邻杆   的“－”端端点位置重合, 满

足  的关系 [36].

杆之间的相互作用是截断的简谐弹簧势 

ϕ(r) =

{
ϕ0(1− r/r0)

2
, r ⩽ r0,

0, r > r0,
(1)

r0

ϕ0 r = r0

其中 r 是两杆之间的最短距离,    为固定的杆宽,

 为势能的强度大小. 通过在   处的截断, 体

系为纯弹簧排斥势. 在体积排斥效应下, 发生碰撞

的杆状粒子有平行排列倾向.

体系中所有的杆侧面都是光滑的, 即碰撞时不

考虑杆之间的滑动摩擦. 在这种杆的模型中, 碰撞

时杆所受的排斥力垂直于杆身或作用在端点位置,

如图 1(b)所示. 杆间的碰撞所受的相互作用可以

等效到端点位置处. 实际碰撞位置的排斥受力和

端点上的等效受力, 其合力和力矩存在如下的等量

关系: 

Fi,j = F
+
i,j + F

−
i,j ,

(λ−λ0)lθ×Fi,j=(1−λ0)lθ×F+
i,j+λ0(−lθ)×F

−
i,j ,

(2)

Fi,j

F+
i,j F−

i,j

λ λ0

其中  是碰撞时 i 杆身上所受的与 j 杆相互作用

的排斥力,   和  分别对应杆正负两端位置的

等效受力,    和   分别是碰撞受力位置和杆质心,

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    080507

080507-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


θ λ

λ0 = 0.5

沿杆取向  在杆身上的相对位置,   在负端取 0正

端取 1, 杆质心的相对位置为  . 方程 (2)联

立可解得碰撞时杆正负两端的等效受力分别为: 

F+
i,j = λFi.j ,

F−
i,j = (1− λ)Fi,j , (3)

直接作用在端点处的碰撞受力同样符合上面的

结果.

θ sθ

环内的自驱动粒子除了杆间的碰撞排斥作用

外, 沿着其取向  还受恒定大小的自驱动力  持续

牵引, 从而具有自我推进的能力.

F+
ei = −1

2
k(li − Lχ)θi F−

ei =
1

2
k(li − Lχ)θi

Lχ

另外由于杆身是弹性的, 杆正负两端所受弹性力

分别为  和  ,

其中 k 为弹性系数,    为内部自驱动杆或柔性环

中杆对应的原长. 杆正负端点位置的运动可以通过

布朗动力学方程来表述: 

ṙ±i = µ

(
Fpθi + F

±
ei +

∑
j∈Ω

F±
i,j

)
+ ξi(t), (4)

µ

j ∈ Ω ξi(t)

η

其中   是迁移率 , 这里使用各向同性的迁移率 .

 是与当前杆发生碰撞的近邻杆.   是高斯

白噪声, 定义噪声强度为   . 杆两端位置上的高斯

白噪声可以给杆提供一个有效的角度上的扰动.

对于柔性环上的杆, 由于不存在自驱动力其动

力学方程为 

ṙ±i = µ

(
F±
ei +

∑
j∈Ω′

F±
i,j

)
. (5)

j ∈ Ω′

∆r+i i+ 1

∆r−i+1 ∆r+i ≡ ∆r−i+1 =

(ṙ+i + ṙ−i+1)∆t

这里也忽略了噪声的作用. 特别地, 柔性环上的相

邻两杆之间不存在空间排斥作用, 即  是除去

环上相邻两杆后与当前杆发生碰撞的近邻杆. 由于

柔性环上相邻两杆端点重合, 环上杆 i 正端端点的

实际位移   , 与它顺时针方向的相邻杆   的

负端端点实际位移   相同, 即  

 .

Lr = 2

Nl = 200 Ll = 1

Lx = Ly = 200

dt = 0.0005τ

τ = 1

Nr

在本文模拟中, 将原长  自驱动杆受限于

半柔性环内. 半柔性环由   , 原长为  

的杆首尾链接而成. 将系统整体放在足够大的二维

周期性边界内 (  ). 选取足够小的时

间步长   , 保证数值稳定性及必要的精

度, 其中  是模拟的单位时间量程. 根据动力学

方程 (4)式和 (5)式对粒子的位置进行更新. 经过

足够长时间演化后, 可对系统所处的稳定分布进行

分析. 本文主要研究系统在自驱动杆的粒子数  

η和噪声强度  构成的二维参数空间中的统计动力学

行为. 

3   模拟结果和讨论

封闭空间中的自驱动粒子倾向于在边界附近

聚集 [30−34]. 不同于球状粒子, 本文模型由杆状粒子

组成. 由图 2中的快照可以看出, 这样的自驱动杆

在柔性环附近形成比较规则的极化液晶态排列. 由

于杆粒子间向列型的相互作用, 整个柔性环内的自

驱动杆状粒子基本是中心对称分布的, 此时用系统

平均取向模的大小表示整体的极性程度, 柔性环内

反向粒子的取向相互抵消, 系统的极性序接近于

零. 但从快照上可以看出, 内部自驱动杆状粒子无

序分布和有序聚集在环边界上是两种不同的分布,

而这两种分布的极性序都接近零无法很好地区

分开.

为分析柔性环内自驱动杆状粒子角度上的分

布, 定义一个径向极性序参量 

SP = ⟨θi ·φi⟩ , (6)

θi φi其中  是杆 i 的取向,   是杆 i 到环心位置相对位

移的方向. 该极性序是粒子取向与其相对位移方向

 

(b)

(c)

(a)

Nr

η

图  2    三种典型分布的快照 , 自驱动杆粒子数   均为

1500, 噪声大小   分别为 0.10,  0.20和 0.50, 依次对应　

(a)自驱吸附有序态、(b)过渡态和 (c)无序态. 粒子颜色代

表取向, 同图 1

Nr = 1500

η = 0.10

η = 0.20

η = 0.50

Fig. 2. The  snapshots  of  three  regions  with  fixed  particle

number      for different  noise  levels,  and,   respect-

ively,  with  (a)    ,  self-propelled  particle  absorbed

ordered  region,  (b)      transient  region,  and  (c)

  disordered phase.  The color represents the radial

direction as Fig.1. 
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SP

SP

SP

SP

两者夹角余弦值的平均, 反应了内部自驱动杆状粒

子在沿环质心向外方向上的取向有序程度. 极性序

 趋近 0时, 内部自驱动杆的取向是各向均匀的;

而当极性序   趋近 1时, 这些粒子基本都是背离

环质心指向环外. 对于单个粒子, 其夹角的余弦值

可以为负, 但由于柔性环边界会聚集内部的自驱动

粒子, 系统整体平均后的极性序  基本都是正的,

且极性序  的值越大, 表明在该参数点下, 内部自

驱动粒子在柔性环边界的聚集程度越高. 

3.1    极性序相图

Nr

η SP

SP SP

SP

Nr

η

Nr

η

本文主要研究体系的密度和噪声对系统形态

的影响. 系统改变自驱动杆的粒子数   和杆端的

噪声强度  , 测量各参数空间点的径向极性序  的

值, 可以得到如图 3(a)所示的相图. 明显地, 根据

极性序   值的大小, 相图中从最左边极性序   接

近 1的有序相区域, 逐渐过渡到右侧极性序   接

近 0的无序区. 有序区主要集中在粒子数  较大,

噪声强度   较低的区域, 对应的快照如图 2(a)所

示. 大部分的自驱动杆状粒子都指向环外方向, 集

中排列在柔性环上, 且可以构成完整的层状分布.

同时剩余的粒子在中心区域形成角度和位置都比

较均匀地分布. 无序区域则主要分布在粒子数  

较小或噪声强度  较大的区域, 如图 2(c)所示, 其

内部自驱动粒子的取向是无序的, 均匀分布在环

内. 过渡区间主要分布在这两相之间的区域, 如图 2(b)

所示, 外层的自驱动杆无法形成完整的层状稳定排

布, 而分别集中成反向的两个集团或异向的多个集

团. 外侧的柔性环也因此有明显的变形, 中心区域

同样存在一定密度的比较均匀的无序气态分布. 

3.2    粒子分布特性

∆

由三个相区不同的粒子分布可知, 内部自驱动

粒子除了角度分布上具有向外的极性取向, 粒子本

身的空间位置分布也存在各向异性的情况. 为分析

粒子位置分布的不均匀性, 根据所有自驱动杆的位

置信息定义体系分布非球度  .

首先由所有杆的质心位置计算惯量张量Q, 其

元素分别是 

Qmn =
1

N

N∑
i=1

R(i)
m R(i)

n , (7)

R
(i)
m R(i)其中  是第 i 个粒子的相对位矢  在笛卡尔坐

R(i)

∑N

i=1
R(i) = 0 ε1 ε2

∆

标系第 m 维方向上的分量. 特别地, 相对位矢 

以粒子的平均质心位置为原点 , 故满足条件

 . 该惯性张量有两个本征值  和  ,

非球度  可以通过这两个本征值定义 [33]:
 

∆ =

⟨
(ε1 − ε2)

2

(ε1 + ε2)
2

⟩
t

, (8)

⟨· · · ⟩t
∆ = 0

∆

∆ = 1

  表示系统稳定状态各时刻的时间平均. 显然

非球度  对应于粒子在各个方向上均匀分布,

非球度  的值越大, 表明粒子分布的各向异性越明

显, 当非球度  时粒子基本分布在一条直线上.

∆

∆

通过计算各参数点的非球度   , 可以得到如

图 3(b)的热度图, 在有序相和无序相区域, 系统的

非球度  都是接近 0, 这两个相区内粒子的位置分

布都是各项同性的. 无序区由于粒子取向的无序

性, 各向同性的粒子位置均匀分布在柔性环内; 而
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图 3    改变噪声强度   和弹性环中自驱动杆粒子数   得

到的相图　(a)比较径向极性序参   大小得到的热力图 ;

(b)比较非球度   大小得到的热力图 , 其中转变区域具有

极大值

η

Nr

SP ∆

∆

Fig. 3. Phase diagrams for self-propelled rods in elastic-ring

with varying the noise strength     and the number of self-

propelled rods    ,  and the order  parameter  corresponding

to  (a)  the  radial  polarity      and  (b)  the  asphericity    .

We have maximal asphericity    in the transition region. 
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SP

∆

SP

有序区柔性环中心虽然也存在类似无序区的粒子

均匀分布, 但它的极性序   主要由聚集在柔性环

边界层状分布粒子贡献. 这部分粒子在边界高密度

堆积形成稳定的层状液晶分布, 使系统整体处于类

似汽液共存的动态平衡中. 而过渡区具有相对较大

的非球度   , 这是由于粒子数限制以及噪声影响,

外层的自驱动粒子很难在环边界处形成完整的层

状结构. 在这个区间外层粒子由于角度上的偏离和

数量上的减少, 以及转变区间涨落的增强, 对整体

的径向极性序  贡献会有所降低.

内部自驱动粒子的位置分布除了在过渡相区

会有明显的各向异性外, 也容易在柔性环边界位置

聚集, 形成类似吸附相分离的密度分布差异. 我们

将柔性环边界附近聚集形成的比较高密度分布的

粒子排布区域划分为高密度态. 而中间比较无序分

布的区域, 划分为低密度区. 由图 2可以看到, 在

有序区和过渡区 (图 2(a)和图 2(b)), 内外侧粒子

分布存在明显的密度差异, 而在无序区则不明显.

通过比较两种密度态的密度差异, 来表征粒子分布

的相分离程度和粒子在环边界的聚集情况.

Si

由于柔性环的形状易变, 以及杆状粒子自身的

各向异性, 直接用杆的质心位置计算粒子密度不太

合适. 我们根据杆的质心位置先得到每个粒子的泰

森多边形, 计算各粒子相应的占据面积  , 该面积

对应每个粒子相对自由的运动范围. 然后定义粒子

的数密度, 

ψ =
|ω|∑
i∈ω

Si

=
1

⟨Si⟩
, (9)

ω

|ω| ω ψin =

|ωin|
/∑

i∈ωin
Si ωin

ψout = |ωout|
/∑

i∈ωout
Si

ωout Lr

Nr

ωout

ψout ψin

其中   为符合高密度区或低密度区的粒子序号

集合 ,    为集合   中的元素个数 . 相应的  

 表示系统的中心粒子数密度,   是

沿环边界等比例收缩后中心气态区域内的粒子集

合.     是系统的外层粒子数密

度,   即杆质心在沿环一圈宽度为杆长  的环状

区间内的粒子集合. 由于内部自驱动粒子在环边界

聚集排列, 或低粒子数  时与柔性环碰撞, 环边界

附近  区域长时间尺度上稳定有粒子存在, 而靠

近环边界粒子的泰森多边形面积会明显小于内部

粒子, 最后得到的  会稍大于  .

为比较高低密度两相的分离程度, 可以定义约

化密度差为 

P =
ψout − ψin

ψout + ψin
, (10)

SP

η

SP

SP

约化密度差 P 的值越大说明系统内外两侧粒子分

布的密度差异越大, P 值越接近 0则对应系统内部

的粒子分布越均匀. 通过计算系统的约化密度差可

以得到如图 4(a)所示的热度图, 低噪声有序区域

明显对应的区域约化密度差 P 值较高, 高低密度

两相分离明显. 高噪声无序相区域的 P 值很低, 接

近均匀分布. 这与图 2快照中的粒子分布是一致

的. 可以看到约化密度差 P 与极性序   有类似的

分布, 随着噪声强度   的减弱, 系统从无序相进入

有序相的过程中, 柔性环附近内部粒子的堆积程度

也相应增强. 极性序   主要由环附近堆积的粒子

贡献, 而自驱动粒子在环边界的堆积程度由约化密

度差 P 刻画, 所以极性序   的大小一定程度上与

约化密度差 P 正相关.
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图 4    (a)改变噪声强度   和自驱动杆粒子数   , 比较约

化密度差 P 得到的热力图; (b)不同噪声强度   下, 弹性环

中心附近粒子数密度随自驱动杆粒子数   的变化趋势

η

Nr

ψin Nr

η

Fig. 4. (a) Phase diagram of the reduced density difference

P for self-propelled rods with varying the noise strength   

and  the  number  of  self-propelled  rods    ;  (b)  density  of

central  particles,    ,  versus  the  particle  number      for

different noise strength   . 
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η

Nr

Nr

ψin

Nr ψin

ψin

Nr Nr

ωout

ψout ψin

Nr

ψin Nr

ψin

ψin Nr

ψin

ψout

ψin

注意到约化密度差的相图在高噪声强度  和低

粒子数  区域, P 的值会有反向的变化. 此处的约

化密度差 P 随粒子数  的增长而减小. 单独比较

中心粒子数密度   的变化, 由图 4(b)可以看到,

不同噪声下随粒子数  的增加  值最终都会有一

个稳定的平台出现, 对应一个饱和密度的中心低密

度态的存在. 该饱和密度与噪声强度有关, 噪声越

强饱和密度越高. 而   在达到饱和密度前随粒子

数  线性增加. 在相图右侧高噪声区域, 粒子数 

比较小的情况下, 自驱动杆状粒子很难在环边界附

近形成稳定的集聚, 此时外层区域  内的粒子是

与环边界碰撞的少数自驱动杆, 因而外层粒子数密

度   比较稳定. 此时中心粒子数密度   未达到

饱和, 增加粒子数   会减小内部粒子的泰森多边

形面积, 即中心粒子数密度  会随粒子数  增加

而迅速增大. 整体的约化密度差 P 主要受中心粒

子数密度   的影响而减小. 而当中心粒子数密度

 达到饱和后, 继续增加粒子数   , 中心粒子数

密度  基本保持稳定. 柔性环附近的粒子受挤压,

导致外层粒子数密度  小幅增大. 此时约化密度

差 P 的值会相应有所增大. 所以约化密度差相图

中 P 值变化的极值位置, 应该对应系统中心粒子

数密度   刚达到饱和密度的参数点, 比较发现这

两者基本是符合的.

η = 0.10

ψin

Nr

Nr

ψin

ψin

η = 0.4, 0.5 ψin

ψin

在图 4(b)中, 低噪声如  时, 系统的中

心粒子数密度  会先有个小幅回落才能稳定在饱

和密度. 这是因为低噪声区域, 粒子数   较小时,

内部的杆状粒子在自驱动作用下容易聚集在环边

界位置, 但未能形成完整的层状排列. 噪声和粒子

间的碰撞都参与到两侧的粒子交换中. 当粒子数

 增大到形成完整序列时, 只有内侧层状排列的

粒子在噪声作用下, 与环中心区域的低密度态的粒

子发生交换. 此时的中心粒子数密度   会有所降

低. 随噪声强度的增加, 粒子碰撞贡献的交换逐渐

减少, 该密度回落过程也逐渐减弱,   达到饱和平

台的曲线也愈加平滑. 而当噪声较大时, 如噪声强

度   对应的   曲线几乎重合, 且没有明

显水平的饱和平台. 此时由于噪声太大, 粒子很难

在环边界形成有效的堆积, 主要依靠粒子间排斥将

柔性环撑开. 且随粒子数增大, 柔性环拉伸后对内

部粒子的压力也相应增大, 中心粒子数密度   会

随粒子数变化而有一个小幅的增长. 

3.3    整体迁移

由于内部自驱动粒子分布的不均匀性, 系统整

体会有一定迁移运动, 为分析系统整体的动力学行

为, 我们测量了柔性环质心的均方位移, 

MSD(t) =
⟨
(R(t′ + t)−R(t′))

2
⟩
, (11)

R(t)

η

其中   是柔性环质心的位置 . 如图 5(a)所示 ,

我们测量了足够长时间尺度下, 三个相区各自的

均 方 位 移 及 其 斜 率 (补 充 材 料 movie1.mov,

movie2.mov,  movie3.mov, 分 别 对 应     =  0.10,

0.20, 0.50), 其中有序相和过渡相的均方位移斜率

均接近 2. 无序相在长时间尺度时的均方位移斜率

则接近 1. 系统在有序相和过渡相区域几乎都是在
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图  5    弹性环及杆状粒子质心均方位移随时间的变化　

(a)粒 子 数   为 1500时 , 噪 声 大 小   为 0.10,  0.20和

0.50所在三个区区域的比较 ; (b)粒子数    = 1000,    为

0.25, 0.30和 0.50下无序态时的对比

η = 0.10

η = 0.20 η = 0.50 Nr = 1500

η = 0.25 η = 0.30 η = 0.50
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Fig. 5. Mean-squared  displacement(MSD)for  the  center  of

mass of particle and elastic ring: (a) Noise levels    ,

 , and    for   ; (b) noise levels for

 ,    ,  and      with  particle  number

  in the disordered regime. 
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做整体的定向迁移运动, 而在无序区则接近随机游

走. 由于中心低密度态的粒子数比较少, 且在角度

上均匀分布, 其对系统整体的运动影响很弱, 系统

的整体移动主要由沿环附近堆积排列的粒子贡献.

当有序相和过渡相在形成稳定分布后, 其沿环附近

堆积的粒子不会有很大的变化. 由于很难实现完全

的对称, 未被完全相互抵消的自驱动贡献, 会导致

系统整体沿某一方向定向迁移. 从图 5(a)可以看

出, 由于有序相具有更高的对称性, 多余的自驱动

贡献比过渡相要低很多, 其均方位移的尺度也要低

一个数量级左右. 而无序态的粒子分布和角度上的

分布都很均匀, 所以其瞬时的多余自驱动贡献在长

时间尺度上是类似高斯白噪声的分布, 其整体的运

动也接近随机游走.

η

另外还比较了无序相区域不同噪声下的均方

位移曲线, 如图 5(b)所示, 随着噪声强度  的增加,

系统自身对称性更高, 其均方位移尺度的数量级会

相应降低, 同时其长时间的扩散系数也相应减小,

接近无规的随机运动. 在无序相中, 系统没有稳定

的外层堆积分布, 其整体的迁移主要来自噪声和极

性涨落的竞争. 当噪声较弱时系统的整体运动趋向

于定向迁移, 而噪声很强时系统会有类似随机游走

的运动行为. 值得指出的是质心的运动有两种可

能, 一种是整个弹性环形变导致质心运动而整体可

能并没有发生明显的迁移, 另一种是系统整体的迁

移. 在目前的体系中, 系统的形变带来的影响远远

小于整体迁移的作用, 形变导致的质心迁移对均方

位移的贡献是可以忽略的. 

4   结　论

本文研究了在二维条件下, 自驱动杆状粒子受

限在一条可伸缩的柔性环中的动力学行为. 通过随

机动力学模拟, 发现根据内部自驱动粒子整体的径

向极性, 可以从低噪声的有序区过渡到高噪声低密

度时的无序区. 同时粒子的空间分布也会产生变

化. 最主要的区别在于柔性环附近内部粒子的堆积

方式: 有序区内部自驱动粒子可以在环附近形成完

整的层状排布, 而无序区则由于高噪声影响, 自驱

动粒子无法在相应区域形成稳定的高密堆积. 特别

地, 我们发现无序和有序转变的过渡区间环上有稳

定的粒子堆积, 但由于粒子数限制无法形成完整的

层状排列, 分散的堆积集团会导致柔性环明显形变.

除此之外, 根据约化密度的异常转变, 发现中

心粒子数密度存在一个与噪声相关的饱和密度, 该

密度对应环边界附近位置开始形成稳定的粒子

堆积.

系统整体的运动与这些边界集聚的粒子分布

有关. 在有序区和过渡区域中, 环心的运动接近定

向迁移. 但由于有序相环边界位置粒子的层状分布

更均匀, 其整体定向迁移的强度会非常小. 而当噪

声增大, 环边界附近稳定的粒子堆积逐渐减少, 系

统整体的运动也逐渐趋向无规则的随机游走. 在我

们的模型中, 柔性环在过渡区会有明显形变, 且此

时系统整体的定向迁移最为显著. 研究这类受限条

件下的活性物质体系的动力学行为, 对探讨细胞形

变迁移方面的机制具有一定的参考意义 [37]. 目前

在一些人工受限体系, 比如将分子马达与杆状的微

丝、微管系统受限到液滴表面, 研究其中活性液晶

态的动力学演化也正受到越来越多人的关注 [38,39].
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Abstract

In biological active systems there commonly exist active rod-like particles under elastic confinement. Here

in this work, we study the collective behavior of self-propelled rods confined in an elastic semi-flexible ring. By

changing  the  density  of  particles  and  noise  level  in  the  system,  It  is  clearly  shown  that  the  system  has  an

ordered absorbing phase-separated state of self-propelled rods and the transition to a disordered state as well.

The radial polar order parameter and asphericity parameter are characterized to distinguish these states. The

results show that the gas density near the central region of the elastic confinement has a saturated gas density

that co-exists with the absorbed liquid crystal state at the elastic boundary. In the crossover region, the system

suffers an abnormal fluctuation that drives the deformation of the elastic ring. The non-symmetric distribution

of particles in the transition region contributes significantly to the collective translocation of the elastic ring.

Keywords: active matter, self-propelled rod, absorption phase separation, saturation density
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专题：统计物理和复杂系统

行人跟踪算法及应用综述*

曹自强    赛斌    吕欣†

(国防科技大学系统工程学院, 长沙　410073)

(2019 年 11 月 11日收到; 2019 年 12 月 18日收到修改稿)

行人跟踪是计算机视觉领域中研究的热点和难点, 通过对视频资料中行人的跟踪, 可以提取出行人的运

动轨迹, 进而分析个体或群体的行为规律. 本文首先对行人跟踪与行人检测问题之间的差别进行了阐述, 其

次从传统跟踪算法和基于深度学习的跟踪算法两个方面分别综述了相关算法与技术, 并对经典的行人动力

学模型进行了介绍, 最终对行人跟踪在智能监控、拥堵人群分析、异常行为检测等场景的应用进行了系统讲

解. 在深度学习浪潮席卷计算机视觉领域的背景下, 行人跟踪领域的研究取得了飞跃式发展, 随着深度学习

算法在计算机视觉领域的应用日益成熟, 利用这一工具提取和量化个体和群体的行为模式, 进而对大规模人

群行为开展精确、实时的分析成为了该领域的发展趋势.

关键词：行人跟踪, 轨迹提取, 计算机视觉, 行人动力学

PACS：42.30.Tz, 05.45.TP, 89.75.–k 　DOI: 10.7498/aps.69.20191721

 

1   引　言

近年来, 深度学习的浪潮席卷计算机视觉领

域, 这不仅提高了通用物体的检测性能, 也极大地

促进了行人检测的发展, 为行人跟踪领域的研究奠

定了良好的基础 [1]. 行人检测的主要任务是判断图

片或者视频中是否有行人, 如果有, 则用框图把行

人标记出来 [2], 不用考虑前后两帧中行人的匹配问

题. 行人跟踪与行人检测不同, 需要利用数据关联

技术关联前后两帧中相似度最大的行人, 以达到对

视频中的行人持续跟踪 [3] 的目的, 从而得到行人运

动的速度、轨迹和方向等信息 [4], 并将其进一步应

用到个人或大规模群体行为的研究领域中去 [5,6].

行人跟踪是计算机视觉应用中的一项基本任务, 虽

然已有大量文献提出了各种算法, 但由于行人跟踪

问题比较复杂, 不仅需要考虑拍摄的角度、光照的

变化 [7−9], 还需要考虑新目标出现, 旧目标消失, 以

及当跟丢目标再次出现时, 如何进行再识别 [10] 等

问题, 这使得健壮的行人跟踪算法仍然是一个巨大

的挑战.

随着深度学习技术在计算机视觉领域的广泛

应用, 用深度学习的方法来研究行人跟踪问题俨然

成为了学术界的主流 [11]. 虽然已有相关的文献综

述对行人跟踪领域中的算法进行总结, 但这些综述

大多不够新颖, 所提到的算法依旧是传统的目标跟

踪算法, 没有将最新的深度学习算法包含进来. 为

了弥补已有文献的不足, 同时使得广大科研工作者

掌握行人跟踪领域的最新发展趋势, 本文首先将行

人跟踪领域的算法按照传统跟踪算法和深度学习

跟踪算法的分类方法进行了系统介绍, 并选取相应

的指标评估性能, 然后介绍几种经典的人类行为动

力学模型, 回顾人类行为动力学领域的发展历程,

最后围绕新技术条件下的视频监控、拥堵人群分

析、异常行为监测等典型应用场景进行了系统地

阐述. 

 

*  国家自然科学基金 (批准号 :  82041020,  71771213,  91846301,  71790615,  71901067)和湖南省科技计划项目 (批准号 :

2017RS3040, 2018JJ1034)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: xin.lu@flowminder.org
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2   传统跟踪算法
 

2.1    卡尔曼滤波算法

1960年, Kalman[12] 为了解决离散数据的线性

滤波问题, 提出了卡尔曼滤波算法, 该算法后来被

扩展到目标跟踪领域 [13], 其核心思想是利用上一

时刻目标状态的预测值和当前时刻目标状态的测

量值得到当前时刻目标状态的最优估计, 并把当前

时刻得到的最优估计作为下一时刻目标的预测值

进行迭代运算, 如此循环往复, 逼近目标的真实值 [14].

该算法的创新点在于同时考虑了在预测过程和测

量过程中的误差, 并且认为这两种误差独立存在,

不受测量数据的影响.

x̂k−1

x̂−
k P−

k

该算法包括包括预测阶段和更新阶段两部分.

在预测阶段, 利用目标上一时刻的预测值   预

测当前状态  , 并对误差协方差矩阵  进行估计;

在更新阶段, 卡尔曼滤波器用加权的测量结果来矫

正预测结果 [15]. 卡尔曼滤波的两个阶段如表 1所列,

各参数的含义如表 2所列.

x̂−
k = [dx(k), dy(k), vx(k), vy(k)]

T dx(k)

dy(k) k x y

vx(k) vy(k) k x

y

∆t k

将卡尔曼滤波算法应用到行人跟踪领域时, 一

般令   , 其中   ,

  分别表示   时刻目标中心点的   坐标和   坐

标,    ,     分别表示   时刻目标中心点沿  

轴,   轴的分速度 [16], 因为正常行人在行走过程中

不会突然加速或者减速, 所以视频中相邻帧的行人

之间的运动可以近似看作匀速运动, 假设相邻两帧

之间的时间间隔为   , 则行人在   时刻的运动方

程为:  

dx(k) = dx(k − 1) + ∆t · vx(k − 1),

dy(k) = dy(k − 1) + ∆t · vy(k − 1),

vx(k) = vx(k − 1),

vy(k) = vy(k − 1).

(1)

利用该运动方程, 再结合卡尔曼滤波算法中两个阶

段的相关公式, 就可以预测目标在下一时刻的状

态, 具体操作流程为:

x̂−
k = [dx(k), dy(k), vx(k), vy(k)]

T首先将       代入

(1)式, 则有 

x̂−
k =

 1 0 ∆t 0
1 0 ∆t 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 x̂−
k−1,

由此可得状态转移矩阵 

A =

1 0 ∆t 0
0 1 0 ∆t
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
Uk−1 B其中外部控制量   和控制矩阵  均为零, 之后

 

表 1    卡尔曼滤波的预测阶段和更新阶段
Table 1.    Prediction and update process of Kalman

filtering.

预测阶段 更新阶段

x̂−
k =Ax̂−

k−1+BUk−1 Kk=P−
k HT(HP−

k HT+R)−1 

P−
k =APk−1A

T +Q 
x̂k= x̂−

k +Kk(yk−Hx̂−
k ) 

Pk = (I −KkH)P 

表 2    卡尔曼滤波公式中的参数及含义
Table 2.    Parameters and meanings in the Kalman filter formula.

参数 含义

x̂−
k k n目标在  时刻的先验状态估计值, 包括目标的位置、速度等参数, 一般是  维向量

x̂k k x̂−
k目标在  时刻的后验状态估计值, 是对  应用卡尔曼滤波更新后的值

x̂k−1 k − 1目标在  时刻的后验状态估计值

A n× n状态转移矩阵, 一般是  阶的方阵

B 控制矩阵, 一般为0

Uk−1 外部控制量, 一般也为0

P−
k k  时刻的先验误差协方差矩阵, 需要事先给定一个初始值, 以后的值可以由卡尔曼滤波递归得到

Pk k P−
k  时刻的后验误差协方差矩阵, 是对  的修正

Kk 卡尔曼增益

yk m测量值, 一般只能测量目标的位置, 是  维向量

Q 
Q

系统噪声协方差矩阵, 是一个需要调节的参数, 一般假定它是一个固定的值, 在实验中需要通过不断
调节  值, 来寻找滤波器的最优值

R R观测噪声协方差矩阵, 和测量仪器有关, 在实验中要不断尝试来确定最优的  值

H m× n m yk x̂k n观测矩阵, 是  阶矩阵, 用于将  维的测量值  转换为与预测值  相同的  维向量
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分别为误差协方差矩阵、系统噪声协方差矩阵赋予

初始值, 一般令 

P0 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , Q =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
x̂−
k P−

k根据以上参数便可求得预测阶段的  和  ;

yk = [yx(k), yy(k)]

yk =H × xk

H =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
然后用   表示测量的目标中

心点坐标, 因为   , 所以状态转移矩阵

 ;

R =

[
1 0
0 1

]
x̂−
k P−

k

x̂k

Pk

最后设置观测噪声协方差矩阵的初始值

 , 再结合预测阶段得到的   和    就

可以算出目标在 k 时刻的后验状态估计值   和后

验协方差矩阵  .

利用该算法, 有了系统前一时刻状态就能估计

出系统下一时刻的状态, 同时还可利用当前的观测

值修正系统状态, 使得估计的均方误差最小 [17].

卡尔曼滤波算法经常与其他算法结合共同完

成行人跟踪任务, 很少单独使用. 例如李娟等 [18] 用

卡尔曼滤波算法原理对视频中的行人进行跟踪, 他

们首先采用混合高斯模型得到运动行人的前景图

像, 然后利用 HSV(hue, saturation, value) 颜色空

间模型和基于形态学的目标重构方法消除运动阴

影, 最后用卡尔曼滤波预测行人的位置并得到了行

人的运动轨迹. 石龙伟 [19] 将卡尔曼滤波与光流法

结合起来, 先用光流法对视频进行预处理, 然后根

据光流法获取的目标位置等信息用卡尔曼滤波实

现对行人的有效跟踪. 王宏选 [20] 在动态行人跟踪

TLD (tracking-learning-detection,  跟踪 -学习 -检

测)算法中引入了卡尔曼滤波器预测行人下一帧可

能出现的区域, 以缩小检测范围, 提高检测速度,

改善行人之间因存在遮挡而导致跟踪丢失的问题.

卡尔曼滤波算法比较简单, 容易实现, 适合跟

踪简单场景中的行人. 但其易受光照变化的影响,

而且当行人突然改变行走的方向或者速度时, 跟踪

效果较差. 

2.2    多假设跟踪算法

1979年, Reid[21] 提出了多假设跟踪算法, 该

算法的最初目的是解决雷达信号的自动跟踪问题,

后来 Kim等 [22,23] 对多假设跟踪算法进行了改进,

将其扩展到目标跟踪领域. 多假设跟踪算法本质上

是基于卡尔曼滤波算法在多目标跟踪问题中的扩

展, 其中假设是指聚簇内一组目标和量测的分配互

联关系 [24]. 多假设跟踪是一种延时决策算法, 在数

据关联发生冲突时, 会形成多种假设, 直到获取到

新的信息再做决定, 主要包括数据聚簇、假设生

成、计算假设得分、假设删除四部分 [25], 其中假设

生成和假设删除是该算法的核心, 该算法的流程

如下.

Step 1　数据聚簇, 将新接收的量测点迹与以

前的假设进行关联.

Step 2　将所有可能的航迹生成假设并保存,

生成的假设用下面的公式表示: 

Z (k)
∆
= {Zm(k),m = 1, 2, · · · ,Mk}, (2)

 

Zk ∆
= {Z(1),Z(2), · · · ,Z(k)}, (3)

 

Ωk(k)
∆
= {Ωk

i , i = 1, 2, · · · , Ik}, (4)

Z(k) k Zk k

Ωk k

Mk Ωk
i Zm(k)

其中   表示   时刻的量测集合;    表示   时刻

的累积量测集合;   表示  时刻关联假设的集合;

 是可用量测个数;    表示先验假设;    的

来源可能是原有目标的继续、新目标的量测、虚警

等. 如果量测是原有目标的继续, 则它符合原有航

迹的高斯分布, 否则量测是一个均匀分布的噪声;

如果是新目标的量测、虚警, 则出现当前关联的可

能性可以通过泊松分布和二项分布的乘积表示.

Step 3　计算假设概率: 

P k
i =

1

c
P

(NDT)
D (1− PD)

(NTGT−NDT)βNFT
FT βNNT

FT

×

[
NDT∏
m=1

N(Zm −Hx̄,B)P k−1
g

]
, (5)

P k
i c PD

NDT

NFT NNT

NTGT

βFT βNT

其中  表示假设概率;   表示归一化因子;   表示

检测概率;    表示与先前目标相关的量测数量;

 表示与错误目标相关的量测数量;   表示与

新目标相关的量测数量;    表示先前已知目标

数;   表示错误目标的密度;   表示已检测到的

先前未知目标的密度.

Step 4　假设删除, 因为假设的积累会占据大

量的内存, 增加运算量, 不利于实时跟踪, 所以需

要对假设进行剔除. 目前有两种删除假设的方法,

分别是零扫描法和多扫描法.

零扫描法　首先使用零扫描滤波器处理每个

数据集, 然后仅保留概率最大的那个假设. 另外一

种改进的方法是不仅选择最大似然假设, 而且增加
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卡尔曼滤波器中的协方差以解释误相关的可能性.

多扫描法　使用多扫描算法处理数据集之后

仍存在若干假设, 然后再次修剪所有不太可能的假

设, 但保持所有概率高于指定的阈值的假设.

多假设跟踪算法保留了假设的大量历史信息,

确保了跟踪效果的稳定性, 但同时由于这些历史信

息占据了过多的存储空间, 使得该算法的计算量

大, 实时性差 [26]. 

2.3    粒子滤波算法

针对卡尔曼滤波需要目标的状态变量满足高

斯分布的缺点, Breitenstein等 [27] 提出了一种基于

粒子滤波框架的多行人跟踪检测算法, 该算法是卡

尔曼滤波算法的一般化方法. 卡尔曼滤波建立在线

性的状态空间和高斯分布的噪声上, 而粒子滤波的

状态空间模型可以是非线性的, 且噪声分布可以是

任何型式, 是一种通过非参数化的蒙特卡罗方法来

实现递推的贝叶斯滤波, 粒子滤波的基本原理是通

过先验概率和当前观测值估计后验概率 [28], 该算

法分为两个步骤.

s(tr, d)

d tr p

tr ctr(d) d

首先进行数据关联, 用匹配算法最多将一次检

测分配给至多一个目标, 再用匹配函数  评估

检测  与跟踪器  的每个粒子   之间的距离, 并用

为  训练的分类器  对  进行评估: 

s(tr, d)=g(tr, d) ·

[
ctr(d)+α ·

N∑
p∈tr

pN (d−p)

]
, (6)

pN (d− p) d p

g(tr, d)

其中   表示评估   和   之间距离的正态分

布;   是门控函数, 代表检测相对于目标的速

度和运动方向的位置.

tr p w(tr,p)其次计算跟踪器  的粒子  的权重  : 

w(tr,p) = p(yt|xit) = β · I(tr) · pN (p− d∗)

+ γ · dc(p) · po(tr) + η · ctr(p), (7)

β γ η I(tr)

dc(p) po(tr)

其中参数  ,   ,   是实验设定的;   是指示函数,

如果检测与跟踪器关联 , 则返回 1, 否则返回 0;

 表示置信密度;   是加权函数.

该算法不依赖于背景建模, 可以在复杂的遮挡

场景中对大量动态移动的人进行鲁棒跟踪, 是完全

的二维操作 (不需要摄像机或地面平面标定), 在行

人跟踪的实验中可以很好地复现行人的运动模式 [29].

针对现实世界中行人身体之间的遮挡问题, Xu等 [30]

用粒子滤波跟踪行人的头部, 并用基于颜色直方图

和方向梯度直方图的方法对头部外观模型进行更

新, 有效地减少了由于遮挡问题而造成的行人标号

变化频繁的问题. 该算法在 UT-Interaction数据集

的测试结果中, 行人的身份标号仅变化了 4次.
 

2.4    基于马尔科夫决策的多目标跟踪算法

(S,A, T (·), R(·))

S A

T (·) R(·)

2015年, Xiang等 [31] 提出了一种基于马尔可

夫决策过程的在线多目标跟踪框架, 将多目标跟踪

问题视作一个马尔科夫决策过程来处理. 马尔科夫

决策过程由一个元组  组成 [32], 其中

 表示目标所处的状态,   表示目标可以执行的动

作,   表示状态转移函数,   表示奖励方程, 行

人跟踪问题的马尔科夫决策过程如图 1所示.

该算法将行人跟踪中的行人划分为激活、跟

踪、丢失、停止四种状态. 其处理流程如下.

ΦActive(s)

Step 1　行人被检测器检测到后首先进入激

活状态, 然后用一个训练好的 SVM 分类器判断行

人是进入跟踪状态还是停止状态, 其分类结果用一

个 5 维的特征向量   表示. SVM分类器是

从训练视频序列中选出训练样本, 并将行人的 2 维

坐标、高度、宽度以及检测得分归一化为一个 5维

的标准化向量训练得到的 [31], 其奖励函数为 

RActive(s, a) = y(a)(wT
ActiveΦActive(s) + bactive). (8)

(wT
Active bactive)

如果转移到跟踪状态, 则 y(a) = 1; 如果转移到停

止状态 , 则 y(a)  = –1;    ,    用于定义

SVM 的超平面.

Step 2　在跟踪状态下的奖励函数: 

RTracked(s, a) =

{
y(a), emedFB < e0 且omean > o0,

−y(a), 其他,
(9)

emedFB

emedFB omean

omean o0

其中  表示预测误差的中间值, 如果预测误差

 太大则跟踪失效;    表示前后两帧边界框

重叠区域的平均值, 只有当  在阈值   以上时

 












检测
物体

激活

跟踪

停止

丢失

图 1    马尔科夫决策过程流程图 [31]

Fig. 1. Markov decision process flow chart[31]. 
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emedFB

e0 omean o0

y(a) y(a)

才被认为正确检测到目标; 因此当且仅当  小

于阈值   和     大于阈值   才表示跟踪有效 ,

  = +1; 否则进入丢失状态,    = –1.

Step 3　丢失状态下的奖励函数: 

RLoss(s, a) = y(a)(wTϕ(t, dk) + b). (10)

y(a)

y(a) wTϕ(t, dk)

如果转入跟踪状态, 则    = +1; 如果进入停止

状态, 则    = –1;    是捕捉目标和检测

之间相似性的特征向量.

基于马尔科夫决策的多目标跟踪算法的跟踪

效果比较好 , 文献 [31]将其在 MOT Benchmark

上进行了测试, 其多目标跟踪准确率可达 30.3%,

多目标跟踪精度可达 70.3%, 但是在行人长时间遮

挡后容易发生误判. 

2.5    相关滤波算法

相关滤波最初是表示信号处理领域中两个信

号之间相似度的概念, 两个信号之间的相似度越

高, 它们就越相关. 2019 年, Bolme等 [33] 首次将相

关滤波算法运用到目标跟踪领域, 其核心思想是利

用误差平方和最小的滤波器 (minimum output

sum of squared error, MOSSE)训练图像, 使得图

像的平方和误差最小, 从而建立跟踪目标的外观模

型. 该算法的处理流程如下:

FiḢ∗ Gi

Step 1　首先训练相关滤波器, 最小化实际输

出  与期望输出  之间的平方和误差:
 

min
H

∑
i
|Fi ⊙H∗ −Gi|2; (11)

H∗

F G

Step 2　然后用训练好的相关滤波器  与输

入图像  做相关操作, 求其响应  : 

G = F ⊙H∗; (12)

PSR G

PSR

PSR

Step 3　最后用   作为响应   峰值强度的

度量, 只有当  大于某个阈值时才会跟新目标的

位置, 否则执行 Step 1, 一般  小于 7 表示跟踪

失败, 

PSR =
gmax − µs1

σs1
. (13)

HOG (histograms of oriented gradients)

该算法运用傅里叶变换操作, 极大地提高了运

算速度, 使得该算法具有很好的实时性. 但由于没

有考虑尺度的变化, 导致算法的鲁棒性比较差. 针

对以上问题 ,  Henriques等 [34] 提出了 KCF算法 ,

利用      特征代

替MOSSE中使用的原像素, 增强了滤波器对目标

λ∥w∥2
和环境的判别能力. 此外在MOSSE线性回归模型

的基础上加入了正则项  , 建立了线性岭回归

模型 [35,36]: 

min
w

n∑
i=1

(f(xi)− yi)
2
+ λ∥w∥2, (14)

λ∥w∥2 L2

ϕ(a, b) =

exp
(
− 1

σ2
∥a− b∥2

)
其中  是  正则项, 用于解决过拟合问题; 对

于 非 线 性 问 题 ,  运 用 高 斯 核 函 数  

  将其转换为线性问题, 此时目

标函数形式为: 

f(x) =

n∑
i=1

aik(z, xi). (15)

KCF算法利用循环矩阵和核函数大大提高了

跟踪的速度和精度. 但其跟踪模型仅使用了 HOG

特征, 在特征信息出现模糊时容易导致跟踪失败,

而且学习率是固定不变的, 使得跟踪模型易受到周

围环境的污染, 不适合长时间跟踪 [37]. 

3   深度学习算法

深度学习是包含多级非线性变换的层级机器

学习方法, 深层次神经网络是其主要形式. 神经网

络中层与层之间的神经元连接模式受启发于生物

神经网络 [38]. 深度学习算法与传统算法相比, 不需

要手动选择特征, 具备良好的特征提取能力. 但由

于深度学习算法需要大量的数据以及高性能的计

算机来训练数据, 而之前的计算机性能不能满足深

度学习算法的需求, 也没有大量的数据用来训练 [39],

因而深度学习算法沉寂了相当长的一段时间 [40].

近年来, 随着大数据时代的到来、计算机性能的提

升, 深度学习开始广泛应用于计算机视觉的各个领

域, 深度学习算法在行人跟踪领域应用的主流思路

是 tracking-by-detection[41], 即首先用深度学习模

型提取目标行人的特征, 检测出视频中的行人所在

位置, 然后用多目标跟踪器对目标进行持续跟踪.

本文以卷积神经网络为例介绍深度学习算法在行

人跟踪上的应用. 

3.1    卷积神经网络

卷积神经网络 (convolutional neural network,

CNN)是一种典型的深度学习模型.  LeCun[42] 最

早提出了 CNN的概念 . 2012  年 ,  Krizhevskyd
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等 [43] 首次将深度卷积神经网络应用到图像分类领

域, 其设计的 AlexNet 网络模型赢得了 ImageNet

图像分类比赛的冠军, 成功地把深度卷积神经网络

引入了计算机视觉领域. 此后 ImageNet比赛的冠

军均是采用深度卷积神经网络的方法完成的 .

CNN的基本结构包括输入层、卷积层、池化层、全

连接层及输出层 [44], 如图 2所示.

f × f

图 2中只绘制出了一个卷积层和池化层, 然而

在实际的网络中经常有若干个卷积层和池化层交

替连接. 在卷积层中通常使用一个大小为   的

滤波器执行卷积操作来提取图像中的特征, 网络前

面浅层的卷积层用来提取图像的低级特征, 后面更

深层的卷积层用来提取图像的高级特征, 全连接层

将提取到的图片的特征归一化为一维的特征向量,

输出层在分类问题中用来输出每个类别的概率. 在

处理行人检测问题时, 卷积神经网络模型按照检测

的步骤可以划分为 One-stage 和 Two-stage 两类.

Two-stage把检测行人分为两个阶段, 首先产生行

人候选区域 (region proposals), 然后对候选区域进

行分类, 其典型代表是 RCNN, SPP-Net, Faster-

RCNN等模型, 特点是准确率较高, 但检测速度慢.

One-stage 可以直接生成行人的类别概率和位置坐

标, 其典型代表是YOLO系列模型以及 CornerNet,

CenterNet等模型, 其特点是运算速度较快, 但准

确率一般较低. 

3.2    RCNN 网络模型

2014年 ,  Girshick等 [45] 提出 RCNN (regions

with CNN features)模型进行目标检测, 将卷积神

经网络引入目标检测领域. RCNN 就是在目标候

选区内用 CNN的方法来提取特征, 处理流程如图 3

所示.

该模型首先使用选择性搜索 (selective search)

算法 [46] 在输入图片上生成 2000个左右的目标候

选区域, 然后对这些候选区域进行归一化操作, 并

将归一化后的候选区域送到 AlexNet卷积网络提

取特征. 在 AlexNet网络中有 5个卷积层可以提取

特征, 经过一轮训练后, 每个候选区域都能够得到

一个 4096维的特征向量, 然后将提取到的特征传

入 SVM分类器中进行分类, 最后使用卷积层的输

出训练一个回归器 (dx, dy, dw, dh) 对候选区域进

行微修, 使其接近真实标注的区域.

RCNN的出现使得科研工作者不用再手工设

计大量的人工特征, 而且准确率与传统检测算法相

比有了很大的提高. 但由于 RCNN要求图片输入

到卷积层的尺寸大小是固定的, 因此需要对原始图

片做尺寸变换, 这会让图片产生形变, 损失一部分

 

输
入
层

卷
积
层

池
化
层

全连
接层

输
出
层

…
…

…
…

图 2    CNN基本结构图

Fig. 2. CNN basic structure diagramt. 

 

划分候选区域

输入图片 图片归一化 卷积层

回归

分类

图 3    RCNN算法流程图 [45]

Fig. 3. RCNN algorithm flowchart[45]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    084203

084203-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


特征, 降低了检测的准确率. 并且每次检测都要先

生成 2000个候选区域 , 运算较为耗时 , 导致

RCNN在 VOC2007数据集上检测一张图片大约

需要 47 s[47], 不能满足实时性要求.
 

3.3    SPP-Net 网络模型

2014年, He等 [48] 发现感兴趣区域 (region of

interest, ROI)的特征都可以与特征图上相应位置

的特征一一对应, 于是提出了 SPP-Net网络模型.

该模型一次检测只需一次卷积运算, 这使得检测速

度得到了极大提升, 其检测速度大约是 RCNN的

100 倍. SPP-Net网络模型的结构如图 4所示.

4× 4 2× 2 1× 1

SPP-Net网络模型首先对输入图片使用选择

性搜索 (selective search)算法生成 2000个左右的

目标候选区域, 并将每个候选区域的大小划分为

 ,   ,   的块, 然后用金字塔池化 (spatial

4× 4 + 2× 2 + 1× 1 ×256

pyramid poooling, SPP)层进行池化操作, 得到维

度为 (  )  的特征向量 , 最

后将特征向量作为全连接层的输入, 在输出层输

出. SPP-Net 网络模型的核心是在卷积层后加了

空间金字塔池化层, 该层可以生成固定大小的图

片, 不用对图像进行裁剪, 减少了特征的损失, 而

且在整个过程中仅对图片做一次卷积特征提取, 极

大地提高了通用物体的目标检测速度. 但其需要将

数据分为多个训练阶段, 步骤较为复杂 [49].
 

3.4    Faster-RCNN 模型

虽然 RCNN网络模型和 SPP-Net网络模型

检测目标的准确度较高, 但是它们在检测之前均要

先生成 2000个左右的候选区域, 这增加了目标检

测的时间. Faster-RCNN模型 [47] 的最大贡献在于

废除了选择性搜索算法 , 利用区域提议网络

 

输入图片 卷积层 金字塔池化层

全连接层 输出层

…
…

…
…

图 4    SPP-Net结构图 [48]

Fig. 4. SPP-Net structure diagramt[48]. 

 

分类层 回归层

特征图

256维
向量

个锚点 …

……

卷积层

图 5    RPN结构图 [47]

Fig. 5. RPN structure diagramt[47]. 
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(region proposal  network,  RPN)生成候选区域 ,

并通过共享卷积运算提取图片特征, 极大地降低了

运算量 [50], 提高了检测速度. RPN网络模型的结

构如图 5所示.

n

k

s× s n

RPN网络首先在  维特征图的每个像素上生

成  个不同尺寸的锚框, 并给每个锚框分配一个二

进制的标签 (是否是目标), 若锚框与实际目标的重

叠区域的面积大于 0.7倍总面积则被标记为正标

签, 若锚框与实际目标的的重叠区域的面积小于

0.3 倍总面积则被标记为负标签. 然后用一个大小

为   的滑动窗口生成一个   维的特征, 最后连

接到分类层和回归层 [51], 判断是否存在目标并记

录目标位置.

Faster-RCNN采用 RPN网络降低了生成候

选框所需的时间, 并将 Softmax分类器和回归器

结合, 不用分别训练网络模型, 检测效果和速度均

优于 RCNN和 SPP-Net网络 , 作者在 PASCKL

VOC 2007数据集中测试的平均精度为 0.73. 但由

于 RPN网络中采用滑动窗口遍历卷积特征图, 因

此也增加了时间的开销. 

3.5    YOLO 系列模型

以上所介绍的目标检测算法都是先划分目标

候选区域然后再预测目标类别, 而 YOLO[52] 将目

标区域候选区域的划分与类别的预测当作一个回

归问题来处理, 直接在图片上输出多个目标的位置

和类别, 在保证较高准确率的前提下实现目标的快

速检测, 更能满足现实需求 [53]. YOLO 总共经历了

YOLO, YOLOV2, YOLOV3三个版本, 下面分别

对其进行介绍.

S × S

x y w

h (x, y)

(w, h)

YOLO采用改进的 InceptionV1[54] 模型提取

图片的特征, 因为 InceptionV1模型要求输入图片

的尺寸大小是 448 × 448, 因此首先要将输入图片

的尺寸调整为 448 × 448, 其次将调整过尺寸的整

张图片作为卷积网络的输入, 并用大小为  的

网格对原始图片划分, 此时图片中物体的中心点就

会落在某个网格单元内, 则对应的网格单元就负责

检测该物体. 每个网格单元预测 B 个候选框和候

选框内的置信度得分. 每个候选框中包含  ,   ,   ,

 和置信度 5个信息 [55], 其中   表示预测边框

的中心点坐标,    表示预测边框的宽和高, 但

需要注意的是中心点坐标的数值是相对于小网络

边框而言的, 宽和高的数值是相对于整张图片而言

的. 如果网格单元不包含物体, 则置信度为 0, 否则

置信度的计算公式为 

pr(object) · IOUtruth
pred , (16)

C得到置信度之后, 每个网格单元会给出  个类别的

条件概率, 然后用 (17) 式计算各个网格单元内所

有类别的概率. 

pr(Classi) = pr(Classi|object) · pr(object) · IOU
truth
pred

= pr(Classi) · IOUtruth
pred . (17)

S × S × (B × 5 + C)

最后这些类别预测信息和置信度得分被编码

到   大小的向量中作为 YOLO

输出层的输出. 在预测时每个网格单元会依据类别

概率生成一个候选框, 但是大物体会生成多个候选

框 , 作者利用非极大值抑制算法选择交并比

(intersection over union, IoU)得分最高的候选框,

并去除冗余窗口, 优化检测结果. YOLO的检测速

度很快, 可以达到每秒 21帧, 但是精度不高, 平均

精度只有 0.66, 容易漏检小物体. 针对以上问题,

作者在 2017年提出了YOLOV2模型 [56], 在YOLO

模型的基础上做了 5 个方面的改进. 首先在每一个

卷积层后面都增加了批标准化 (batch normalization,

BN)操作, 对数据做归一化预处理, 加快了收敛速

度. 其次将输出层的全连接层替换为卷积层, 由此

可以微调图片的输入尺寸, 使网络适应不同尺寸的

输入. 然后引入了 Faster-RCNN中候选区域框的

概念, 并采用 K-均值聚类方法调整候选区域框的

尺寸, 使其更好地适应目标的尺寸. 然后在模型中

添加转移层, 将浅层特征图连接到深层特征图上,

有利于检测小目标. 最后 YOLOV2不再让每一个

小网格预测目标类别, 而把这一任务交给候选区域

框. 这 5个方面的改进使得 YOLOV2在 PASCAL

VOC数据集上的检测速度达到每秒 40帧, 平均精

度为 0.786.

13× 13

26× 26 52× 52

2018年, 作者又对 YOLOV2在速度和精度上

进行了改进, 提出了 YOLOV3模型 [57]. 该模型采

用具有 Darknet-53网络来做特征提取, 是YOLOV3

的精度得以提升的关键因素. 为了进一步加强对小

物体的检测能力, YOLOV3利用多尺度特征对目

标进行检测, 在论文中作者采用了大小为  ,

  和  三个不同尺度的特征. 最后在分

类时用  Logistic回归替代 YOLOV2的 Softmax

回归, 以便对多标签任务分类. YOLOV3 检测一
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320× 320张尺寸为   的图片所消耗的时间为 22 ms,

平均精度为 28.2%. 

3.6    CornerNet 网络模型

anchor
anchor

anchor

以 YOLO系列为代表的 One-stage深度学习

网络模型和 Two-stage 深度学习网络模型均属于

anchor-base模型, 需要使用不同大小、不同高宽比

的 anchor作为检测目标的候选区域. anchor 的优

点是将目标检测问题转化为目标与 anchor 的匹配

问题, 不必用目标检测算法遍历图片, 极大地缩短

了检测目标的时间, 使得以 YOLO 为代表的 One-

stage 模型可以和 Two-stage模型竞争 . 但使用

  的深度学习模型也存在着两个主要缺点,

在使用 anchor时不仅需要预先生成大量的 

以便和图片中的目标重叠 , 这导致只有少量的

 与目标重叠, 造成了正负样本不均匀的问

题 [58], 而且这些  anchor包含很多超参数 , 比如

anchor的数量、尺寸等, 使得训练过程变得复杂.

针对 anchor-base模型存在的缺点, Law和 Deng[59]

提出一种新的 One-stage 模型—CornerNet模

型, 该模型利用一对关键点—物体边界框的左上

角点和右下角点来检测物体从而取代  anchor,

CornerNet网络模型的结构如图 6 所示.

CornerNet网络模型首先用 hourglass网络提

取图片特征, hourglass网络先将特征图下采样到

一个很小的尺度, 之后再进行上采样还原特征图的

尺度, 这样可以获取不同尺度下图片所包含的信

息, 然后在 hourglass 网络之后连接两个预测模块,

这两个预测模块分别预测边界框的左上角点和右

下角点 , 最后在每个预测模块内部经过 Corner

pooling操 作 后 生 成 Heatmaps,  Embeddings和

Offects.

Heatmaps的作用是预测左上角点和右下角点

的位置, 其预测角点的损失函数为 

Ldet=
1

N

C∑
c=1

H∑
i=1

W∑
j= 1{

(1−pcij)α log(pcij), ycij = 1,

(1−ycij)β(pcij)α log(1−pcij), 其他,
(18)

c H ×W

pcij c (i, j) ycij

N α, β

α = 2 β = 4

其中 ,    表示类别 ,  heatmaps的尺寸是   ,

 为 heatmaps中   类物体在位置   得分,   

表示对应位置的 groundtruth,   是目标数量,  

是超参数 , 作者在实验中设置   ,    ;

Embeddings的作用是匹配同一个边界框的左上角

点和右下角点, 其匹配原理是, 如果左上角点和右

下角点来自同一个边界框, 则它们的 Embeddings

之间的距离应该比较小, 反之它们的 Embeddings

之间的距离应该比较大. Embeddings通过两个损

失函数来表示这两种距离: 

Lpull =
1

N

N∑
k=1

[
(etk − ek)

2
+ (ebk − ek)

2
]
, (19)

 

Lpush =
1

N(N − 1)

N∑
k=1

N∑
j=1
j ̸=k

max(0,∆− |ek − ej |),

(20)

etk k ebk k

Lpull

Lpush

ek ebk etk

∆

ok

其中   是目标   的左上角点,    是目标   的右下

角点,   表示属于同一个边界框的左上角点和右

下角点之间的距离,    表示属于不同边界框的

左上角点和右下角点之间的距离,   表示  和 

的平均值,    在实验中设置为 1; Offset的作用是

微调预测出的边界框, 因为对图片进行全卷积操作

之后, 输出的图片尺寸会很小, 因此, 当将位置信

息从热力图映射到输入图片时会存在精度损失, 这

部分损失用  表示: 

ok =
(xk
n

−
⌊xk
n

⌋
,
yk
n

−
⌊yk
n

⌋)
, (21)

 

Top-left corners

Prediction
module

Prediction
module

Corner pooling
Heatmaps

Embeddings

Offsets
Bottom-right corners

Hourglass network

图 6    CornerNet结构图 [59]

Fig. 6. CornerNet structure diagramt[59]. 
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xk yk k x y ok其中 (  ,    )表示角点   的 (  ,    )坐标, 得到  

之后, 利用 smooth L1损失函数监督学习该参数: 

Loff =
1

N

N∑
k=1

SmoothL1Loss(ok, ôk). (22)

由于左上角点和右下角点不在物体内部 , 因此

Law和 Deng[59] 提出 corner pooling来确定左上角

点和右下角点, corner pooling的原理是, 利用图片

中的上边界和左边界的信息确定左上角点, 利用图

片中的下边界和右边界确定右下角点. CornerNet

在 MSCOCO数据集上测试的平均精度为 42.1%,

超过了绝大部分 One-stage模型 在 MSCOCO数

据集中的平均精度. 

3.7    CenterNet 网络模型

3D

虽然 CornerNet网络模型利用一对边角点取

代 anchor提高了物体检测的精度, 由于 CornerNet

网络模型中的边角点不在物体内部, 因此CornerNet

网络模型无法感知物体内部的信息, 这其实也是大

部分One-stage模型普遍存在的问题, 而Two-stage

模型可以感知物体内部的信息, 因此 Two-stage模

型的准确率一般比 One-stage模型的准确率高. 针

对 CornerNet模型无法感知物体内部信息的缺点,

Zhou等 [60] 提出 CenterNet网络模型, 利用关键点

估计找到物体的中心点并返回目标的尺寸、   位

置、方向、甚至姿态等其他属性, 充分利用了物体

内部的信息 .  Zhou等 [60] 在 COCO数据集上对

CenterNet网络模型的速度和精度进行了测试 ,

CenterNet网络模型在 Resnet-18网络下取得了每

秒 142帧的检测速度和 28.1%的检测精度 , 在

DLA-34网络下取得了每秒 52帧的检测速度和

37.4% 的检测精度, 在 Hourglass-104网络下取得

了每秒 1.4 帧的检测速度和 45.1%的检测精度, 其

精度可以媲美 Two-stage网络, 实现了速度和精度

的完美权衡. 该模型的核心思想是, 将图片输入到

全卷积网络中生成一个热力图, 其中热力图的峰值

对应目标的中心点, 每个峰值点的图像特征还可以

预测边界框的宽和高, 返回目标的其他属性.

CenterNet网络在训练过程中采用标准的密

度监督学习训练网络, 首先用预先标注好的目标真

实中心点坐标作为标签来预测目标的中心点坐标,

目标真实中心点坐标的计算公式为 

p =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
, (23)

(x1, x2, y1, y2)

p p̃ = ⌊p/R⌋ p

R Yxyc =

exp

(
− (x− p̃x)

2
+ (y − p̃y)

2

2σ2
p

)
σp

其中  表示目标边界框的坐标, 计算出

真实坐标   之后, 用下采样后的   替代   ,

其中   是下采样因子 , 然后采用高斯核  

 将关键点分布到特征

图上, 其中  是目标尺寸自适应标准差, 并用如下

所示的损失函数使得预测的目标中心点坐标与真

实值之间的距离最小: 

Lk=
−1

N

∑
xyc


(1− Ŷxyc)

α log(Ŷxyc), Yxyc = 1,

(1− Yxyc)
β(Ŷxyc)

α, otherwise,

log(1− Ŷxyc), otherwise,
(24)

α β

α = 2 β = 4 N

其中   ,    是损失函数的超参数, 在实验中作者设

 ,   ;    是图片中关键点的数量.

R

Loff

由于在训练过程中, 用下采样因子  对图片进

行了下采样, 把特征图重新映射到原始图片时会存

在误差 , 因此用 local  offect补偿损失 , 并用 L1

Loss训练偏置值  : 

Loff =
1

N

∑
p

∣∣∣Ôp̃ −
( p
R

− p̃
)∣∣∣, (25)

然后再利用得到的中心点坐标对每个目标的尺寸

进行回归, 预测边界框的尺寸信息: 

Lsize =
1

N

N∑
k=1

|Ŝpk
− sk|, (26)

sk =
(
x
(k)
2 − x

(k)
1 , y

(k)
2 − y

(k)
1

)
Lk Lsize Loff

其中  是标准边界框的

大小. 最后整体的损失函数为  ,   与  三者

的和, 而且每个损失都有相应的权重. 

Ldet = Lk + λsizeLsize + λoffLoff, (27)

λsize = 0.1 λoff = 1其中,   ,   ; 这样用一个网络就可以

得到目标中心点的预测值、偏置和尺寸.

由于 CenterNet较为简单, 同时兼顾了速度和

精度, 因此可以考虑将其应用到算力比较小的嵌入

式平台中. 但 CenterNet网络也存在一定的缺点,

由于它只检测物体的中心点, 因此当多个物体的中

心点重叠时, CenterNet 只能检测出一个中心点,

会出现漏检的情况. 针对 CenterNet的这一缺点,

Duan等 [61] 用中心点、左上角点和右下角点三个关

键点检测物体, 提高了物体的检测精度, 在 MS-

COCO数据集中的检测精度达到了 47.0%, 但是
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检测速度比较慢, 检测一张图片需要 340 ms[61].

相较于传统方法, 深度学习能够从训练数据中

抽取出更加抽象的特征, 而且随着训练数据的增

加, 模型的效果也显著增加. 但深度学习模型计算

量大, 难以调参, 对设备的运算能力要求比较高,

大多数深度学习模型很难满足实时性要求. 因此在

实际应用中一般会对深度模型的结构做轻量化处

理, 牺牲一定的准确度来换取实时性, 或者提高硬

件的运算能力. 

3.8    多目标跟踪评价指标

由于深度学习算法的评价指标平均精度

(mean average precision, mAP)属于目标检测领

域的指标, 只能用于衡量检测目标的准确性, 不能

用来衡量多目标算法的跟踪性能, 因此为了比较以

上跟踪算法的性能, 需要选择相应的多目标跟踪评

价指标对其进行衡量. 文献 [62]最早提出了多目标

跟踪准确度 MOTA、多目标跟踪精度 MOTP 两

种评价指标, 此外在 MOT Challenge[63] 多目标跟

踪评价平台上也提供了部分评价指标, 如跟踪轨迹

大致完整 (大于 80%) 的比率 MT、虚警数 FP、丢

失数 FN 以及轨迹误配数 IDS. 其中 MOTA是最

重要的一个指标, 用来度量算法能否准确确定目标

个数. 

MOTA = 1−
∑

i
(fpt +mt +mmet)

/∑
t
gt,

(28)

fpt mt mmet t

gt t

其中   ,    ,    分别表示在第    帧时的误判

数, 丢失数, 误配数,    表示第   帧时跟踪的目标

数. MOTA的取值范围是 (–∞, 1], 仅当没有错误

的时候取 1.

MOTP用来度量算法能否准确确定目标的位置, 

MOTP =
∑

t,i
dit

/∑
t
gt, (29)

dit i

gt t

其中   表示目标  的预测位置与真实位置的距离;

 表示第  帧时跟踪的目标数.

本文从文献中查找了相关算法的性能指标并

以表格的形式列举出来, 其中 “↑”表示数值越大,

性能越好. “↓”表示数值越小, 性能一越好. “—”

表示没有找到相关指标, 所以表中并未列出. 不同

算法之间的性能对比如表 3所列. 

4   行人动力学模型

k (xk1, yk1, xk2, yk2)

k

(xk, yk) ∆t

∆t

利用以上部分介绍的算法和模型, 便可以得到

行人   的边界框坐标   , 对相应的

坐标求平均值便可得到行人   的中心点坐标

 , 然后进一步用时间间隔  记录行人的中

心点坐标, 最后用相邻两次的坐标之差与   相除

便可求得行人的速度信息. 在得到行人的运动轨

迹、速度等参数之后, 便可对移动人群的运动模式

进行分析, 从中挖掘出群体行为的潜在规律 [68]. 已

有大量文献建立了各种模型分析行人的动力学行

为 [69,70], 本文介绍三种典型的流体动力学模型、社

会力模型、启发式模型, 以及结合了多种模型的集

成模型. 

4.1    流体动力学模型

针对人群行为分析问题, Henderson[71−74] 首先

将气体动力学和流体动力学模型应用到行人群体

中. 他通过测量各种人群的速度频率分布发现行人

在经过十字路口时大部分人为了躲避来往车辆会

降低行走速度, 而少部分人会加快行走速度. 进一

表 3    不同算法之间的性能对比
Table 3.    Performance comparison between different algorithms.

算法 MOTA↑ MOTP↑ MT↑ ML↓ IDS↓ 数据集 类别

卡尔曼滤波[64] 85.00% — — — — MIT Traffic video dataset 传统跟踪算法

多假设跟踪算法[21] 29.10% 71.70% 12.10% 53.30% 476 MOT Benchmark 传统跟踪算法

粒子滤波算法[27] — — 80.80% 0.70% 10 CAVIAR dateset 传统跟踪算法

基于马尔科夫决策的
多目标跟踪算法[31] 30.30% 71.30% 13.00% 38.40% 680 MOT Benchmark 传统跟踪算法

相关滤波算法[65] 83.40% 73.50% — — — Urban Tracker dataset 传统跟踪算法

基于Faster-RCNN的跟踪算法[66] 38.50% 72.60% 8.70% 37.40% 586 MOT 15 Benchmark 深度学习跟踪算法

基于YOLOV3的跟踪算法[67] 60.50% 79.30% 30.20% 19.60% 1129 MOT 16 Benchmark 深度学习跟踪算法
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步的研究还表明经过十字路口时女性的速度比男

性的速度要低. 因此作者用性别和遇到的车辆数量

对行人群体进行划分, 对女性和男性分别用二维气

体的麦克斯韦- 玻尔兹曼速度分布进行描述, 得到

了很好的拟合效果, 但其存在一个动量守恒和能量

守恒的假设条件.

µ

µ x v0µ vµ x

µ v0µ µ vµ

µ

ρ̂µ(x,vµ,v
0
µ, t) =

Nµ(u(x)× v(uµ), t)

A · V
ρ̂µ v0µ

ρ̂µ

后来, Helbing[75] 舍弃了动量守恒和能量守恒

的假设, 用一个改进的类玻尔兹曼的气体动力学模

型来描述不同的行人群体. 该模型首先将行人按照

行走方向的不同划分为不同的模式    , 其次给不

同模式的  设置三个变量   ,   ,   , 其中  表示

模式  所处的位置,   表示模式   的理想速度,  

表示模式  的实际速度, 然后利用上述三个变量建

立密度方程   ,

密度  与 行人达到理想速度  的趋势 [76,77]、行人

间的相互作用、运动模式的改变、每单位时间内区

域密度的增加或减少四个因素有关, 下面具体介绍

这四个因素对密度  的影响.

v0µ ρ̂µ

ρ̂0µ

1) 行人达到理想速度  的趋势使得其密度 

接近平衡密度   :
 

ρ̂0µ(x,vµ,v
0
µ, t) := δ(vµ,−v0µ)ρ0µ(x,v0µ, t), (30)

ρ̂0µ vµ vµ

δ(·)

  表示理想速度为   而实际速度为   的行人密

度,   是狄拉克函数.

2) 行人之间的相互作用通过影响行人的行进

速度进而影响行人密度, 这一因素的影响可以用类

玻尔兹曼混沌 假设 [78,79] 建模: 

σ̂µv(u
1
µ,u

1
v;u

2
µ,u

2
v;x, t)

=σµv(v
1
µ,v

1
v ;v

2
µ,v

2
v ;x, t)δ(v

0,2
µ − v0,1µ )

× δ(v0,2µ − v0,1µ ), (31)

σ̂µv(u
1
µ,u

1
v;u

2
µ,u

2
v;xt) µ

(u1
µ,u

1
v ) (u2

µ,u
2
v )

  表示模式  和模式 v 的行人

将其状态从  更改为  的相对速度.

3) 若行人的运动模式在运动过程中发生变化,

则有 

Ĉµv(x,xµ, t)

=

∫
σ̂vµ
u (uv;uµ;x, t)ρ

0
v(x,uv, t)d4uv

−
∫
σ̂µv
u (uv;uµ;x, t)ρ

0
µ(x,uv, t)d4uv. (32)

4) 行人走出和进入某个区域对该区域在单位

时间内密度的影响, 可以用公式表示为 

q̂µ(x,vµ,v
0
µ, t) := q̂+µ (x,vµ,v

0
µ, t)− q̂−µ (x,vµ,v

0
µ, t).
(33)

⟨ρ̂µ⟩ ⟨vµ⟩ ⟨(σµu,i)
2⟩

最后利用密度方程推导出关于行人的空间密

度  , 平均速度  和速度方差  的流体

动力学方程.

流体动力学模型从宏观层面来描述行人, 注重

整个人群中密度和速度的平均值, 可以很好地把握

行人的整体行为特征, 在解释行人拥堵、人群分流

等方面得到了广泛的应用 [80]. 但是其忽视了人群

中个体与个体之间的相互作用, 不能从微观层面刻

画每个行人的行为特征, 也无法解释个体行为对群

体行为的影响 [81]. 

4.2    社会力模型

针对流体动力学模型无法从微观层面上描述

个体行为的问题, Johansson等 [82] 提出了社会力模

型. 社会力模型中的社会力由自驱动力、排斥力和

吸引力三部分组成.

vα v0α

v0α

vα v0α

自驱动力的作用是驱使行人向目标方向前进.

行人正常行走时, 其实际速度  等于理想速度  .

如果受到障碍物的干扰, 行人会调整自己的速度,

但在自驱动力的作用下会产生一个指向  的加速

度, 使得实际速度   向理想速度   靠近, 自驱动

力的作用可以表示为 

F 0
α(vα, v

0
αeα) :=

1

τα
(v0αeα − vα), (34)

F 0
α v0α

eα τα

其中   表示自驱动力,    表示理想速度的大小,

 表示理想速度的方向,    表示从实际速度变为

理想速度所需的时间.

v0 α β

行人之间的排斥力用于减小其他行人对个体

私人领域侵犯的影响. 当个人的私人领域受到侵犯

时, 通常会感到不舒服, 从而产生一个排斥力与其

他行人保持一定距离. 排斥力的大小取决于行人的

密度和理想速度  , 行人  在接近陌生人   时, 可

以用下面的方程表示: 

fαβ(rαβ) := −∇rαβ
Vαβ [b(rαβ)], (35)

Vαβ [b(rαβ)] b

b

其中  是  的单调递减函数, 且其椭圆形

等值线指向运动方向,   是椭圆的半短轴. 

2b :=

√
(∥ rαβ ∥ + ∥ rαβ − vβ∆teβ ∥)2 − (vβ∆t)

2
,

(36)

rαβ = rα − rβ β其中  是行人  步距的数量级.

此外, 当行人靠近障碍物时也会感觉到不舒

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    084203

084203-12

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


服, 行人与障碍物也会保持一定的距离以免自己受

伤. 这种与障碍物之间的排斥力可以描述为 

Fαβ(rαβ) := −∇rαβ
Uαβ(∥ rαβ ∥). (37)

Uαβ(∥ rαβ ∥)同样, 斥力  单调递减.

ri fαi

Wαi(∥ rαi ∥, t)

行人有时也会被其他行人 (朋友)或者障碍物

所吸引. 在地点  的吸引力  可以用单调递增的

吸引潜力  表示: 

fαi(∥ rαi ∥, t) := −∇rαi
Wαi(∥ rαi ∥, t),

rαi = rα − ri. (38)

fαi(∥ rαi ∥)但是吸引力  会随着时间不断减小, 因为

对行人或者障碍物的兴趣会随着时间不断降低. 同

时, 这种吸引力效应是形成人群的原因.

c

上面所提到的力都是行走在运动方向上所能

感知到的. 除此之外, 还应考虑在行人身后的弱影

响  , 0 < c < 1. 由此引入方向相关权重: 

w(e,f) :=

{
1, e · f ⩾∥ f ∥ cosφ,
c, 其他.

(39)

综上, 一个行人行为的排斥力和吸引力可以表

示为: 

Fαβ(eα, rα − rβ) := w(eα − fαβ)fαβ(rα − rβ),

Fαi(eα, rα − ri) := w(eα − fαi)fαi(rα − ri, t);
(40)

行人所受的总社会力为 

Fα(t) := F
0
α(vα, v

0
αeα)

+
∑
β

Fαβ(eα, rα − rβ)

+
∑
B

FαB(eα, rα − rαB)

+
∑
i

Fαi(eα, rα − ri,t); (41)

社会力模型为 

dwα

dt
:= Fα(t) + fluctuations, (42)

其中 fluctuations表示波动, 代表偶然或者故意偏

离了常规的运动模式. 社会力模型不仅能解释微观

层面上行人行为模式的改变, 比如遇到障碍物行人

会减慢速度等, 而且可以从个体行为模式的改变推

导出整个人群中压力、密度等宏观参数的变化. 

4.3    行为启发式模型

社会力模型虽然能够解释一部分人群行为, 但

是在实际的应用过程中会产生比较复杂的数学公

式, 参数很难校准 [83]. 因此 Moussaïd等 [84] 提出一

种简单的行为启发式模型来捕捉人群行为中的潜

在规律. 该模型认为行人行为模式的改变是通过两

种简单的认知过程完成的, 并加入了行人的视觉信

息 [85−87]. 此外还考虑了极度拥挤情况下行人之间

无意的碰撞行为. 该模型主要包括视觉信息复现、

认知过程、碰撞效应三部分.

[−Φ,Φ] Hi

Hi Φ

i

f v0i

f

首先对现实世界中行人所感受到的视觉信息

进行复, 视觉信息主要包括视野范围和视野范围内

最近的障碍物到行人的距离两部分. 其中视野范围

用区间   表示, 其含义是以行人行走视线  

所在方向为基准, 向视线  左右两边最大各倾斜 

度. 视野范围内最近一个障碍物到行人  的距离用

 表示, 如果行人 i 以速度  在向目标方向前进的

过程中不会与障碍物发生碰撞, 则令  等于无穷大.

其次构造两个认知过程来模拟行人对视觉信息的

处理, 第一个认知过程用来确定行人在遇到障碍物

之后所选择的行走方向, 第二个认知过程用来确定

行人遇到障碍物之后应该调整为多大的速度.

Oi

经验数据表明 [87], 行人在避开障碍物的前提

下并不愿意在目的路线上偏离太多. 因此, 第一个

认知过程是“行人在保证不与障碍物发生碰撞的前

提下, 选择一条到目的地  的最短路径”, 可以表

示为: 

d(α) = d2max + f(α)2 − 2dmaxf(α) cos(α0 − α),

αdes = min d(α), (43)

αdes

α0

其中   表示行人遇到障碍物后所选择的最短路

径方向,   表示目的地的方向.

τ行人在发现障碍物之后, 需要一个缓冲时间 

来防止与障碍物发生意外碰撞. 由此第二个启发式

是“行人在所选择的行走方向上与障碍物保持一定

的距离”, 可以表示为 

vdes(t) = min(v0i , dh/τ) (44)

vdes(t) v0i dh

τ

其中   表示实际速度,    表示理想速度,    表

示最近的障碍物和行人的距离,   表示缓冲时间.

上述两部分可以很好地模拟出稀疏场景下行

人的行为, 但在拥堵场景下需要考虑行人行人之间

无意的碰撞. 

fij = kg(ri + rj − dij)nij , (45)

nij i j dij其中   是从行人   指向行人    的归一化向量;   
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ri rj i j

kg fij i j

表示行人之间的距离;   ,   分别表示行人  ,    的

半径;   是系数;   表示行人  ,   之间的相互作用力.

启发式模型相比于流体动力学模型和社会力

模型, 更加真实地模拟出了人们在遇到地震、恐怖

袭击、火灾等紧急场景下的群体行为, 且该模型对

个体的运动轨迹和集体的运动模式的预测 与大量

的经验和实验数据相一致. 

4.4    集成模型

随着研究的深入, 人们发现单一的模型都存在

一定的缺点, 很难准确描述人类行为. 比如启发式

模型虽然简单高效, 但它无法像社会力模型那样描

述来自其他行人或者障碍物的排斥力. 同样社会力

模型中也不能运用启发式模型中的视觉信息来调

节行走方向. 于是 Porter等 [88] 提出了 IM模型框

架, 该模型集成了社会力模型、行为启发式模型以

及材料科学理论, 充分发挥了每个模型的优势.

作者首先用社会力模型中的公式 (24)式描述

行人遇到障碍物后实际速度与理想速度的不同,

用 (25)式和 (27)式描述行人之间、行人与障碍物

之间的排斥力. 其次用行为启发式模型确定行人在

遇到障碍物时所选择的行走方向, 公式如下: 

eα(t) = d2max + r(e)2 − 2dmaxr(e) cos(e0 − e), (46)

eα(t) α dmax

α r(e)

e0 e

其中   表示行人   的目标方向,     表示行人

 视线的最远距离,    表示距离行人最近的一个

障碍物的距离,   表示目的地的方向,   表示视野

范围内的方向.

作者最后将材料科学中“只考虑直接相邻的分

子, 就可以很好地模拟分子间的相互作用”的理论

应用到行人之间的交互中, 只考虑在行人视野中的

多个行人的影响, 这样就不需要考虑周围所有的行

人, 大大简化了运算量. 

5   典型系统及应用
 

5.1    智能监控领域

现在市场上安装的监控摄像机需要有专门的

人员不断地监察影像以应付可疑事件, 但实际上这

些摄像头拍摄的视频很少有人一直监察或者根本

没有人监察, 导致摄像机没有起到应有的作用 [89].

因此, 如果计算机能自动监视它便可起到预警的作

用, 帮助人们提前发现异常情况.

在拥挤的环境 (比如机场、车站、地铁等)中经

常发生行人丢失物品的事件, 一旦丢失物品, 就需

要视频调度员从大量的视频中寻找, 耗时且滞后.

为了解决这一问题, Ferrando等 [90] 建立了一种从

室内场景中检测丢失物体的系统. 该系统包括目标

分割、目标的识别和跟踪以及动作决策三个模块.

该系统首先将目标按照是行人还是物体、是动态还

是静态划分为 4 类, 然后对动态的行人和物体进行

持续跟踪, 最终物体处于静止状态时则被认定为丢

失, 及时发出警报, 来协助工作人员进行处理. 但

该系统仅适合在室内场合使用, 并且行人之间的遮

挡时间过长会导致误报, 这时就需要人工来判别.

类似的系统还包括国内清华大学刘晓东等 [91]

开发的一套集运动目标检测、目标跟踪、目标分类

一体的智能监控系统, 湖南大学万琴和王耀南 [92]

提出的一种针对固定监控场景的运动检测与目标

跟踪方法. 在国外, Nikouei等 [93] 把智能监控作为

一种边缘网络服务, 提出了一种轻量级 CNN算法,

拥有更高的运算速度和较少的内存使用, 提高了行

人检测的实时性. Gajjar等 [94] 用 K-均值算法来跟

踪监控视频中的行人, 首先在视频中记录与行人位

置相关的 HOG特征向量, 然后用 K-均值算法聚

类得到了行人的轨迹. 

5.2    拥堵人群分析

人群踩踏是拥堵人群中最具灾难性的事件之

一 [95]. 当聚集在一个地点的人群密度过高时, 人与

人之间不可避免地会发生身体接触, 此时一个行人

对其周围人的作用力会像水纹一样不断向外传播,

并与其他各个方向不同大小的力相互叠加起来共

同作用在人群中. 这些合力将人们在人潮中推来推

去, 同时由于人群密度的增加, 人群之间的温度也

随之升高. 拥挤的空间加上闷热的环境会让人产生

头晕、乏力等症状. 如果此时有人不幸跌倒, 那么

在多米诺骨牌效应的作用下会引发一系列连锁反

应—周围的人也相继跌倒 [96], 从而引发大规模

的踩踏伤亡事件. 拥堵人群的安全问题在应急管

理、消防安全、建筑设计等领域都有着重要意义 [97].

然而行人跟踪领域长期缺乏带注释的视频数

据集, 很难用计算机视觉的方法对其进行分析. 直

到最近 Zawbaa等 [98] 利用 HUER数据集, 对 6个

不同的朝圣地点进行了建模, 可以实现在不同的朝

圣视频场景中对仪式地点进行分类. 该系统包括预
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处理、分割、特征提取和位置分类四个阶段. 将视

频帧作为输入输入到 k 近邻 (KNN)、人工神经网

络 (ANN) 和支持向量机 (SVM)分类器中. 该系

统普遍提高了六个朝觐仪式的识别准确率, 其准确

率超过 90%. 虽然这个系统在识别朝觐仪式上有更

好的准确性, 但还不足以对踩踏事件作出预警.

针对以上问题, Helbing等 [99] 通过对拥堵人群

中密度、速度、压力等参数的分析, 发现当人群中

的压力是导致踩踏事件的关键因素, 一旦压力超

过 0.02 则踩踏事件不可避免, 由此提供了一个踩

踏事件的预警机制. 在实际生活中, 踩踏事件多由

突发事件引起, Zhao等 [100] 通过对由突发事件的

研究发现, 在突发事件发生之后人们会争先恐后地

往出口方向逃脱, 这造成出口区域附近人员密度极

高, 人与人之间的拥挤程度加深, 减缓了人们的逃

离速度. 针对这一现象, Zhao等 [100] 在出口处设置

类似面板形状的障碍物引导行人分流, 降低出口区

域的人群密度, 并通过实验表明该方法可以提高疏

散效率, 减少人员伤亡. 因此对拥堵人群设计有效

的疏散方法, 有助于减少人群中由于恐慌和从众行

为所造成的经济损失和人员伤亡, 对改进应对突发

事件的策略具有十分重要的意义 [101]. 

5.3    异常行为分析

在公共安全领域, 需要及时发现危险分子的异

常行为 , 确保人民群众的生命和财产安全 .

Yogameena和 Nagananthini[102] 利用投影和骨架

化方法对个体的正常和异常行为进行分类, 该系统

主要包括运动检测与跟踪、行为分析，它可以检测

到人类走路、跑步、打架、弯腰等异常行为, 准确率

高. 但是适合稀疏人群, 在拥堵人群中效果不佳.

随着我国老龄化人口越来越严重, 如何照顾好

老人、防止老人摔倒是很重要的问题. Miaou等 [103]

认为约 70%的意外摔倒是可以预防的, 并提出了

一种结合个人信息 (如年龄、性别、体重)的全摄像

头来检测老年人是否摔倒. 摄像机的图像实时传输

到一台服务器上, 对前景中感兴趣的对象进行背景

减除, 然后系统使用连接组件标记来获取每个对象

的面积、高度和宽度, 设置一个简单的判定跌落阈

值来确定一个人是否跌落. 此外, 马里兰大学的计

算机视觉实验室利用对灰度图像中的人体建模, 同

时根据手、腿及头部等部位的动作的分析与跟踪,

能够实现对多个行人进行检测与跟踪 [104]. Kocabas

等 [105] 提出了一种多人姿态估计框架, 该框架将多

任务模型与残差网络相结合, 可以联合处理人体检

测、关键点检测和姿态估计问题, 作者在 COCO

关键点数据集上测试的检测速度是 23帧每秒. 

6   结　论

行人跟踪是计算机视觉领域中的难点和热点

问题, 同时也是人类行为动力学中一个难点问题.

虽然之前的工作提出了大量再现人群行为的模型,

但由于缺乏对现有模型进行验证或校准的公开数

据集, 使得这些模型之间没有一个很好的评判标

准. 而且目前关于大规模人群行为的分析大都停留

在统计和宏观层面上, 如基于手机数据对受地震、

极端气候影响的人口迁移模式 [106−108] 以及对个人

旅行模式的时空分布的研究 [109,110]; 基于社交网络

软件对自然灾害发生前后社交网络的结构及其演

化的研究 [111], 对男同这一特殊群体的行为研究 [112];

基于传感器的应急管理救援研究等 [113], 但微观层

面上的研究极度缺乏. 近年来, 随着深度学习技术

在计算机视觉领域的兴起, 已有部分文献运用深度

学习技术分析人群中的异常行为、估计行人的运动

姿态, 且取得了良好的效果. 这使得人们应用开源

分析平台建立大规模标准数据集成为了可能, 并为

在微观和中观尺度下对大规模人群行为分析提供

了一个新思路.
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Abstract

Pedestrian tracking is a hotspot and a difficult topic in computer vision research. Through the tracking of

pedestrians  in  video materials,  trajectories  can be  extracted to  support  the  analysis  of  individual  or  collected

behavior  dynamics.  In  this  review,  we  first  discuss  the  difference  between  pedestrian  tracking  and  pedestrian

detection.  Then  we  summarize  the  development  of  traditional  tracking  algorithms  and  deep  learning-based

tracking algorithms, and introduce classic pedestrian dynamic models. In the end, typical applications, including

intelligent  monitoring,  congestion  analysis,  and  anomaly  detection  are  introduced  systematically.  With  the

rising use of big data and deep learning techniques in the area of computer vision, the research on pedestrian

tracking has made a leap forward, which can support more accurate, timely extraction of behavior patterns and

then to facilitate large-scale dynamic analysis of individual or crowd behavior.

Keywords: pedestrian tracking, trajectory extraction, computer vision, human behavioral dynamics
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专题：统计物理和复杂系统

基于液滴界面不稳定性的表面粗糙聚合物
微球的制备及其细胞捕获应用*

王月桐 1)    商珞然 2)†    赵远锦 1)‡

1) (东南大学生物科学与医学工程学院, 生物电子学国家重点实验室, 南京　210096)

2) (复旦大学生物医学研究院, 复旦大学附属中山医院徐汇医院, 上海　200032)

(2020 年 3 月 12日收到; 2020 年 3 月 25日收到修改稿)

具有不同组成和形态的聚合物颗粒近来受到越来越多的关注, 它们的表面粗糙度显著影响着其理化性

能, 尤其在调节生物材料与生物系统间的相互作用中发挥着重要作用. 本文设计了一种具有表面可调褶皱结

构的聚苯乙烯微球. 首先通过微流控装置产生尺寸均一的含有疏水聚合物和助表面活性剂的液滴. 在有机溶

剂的挥发过程中, 不断收缩的液滴出现界面不稳定现象. 表面面积自发增大, 固化后得到表面具有褶皱的微

球. 研究结果表明, 调节助表面活性剂的浓度以及溶剂挥发速率均可以有效调控微球表面粗糙程度. 循环肿

瘤细胞捕获实验表明, 这种褶皱结构能明显增强细胞黏附力, 提高细胞捕获量. 以上这些特征表明这种表面

褶皱微球将在生物医学分析领域具备良好的应用前景.

关键词：界面不稳定性, 微流控, 表面褶皱, 微球, 细胞捕获

PACS：47.20.Ib, 61.30.Pq, 83.10.Tv, 87.17.Uv 　DOI: 10.7498/aps.69.20200362

 

1   引　言

具有不同组成和形态的聚合物颗粒近来受到

越来越多的关注. 基于高分子材料的理化特性利用

各种加工方法可以制备出不同尺寸和结构的聚合

物微粒, 例如光滑微球、表面粗糙微球、多孔微球、

片状微粒、红细胞状微球等 [1,2]. 它们的光学、电化

学性质等可以通过结构、尺寸和组成进行调节, 从

而在生物材料、药理学、化工等领域有重要应用 [3−5].

各向异性的表面微结构是这类聚合物颗粒最突出

的特征之一. 表面形貌显著影响其理化性能, 例如

催化性能和效率、自组装结构、血小板黏附特性、

生物化学反应程度等 [6,7]. 更有趣的是, 表面粗糙的

粒子在调节生物材料和生物体系之间的相互作用

方面起着至关重要的作用. 具有表面粗糙结构的微

粒由于与某些具有特殊形状和表面结构的细胞及

微生物在结构上有相似之处, 所以会对细胞的黏

附、迁移、增长和组织愈合等进行调控从而行使特

定的生物学功能 [8,9]. 因此, 调控粒子的表面微观结

构在设计功能性生物材料方面提供了新的思路.

目前, 有很多方法可以制备聚合物微球, 主要

有聚合法 (如乳液聚合、悬浮聚合、沉淀聚合)、乳

液-溶剂挥发法 (如相分离、界面失稳)、微加工法

(如软印刷、微流控技术)等 [10−12]. 通过调控实验参

数, 可以得到各种尺寸、形状可调的微粒. 通常, 由
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U1530260)、江苏省自然科学基金 (批准号: BE2018707)和复旦大学和中山医院徐汇医院启动研究基金 (批准号: JIH1340032)

资助的课题.

†  通信作者. E-mail: luoranshang@fudan.edu.cn
‡  通信作者. E-mail: yjzhao@seu.edu.cn

© 2020 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    084701

084701-1

http://doi.org/10.7498/aps.69.20200362
mailto:luoranshang@fudan.edu.cn
mailto:luoranshang@fudan.edu.cn
mailto:yjzhao@seu.edu.cn
mailto:yjzhao@seu.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


于在颗粒和介质之间的界面自由能趋于最小化, 在

异相体系 (例如乳液、悬浮液和分散液等)中聚合

制备的聚合物颗粒具有球形形貌 [13,14]. 对于如何突

破球形界面的限制产生表面粗糙的聚合物微粒这

一问题, 研究人员已经做了许多尝试. 其中, 通过

引入表面活性剂可以对乳液液滴界面现象进行调

节. 表面活性剂是一类两亲性物质, 在乳液界面起

到降低界面张力的作用, 从而维持乳液稳定存在 [15,16].

在溶剂挥发过程中会导致界面曲率增加、界面面积

减小、表面活性剂浓度增加等一系列变化. 当乳液

液滴界面张力不断降低至一定程度会导致界面面

积自发增大, 从而使界面发生扰动, 这种现象称之

为乳液液滴界面不稳定 [17,18]. 利用此机制制备具有

复杂表面微结构的聚合物微球操作简单、可调控性

强、各向异性明显; 但由于常规的搅拌等方法制备

的乳液液滴单分散性较差, 因此常常导致生成的微

球尺寸差异较大, 且该方法仅局限于两亲性嵌段共

聚物的体系, 而对于疏水性聚合物 (均聚物或者共

聚物)鲜有报道, 这限制了该方法的适用范围. 微

流控方法可以较好地解决乳液的单分散性问题, 微

流控技术是指在微尺度 (几十至几百微米)范围下

对微量流体 (10–9— 10–18 L)进行系统地整合和操

控的技术 [19−21]. 在材料制备方面, 微流控技术举足

轻重. 通过多样化的材料选择和精巧的流体通道设

计, 可以对所生成的材料的形貌以及结构进行精确

的控制, 因此其在复杂形貌及多功能材料制备方面

显示出巨大的应用前景 [22,23]. 基于微流控技术制备

的微粒具有粒径均一、尺寸可控、结构复杂、应用

广泛等明显优势, 但其缺点是需要与其他技术相结

合才能对聚合物微粒的复杂结构进行调控. 因此,

利用微流控技术大量生产具有可控表面粗糙度的

功能化聚合物颗粒仍然是一个较大的挑战.

本文将微流控技术与液滴界面不稳定机制相

结合, 构建了尺寸均一、表面粗糙结构可调的聚苯

乙烯微球. 如图 1所示, 首先基于毛细管微流控芯

片制备出单分散的水包油乳液液滴, 进而研究了疏

水的均聚物聚苯乙烯 (Polystyrene, PS)在表面活

性剂十二烷基硫酸钠 (Sodium  dodecyl  sulfate,

SDS)和助表面活性剂 n-十六烷醇 (n-hexadecanol,

HD)的共同作用下使乳液液滴发生的界面不稳定

的过程. 接着, 通过调控溶剂挥发速率及助表面活

性剂的浓度等实验参数实现对微球表面粗糙度的

调控. 由于可操控表面微结构微球在细胞培养、捕

获等方面具有的良好应用前景, 我们将制备得到的

微球用于循环肿瘤细胞 (circulating tumor cells,

CTC)的捕获研究, 考察其对提高捕获效率的作用

效果. 

2   实　验
 

2.1    微流控芯片制备乳液液滴

本实验中首先通过玻璃毛细管微流控装置制

备单乳液液滴模版, 玻璃毛细管的组装按照典型的

协流式单乳液通道结构来进行. 分散相 (内相)溶

液由 10 mg/mL的聚苯乙烯/ 氯仿溶液、不同浓度

的 n-十六烷醇/氯仿溶液组成; 连续相 (外相)溶液

由 3 mg/mL的 SDS/甘油溶液组成, 选择十二烷

基硫酸钠固体粉末, 溶于 30 vol.%甘油/水溶液中;

收集液的组分同连续相溶液.

为产生单分散性的水包油乳液液滴, 将一定量

的内外相溶液抽取到不同规格的玻璃注射器中并

将其分别安放在蠕动泵上, 设定内外相流速, 启动

蠕动泵工作. 通过改变内外相流速对生成乳液液滴

的尺寸和产率进行调控.
 

2.2    表面褶皱聚苯乙烯微球的生成与调控

将上述生成的液滴收集在不同体积的 SDS/甘

 

Flow direction

Water with SDSPS and HD in chloroform

Evaporation

(a)

(b)

图 1    表面粗糙聚苯乙烯微球的制备示意图　(a) 均匀乳

液液滴的微流控生成示意图 ; (b) 具有表面褶皱的固体微

球的形成过程示意图 , 在收集皿中 , 液滴内氯仿的挥发触

发了界面不稳定性现象, 随之产生表面的褶皱

Fig. 1. Schematic illustration  of  the  fabrication  of   poly-

styrene microspheres with rough surface: (a) Schematic rep-

resentation  of  generating  uniform  emulsion  droplets  from

microfluidic devices;  (b)  schematic  diagram  of  the   forma-

tion process of solidified microspheres with surface wrinkles.

In the collection dish, the volatilization of chloroform from

droplets triggers the interface instability phenomenon, then

the surface wrinkles are generated. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    084701

084701-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


油溶液中, 可在显微镜下观察到随着有机溶剂在水

相中的扩散、蒸发, 乳液液滴界面不稳定现象被触

发, 液滴逐渐固化并在表层形成不同程度的褶皱.

悬浮在溶液中的微粒首先在去离子水中透析 7天

以去除表面的甘油、SDS和残余的氯仿, 然后在乙

醇中透析 7天以去除 HD.

微球表面褶皱程度的调控可主要从以下两个

因素的调节来实现: 1)在 0—3 mg/mL范围内改

变分散相中 HD的浓度, 可得到从表面平滑到高度

褶皱的聚合物微粒; 2)在 0.5 —10.0 mm范围内改

变收集液 SDS/甘油溶液的高度, 从而影响有机溶

剂的蒸发速率, 造成表面形态变化. 为了使微球适

应于更广泛应用的功能, 将上述具有褶皱结构的微

球浸泡在四氧化三铁纳米粒子分散液中并保持

3 h震荡. 由于吸附有磁性纳米粒子的聚苯乙烯微

球在水中的沉降速度较快, 因此采用静置法使微球

沉至底部, 移除上方溶液后添加超纯水多次洗涤.

洗涤完全后, 可通过外加磁铁实现微球的快速分离. 

2.3    褶皱微球用于循环肿瘤细胞 (CTC)
捕获实验

将干燥的聚苯乙烯褶皱微球样品放入真空等

离子清洗机反应腔内, 等离子体处理 5 min, 使其

惰性的表面活化, 便于后续抗体的接枝和特异性固

定. 由于在等离子体处理过程中需要开启真空泵,

这可能会导致一部分磁性粒子的损耗, 但通过增加

磁性纳米粒子的初始吸附数量、合理控制等离子体

处理时间等措施, 能够减弱这种损耗对整个褶皱微

球磁性的影响 . 接着 , 将抗上皮细胞黏附分子

(epithelial cell adhesion molecule, EpCAM)特异

性抗体稳定、均一地修饰在聚苯乙烯微球表面. 随

后, 采用外周血 MCF-7 肿瘤细胞作为靶细胞, 将

褶皱微球添加到 MCF-7细胞悬液中. 为了便于观

察和计数, 细胞通过钙黄绿素染色. 

3   结果与讨论

微流控通道内液滴的生成是在流场作用下流

体界面发生形变导致的界面不稳定性增强的结果.

无论是协流式、T形, 还是流动聚焦式通道, 当分

散相和连续相流体相遇时, 分散相流体被拉伸. 最

终, 在自由表面失稳条件下, 分散相流体断裂而形

成液滴, 如图 2(a)所示. 通常来讲, 液滴的断裂是

黏性力和界面张力相抗衡的结果, 前者使界面发生

形变而后者抵抗形变. 另外, 液滴在断裂时对交叉

口的阻隔作用会产生一个瞬时增强的上游压力, 从

而带动下一个液滴的断裂. 此外, 通道的浸润性也

会影响液滴的生成, 因为当连续相流体能够优先浸

润通道内壁时, 连续相流体会在内壁上形成薄膜,

从而阻止分散相流体与管壁的直接接触, 这样就可

以避免三相接触线对整个体系的影响. 因此在本工

作中, 通过选择合理的通道尺寸、流速条件, 以及

对连续相流体通道进行疏水修饰, 保证了液滴能够

稳定地生成. 如图 2(b)所示, 体式显微镜下观察收

集到的乳液液滴直径在 300 µm左右, 尺寸均一,

分散度比较好. 通过调节内外相流速能够对生成乳

液液滴的尺寸和产率进行调控, 如图 2(d)和图 2(e),

内相流速越小, 外相流速越大, 液滴尺寸越小, 相

应的间隔越大, 即生成液滴越稀疏, 产率变低.

将液滴收集在含有外相溶液的玻璃皿中, 可以

明显观察到随着氯仿的蒸发, 乳液液滴不断缩小,

同时产生“涟漪状”物质, 最后聚苯乙烯团聚成微球

的形状, 呈现黑色, 通过光学显微镜追踪此过程如

图 3所示. 在有机溶剂氯仿的挥发过程中, 乳液液

滴变小导致了界面曲率增加、界面面积减小、表面

活性剂浓度增加等一系列物理变化. 当界面张力降

低到一定程度时, 液滴表面面积自发增大 (类似于

花朵绽放的过程), 即触发了乳液液滴界面不稳定

机制. 另外, 在氯仿挥发过程中, PS与 HD之间因

为互不相溶而发生相分离, 形成非常微小的液滴.

随着整个乳液液滴体积收缩, 微小液滴逐渐融合,

PS微球慢慢固化过程中小液滴占据的位置成为凹

陷孔隙, 进一步增加了微球表面的粗糙度. 待氯仿

彻底挥发后, 该结构被固定, 最终得到表面具有凹

陷孔隙分布和均匀凸出褶皱结构的微球. 由于液滴

是基于微流控芯片产生的, 具有均一的尺寸分布,

因此同等条件下经过氯仿挥发后的固化微球也具

有较为良好的单分散性, 微球直径在 80 µm左右,

如图 2(c)所示.

我们探究了内相溶液中 HD的浓度和收集液

高度这两个主要因素对微球表面褶皱度的影响.

当 HD的浓度从 0逐步增加到 3 mg/mL时, 微球

表面褶皱度发生了明显的变化. 内相溶液中不含

HD, 即浓度为 0 mg/mL时, 所得微球表面非常平

滑, 几乎没有褶皱, 其光镜和电镜的表征图像如图 4(a)

和图 4(d)所示 . 当 HD浓度提高到 0.5 mg/mL
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图 2    (a) 微流控通道内液滴的实时生成图像, 比例尺为 600 µm; (b), (c) 液滴及其相应 PS微球的光镜图片, 比例尺分别为 200

和 80 µm; (d), (e) 液滴直径和内外相流速之间的曲线关系图: (d) 当内相流速保持在 0.1 mL/h不变时, 液滴直径与外相流速间呈

负相关; (e) 当外相流速保持在 5 mL/h不变时, 直径与内相流速呈正相关

Fig. 2. (a)  Real-time images  of  droplets  generated in  the  microfluidic  device,  the  scale  bar  is  600 µm; (b),  (c)  microscope photo-
graphs of the (b) droplets and (c) the resultant PS microparticles. The scale bars are 200 µm in (b) and 80 µm in (c), respectively;
(d), (e) Relationships of the droplets radius with (d) the same inner flow rate and (e) the same outer flow rate, respectively. Error

bars represent standard deviations. 

 

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

 +1 s +3 s

+7 s +13 s +21 s

+30 s +45 s +60 s

图 3    体式显微镜下观察到的具有褶皱表面的微球的生成过程. 随着氯仿的蒸发, 乳液液滴不断缩小, 同时产生“涟漪状”物质,

最后 PS玻璃化形成固化微球, 此过程在常温下约持续 1 min. 图 (a)−(f)的比例尺为 300 µm, 图 (g)−(i)的比例尺为 250 µm

Fig. 3. Formation process  of  microspheres  with  wrinkled  surface  observed  under  the  microscope.  With  the  evaporation  of   chloro-

form, the droplets continue to shrink, and meanwhile, the "ripple-like" substance is produced. Finally, the PS vitrifies to form solidi-

fied microspheres. This process lasts about 1 minute at the room temperature. The scale bars are 300 µm in (a)−(f) and 250 µm in
(g)−(i), respectively. 
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时表面出现局部不平滑的区域 (图 4(b)和图 4(e)),

具体表现为微球表面形成了凹陷孔隙的分布. 如

图 4(c), 图 4(f) —图 4(h), 图 4(j), 和图 4(k)显示,

从 1 mg/mL开始微球表面出现均匀褶皱 , 在

1—3 mg/mL之间, 随着 HD浓度的增加, 微球表

面伸出的粗糙结构长度不断增加 . 当浓度达到

3 mg/mL时, 球体核心变得非常小, 被大幅度褶皱

覆盖. 助表面活性剂 HD的浓度对表面形貌的影响

可归结于 HD分子在油/水交界面处的累积和重

排, 且进一步渗透到 SDS单层中诱导 SDS的组装,

两个过程都共同导致了乳液液滴界面张力的降低,

从而引起界面不稳定现象的发生, 产生了伸展出表

面的褶皱.

另外 , 当收集液 SDS/甘油的液面高度在

0.5—10.0 mm 范围内变化时, 保持容器底面直径

固定, 随着收集液体积增加, 褶皱度逐渐降低, 这

与 HD的浓度变化的影响相反. 由此可见, 水层高

度明显影响有机溶剂的挥发速率, 从而可以通过调

节挥发速率的快慢制备各种形态的聚合物粗糙微

球. 综合来看, 乳液液滴挥发触发的界面失稳过程

和液滴的相变是两个竞争性的过程, 当溶剂挥发

非常快时 , 乳液液滴中的界面张力降低占主导

作用, 首先发生了界面不稳定现象, 然后固化形成

粗糙微球; 当溶剂挥发非常慢时, 液滴在没有达到

很低的界面张力时就已经固化, 形成了较光滑的

微球.

由于微球表面褶皱之间的间隙较小, 磁性纳米

粒子能够被吸附在间隙中并保持稳定. 宏观磁吸实

验可以证明, 微球整体可以在磁场的作用下进行可

控运动. 将一批表面载有磁性纳米粒子的褶皱微球

装在透明玻璃瓶内, 在永磁铁的作用下, 可以观察

到微球被吸引到靠近磁铁的瓶壁一侧, 如图 5所

示. 因此可以证明, 所制备的微球具有磁控运动特

性, 这为后续的细胞捕获和富集带来了极大便利.

 

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

图 4    具有不同表面褶皱度的聚苯乙烯微球的光镜和电镜表征. 这些微球是由含有相同浓度 PS和不同浓度 HD的液滴模板固

化得到 , 其对应的 HD浓度如下 : (a), (d) 0 mg/mL; (b), (e) 0.5 mg/mL; (c), (f) 1 mg/mL; (g), (j) 1.5 mg/mL; (h), (k) 2 mg/mL;

(i), (l) 3 mg/mL. 光镜图片 ((a)−(c), (g)−(i)) 和电镜图片 ((d)−(f), (j)−(l)) 的比例尺分别为 45和 30 µm

Fig. 4. The optical microscopy and SEM images of the PS microparticles with different surface-roughness. They are obtained from

microfluidic  droplet  templates  containing  10 mg/mL  PS  and  varied  concentrations  of  HD:  (a),  (d)  c  =  0 mg/mL;  (b),  (e)  c  =

0.5 mg/mL; (c), (f) c = 1 mg/mL; (g), (j) c = 1.5 mg/mL; (h), (k) c = 2 mg/mL; and (i), (l) c = 3 mg/mL. The scale bars are

45 µm in ((a)−(c), (g)−(i)) and 30 µm in ((d)−(f), (j)−(l)), respectively. 
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由于粗糙表面有利于细胞黏附、传播和生长,

我们探究了这种表面褶皱微球的肿瘤循环细胞捕

获应用. 长期以来, 临床在癌症的诊断与治疗中,

通常是利用组织细胞活检来进行确诊并跟踪治疗

效果, 这种方法不仅会给患者带来身体上的创伤,

而且价格昂贵. 诊断癌症更好的方法是对游离在血

液中的肿瘤细胞 , 即循环肿瘤细胞进行检测 .

CTC被认为是癌症转移的一个重要因素, 但是它

在血液循环系统中的含量极少, 一般 1 mL 血液中

只有 1—10 个, 因此急需高效的捕获和富集载体 [24,25].

我们将表面修饰特异性抗体的褶皱微球加入到细

胞悬液中并进行染色观察, 如图 6(a)—图 6(c), 共

聚焦激光扫描显微镜 (confocal  laser  scanning

microscope,  CLSM)图像显示钙黄绿素染色的

MCF-7细胞附着在褶皱表面, 且发出明亮的绿色

荧光. 为了获得更高的捕获效率, 我们还探索了细

胞数量与褶皱程度之间的关系. 为此, 将具有相同

浓度抗体, 但褶皱度不同的微球与相同浓度的细胞

一起孵育, 根据 CLSM图像计算并分析捕获的细

胞. 图 6(d)显示在光滑聚苯乙烯微球表面捕获的

细胞数量较少, 而随着褶皱程度的增加, 被捕获的

数量相应增多. 

 

(a) (b) (c) (d)

图 5    表面包覆有四氧化三铁纳米粒子的聚苯乙烯褶皱微球被赋予较强的磁响应性. 在永磁铁的引导下, 微球被吸引到靠近磁

铁的瓶壁一侧. 图中比例尺为 1.5 cm

Fig. 5. Strong mangnetic responsiveness of the highly textured PS microparticles coated with Fe3O4 nanoparticles. Under the gui-

dance of  the  permanent magnet,  the  microspheres  are  attracted to  the side  of  the  bottle  wall  near  the magnet.  The scale  bar  is

1.5 cm. 
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图 6    被捕获在微球表面的循环肿瘤细胞的共聚焦激光扫描显微镜图像　(a) 横截面荧光图像; (b) 明场图像; (c) (a)和 (b)合并

后的图像; (d) 细胞捕获数量与微球表面褶皱度的关系

Fig. 6. The  CLSM images  of  CTC  captured  onto  the  surface  of  the  PS  microparticles:  (a)  The  cross-section  fluorescent  images;

(b) the white-light images, and (c) the merged images. The scale bar is 30 µm; (d) the relationships of the number of captured cells
with the extents of surface wrinkles. 
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4   结　论

提出了一种具有表面粗糙微结构的聚苯乙烯

微球的可控制备方法. 采用微流控技术制备出单分

散的乳液液滴, 原位观测乳液液滴的界面不稳定现

象及微球的形成过程, 并对其形成机制进行了分

析, 提出了界面不稳定现象发生的机理. 表面活性

剂 SDS及助表面活性剂 HD的加入使得溶剂挥发

过程中界面张力降低而触发乳液液滴界面不稳定,

最终得到表面粗糙结构的聚合物微球. 改变 HD的

浓度以及有机溶剂的挥发速率可以有效调控微球

表面的粗糙程度. 制备的粗糙微球还可以吸附磁性

纳米粒子、包覆荧光染料等, 且其粗糙褶皱结构有

利于增加与细胞间的黏附作用, 因此我们进一步探

究了微球在捕获外周血中 CTC的作用效果. 我们

发现, 微球捕获富集细胞的能力与其表面褶皱程度

呈现正相关 , 因此能够通过调控粗糙度实现

CTC捕获效率的精确控制. 此外, 这种用于制备具

有高度褶皱表面颗粒的通用方法还可以扩展到其

他类型的疏水性聚合物, 其将在药物递送、生化分

析、组织工程、催化涂覆和装置制造领域中有重要

的潜在应用.
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Surface-textured polymer microspheres generated through
interfacial instabilities of microfluidic

droplets for cell capture*
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1) (State Key Laboratory of Bioelectronics, School of Biological Science and Medical Engineering,
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Abstract

Polymer microparticles with various compositions and morphologies have recently received much attention.

Their  surface-roughness  significantly  affects  the  physical  and  chemical  properties,  which  especially  counts  in

regulating  the  interaction  between  biological  materials  and  living  systems.  In  this  paper,  we  design  a

polystyrene  microsphere  with  controllable  surface  textures.  At  first,  a  microfluidic  device  is  used  to  generate

droplets with uniform size containing the hydrophobic polymer and a co-surfactant. During the volatilization of

the  organic  solvent,  the  shrinking  droplets  appear  to  be  unstable  at  the  interface.  Thus,  the  surface  area

increases spontaneously, and microspheres with wrinkles on the surface are obtained after being solidified. The

results  show  that  tuning  the  concentration  of  the  co-surfactant  and  the  rate  of  solvent  evaporation  can

effectively regulate the surface roughness of the microspheres. Circulating tumor cell capture experiments reveal

that this textured structure can facilitate the cell adhesion and increase the number of the captured cells. These

features indicate that the coarse microspheres possess a promising application prospect in the field of biomedical

analysis.

Keywords: interfacial instability, microfluidics, surface-texture, microspheres, cell capture
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专题：统计物理和复杂系统

基于香蕉形液晶分子自组装的纳米螺旋丝
有机凝胶及其流变特性*

王行政 1)#    杨晨静 1)#    蔡历恒 2)†    陈东 1)‡

1) (浙江大学能源工程学院化工机械研究所, 杭州　310027)

2) (弗吉尼亚大学材料科学工程学院, 夏洛茨维尔　22904, 美国)

(2020 年 3 月 4日收到; 2020 年 3 月 22日收到修改稿)

在香蕉形液晶分子 B4相态中, 非手性香蕉形液晶分子自组装形成层状结构, 分子在层内倾斜, 形成层手

性和自发极化, 并且造成层内不匹配, 最终形成纳米螺旋丝. 本文设计了 NOBOW/十六烷混合体系, 在高温

时, 香蕉形液晶分子溶解于十六烷, 在低温时, 香蕉形液晶分子自组装形成纳米螺旋丝, 并最终形成三维网

络, 变成有机凝胶. 为深入理解纳米螺旋丝有机凝胶的特性, 拓展其在软物质领域的应用, 本文通过流变实验

对该有机凝胶的黏弹性质进行了系统研究. 实验表明纳米螺旋丝有机凝胶与传统凝胶不同, 纳米螺旋丝有机

凝胶可以随温度变化形成凝胶-流体的可逆变化, 并且通过测量 NOBOW/十六烷混合体系在不同液晶分子浓

度、温度、应变大小和应变速率下的流变特征, 揭示了该有机凝胶的流变特性与纳米螺旋丝的性质密切相关.

关键词：香蕉形液晶, 螺旋纳米丝, 有机凝胶, 黏弹性

PACS：61.30.–v, 77.84.Nh 　DOI: 10.7498/aps.69.20200332

 

1   引　言

液晶在显示、光学器件、功能材料等领域具有

广泛的应用 [1−7]. 传统液晶分子一般为棍状, 主要

由棍状的刚性部分和柔性碳链组成. 而香蕉形液晶

分子主要由弯曲状的刚性部分和连接于其两端的

柔性碳链组成. 由于香蕉形液晶分子特殊的几何形

状, 可以自组装形成多种新颖的相态结构, 表现出

分子弯曲、层内倾斜和分子层手性的相互耦合作

用 [8,9]. 人们对香蕉形液晶分子的重点研究开始于

1996年, 当时人们首次在非手性香蕉形液晶分子

中发现了铁电性 [10]. 在此之前, 铁电性只存在于手

性棍状液晶分子中. 与棍状液晶不同, 香蕉形液晶

分子本身是非手性的, 但是当其自组装形成层状结

构, 分子在层内倾斜, 破坏了体系的镜像对称, 形

成层手性和自发极化 [11]. 香蕉形液晶分子与棍状

液晶分子的另一个重要区别是香蕉形液晶分子的

层状结构存在层内不匹配. 当香蕉形液晶分子在层

内倾斜, 其上下两臂的倾斜方向接近相互垂直, 因

此上下两臂的扩张方向也相互垂直, 造成层内的不

匹配. 为了消除这种层内不匹配, 香蕉形液晶分子

的层状结构倾向于形成马鞍状弹性形变 [10,12,13].

在 20多年的研究里, 人们先后在香蕉形液晶

分子中发现 B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7, B8等多

个新型相态 [14]. 其中在 B4相态中, 香蕉形液晶分
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子的层手性进一步形成微观的纳米螺旋丝手性结

构和宏观的左旋和右旋手性区域. 已有研究表明纳

米螺旋丝主要通过成核和保持手性生长, 最终形成

宏观的手性区域, 即同一手性区域由同一手性纳米

螺旋丝组成, 而左旋和右旋手性区域出现的概率是

一样的 [15]. 这是首个由非手性分子形成手性结构

的相态, 纳米螺旋丝也因其特有的手性结构引起了

人们的广泛研究 [16−21], 其中包括纳米螺旋丝结构、

非线性光学、手性限域效应等 [17,22]. 此前纳米螺旋

丝与棍状液晶混合体系的研究表明, 在混合体系

中, 香蕉形液晶分子可以通过相分离, 自组装形成

纳米螺旋丝三维网络, 进而影响填充于其间的棍状

液晶排列, 形成非对映区域, 在手性分离、非对称

合成等领域展现出潜在的应用前景 [23]. 然而由纳

米螺旋丝形成的有机凝胶尚缺乏深入的研究, 对其

深入的研究可以拓展其在软物质领域的应用 [24].

本文设计了 NOBOW/十六烷混合体系, 制备

由纳米螺旋丝形成的有机凝胶, 并通过有机凝胶流

变性质的研究, 其中包括可逆的凝胶-流体相变特

征和体系储能模量和损耗模量随液晶分子浓度、温

度、应变大小和应变速率的变化特征, 进而揭示纳

米螺旋丝性质对有机凝胶性质的影响规律, 为其在

手性分离等领域的应用奠定基础. 

2   结果与讨论

NOBOW和十六烷的化学结构如图 1(a)和

图 1(b)所示. NOBOW是典型的香蕉形液晶分子,

由弯曲的刚性核心和连接于其两端的柔性碳链组

成, 具有 Iso (175 ℃) B2 (147 ℃) B3 (143 ℃) B4

相变行为. 当温度从高温逐渐降低, 在焓 (弯曲刚

性核心趋向于有序排列)和熵 (柔性碳链趋向于无

序排列)的共同驱动下, 香蕉形液晶分子自组装形

成层状结构, 分子在层内倾斜, 形成层手性和自发

极化, 即 B2相态, 如图 1(c)和图 1(d)所示. 此时,

极化方向 p同时垂直于指向矢 n和层法线 z, 即垂

直于指向矢 n和层法线 z所在的平面. 由于香蕉

形液晶分子上下两臂的倾斜方向相互垂直, 对应的

扩张方向也相互垂直, 造成层内不匹配, 如图 1(e)

所示. 为了消除这种层内不匹配, 香蕉形液晶分子

的层状结构会自发形成马鞍状弹性形变. 当这种形

变足够强时, 液晶分子可以自组装形成双连续相,

即 DC相态 (如图 1(f)所示), 或纳米螺旋丝相, 即

B4相态 (如图 1(g)所示). 而 NOBOW液晶分子

则形成纳米螺旋丝相.

在 NOBOW和十六烷混合体系中, 十六烷作

为 NOBOW的有机溶剂, 体系随温度变化可以形

成可逆的凝胶-流体转变, 如图 2(a)所示. 在高温

时 ,  NOBOW溶解于十六烷 , 形成无序相 . 因为

十六烷的存在, NOBOW的相变温度降低, 在冷却

过程中, NOBOW液晶分子直接从无序相自组装

形成纳米螺旋丝, 并且在生长过程中, 通过分叉形

成三维网络 [23], 体系进而形成有机凝胶. 当温度升

高时, 纳米螺旋丝融化, 凝胶再次转变为流体, 形

成凝胶-流体的可逆变化. 有机凝胶中, 香蕉形液晶

分子自组装形成的纳米螺旋丝可以直接通过速冻

断层电子显微镜 (FFTEM)和透射电子显微镜

(TEM)观察到 , 如图 2(b)和图 2(c)所示 . 已有

NOBOW/8CB(8CB, 一种棍状液晶材料)混合体

系的研究表明, 纳米螺旋丝具有基本固定的宽度

(~37 nm)和螺距 (~220 nm), 不依赖于 NOBOW

的浓度和体系的温度 [15], 这主要是因为 NOBOW

分子自组装形成纳米螺旋丝是一个相分离过程.

在 NOBOW/十六烷混合体系中, 纳米螺旋丝的宽

度约为 37 nm, 螺距约为 230 nm, 基本保持不变.

fE = K̄(σ − σo)
2

K̄

σo = 1/Rp = G/K̄

σ = q/(1 + q2s2)

如前所述, 为降低层内不匹配, 香蕉形液晶分

子的层状结构会自发形成马鞍状弹性形变, 最终形

成纳米螺旋丝 , 其弹性形变自由能可以表达为

 , 其中  是弗兰克 (Frank)高斯弹

性形变常数,    是最优曲率. 但是

在层间距保持不变的条件下, 纳米螺旋丝不能处处

满足最优曲率, 其曲率从螺旋轴中心往两边逐渐减

小 , 可表达为   , 其中 p = 2π/q是
纳米螺旋丝的螺距, s是距纳米螺旋丝中心轴的距

离. 因此, 纳米螺旋丝内部仍然存在层内不匹配,

该层内不匹配将造成应力的存在. 其应力大小与偏

离最优曲率的大小成正比, 所以应力从螺旋轴中心

往两边逐渐增加, 对应颜色逐渐加深, 如图 2(c)中

的插图所示. 这与传统高分子形成的有机凝胶有很

大的区别, 也促使我们进一步研究纳米螺旋丝有机

凝胶的流变性质.

纳米螺旋丝有机凝胶的储能模量 (G' )和损耗

模量 (G'' )由马尔文旋转流变仪测量所得. 首先,

调节流变仪温度从 140 ℃ 下降到 20 ℃, 每下降 5 ℃,

测量一次 NOBOW/十六烷混合体系在 0.5%应变

和 1 Hz应变速率条件下的储能模量和损耗模量.
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随后, 在 1 Hz应变速率条件下, 分别测量NOBOW/

十六烷混合体系在 20 ℃, 60 ℃ 和 90 ℃ 的储能模

量和损耗模量随应变大小变化的规律. 最后, 在

0.5%应变条件下, 分别测量 NOBOW/十六烷混

合体系在 20, 90, 100和 120 ℃ 的储能模量和损耗

模量随应变速率变化的规律.

在 c = 0.25% NOBOW/十六烷混合物体系

中, 由于香蕉形液晶分子浓度太低, 纳米螺旋丝仅

形成团簇, 而无法形成相互连通的三维网络, 如

图 3(a)插图所示. 该体系的储能模量 (G' )和损耗

模量 (G'' )均很小, 且损耗模量略大于储能模量,

表现为典型的流体 [25,26], 如图 3(a)所示. 当NOBOW

的浓度增加到 c = 0.5 wt.%时, 在高温流体状态

下, 体系储能模量和损耗模量均很小, 与溶剂十六

烷本身相近. 随着温度从高温逐渐降低到 99 ℃

时, 香蕉形液晶分子自组装形成纳米螺旋丝网络,

体系成为凝胶, 其储能模量开始显著大于损耗模

量, 表现出典型的凝胶特性, 如图 3(b)所示. 随着

温度进一步下降, 体系储能模量逐渐增加. 已有

NMR对纳米螺旋丝相态的研究表明, 随着温度降

低, 液晶分子柔性碳链的热运动逐渐减小, 分子排

列更有序 [27], 这很可能是纳米螺旋丝刚性随温度

降低逐渐增强的原因. c = 1 wt.% NOBOW/十六

烷混合体系储能模量 (G' )和损耗模量 (G'' )随温
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O O

N N
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十六烷
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层内不匹配
马鞍状形变(e) 纳米螺旋丝相(f) (g)

(a)

(b)

(c) (d)

图 1    香蕉形液晶分子的自组装结构　(a) NOBOW和 (b)十六烷的化学结构; (c) 香蕉形液晶分子的指向矢 n沿长轴方向, 极

化 p沿弓形方向; (d) 非手性香蕉形液晶分子自组装形成层状结构, 分子在层内倾斜, 形成层手性和极化, 极化方向 p同时垂直于

指向矢 n和层法线 z, 即垂直于指向矢 n和层法线 z所在的平面; (e) 香蕉形液晶分子上下两臂的倾斜方向相互垂直, 对应的扩张

方向也相互垂直, 造成层内不匹配. 为了消除这种层内不匹配, 香蕉形液晶分子的层状结构会自发形成马鞍状弹性形变. 当马鞍

状弹性形变足够大时, 液晶分子可以自组装形成 (f)双连续相或 (g)纳米螺旋丝相

Fig. 1. Self-assembly of bent-core liquid crystal. Chemical structures of (a) NOBOW and (b) hexadecane molecules; (c) the director,

n, which is along the molecular long axis, and the polarization, p, which is along the bow direction; (d) smectic layers of tilted bent-
core molecules. The molecules are tilted from the layer normal z, and the macroscopic polarization p, is orthogonal to both n and z;
(e) the tilt directions of the top and bottom molecular arms of bent-core liquid crystals are essentially orthogonal to each other. If

each molecular arm is regarded as an elastic slab, the two elastic slabs dilate along their local molecular tilt directions, which are or-

thogonal to each other, thus resulting in internal structural mismatch. The internal structural mismatch could be released by the

formation of saddle-splay deformations; (f) bicontinuous smectic layer of the dark conglomerate (DC) phase, in which smectic lay-

ers organize into disordered focal conics; (g) helical nanofilaments of the B4 phase, in which smectic layers of finite width form uni-

formly twisted ribbons. 
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度的变化行为与 c = 0.5 wt.%体系类似, 但是由

于香蕉形液晶分子浓度的增加, 流体-凝胶转变温

度提高到 107 ℃, 储能模量大小和储能模量随温度

降低的增加速率也相应增加. 例如, 在 T = 20 ℃

时, 纳米螺旋丝的储能模量从 G' ≈ 550 Pa增加

到 G' ≈ 1200 Pa, 差不多翻倍.

为了进一步研究纳米螺旋丝三维网络的力学

性能, 我们在不同的条件下进行了一系列的流变实

验. 对于 c = 0.25 wt.% NOBOW/十六烷混合体

系 , 其储能模量 (G' )和损耗模量 (G'' )都很小 ,

呈现流体特性, 如图 4(a)所示. 对于 c = 0.5 wt.%和

 

25 C 120 C 25 C

(b) (c)

230 nm

37 nm

200 nm 100 nm

加热 冷却

凝胶 溶液 凝胶

(a)

图  2    基于香蕉形液晶分子自组装形成纳米螺旋丝网络

的有机凝胶　(a)在 120 ℃ 高温下 , 1 wt.% NOBOW香蕉

形液晶分子可以溶解于十六烷 , 体系呈透明流体 ; 在室温

25 ℃ 下, 香蕉形液晶分子自组装形成纳米螺旋丝网络, 体

系变成有机凝胶. 该流体-凝胶转变可通过加热和冷却实现

可逆变化 ; (b) 有机凝胶中纳米螺旋丝网络的速冻断层电

子显微镜 (FFTEM)图像; (c) 纳米螺旋丝的透射电子显微

镜 (TEM)图像 , 插图展示了纳米螺旋丝的应力分布 , 应力

从螺旋轴中心往两边逐渐增加, 对应颜色逐渐加深

Fig. 2. Organogels formed by self-assembled 3D helical nan-

ofilament networks of bent-core liquid crystals: (a) At 25 ℃,

bent-core  liquid  crystal  molecules  self-assemble  into  helical

nanofilament  networks  and  the  1 wt.%  NOBOW/hexa-

decane mixture forms organogels. At 120 ℃, NOBOW dis-

solves in the hexadecane solvent and the system appears as

transparent fluid, showing reversible gel-sol transitions upon

heating and  cooling;  (b)  freeze-fracture  transmission   elec-

tron  microscopy  (FFTEM)  image  of  helical  nanofilament

networks in the organogels; (c) transmission electron micro-

scopy  (TEM)  image  of  individual  helical  nano-filaments.

The  inset  shows  the  distribution  of  internal  stress  in  the

helical nanofilaments.  The  internal  stress  gradually   in-

creases from the helical axis towards the edges, accompan-

ied by the color increase. 
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图 3    NOBOW/十六烷混合体系储能模量 (G' )和损耗模

量 (G'' )随温度变化的关系　(a)当 NOBOW的质量分数

为 0.25 wt.%时, 体系不能形成凝胶, 损耗模量略大于储能

模量 ; (b), (c)当 NOBOW的质量分数分别为 0.5 wt.%和

1 wt.%且温度分别低于 99和 107 ℃ 时 , 香蕉形液晶分子

自组装形成纳米螺旋丝网络 , 体系储能模量显著升高 .

0.5 wt.%体 系 储 能 模 量 增 加 的 速 率 为 10.3 Pa/℃, 而

1 wt.%体系储能模量增加的速率为 14.2 Pa/℃. 实验中 ,

应变保持 0.5%, 应变速率保持 1 Hz

Fig. 3. Temperature  sweeps  of  the  elastic  (G', solid   sym-

bols) and viscous moduli (G'',  open symbols) of NOBOW/

hexadecane  mixtures:  (a)  0.25 wt.%  NOBOW/hexadecane

mixture could not form organogels and its G'' is larger than

G'; (b), (c) 0.5 wt.% and 1 wt.% NOBOW/hexadecane mix-

tures could self-assemble into helical nanofilament networks,

forming organogels.  The  increase  rate  of  the  elastic  modu-

lus  of  0.5 wt.%  NOBOW/hexadecane  is  10.3 Pa/℃ and

that  of  1 wt.%  NOBOW/hexadecane  is  14.2 Pa/℃.  The

measurements  are  taken  at  a  fixed  strain  of  0.5%  and  a

fixed strain rate of 1 Hz. 
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c = 1 wt.% NOBOW/十六烷混合体系 , 在 T =

20 ℃, 应变g > 1%时, 其储能模量随着应变增加

逐渐减小, 表明有机凝胶中的纳米螺旋丝不能抵抗

相应的应变, 开始被破坏 (如图 4(b)和图 4(c)所

示); 当应变g ≈ 10%时 (如图 4(b)和图 4(c)中箭

头所示), 储能模量 (G' )开始小于损耗模量 (G'' ),

表明有机凝胶基本被破坏, 体系开始表现出流体的

基本特性. 同时由图 4可见, 不同温度下, 在储能

模量减小的时候, 没有出现损耗模量的峰值, 这和

传统凝胶体系很不一样, 传统凝胶体系在储能模量

减小的时候, 一般会出现损耗模量的峰值 [23], 这很

可能是因为纳米螺旋丝偏刚性, 不能拉伸或弯折.
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图  4    不同温度下 , NOBOW/十六烷混合体系储能模量

(G' )和损耗模量 (G'' )随应变大小变化的规律　(a) 0.25 wt.%,

(b) 0.5 wt.%和 (c) 1 wt.% NOBOW/十六烷混合体系储能

模量 (G' )和损耗模量 (G'' )分别在 20, 60和 90 ℃ 随应变

大小变化的关系. 实验中, 应变速率保持 1 Hz

Fig. 4. Strain  sweeps  of  the  elastic  (G',  solid  symbols)  and

viscous moduli (G'', open symbols) of (a) 0.25 wt.%, (b) 0.5 wt.%

and (c) 1 wt.% NOBOW/hexadecane mixtures measured at

different temperatures of 20 ℃, 60 ℃ and 90 ℃. The mea-

surements are taken at a fixed strain rate of 1 Hz. 
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图  5    不同温度下 , NOBOW/十六烷混合体系储能模量

(G' )和损耗模量 (G'' )随应变速率变化的规律　(a) 0.25 wt.%,

(b) 0.5 wt.%和 (c) 1 wt.% NOBOW/十六烷混合体系储能

模量 (G' )和损耗模量 (G'' )分别在 20, 90, 100和 120 ℃

随应变速率变化的关系. 实验中, 应变大小保持 0.5%

Fig. 5. Strain rate sweeps of the elastic (G',  solid symbols)

and  viscous  moduli  (G'',  open  symbols)  of  (a)  0.25 wt.%,

(b) 0.5 wt.%  and  (c)  1 wt.%  NOBOW/hexadecane   mix-

tures measured at different temperatures of 20, 90, 100 and

120 ℃.  The  measurements  are  taken  at  a  fixed  strain  of

0.5%. 
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因为凝胶体系在 20 ℃ 时已经被破坏, 所以在随后

的 60 ℃ 和 90 ℃ 测试中, 基本表现为流体的特性.

γ̇ ≈ 1 s−1 γ̇ ≈ 10 s−1 γ̇ ≈ 40 s−1

为了不破坏纳米螺旋丝的网络结构, 测试有机

凝胶流变随应变速率的变化关系, 我们保持应变大

小为 0.5%, 然后逐渐增加应变速率, 如图 5(a)—

图5(c)所示. 对于c = 0.25 wt.%, c = 0.5 wt.%和c =

1 wt.%的 NOBOW/十六烷混合体系, 当应变速率

较小时, 体系储能模量 (G' )和损耗模量 (G'' )不

随应变速率增加而增加, 而是保持不变, 说明纳米

螺旋丝具有一定刚性, 能对应变速率范围内的变化

做出快速响应. 当应变速率足够大 (如图 5中箭头

所示 ,    ,    和   分别对

应 c = 0.25 wt.%, c = 0.5 wt.%和 c = 1 wt.%的

混合体系 ), 体系储能模量 (G' )和损耗模量

(G'' )随着应变速率增加而逐渐增加, 此时纳米螺

旋丝已经不能响应应变的快速变化. 

3   结　论

在 NOBOW/十六烷混合体系中 , 在较低

NOBOW浓度 (c = 0.5 wt.%)下, 纳米螺旋丝可

以自组装生成三维网络, 进而形成有机凝胶. 该有

机凝胶与传统凝胶不同, 可以随温度发生凝胶-流

体的可逆变化. 当温度较高, 体系处于流体状态时,

体系储能模量和损耗模量均较小, 与溶剂本身相

近. 当温度较低, 香蕉形液晶分子自组装形成纳米

螺旋丝时, 体系储能模量随温度降低而逐渐增加,

这主要是因为随着温度降低, 液晶分子尤其是其柔

性碳链的热运动逐渐减小, 分子排列更有序, 纳米

螺旋丝刚度增大. 因为纳米螺旋丝是由香蕉形液晶

分子在层内不匹配驱动下自组装形成, 具有内应力

和一定刚性, 能对低频应变做出快速响应, 但容易

被较大应力破坏. 纳米螺旋丝力学性能的深入研究

有助于我们更好地理解纳米螺旋丝三维网络有机

凝胶的结构特性, 拓展其在软物质领域的应用.
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

The rheology property of organogels based on 3D helical
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Abstract

In the B4 phase of bent-core liquid crystals, smectic layers of tilted achiral bent-core molecules are chiral

and  polar,  which,  driven  by  intra-layer  structural  mismatch,  eventually  twist  into  helical  nanofilaments.  We

design a NOBOW/hexadecane organogel system, which is different from traditional organogel system, and the

studied  organogels  show  reversible  gel-liquid  transitions  under  temperature  cycles.  At  high  temperature,  the

NOBOW molecules  dissolve  in  hexadecane and the storage modulus  and viscous  modulus  show typical  liquid

characteristics. At low temperature, the mobility of NOBOW molecules decreases and the storage modulus of

the  organogels  increases  as  the  temperature  decreases.  We  conduct  a  rheology  experiment  to  systematically

investigate  the  viscoelasticity  of  the  organogel  to  understand  the  property  of  the  organogel  and  develop  the

application in soft  matter.  The viscoelastic studies of  the organogels  reveal  that the helical  nanofilaments are

internally  strained  and  their  3D  networks  are  relatively  stiff,  which  provides  an  in-depth  insight  into  the

properties of the organogels and paves the way for their applications in soft matter.

Keywords: bent-core liquid crystal, helical nanofilament, organogel, viscoelastic property
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专题：统计物理和复杂系统

复杂网络链路可预测性: 基于特征谱视角*

谭索怡 1)    祁明泽 2)    吴俊 3)†    吕欣 1)‡

1) (国防科技大学系统工程学院, 长沙　410073)

2) (国防科技大学文理学院, 长沙　410073)

3) (北京师范大学复杂系统国际科学中心, 珠海　519087)

(2019 年 11 月 3日收到; 2020 年 2 月 27日收到修改稿)

近年来链路预测的理论和实证研究发展迅速, 大部分工作关注于提出更精确的预测算法. 事实上, 链路

预测的前提是网络的结构本身能够被预测, 这种“可被预测的程度”可以看作是网络自身的基本属性. 本文拟

从特征谱的视角去解释网络的链路可预测性, 并刻画网络的拓扑结构信息, 通过对网络特征谱进行分析, 构

造了复杂网络链路可预测性评价指标. 通过该指标计算和分析不同网络的链路可预测性, 能够在选择算法前

获取目标网络能够被预测的难易程度, 解决到底是网络本身难以预测还是预测算法不合适的问题, 为复杂网

络与链路预测算法的选择和匹配问题提供帮助.

关键词：可预测性, 链路预测, 特征谱, 复杂网络

PACS：89.75.Hc, 89.75.Fb, 64.60.aq 　DOI: 10.7498/aps.69.20191817

 

1   引　言

近年来, 复杂网络研究迅速发展, 其学科分支

在包括数学、统计物理、生物医学、化学、计算机等

领域掀起研究热潮 [1−5]. 在现代信息科学领域中,

链路预测作为将复杂网络与信息科学连接起来的

重要桥梁, 关心的是信息科学中最基本的问题—

缺失信息的预测和还原问题 [6,7]. 即在一个网络中,

如何基于已知连边信息, 刻画网络的相似性, 进而

重现因为数据缺失尚未观察到的连边, 或者预测未

来网络演化过程中将要出现的连边.

目前链路预测相关理论方法研究主要围绕基

于马尔科夫链、最大似然估计、概率模型、网络结

构相似性等数学领域和统计物理的观点和方法展

开. 早期的链路预测领域普遍关注的是马尔科夫链

和机器学习, 主要存在着计算复杂度较高, 参数设

置不具有普适性等问题 [8]. 也有学者提出从似然分

析的角度构建链路预测框架, 比较经典的有层次结

构模型 [9] 和随机分块模型 [10]. Pan等 [11] 提出的闭

路模型, 拥有比前两者更好的预测精度. 似然分析

的优点在于能够从理论上帮助我们理解网络结构

特征, 然而受限其自身理论的复杂性, 这类方法不

是应用性很强的方法, 即使构思巧妙, 在处理大规

模网络时也会显得吃力. 最早由 Taskar等 [12] 提出

的概率模型是数据挖掘领域的传统模型, 该模型在

预测时同时运用了网络的结构信息和节点的属性

信息, 概率模型拥有较高的预测精确度, 但是同时

产生的高计算复杂度以及其参数设置存在非普适

性, 都限制了该类方法的应用范围. 得益于 David

和 Kleinberg[13] 在 2007年有关链路预测结构相似

性的论文, 基于网络结构相似性的链路预测问题在
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近年受到越来越多的关注. Zhou等 [14] 把链路预测

问题和评价指标都进行了简化, 很多研究人员开始

利用同样的数据和指标分析链路预测问题. 基于相

似性的算法, 作为最简单的链路预测算法框架, 其

中一系列算法复杂性低但预测精度不错的局部相

似性指标的提出, 大幅度增加了链路预测在超大规

模网络中的可应用性.

利用链路预测算法精准地预测网络的未知结

构有着广泛的应用前景. 例如, 在军事对抗中, 通

常只能侦测到敌方作战网络的部分结构信息, 如果

我们可以获得更多更准确的信息, 就可以制定一定

的优先级规则或重要性标准来选择性地攻击网络

中的关键节点或连边 [15,16]; 在生物实验中, 研究人

员需要通过大量的实验研究去推断探索细胞组分

内部的交互作用, 一个具有指导作用的预测结果能

有效降低实验成本并帮助人类理解生物网络连边

演化机制的规律 [17,18]; 社交网络中, 读懂用户的兴

趣偏好和喜怒哀乐, 对企业的发展事至关重要, 一

个好的“猜你要关注”推荐能够牢牢地黏住老用户、

吸引新用户 [19,20]. 此外, 一个优秀的链路预测算法

往往蕴含着一种可能的网络演化机制 [21−24]. 遗憾

的是, 除非站在上帝视角, 否则没有人能判断一个

链路预测算法是否足够精准. 如果网络的节点对之

间随机连接, 任何算法可能都会无功而返, 难以做

出有效预测; 相反, 面对一个有特定的连边演化机

制, 非常规则的网络, 一个足够优秀的方法能够实

现精度很高的预测. 此外, 即使是同一个网络, 不

同链路预测算法的准确性也不尽相同, 这种精度值

只能相对地反映出网络对于某种特定预测算法的

预测精度, 算法不同, 精度也随之改变, 并不能刻

画网络自身的固有的链路可预测性, 很多时候, 我

们都面临着是预测算法不合适还是网络本身就难

以预测这样一个网络与算法的选择和匹配问题.

显然, 网络中待预测的连边集合与网络中不存

在的连边集合交集为空集, 无论预测的准确性和效

率如何, 理论上我们总可以通过无限加边命中所有

待预测的链接. 然而这种上界是没有价值的, 不考

虑成本的加边会带来巨大的成本消耗和结构噪音,

这样的情况显然偏离了链路预测的初衷. 如果能够

获悉一个网络的链路信息能够多大程度被预测出

来, 就能够提供一个导向, 确定当前算法是否接近

或者已经达到目标网络的可预测上限. 因此, 刻画

网络多大程度上能够被预测是链路预测中首先需

要解决的问题, 这个问题在相关文献中被称为复杂

网络的链路可预测性问题.

近年来链路预测的理论和实证研究发展迅速,

但绝大部分研究的目的都是希望提出更准确的预

测算法 [25,26], 关于复杂网络链路可预测性的研究起

步较晚, 相关成果少见报道. 许小可等 [27] 最早从理

论上比较了各种算法的优劣, 分析多个网络演化过

程中形成链接的两个节点之间的拓扑距离分布, 阐

明了传统基于共同邻居相似性指标可有效进行链

路预测的机理, 从理论上分析了 9 种基于共同邻居

相似性算法的预测上限. Lü等 [28] 提出结构一致性

的概念, 认为网络“可被预测的程度”, 是网络的一

种重要固有属性. 通过对已知网络进行扰动, 刻画

重构的邻接矩阵和真实邻接矩阵的差异. 如果丢失

的连边没有显著改变网络的结构, 那么这个网络是

可预测的, 即网络的结构一致性越强, 网络可预测

性越好. 熵被广泛用来测量物理系统中的无序度,

Yin等 [29] 设计了基于证据推理 (Dempster-Shafer

theory) 的链路预测算法, 从香农信息熵的视角出

发, 分析了网络链路信息的可预测性.

本文拟从特征谱的视角去理解网络拓扑信息,

并刻画网络的链路可预测性. 首先基于特征谱理论

给出复杂网络链路可预测性的数学描述, 提出可预

测性指标. 在此基础上, 通过计算和分析不同实证

网络的链路可预测性, 验证该指标的有效性. 

2   链路预测问题描述

G (V,E) V E

U = N (N − 1) /2

(vi, vj)

在本文的研究中, 主要讨论无向无权网络. 令

  表示无向无权网络,    表示节点,    表示

连边. 令   表示连边的全集. 对于

网络中未连边的节点对  , 可以通过某种预测

算法得到其得分矩阵, 将所有未连边列表中节点对

的得分降序排列, 排在前面的节点对之间产生链接

的可能性大.

E

ET EP E = ET ∪ EP

ET ∩ EP = ∅ ET

EP

在网络进行链路预测之前, 我们并不知道网络

缺失的部分和未来演化中可能出现的连边连接情

况, 因此, 在实验中, 将网络中已有的连边集合  

划分为训练集   和测试集   . 显然,   ,

 . 链路预测算法通过学习训练集   

中的相似性进行预测, 并通过测试集    检测算法

预测效果, 测试集中存在的预测连边越多, 算法的

准确性越高. 其中, 数据集的划分存在多种方式,
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L

m

为排除其干扰, 本文所有实验中均采用随机抽样

法. 常见的算法评价指标有 AUC (area under the

receiver  operating  characteristic  curve)[30], 精确

度 (precision)[31] 和排序分 (ranking score)[32], 本文

选用 precision 对预测结果进行评价. precision 定

义为在前    条边的预测中, 正确预测连边的比例.

如果有   条边被正确预测, 则 precision 的定义为 

precision = m/L. (1)

为了更好地解释链路预测问题, 图 1给出了一个简

28− 10 = 18

{e15, e17, e34}

单的例子. 图 1(a)为 8个节点和 13 条连边的完全

信息网络. 我们采取随机抽样的方法选择 3条连边

作为测试集, 如图 1(b)中黄色连边所示, 显然, 训

练集包含 10 条连边. 由于 8 个节点的全连通网络

共有 28 条连边, 则未连边的数目为   .

选择一种链路预测算法, 对 18 条未知连边进行打

分, 并将得分按从大到小排序, 精确度越高的算法

能更多地将测试集中的 3 条连边    排

在其余 15 条不存在边的前面.

e15 e17

e34

e23

在这个例子中我们选择资源分配算法 [14] 进行

链路预测, 选取该算法认为存在可能性最高的 3 条

连边添加到网络中, 如图 1(c) 所示, 红色连边表示

正确预测, 蓝色连边表示错误预测, 可以看到, 算

法正确预测了连边   和   , 未能正确预测出节

点 3 和节点 4之间的连边    而是错误的认为连

边    存在的可能性更高, 易计算得到, 此次预测

精度 (precision)为 2/3. 

3   基于特征谱的复杂网络链路可预
测性

 

3.1    复杂网络的特征谱

复杂网络的特征谱是代数图论的基本研究课

题, 经过多年的研究, 如文献 [33] 所述, 已有成熟

的理论体系和丰富的研究成果. 网络的特征谱提供

了包含网络功能和动力学行为在内的大量信息, 可

以被形容为网络的“指纹”, 即网络与其特征谱是一

一对应的, 不同类别的网络有着完全不同的特征

谱. 因此, 通过分析和识别特征谱, 我们就能够锁

定目标网络. 进一步, 特征谱不仅是网络的“指纹”,

还是网络的“脉象”. 通过分析特征谱这一网络“脉

象”, 可以得到大量的网络结构信息. 例如, 通过拉

普拉斯矩阵 (Laplace matrix) 的最大特征根我们

可以估计网络的度序列; 分析特征谱还可以挖掘网

络社区结构; 网络的中心性和二部分性也可从特征

谱得出 [34−37]. 最近有研究表明, 网络的特征值谱还

可以表现网络结构和动力学 (例如神经与激发序

列)的层次性 [38].

G A (G) = (aij)N×N

G vi vj

aij = 1 aij = 0 λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λN

A (G) {λi} G

di vi G

L (G) =D (G)−A (G) D (G) = diag {di}
L (G)

µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µN L (G)

{µi} G

令   表示无向无权图 ,     表

示   的邻接矩阵, 其中若节点对   与   之间有连

边, 则   , 否则   . 令  

为    的特征根, 则称集合   为   的特征谱

(spectrum). 定义   为节点   的度.   的拉普拉斯

矩阵 (Laplace matrix)  可用数学公式表示为

 , 式 中 ,   

表示节点度的对角矩阵, 显然,    是对称半正

定矩阵. 令    表示    的特征

根, 则称集合   为图  的拉普拉斯特征谱. 

3.2    基于特征谱视角的网络链路可预测性

近年来, 很多统计物理领域的学者基于特征谱

研究了图的沟通性 (communicability)[34] 和可扩张

性 (good expansion, GE)[39]. 图的沟通性指网络中

不同节点之间进行交流或传递信息的能力, 而可扩

张性指那些既稀疏同时又高度连通的节点间的沟
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预测正确连边 预测错误连边 测试集

图 1    链路预测问题示意图

Fig. 1. Illustration of link prediction problem. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    088901

088901-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


通能力. 实际上, 统计物理角度的沟通和扩张, 在

网络信息的视角中, 可以理解为网络结构某种程度

上的演化和发展. 链路预测, 作为网络信息挖掘的

技术手段, 一个很重要的功能便是预测缺失连边和

未来可能存在的连边. 可以说, 链路预测算法与网

络连边形成机制相辅相成, 好的链路预测算法本身

就给出了很多网络演化可能机制的暗示; 反之网络

的链路可预测性也可以理解为网络连边演化机制

的另一种表现形式. 因此, 我们可以认为, 沟通性

和可扩张性这两个指标所刻画的拓扑信息从某种

程度上来说和网络的链路可预测性是相似的, 即具

备较好的链路可预测性的网络, 一般也具有较好的

沟通性和可扩张性.

λ1 λ2 λ1 ≫ λ2

λ1 ≫ λ2

λ1

已有研究表明, 可扩张性好的网络同时也表现

出良好的沟通性, 且这些网络特征谱的最大特征根

  远大于次大特征根  , 即  . 我们在之前

的工作中 [40] 研究了无标度网络特征谱, 同样发现

不同参数的无标度网络中存在着不同程度的

 , 即存在谱隙 (spectrum gap)  现象 , 如

图 2所示. 因此, 如果能够定量地刻画特征谱中 

和其他特征根之间的差距, 就能够像中医把脉一

样, 定量刻画网络的链路可预测性. 

3.3    可预测性的数学表达式

i

在各种各样衡量网络结构属性的指标中, 文

献 [41]提出的子图中心性是基于网络特征谱的指

标. 其认为闭环回路的路径长度越小, 回路信息交

流越便利, 节点之间的联系越紧密, 对节点的中心

性贡献越大. 节点   的子图中心性可以定义为 

SC(i) =
N∑
j=1

(
ξij
)2eλj , (2)

λj (j = 1, 2, · · · , n) j

ξj λj ξij

j i λ1

ξ1

(i)

i

其中   是邻接矩阵 A 第   个特征

向量的特征值,    是   所对应的特征向量,    是

邻接矩阵第   个特征向量的第   个组分, 例如,   

和  分别是邻接矩阵 A的最大特征值及其对应的

特征向量. 对于 (2)式而言, 显然, SC  包含了从

节点  出发, 偶数长度和奇数长度的所有的闭途径.

因此, (2)式也可以表示为 

SC(i) =

N∑
j=1

(
ξij
)2 cosh (λj) + N∑

j=1

(
ξij
)2 sinh (λj)

= SCeven(i) + SCodd(i). (3)

odd(i)

显然, 偶数长度的闭途径更多的是一些无环的轨

迹, 更多地出现在二部分图中; 而奇数长度的闭途

径则不包含这部分无效的路径. 本文的研究对象是

简单无权图, 因此, 奇数长度的闭途径更适合于用

来描述网络中节点与其邻居间的拓扑结构关系. 我

们可以将 SC  写成如下形式 [39]: 

SCodd(i) =
(
ξi1
)2 sinh (λ1) +∑

j=2

(
ξij
)2 sinh (λj) , (4)

λ1 ξi1 i其中  是网络的主特征值,    是主特征向量的第 

个组分 . 当网络存在一个巨大的谱隙 (spectral
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图 2    无标度网络特征谱直方图

Fig. 2. The  histograms  of  eigenvalues  of  random  sacle-free

networks. 
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λ1 ≫ λ2 ⩾ λ3 ⩾ · · · ⩾ λNgap) 时, 有   . 因此, 在这

种情况下,  (
ξi1
)2 sinh (λ1) ≫∑

j=2

(
ξij
)2 sinh (λj) , (5)

则 

SCodd(i) ≈
(
ξi1
)2 sinh (λ1) . (6)

λ1 λ2也就是说, 要判断网络特征谱中   和   之间是否

有足够大的谱隙. 需要检测 

ξi1 ∝
√
SCodd(i)−

√
sinh (λ1). (7)

A = [sinh (λ1)]−0.5
η = 0.5

ξi1 ∝ A
[√

SCodd(i)
]η

ξi1 SCodd(i)

令   ,    ,  (7)式可以表示为

 . 显然 ,     和    之间存

在着线性关系. 因此, 我们可以在双对数形式下将

(7)式改写成: 

log ξi1 = 0.5 log SCodd(i)− 0.5 log sinh (λ1) . (8)

∆ log ξi1通过测量不同情况与理想情况的偏差   , 我

们可以判断网络是否具有良好的可预测性. 

∆ log ξi1= log
ξi1

ξ1
ideal(i)

= log

{(
ξi1
)2 sinh (λ1)
SCodd(i)

}0.5

, (9)

∆ log ξi1 ≈ 0

∆ log ξi1 ∆ log ξi1

p ∆ log ξi1

当  时, 网络具有良好的可预测性. 由于

 是一个一维数组, 直接比较   与 0 的

关系并不容易, 因此, 我们构建一个可预测性的数

学表达式   去测度    多大程度接近于 0. 其

数学表达式如下: 

p = exp

−∑
√√√√(SCodd(i)−

(
ξi1
)2 sinh (λ1)

NSCodd(i)

)2
 ,
(10)

p [0, 1]

p

p

易知, 可预测性   的值域为   , 如果偏差趋近于

0, 那么   趋近于 1, 表示网络的链路可预测性很好;

反之, 若网络  值较小, 表示网络的可预测性差. 

4   实验结果分析
 

4.1    模型网络的可预测性分析

vi Πi di

相比于随机网络, BA无标度网络具有节点生

长和边的偏好链接 (preferential attachment)两种

明确的生成机制, 即新加入的节点更倾向于与那些

具有较大连接度的节点相连. 一个新节点与一个已

经存在的节点    相连接的概率   与节点的度  

成正比: 

Πi =
di∑
j
dj
, (11)

p

p

α

Π ′
i

这意味着, 如果我们的指标能够有效刻画网络的可

预测性, 则  值会随着网络演化机制的变化而改变.

为全面比较网络演化机制对  刻画可预测性能力的

影响, 我们基于 (11)式, 加入参数   , 调控 BA模

型中偏好链接机制的强度. 构造连接概率  :
 

Πi
′ =

dαi∑
j
dαj
. (12)

α = 0

α = 1

p α α

p

当   时, 网络生成仅由生长机制决定 (在此情

况下老的节点仍有更高的概率获得更多连接); 当

  时, 网络生成过程具有显著的偏好链接特征.

图 3展示了当网络平均度为 4时, 不同节点规模下

可预测性  值随参数  的变化, 结果表明, 随着  的

增加, 优先链接特性逐渐增强, 我们的指标能够捕

捉到网络逐渐明显的优先链接特性, 网络的可预测

性越来越好. 并且在连边机制固定的情况下, 可预

测性随网络规模的变化不大, 证明  指标具有良好

的稳定性.

同时, 为了清晰地对比各种链路预测算法在这

两类模型网络中的表现, 我们生成一个节点数为

1000, 平均度为 6的 BA无标度网络和与之同样规

模的随机网络进行对比实验, 实验结果如图 4 和

表 1所示. 表 1给出了 12种基于相似性的链路预

测算法在这两个模型网络中的精确度 (precision).

包括 6种基于节点局部信息的相似性指标: 共同邻

居 (CN), Adamic-Adar(AA), 资源分配 (RA), 偏
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好 连 接 (PA), Individual  Attraction(IA)   和

CAR指标; 3 种基于路径的相似性指标: 局部路

径 (LP), Katz和 LHN-II指标; 3种基于随机游走

的相似性指标: 平均通勤时间 (ACT), 重启的随机

游走 (RWR), 局部随机游走指标 (LRW), 具体的

算法原理参见文献 [25]. 实验通过随机抽样的方式,

将训练集和测试集按照 9∶1 的比例进行划分, 我

们固定预测连边的比例, 令 L 等于测试集中的连

边数量.

ξi1 SCodd(i)

ξi1 SCodd(i)

p

可以看到, 由于 BA无标度网络中, 新的节点

进入网络后会选择网络中已存在的大度节点产生

链接. 网络具有固定的网络连边演化机制, 连边都

是按照优先链接产生, 因此, 网络具有很好的可预

测性. 在图 4(c)中表现为  和  在一条直线

上, 体现出 (7)式表示的线性关系; 反观同样规模

的随机网络, 网络中的连边以固定概率随机产生,

不根据任何演化机制和节点属性, 很难基于某一演

化机制去预测连边是否存在, 网络可预测性较差.

在图 4(a)中表现为    和   并不具有很强的

线性关系. 图 4(b)的雷达图直观地展示了链路预

测算法在两类模型网络中的表现, 结果表明, 各类

算法在 BA无标度网络中的精确度显著优于随机

网络, 这与我们对这两类网络可预测性的判断是一

致的. 观察各个算法的表现, 在 BA无标度网络中,

PA指标表现最为出色, 这是因为 PA算法的思想

来源于优先链接的方法, 即连边存在的可能性大小

正比于两端度值的积. 因此, PA算法对于相似性

的定义更贴近于 BA无标度网络的连边演化机制,

故在这类网络中有着优异的表现. 纵使 BA无标度

网络具有优秀的可预测性, LHN-II算法在网络中

的表现却很差. 这是因为 LHN-II算法是基于一般

等价 (regular equivalence)的思想, 其相似性的定

义更多地取决于节点连接的节点之间的相似性, 即

使节点对之间不存在共同邻居. 然而, 节点的属性

如果不是特殊背景的网络或者有特定的标准往往

是很难去量化的, 因此, 虽然无标度网络有着高的

可预测性, 但 LHN-II算法却不是适用于该网络的

合适的链路预测算法. 上述结果初步表明, 通过计

算链路可预测性  的值, 能够回答到底是不可预测

的网络还是不合适的算法这个问题, 从而为决策者

筛选算法提供指导意见. 上述模型网络只是真实网

络一种演化机制的抽象, 真实网络在生长演化过程

中往往表现出如集聚性、社团性、无标度性等多种

复杂的结构特征, 为更进一步证明指标的有效性,

我们在更多真实网络中进行了实验.
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图 4    无标度网络和随机网络可预测性示意图

Fig. 4. The link predictability of BA scale-free network and
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4.2    真实网络的链路可预测性分析

V E ⟨k⟩
C r ⟨l⟩

本节进一步考察可预测性指标在真实世界网

络中的表现. 我们选取了各个不同领域的 15个真

实网络作为实验网络. 网络拓扑属性如表 2所列,

  和   表示网络中的节点和边,    表示平均度,

  表示集聚系数,   表示同配系数,    表示平均最

短路径长度.

在实验中, 我们采用随机抽样的方法, 将训练

集和测试集按照 9∶1的比例进行划分, 即测试集包

含 10%的真实连边. 针对预测结果采取 precision

衡量算法的表现, 由于真实网络规模不同, 在实验

时固定预测连边的比例, 令 L 等于测试集中的连

边数量.

p

表 3为链路预测算法在真实网络中的最大精

确度 (precision)测试结果, 每个链路预测算法在

每个网络运行 100次取平均. 从网络间纵向比较来

看, 算法在可预测性高的网络上的预测精度要明显

高于可预测低的网络, 如图 5大图所示, 不同颜色

的圆代表不同的网络, 圆的大小与网络可预测性  

成正比. 横坐标表示网络可预测性的值, 纵坐标表

示链路预测算法的最大 precision值, 纵坐标越大,

算法的最大精度越高. 可以看到, 那些可预测性好

的网络对应的 precision值也相对较高, 如图中右

表 1    链路预测算法在模型网络中的表现
Table 1.    Performance of link prediction algorithms in model networks.

网络 p CN AA RA LP IA CAR PA Katz RWR ACT LRW LHN-II

BA网络 0.975 0.423 0.324 0.272 0.415 0.271 0.283 0.594 0.412 0.136 0.507 0.085 0.003

随机网络 0.543 0.015 0.008 0.009 0.008 0.009 0 0.030 0.008 0.002 0.020 0 0.001

 

表 2    不同领域真实网络拓扑属性
Table 2.    Basic statistics of real networks.

网络 V E r ⟨k⟩ ⟨l⟩ C

C_elegans 297 2148 –0.163 14.47 2.46 0.308

Windsurfers 43 336 –0.147 15.63 1.70 0.564

Adolescent health 2539 12969 0.251 10.22 4.52 0.142

Jazz 198 2742 0.020 27.69 2.21 0.520

USAirport 1574 28236 –0.113 35.87 3.14 0.384

Metabolic 453 4596 –0.226 20.29 2.64 0.124

Yeast 2375 11693 0.454 9.85 5.10 0.388

US powergrid 4941 6594 0.003 2.67 20.09 0.103

Physicians 241 1098 –0.056 9.11 3.02 0.552

Air Traffic Control 1226 2615 –0.015 4.27 6.10 0.063

Contiguous USA 49 107 0.233 4.37 4.26 0.406

Email 1133 5451 0.078 9.62 3.65 0.166

King James Bible 1773 9131 –0.048 10.30 3.38 0.163

Protein Stelzl 1706 6207 –0.191 7.28 5.09 0.006

Router 5022 6258 –0.138 2.49 6.45 0.033

表 3    链路预测算法在真实网络中的 precision值
Table 3.    The precision of link prediction algorithms in real networks.

网络 p CN AA RA LP IA CAR PA Katz RWR ACT LRW SRW

C_elegans 0.999 0.100 0.107 0.105 0.101 0.108 0.094 0.058 0.101 0.105 0.055 0.110 0.108

Windsurfers 0.999 0.379 0.396 0.413 0.370 0.393 0.381 0.214 0.369 0.360 0.247 0.402 0.426

Adolescent health 0.422 0.103 0.103 0.088 0.089 0.101 0.094 0.003 0.088 0.053 0.008 0.042 0.047

Jazz 1.000 0.502 0.523 0.542 0.489 0.535 0.517 0.133 0.489 0.352 0.168 0.342 0.393

USAirport 0.998 0.333 0.336 0.364 0.332 0.332 0.330 0.280 0.332 0.087 0.294 0.076 0.080

Metabolic 0.999 0.137 0.195 0.269 0.141 0.168 0.132 0.104 0.141 0.196 0.092 0.214 0.215

Yeast 0.998 0.154 0.177 0.267 0.158 0.161 0.148 0.094 0.174 0.073 0.211 0.045 0.059

US powergrid 0.362 0.054 0.032 0.028 0.058 0.047 0.037 0.000 0.057 0.016 0.034 0.015 0.018

Physicians 0.368 0.119 0.126 0.121 0.117 0.122 0.106 0.014 0.117 0.119 0.015 0.132 0.127

Air Traffic Control 0.480 0.036 0.024 0.018 0.037 0.021 0.025 0.007 0.037 0.002 0.015 0.002 0.002

Contiguous USA 0.540 0.096 0.130 0.132 0.005 0.000 0.000 0.012 0.004 0.067 0.053 0.133 0.121

Email 0.950 0.144 0.158 0.143 0.142 0.159 0.145 0.018 0.141 0.065 0.024 0.052 0.051

King James Bible 0.960 0.167 0.270 0.446 0.163 0.256 0.176 0.078 0.163 0.186 0.069 0.197 0.224

Protein Stelzl 0.441 0.001 0.002 0.001 0.001 0.002 0.006 0.014 0.001 0.006 0.013 0.006 0.006

Router 0.511 0.051 0.029 0.020 0.056 0.031 0.055 0.022 0.055 0.006 0.164 0.005 0.005
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侧较大的圆所示. 相比之下, 图中左下方网络的

precision值较低, 其对应的网络可预测性值也较

差. 值得注意的是, C_elegans网络的可预测值很

高, 然而实验选取的多种基于结构相似性的链路算

法在网络中的 precision值普遍不高, 我们进一步

计算了各类算法在该网络中的 AUC值, 结果表明,

最大 AUC值同样来自于 LRW指标 , 达到了

0.907, 各类算法的平均AUC值为 0.848. 因为AUC

值是基于整个边列表, 而这里的 L 是基于前 10%

的边, 说明这些算法对于该网络的正确预测大部分

来自于边列表的后半段, 测试的算法在该网络上的

预测效率均较低, 对于该网络有待挖掘能够快速找

到更多正确连边的预测算法. 图 5里的箱线图则显

示了对每个网络预测算法之间的比较结果. 我们发

现, 除了少数网络各个预测算法的表现基本维持在

同一水准外, 大多数预测算法在网络中的效果差别

很大, 这也体现出网络和算法选择与匹配问题的重

要性. 例如, 在 Jazz网络中, CN, AA, RA等指标

的 precision都达到了 0.5左右, 然而, 优先链接指

标 PA的精确度却很差, 仅为 0.133. 该结果说明,

对于 Jazz网络来说, 基于共同邻居的算法更能捕

获爵士音乐家间的合作关系, 且这种关系不是以优

先链接的形式展开的, 所以由优先链接思想演化而

来, 依靠节点度乘积来刻画相似性的 PA指标与

Jazz网络并不匹配 . 事实上 , 不仅是 Jazz网络 ,

PA算法在很多真实网络中的 precision值都低于

其他算法, 这说明真实网络在演化生长的过程中往

往表现出集聚性、社团性、无标度性、小世界性等

多种结构特征, PA算法虽然能够在无标度网络中

表现突出, 其相对单一的相似性刻画思想难以胜任

网络结构特征比较复杂的真实网络. 类似的情况

还出现在 Router网络中 , 该网络中大多数算法

的 precision值都低于 0.05, 只有 ACT算法的

precision达到了 0.164, 这说明 ACT的算法思想

能够更好地匹配该网络更多的结构特征. 结合表 3

和箱线图进行讨论分析, 能够为网络与算法间的匹

配和选择问题提供帮助. 

5   结论与展望

在网络科学和信息科学领域中, 我们常常会遇

到信息缺失的情况. 链路预测作为数据挖掘领域重

要的研究方向之一, 是一个长期存在的挑战和难

题. 近年来有关链路预测理论和实证的研究发展迅

速, 大量研究工作的重心都放在提出算法本身上,

各种各样精确度越来越高的算法层出不穷. 但是,

大量实验结果表明, 在同一网络中不同算法的精度

有好有坏. 因此, 到底是不可预测的网络, 还是不

合适的链路预测方法, 是一个很有挑战性问题.

本文从统计物理中图的可扩张性得到启发, 提

出了一种基于特征谱的链路可预测性度量指标. 通

过对网络特征谱的分析, 构造了一个指标来评价网

络缺失链路的“可被预测的程度”. 模型网络和大量
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图 5    预测算法在真实网络上的表现

Fig. 5. The performance of prediction algorithms in real networks. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    088901

088901-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


真实网络中的实验结果证明, 该指标能够有效地刻

画网络的链路可预测性, 且能够就链路预测算法选

择提供建议. 例如, 随机网络的可预测性较差, 而

无标度网络的可预测性较好. 然而, 虽然各类算法

在无标度网络中的精确度明显优于随机网络 ,

LHN-II算法却不是适用于该网络的合适的链路预

测算法; 在实证网络中, Jazz网络具有较好的可预

测性 , 一些基于共同邻居的相似性指标如 CN,

AA, RA表现较好, 然而优先链接指标 PA的精确

度却很差. 这是因为网络中音乐家之间的合作关系

不是以优先链接的形式展开的, 依靠节点度乘积来

刻画相似性的 PA算法不是适合 Jazz网络的链路

预测算法. 事实上, 我们认为网络的可被预测的程

度差并不绝对, 可预测性差的网络也许只是没能遇

到理解它结构特征的链路预测算法. 一个好的链路

预测算法背后往往有一套贴近网络生长演化的连

边机制, 同样道理, 一个重要的机制往往能够提取

出一种精确的链路预测算法. 链路预测的研究与网

络的结构和演化密切相关, 即算法与网络连边形成

机制相辅相成, 是互通的, 网络的链路可预测性即

是网络连边演化机制的另一种表现形式. 我们把基

于特征谱视角计算可预测性, 获取网络能够被预测

的难易程度的工作视作基础, 在下一步的研究中,

拟通过对具有典型演化机制的网络进行分析, 说明

预测背后的主要机制以及预测正确或者错误的原

因, 去探索一些因果关系. 同时, 考虑基于特征谱

挖掘和学习不同网络的拓扑结构信息, 对网络拓扑

结构进行标记分类, 针对不同类型网络的连边机

制, 提出与之相匹配的链路预测算法.
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Abstract

Link prediction in complex networks has attracted much attention in recent years and most of work focuses

on proposing more accurate prediction algorithms. In fact, “how difficultly the target network can be predicted”

can  be  regarded  as  an  important  attribute  of  the  network  itself.  In  this  paper  it  is  intended  to  explain  and

characterize  the  link  predictability  of  the  network  from  the  perspective  of  spectrum.  By  analyzing  the

characteristic spectrum of the network, we propose the network link predictability index. Through calculating

the index, it is possible to learn how difficultly the target network can be predicted before choosing algorithm,

and to solve the problem whether the network is unpredictable or the algorithm is inappropriate. The results

are useful for the selecting and matching the complex network and link prediction algorithms.
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专题：统计物理和复杂系统

复杂网络上的部分同步化: 奇异态、
遥同步与集团同步*

王振华    刘宗华†

(华东师范大学物理与电子科学学院, 上海　200241)

(2019 年 12 月 26日收到; 2020 年 2 月 14日收到修改稿)

近年来, 复杂网络上耦合振子的部分同步化引起了人们极大的关注, 其潜在或背后的原因是部分同步化

斑图在大脑网络中广泛存在, 并很可能与大脑的认知或记忆等功能有密切的联系. 本文对这些进展进行简单

的总结与归纳, 并按照学者们研究的不同侧重点, 将其分成三方面来进行介绍, 即奇异态、遥同步与集团同步

化 . 着重强调这三种情形各自出现的条件、常用的研究模型、检测的方法以及侧重解释的生物现象等方面 .

并对它们三者之间的相互关系及今后的研究方向做一些简单的探讨.

关键词：复杂网络, 奇异态, 遥同步, 集团同步
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1   引　言

混沌通常被认为是有害的现象, 直到 1990年

美国海军实验室的 Pecora和 Carroll[1] 发现两个全

同的混沌系统实际上是可以同步化的, 从而导致了

混沌系统的一个极其重要的应用——保密通信 [2].

源于这个应用, 两个耦合系统间的混沌同步化受到

了极大的关注, 并发现了一系列的同步化方式, 如

完全同步、相同步、延迟同步及广义同步等. 随后,

这些研究被推广到了多个耦合系统的情形, 包括耦

合映像格子的时空同步化等. 这些同步化的一个共

同特征是耦合的各子系统间行为一致, 是作为一个

整体来表现同步特征的.

实际上, 除了这些整体同步化外, 还存在着以

非整体行为的方式体现的同步化. 比如, 在猫的视

觉皮层中, 分布在不同空间位置的神经元与它们的

振荡响应 (40—60 Hz)是同步的 [3]. 然而, 这个现

象直至十年之后, 也就是 2000年左右, 才引起了

x, y, z

人们的广泛关注, 被称为部分同步化. 部分同步主

要讨论两个振子以上但总振子数目不是太大的情

形. 此时只有部分态变量是同步的, 而其他态变量

并不与它们同步, 因此系统的轨道将收敛到一个由

同步变量定义的不变线性子空间 [4−7]. 比如考虑由

三个振子  组成的耦合混沌系统, 部分同步可

以发生在振子 x 与 y 之间或 x 与 z 之间, 而第三个

振子并不与这两者同步. 部分同步化已获得了实验

验证 [8,9].

上述研究, 无论是同步还是部分同步, 包含的

子系统数目都不大, 通常只有 2—6个子系统. 另

外, 这些耦合的连接方式是均匀的, 比如最近邻连

接、规则连接或者全连等, 而不涉及复杂的网络结

构, 因此在理解大脑的各种同步斑图方面帮助不

大. 最近, 部分同步的研究有了长足的进展, 不仅

仅是子系统数目扩大到成百上千的规模, 而且连接

的方式也推广到多种多样 [10,11], 从分组连接到复杂

网络连接, 甚至到了多层网络连接 [12,13]. 基于这些

研究, 人们发现复杂网络上的部分同步可以展现出
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复杂多变、多姿多彩的斑图, 这就对大脑斑图的多

样性给出了一种可能的机制. 我们知道, 大脑皮层

的大尺度同步 [14] 与网络神经元子集的同步放电 [15,16]

均与认知过程密切相关, 且额叶脑区内任务相关

的 a 波同步与顶底加工 (top-down processing)的

需求也高度相关 [17]. 另外, 神经活动的同步斑图还

与大脑无序紧密相关. 比如, 癫痫发作时, 特定脑

区会变得高度同步, 其他部分则不同步 [18]. 而在失

去了部分脑细胞导致的帕金森氏病中, 同步活动将

会在特定的脑区缺失 [19]. 因此, 复杂网络上部分同

步化的研究为理解大脑的高级功能, 如认知与记忆

等打开了一扇新的窗口, 亟待进一步深入下去.

由于复杂网络上部分同步的复杂性, 历史上,

不同的研究小组从不同的角度得到了不同的发现,

并依据具体出现条件的不同而将其分别命名为奇

异态、遥同步及集团同步等. 奇异态是最先命名的,

描述的是同步振子与无序振子的共存现象, 可对半

脑睡眠与首晚效应等生物现象做出合理的解释. 遥

同步是最后命名的, 描述的是不直接相连的振子之

间通过中心节点发生同步但却不与中心节点上的

振子同步的现象, 可用于帮助理解大脑分布式计算

的内在机制. 而集团同步化居中, 描述的是复杂网

络上的部分振子因具有某种对称性而形成同步集

团的现象, 可帮助理解大脑同步斑图的多样性. 虽

然这三种部分同步化状态发现的初始时间略有不

同, 但对它们研究的进展并没有绝对的先后, 而是

交替前行、相互促进的. 实际上, 这三种部分同步

化状态并不是完全独立的, 甚至有时描述的是同一

种现象或斑图. 本文将对这些进展进行综述, 并对

它们间的相互关系进行简单的讨论. 

2   奇异态

奇异态描述的是同步与无序这一对矛盾体共

存 的 特 殊 情 形 ,  是 Abrams与 Strogatz[20] 于

2004年命名的. 其英文名字为 Chimera state, 代

表希腊神话中的一种狮头、羊身、蛇尾的喷火怪物.

这个名字取得非常好, 不仅仅在于它把这个领域做

“热”了, 更重要的是它描述了一大类生物系统半脑

睡眠现象的微观机制. 来自于实验探测的 EEG数

据表明, 在一些鸟类与海洋哺乳动物的睡眠过程

中, 它们的一半大脑是同步的, 而另一半大脑是非

同步的, 这就使得一半大脑比另一半具有更强的警

觉性, 从而减少睡眠时所受到的外部攻击, 称为

“半脑睡眠”[21,22]. 众所周知, 人类早期住在山洞而

没有房子保护时也需要提防野兽的攻击, 因而这种

警觉性或许到目前应该还有某些残留痕迹. 这种推

断直到 2016年才被实验证实, 称为“首晚效应”[23].

说的是当人们出差到异地时, 第一晚的睡眠通常不

踏实, 而是表现为左边半脑觉醒的次数要远大于右

边半脑, 但第二晚以后会恢复正常.

另一方面, 奇异态的研究也拓展并丰富了非线

性动力学及耦合振子理论. 长期以来, 人们一直相

信同步与非同步的共存是限制在非均匀振子网络

中的, 其中具有相似频率的振子可以发生同步, 而

那些偏离平均频率较大的振子则保持不相关的漂

移. 因此, 当发现全同振子在相同的耦合方式下也

可以分离成为同步与漂移的两组, 即奇异态时, 就

从根本上令人感到吃惊, 因为全同振子通常是作为

整体, 表现为要么同步要么非同步的. 这样, 作为

一种新的动力学状态的奇异态就实质性地拓展了

我们对从同步到混乱的转变或相反的转变的认识.

事实上, 奇异态这种现象在其命名的两年前就

由Kuramoto与Battogtokh[24] 在Ginzburg-Landau

方程中注意到了, 但当时并没有引起人们足够的重

视, 这也从一个侧面说明了命名的重要性. 在这个

发现中, 一个极其重要的因素是, 不同于以往的全

局耦合或最近邻耦合, 甚至也不同于随机耦合, 作

者采用了一种随距离衰减的指数耦合, 称为非局域

耦合 (nonlocal coupling). 虽然这种非局域耦合没

有局域或全局耦合那么受到重视, 但它其实也有广

泛的应用, 比如在约瑟夫逊结、化学振子、蜗牛壳

模式的神经网络及眼优势条纹中等 . Abrams与

Strogatz[20] 继承了这个非局域耦合的思路, 但代之

以 Kuramoto相振子模型. 此外, 他们还将指数衰

减的耦合核改为余弦耦合核, 使得模型可以解析

求解.

研究奇异态最常用到的是 Kuramoto相振子

模型, 这个模型因只含振荡的相位特征却没有涉及

振荡的振幅而被认为是描述自然界各种振荡行为

最简单的模型. Abrams与 Strogatz[20] 考虑的模型

就是这样一个相振子环, 其方程为 

∂ϕ

∂t
= ω −

∫ π

−π
G(x− x′) sin[ϕ(x, t)− ϕ(x′, t) + α]dx′,

(1)
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ϕ(x, t)

0 ⩽ α ⩽ π/2 G(x− x′)

这里   为振子在位置 x 时间 t 时的相 , 角度

 为可调参数. 耦合核   假定取

如下形式: 

G(x) =
1

2π
(1 +A cosx), (2)

0 ⩽ A ⩽ 1

θ = ϕ−Ωt

其中   . 引入序参量来对局部振子的有序

与无序进行描述. 令 W 代表旋转框架的角频率,

 代表振子相对于这个框架的相, 于是有 

R(x, t)eiΘ(x,t) =

∫ π

−π
G(x− x′)eiθ(x

′,t)dx′, (3)

其中 R 为序参量, Q 为局部平均相. 此时, 方程 (1)

变为 

∂θ

∂t
= ω −Ω −R sin[θ −Θ + α]. (4)

β = π/2− α ∆ = ω −Ω

x = ±π

Θ(x)

稳态时, R 与 Q 将独立于时间, 而只依赖于空

间. 作参数变换:   与  . 图 1(a)

为方程 (4)的快照, 其中靠近  的振子是锁相

与相关的, 即它们以相同的瞬时频率运动并处于近

似的同相. 同时, 图 1(a)中间的分散振子是漂移与

无序的. 图 1(b)则给出了对应图 1(a)的序参量曲

线, 证实同步态具有较高的 R 值, 而无序态具有较

小的 R 值. 图 1(c)则为对应的局部平均相  .

随后, Abrams等 [25] 于 2008年提出了一个仅

包含两组相互作用的振子集团且精确可解的奇异

态模型. 这个模型人为地将振子分成大小相等的两

组, 各组内与组间的耦合方式完全一样, 通过初值

条件选取的不同, 使得它们一个处于同步态, 而另

一个处于无序态. 通过 Ott与 Antonsen[26] 的降维

方法, 他们得到了关于奇异态稳定性、动力学及分

岔的精确解. 其模型如下 [25]: 

dθσi
dt

= ω +

2∑
σ′=1

Kσσ′

Nσ′

Nσ′∑
j=1

sin(θσ
′

j − θσi − α), (5)

σ = 1, 2 Nσ

K11 =

K22 = µ > 0 K12 = K21 =

µ > v

µ+ v = 1

A = µ− v

β = π/2− α

其中  ,   为第 s 组内的振子数目. 因假定

全同振子, 因此频率 w 与相延迟 a 对所有振子都

是 一 样 的 . 组 内 的 耦 合 强 度 设 定 为  

 , 组间的耦合强度则取为 

v > 0, 且   , 即组内的耦合大于组间的耦合.

这有点类似于上面的随距离衰减的非局域耦合. 对

时间做标度变换, 可设定  . 进一步为方便

寻找奇异态存在的区域 , 定义参数   与

 .

r(t) = |⟨eiθj(t)⟩|

对于随机选择的初值, 方程 (5)很容易走向同

步态. 但当初值设置在奇异态附近时, 比如一组为

近似同步的初值, 另一组为随机初值, 则能观察

到奇异态 [25]. 图 2为奇异态的动力学, 只画了非

同步那一组的序参量, 其满足   . 从

图 2 (a)—图 2(c)可见, 对应不同的参数值 A, 序参

量分别呈现常数值、小振动及大振荡行为, 分别表

示稳定的奇异态、呼吸奇异态及长周期呼吸子.

当取其他的 b 时, 也可能出现稳定的奇异态与

呼吸奇异态, 但所需的耦合强度差 A 会有所不同.

借助于 OA降维方法, Abrams等 [25] 得到了依赖于

参数 b 与 A 的解析解, 并给出了各稳定区域间的

边界曲线. 图 3是相应的相图.

上述奇异态一旦形成, 便不再改变, 因此是稳

定的奇异态. 为了实现海豚与鸟类在睡眠中出现的

交替奇异态, Ma等 [27] 引入了一个周期性的延迟信

号来描述变化的外部环境. 具体做法是将方程 (5)

改写为 

dθσi
dt

= ωi +

2∑
σ′=1

Kσσ′

Nσ′

Nσ′∑
j=1

sin(θσ
′

j (t)− θσi (t)− α)

+A sin[Ω(t− τσ)], (6)

τσ其中 A 与 W 分别为外部信号的振幅与频率,   代

 

-p p


0.40

0



0.90

0.40



p

-p





(a)

(b)

(c)

A = 0.995, β = 0.18,

R(x)

R(x) ⩾ ∆ Θ(x)

图  1    (a)奇异态的斑图 , 参数 :     N

= 256个振子 ; (b)来自于方程 (3)的局部相关联   , 锁

频的振子满足  ; (c) 局部平均相  . 改编自文献 [20]

A = 0.995, β = 0.18, N = 256

R(x)

R(x) ⩾ ∆ Θ(x)

Fig. 1. (a)  Phase  pattern  for  a  chimera  state,  parameters:

   oscillators;  (b)  local  phase

coherence    ,  computed from Eq.  (3),  locked oscillators

satisfy    ;  (c)  local  average  phase    .  Figure

adapted from Ref. [20]. 
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τ1 = 0

τ2 ̸= 0 µ = 5 v = −4

v = −4

表系统对环境的响应时间. 考虑到睡觉半脑与清醒

半脑对外界应该有不同的响应 , 可令   与

 . 耦合参数取为   与   . 负耦合

 来自于组间的相互作用, 不同于组内的相互

ωi [1− δ, 1 + δ]

A0 A ⩾ A0

δ = 0.1 A0 = 0.2

A0 N1 = N2

= 128 δ = 0.1 A = 1

Ω = 1 τ2 = 1.5 A = 1, Ω = 0.5

τ2 = 1.5 A = 1.5, Ω = 1

τ2 = 1.5 A = 1, Ω = 1 τ2 = 3.0

作用, 其依据是视交叉上核中左右振荡组之间是反

相同步 [28]. 另外, 由于真实大脑中神经元的非全同,

可令   随机均匀地分布在   , 其中 d 代

表振子的多样性. Ma等 [27] 发现, 对一个固定的 d,

存在一个阈值  , 以便  时可以出现交替的

奇异态 . 比如当   时 , 有   , 且随着

d 的增加 ,    会逐渐降低 . 图 4给出了  

 与  时的结果, 其中图 4(a)代表  ,

 与   的情形; 图 4(b)为  

与   的 情 形 ; 图 4(c)为   与

 的情形; 图 4(d)为   与  

的情形 . 从图 4可见 , 交替奇异态存在于所有的

四种情形中 , 表明交替奇异态对信号参数具有

鲁棒性.

当网络结构不是全连网, 而是二维或三维规则

格子甚至复杂网络时, 奇异态会表现出多种多样

性, 其斑图丰富多彩 [29−33]. Zhu等 [34] 研究了复杂

网络情形, 发现此时的斑图会比较混乱, 但如果按

振子的有效频率进行重新排序, 则仍可见清晰的同

步与无序共存. 详细的信息可见综述文献 [10,11,35].

有鉴于此, 为了定量刻画奇异态, Kemeth等 [36]

于 2016年引入了一个特征分类方法来测量奇异

态. 其基本思想是测量空间关联, 即对于具有局部

或非局部耦合拓扑的系统, 采用局部曲率来测量空

间关联. 据此, 一维系统时局域曲率可由二阶导数

测量, 一维以上的系统则由拉普拉斯算子来完成.

具体步骤如下.

i) 对于包含空间数据 f 的每一个时间步或快

照, 我们用分立的拉普拉斯算子 D 来计算每个节

点的局部曲率. 以一维情形为例, 对时间 t 时的快

照, 我们计算 

D̂f = f(x+∆x, t)− 2f(x, t) + f(x−∆x, t). (7)

|D̂f | Dm D̂

Dm

180◦

Dm 4A

lim
N→∞

|D̂| = 0

|D̂|

以图 5(a)所示的快照为例, 按方程 (7)计算出的

 如图 5(b)所示, 其中   代表   的最大值. 对

相振子系统, 可将这个算子用于复平面的数据, 即

相振子处于一个常数振幅 A 的圆环上.   代表特

定振子的曲率, 其两个邻居都在相平面中转移  ,

即两个邻居振子在圆环上都处于相对立的位置. 在

连续极限下 ,    收敛到   . 在同步化区域 ,

 . 因此, 通过这个变换, 同步化区域被

投影到 x-轴, 而在非相关区域  有限且显示明显

的涨落.

 

0

1



(a)

0

1



(b)

0

1



(c)

0 500 1000



N1 = N2 = 128

β = 0.1 A = 0.20 A = 0.28

A = 0.35

图 2    序参量 r 随时间的变化, 其中参数   ,

 　(a)   , 稳定奇异态 ; (b)   , 呼吸

奇异态 ; (c)   , 长周期呼吸子 . 初值条件取为靠近

奇异态 , 结果为丢掉了 2000个暂态时间单位后的情形 . 改

编自文献 [25]

N1 = N2 = 128 β = 0.1 A = 0.20

A = 0.28 A = 0.35

Fig. 2. Order  parameter  r  versus  time.  In  all  three  panels,

   and    :  (a)    , stable   chi-

mera; (b)   , breathing chimera; (c)   , long

period breather.  Numerical  integration  began  from  an   ini-

tial  condition  close  to  the  chimera  state,  and  plots  shown

begin  after  allowing  a  transient  time  of  2000 units.  Figure

adapted from Ref. [25]. 

 

0 0.25


0

0.5

2- 3√



Breathing chimera

Stable chimera

图  3    奇异态的稳定性相图      分岔曲线 : 鞍 -节分岔 (点

划线)、超临界 Hopf分岔 (实线), 两者都是解析发现的 ; 同

宿分岔 (虚线), 数值发现的. 改编自文献 [25]

Fig. 3. Stability  diagram  for  chimera  states.  Bifurcation

curves:  saddle-node  (dotted  line)  and  supercritical  Hopf

(solid  line),  both  found  analytically;  homoclinic  (dashed

line), found numerically. Figure adapted from Ref. [25]. 
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|D̂| g(|D̂| = 0)

g(|D̂| = 0) = 1

g(|D̂| = 0) = 0 g(|D̂|)

ii) 计算  的归一化几率密度函数 g.  

代表每个时间步实现中空间关联区域所占的相对

大小. 对于完全同步的系统有  , 而完

全无序的系统则有   . 当   取

0—1之间的值时, 就表示同步与无序的共存.

iii) 考虑到数值模拟中的误差涨落, Kemeth

等 [36] 建议只要局部曲率的绝对值小于最大曲率的

百分之一就应该被当作相关态, 其他的为非相关

态. 为此, 他们引入关联测度
 

g0(t) =

∫ δ

0

g(t, |D̂|)d|D̂|, (8)

δ = 0.01Dm g0(t)其中   . 实际计算中可用   的时间平

均值来衡量奇异态.

2R

奇异态概念最直接的应用就是神经系统, 特别是

大脑网络, 目前这方面的研究很丰富 [37−44]. 不同于

一维的相振子模型, 神经元系统通常由二维或三维

模型来表示, 此时的相互作用由耦合矩阵表示. 研

究 中 比 较 常 用 到 的 是 FitzHugh-Nagumo

(FHN)神经元模型. Omelchenko等 [37] 为 FHN模

型引入了一种旋转耦合, 并发现了多奇异态. 他们

将 N 个神经元放置在一个圆环上, 每个神经元与

其最近邻的  个神经元发生耦合. 其动力学方程

如下: 
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(d)

A = 1, Ω = 1 τ2 = 1.5 A = 1, Ω = 0.5 τ2 = 1.5 A = 1.5, Ω = 1

τ2 = 1.5 A = 1, Ω = 1 τ2 = 3.0

图  4      外 部 信 号 诱 导 的 交 替 奇 异 态      (a)  与   ;  (b)  与   ;  (c)   与

 ; (d)  与   . 改编自文献 [27]

A = 1, Ω = 1 τ2 = 1.5 A = 1, Ω = 0.5 τ2 = 1.5

A = 1.5, Ω = 1 τ2 = 1.5 A = 1, Ω = 1 τ2 = 3.0

Fig. 4. Alternating chimera states induced by external signals: (a)    and   ; (b)    and   ;

(c)    and   ; (d)    and   . Figure adapted from Ref. [27]. 
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(a)

0 1


m

0
(b)

|
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图 5    (a) 来自于 Kuramoto模型的快照; (b) 将拉普拉斯算子用于 (a)中的数据后得到的局部曲率的绝对值. 改编自文献 [36]

Fig. 5. (a) Snapshot of  the Kuramoto model;  (b) absolute value of  the local  curvature obtained by applying the discrete Laplace

operator on the data set shown in (a). Figure adapted from Ref. [36]. 
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ϵ
duk
dt

= uk − u3k
3

− vk +
σ

2R

k+R∑
j=k−R

[buu(uj − uk)

+ buv(vj − vk)],

dvk
dt

= uk + ak +
σ

2R

k+R∑
j=k−R

[bvu(uj − uk)

+ bvv(vj − vk)], (9)

uk vk ϵ

ak

|ak| < 1 |ak| > 1

ak ∈ (−1, 1)

其中  与  分别表示快变量与慢变量,   为一个小

参数, 这里取为 0.05. 依赖于阈值   , 每个单独的

FHN振子显示振荡 (  )或可激 (  )

行为, 这里取   . 为简单起见, 他们将耦

合取为旋转矩阵 

B =

(
buu buv

bvu bvv

)
=

(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
, (10)

ϕ ∈ [−π, π]此耦合依赖于相参数  .

r = R/N

0.33, 0.1 0.33, 0.19 0.33, 0.23 0.33, 0.28

uk

ωk = 2πMk/∆T Mk

∆T ωk

令   , 则参数 r 与 s 就将决定系统的

行为. 图 6(a)—图 6(d)给出了参数 r 与 s 分别取

(  ), (  ), (  )及 (  )

时变量  的快照. 为方便比较, 同时给出了每个振

子的平均相速度   , 其中   为时间

间隔  内完成的圈数. 常数  代表锁相区域. 从

图 6(a)—图 6(d)可见, 随着耦合强度 s 的增加, 奇

异态从单一的非相关区域变成了两个非相关区域,

即观察到了多奇异态 [37]. 类似地, 图 6(e)—图 6(h)

给出了从单一的非相关区域变成三个非相关区域

的情形.

i = 1

i = 497

在大脑网络方面的应用主要是将网络结构考

虑成不同大小的真实脑皮层网 [13,45−47], 然后研究

这些特定网络结构下的奇异态 . 值得一提的是 ,

Kang等 [13] 发现了对应“首晚效应”或半脑睡眠的

奇异态. 他们使用的脑皮层网络数据含有 998个节

点、17865条边 [48,49], 但其中含有 9个孤立的没有

边的节点. 去掉这些孤立节点后, 网络只有 989个

节点, 其中右半脑含有 496个节点 (  —496)、

左半脑含有 493个节点 (  —989). 考虑到左

右半脑只能通过胼胝体连接, 脑皮层网实际上是个

双层网络, 它的 17865条边可分成右半脑内的 8037

条边、左半脑内的 7773条边以及连接左右半脑的

2055条边.

A,B

λin λout

考虑到通过胼胝体的连边与半脑内的连边具

有不同的信号传播速度, Kang等 [13] 提出了一个双

层网模型 (  层)并让层内与层间的耦合强度不

同, 分别由  与  表示. A 层的方程为
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(f)

(g)

(h)

uk

图 6    单一的非相关区域变成多个非相关区域的情形　(a)—(d)变成两个非相关区域: (e)—(h)变成三个非相关区域. 在每个

子图中, 左列代表变量   的快照, 右列为对应的平均相速度. 改编自文献 [37]

Fig. 6. Transition from a classical  chimera state  with one incoherent  domain to  multichimera states  with two (a)–(d),  and three

(e)–(h) incoherent domains. In each panel the left column shows snapshot of variables uk, and the right column shows the corres-

ponding mean phase velocities. Figure adapted from Ref. [37]. 
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ϵu̇ai = uai −
(uai )

3

3
− vai

+
λin

kain,i

N∑
j=1

Aij [duu(u
a
j − uai ) + duv(v

a
j − vai )]

+
λout

kaout,i

N∑
j=1

(AB)ij [duu(u
b
j−uai )+duv(vbj−vai )],

v̇ai = uai +a+
λin

kain,i

N∑
j=1

Aij [dvu(u
a
j−uai )+dvv(vaj −vai )]

+
λout

kaout,i

N∑
j=1

(AB)ij [dvu(u
b
j−uai )+dvv(vbj−vai )],

(11)

kain,i kaout,i

Aij (AB)ij ϵ = 0.05

a = 0.5

其中   与   分别代表层内与层间的节点度 ,

 与  代表层内与层间的耦合矩阵,   ,

 . 旋转矩阵 D 取方程 (10)一样的形式. 相

应地, B 层的方程为 

ϵu̇bi = ubi −
(ubi )

3

3
− vbi

+
λin

kbin,i

N∑
j=1

Bij [duu(u
b
j − ubi ) + duv(v

b
j − vbi )]

+
λout

kbout,i

N∑
j=1

(AB)ij [duu(u
a
j−ubi )+duv(vaj −vbi )],

v̇bi = ubi+a+
λin

kbin,i

N∑
j=1

Bij [dvu(u
b
j−ubi )+dvv(vbj−vbi )]

+
λout

kbout,i

N∑
j=1

(AB)ij [dvu(u
a
j−ubi )+dvv(vaj −vbi )].

(12)

这个双层网模型可展示不同的状态, 包括同步化、

无序及奇异态. 图 7给出了四个典型的状态, 其中

上层为网络 A、下层为网络 B、子图为它们对应的

动力学. 非常有趣的是, 图 7(c)与图 7(g)显示出

网络 A 无序而网络 B 同步, 为典型的半脑睡眠现

象, 从而再现了“首晚效应”.

除了这些数值模拟与理论研究外, 奇异态已被

数个实验证实 [50−54]. 比如Martens等 [52] 简单地使

用了两个摆座、一根弹簧和一些全同的节拍器实现

了奇异态. 随着弹簧弹力系数的增大, 一个摆座上

的节拍器全同步, 另一个摆座的节拍器会出现各种

不同的非协同行为. 该实验无需精妙耦合计算和时

间延迟 , 且能容易地拓展至其他物理模型 .

Gambuzza等 [53] 则使用电路实验模拟了 FHN模

型的奇异态, 发现了一种静止态和同步态混合的奇

异态. 

3   遥同步

大量的证据表明, 人脑的信息处理是分布式

的, 并由具有社区结构的复杂网络承担 [55]. 一个脑

区的信息可为其他脑区用来进行认知计算, 这种跨

过多个脑区的处理过程称为信息的分散与整合 [56].

在这个分散与整合的过程中, 有一种特殊的信息传

递方式―遥同步, 指不直接相连的两个节点通过连

接一个公共的邻居而相互间发生同步, 但却不与那

个公共邻居同步 [57]. 其证据是在采集的多电极大

脑数据中 , 无论是  b 带 (14—30 Hz)还是  g 带

(40—80 Hz)都有各脑区间神经活动的长程同步.

由于这些远距离脑区间轴向传导延迟可达到几十

毫秒, 这种远距离的同步放电很可能是中继振子介

导的 [58]. 事实上, 中继神经元广泛存在于我们的神

经系统中, 比如丘脑、脊髓和外侧膝状体. 例如, 丘

脑就负责视觉信号从视网膜到视觉皮质的转播. 目

前, 遥同步已在部分实验中得到证实 [59].

遥同步是 Bergner等 [57] 在研究星形网的相同

步时引入的. 他们考虑的模型如下: 

dun
dt

= (α+ iωn − |un|2)un +
κ

dinn

N∑
m=1

gnm(um − un),

(13)

un ωn

dinj

(gnm)

其中  是复数, a 为霍普夫分岔参数,   为振子未

耦合时的本征频率, k 为耦合强度,   为节点的入

度,    为邻接矩阵. 图 8为他们研究遥同步时

的星形网示意图.

N = 5

ω1 = 2.5 {ωn}5n=2 =

un = xn + iyn
ϕn = tan−1(yn/xn)

以  为例, Bergner等 [57] 取中心节点的频

率   ,  4个叶子节点的频率为  

{0.975, 0.992, 1.008, 1.025}, 即中心节点的频率远

大于叶子节点的频率. 令  , 并引入相

位  , 则可定义 

rnm = |⟨ei[ϕn(t)−ϕm(t)]⟩t|, (14)

⟨·⟩t rnm其中  代表时间平均,   为节点 n 与 m 之间的

局部序参量. 为了检验遥同步, 可引入两个序参量.

一个用来测量中心节点与叶子节点间的关联 

rdirect =
1

N − 1

N∑
n=2

r1n,

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    088902

088902-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


另一个则用来测量叶子节点间的关联
 

rindirect =
2

(N − 1)(N − 2)

N∑
n=2,m>n

rnm,

κ ≈ 0.74

图 9给出了这两个序参量对耦合强度 k 的依赖性,

可见叶子节点间关联的增加要远快于中心节点与

叶子节点间的关联. 叶子节点在 k 大约为 0.47时

达到完全相同步, 而中心节点与叶子节点间的完全

相同步要推迟到  .

为了明白遥同步的机制, Bergner等 [57] 将模型

进一步简化为只有三个节点的情形: 两个叶子节

点 1与 2, 由中心节点 3间接连接 . 为了实现节

点 1与 2的相互同步, 节点 1的活动需要传递给节

点 2, 反之亦然. 这就意味着节点 3的动力学必须

保证节点 1与 2的活动的传递尽可能不被改变, 为

此需要满足两个条件: 首先, 为了不让中心节点与

叶子节点同步, 节点 3的吸引子的平均时间尺度应

该与节点 1与 2的吸引子有很大的不同. 此外, 节

点 1与 2的区别不应太大, 以便它们能够通过弱相

互作用同步. 其次, 为了得到经过节点 3的传递,
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(h)

α = π/2− 0.1 ui

λin = 0.1 λout = 0.3 λin = 0.1 λout = 1.8

λin = 0.4 λout = 3.5 λin = 4.0 λout = 3.5

图  7    大脑皮层网中的四个典型的行为 . 参数为   , 上层为网络 A、下层为网络 B、子图为它们对应的动力学  

(a)与 (e)的 耦 合 参 数 为 (  ,    );  (b)与 (f)的 耦 合 参 数 为 (  ,    )、 (c)与 (g)的 耦 合 参 数 为

(  ,   ); (d)与 (h)的耦合参数为 (  ,   ). 改编自文献 [13]

α = π/2− 0.1

ui λin = 0.1

λout = 0.3 λin = 0.1 λout = 1.8 λin = 0.4

λout = 3.5 λin = 4.0

λout = 3.5

Fig. 7. Four typical behaviors in the cerebral cortex with     where the up and down panels represent the two hemi-

spheres,  respectively,  and  the  insets  are  their  corresponding  dynamics  of      at  a  moment  t.  The  parameters  are      and

   in  panels  (a)  and  (e)  of  disorder;      and      in  panels  (b)  and  (f)  of  chimera  state;      and

  in panels (c) and (g) of an emergent state conceptually similar to the state of unihemispheric sleep; and     and

  in panels (d) and (h) of synchronization. Figure adapted from Ref. [13]. 
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…

图 8    用于遥同步的星形网示意图. 改编自文献 [57]

Fig. 8. Graphic  visualization  of  a  hub  network  motif  (star

motif). Figure adapted from Ref. [57]. 
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4 osc. sync.

3 osc. sync.

2 osc. sync.

indirect

direct

图 9    相同步的过程 . 相同步的建立清晰可见 , 其中的三

个标注分别表明两个、三个与四个叶子节点间的同步化 .

改编自文献 [57]

Fig. 9. Transition  to  PS  for  the  hub  motif.  From  the  plot

the onset of RS is clearly visible. The three annotations in-

dicate synchronization  between  two,  three,  and  four   peri-

pheral oscillators, respectively. Figure adapted from Ref. [57]. 
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|u0|2 = α

节点 3的扰动必须不能衰减得太快. 将中心节点在

其极限环 (  )附近作线性化并保持其他两

个叶子节点非接触, 可得如下方程: 

duh

dt
= (−2α+ iωh)uh +

1

2
κ(u1 + u2 − 2uh),

du1,2
dt

= (α+ iω1,2 − |u1,2|2)u1,2 + κ(uh − u1,2).

(15)

这是两个 Stuart-Landau振子通过一个线性过滤

器耦合的方程. 通过拉普拉斯变换可将这个过滤器

的传递函数写为 

Hh(ω) =
κ

iω + 2α+ κ− iωh
, (16)

于是, 中心节点可被一个有效耦合取代并有 

du1,2
dt

= (α+ iω1,2 − κ− |u1,2|2)u1,2 + κHh(ω2,1)u2,1.

(17)

lim
α→∞

Hh = 0

从这个角度, 我们可以解释两个主要的特点: 首先,

由于   , 叶子节点间的有效耦合强度下

降为零, 从而有效解耦而不能同步. 其次, 通过检

验方程 (16), 可看清楚耦合强度对中心节点的频率

的依赖性. 中心节点越快, 则有效耦合强度越低.

A,B

叶子节点实际上是对称的, 因此 Nicosia等 [60]

研究了网络对称性对出现遥同步的影响. 他们考虑

的是带相参数的全同的 Kuramoto相振子, 其相参

数使得相连的振子保持特定的相差, 从而阻碍完全

同步. 发现耦合网络的对称性起着重要作用, 具有

相同对称性的两个节点可以同步化, 即使它们相距

遥远 . 这种遥同步是由网络的对称性导致的 .

Zhang等 [61] 则进一步研究了这种对称性与遥同步

的关系, 将星形网的遥同步推广到了网络的情形,

称为非相干介导远程同步. 具体地, 将 N 个节点组

织成三组   与 C, 其中 A 与 B 相连, B 与 C 相

连, 但 A 与 C 不相连, 见图 10所示. 假定 B 组至

少有两个节点, 且每个组内的节点与连边形成一个

相连的子网. 他们发现那两个非连续的 A 与 C 同

步而中间 B 组与它们无关, 且镜像对称性是这种

遥同步发生的机制, 比如 A 组中的节点 1与 C 组

中的节点 N 就具有镜像对称性而会完全同步.

基于大脑中的遥同步现象, Kang等 [62] 讨论了

第 2节中那个真实脑皮层网络上遥同步的可能性,

发现对全同振子很难观察到遥同步. 但若考虑大脑

中信号速度的有限而加进延迟时, 遥同步则成为可

能. 具体地, 考虑真实脑皮层网络上每个节点为

Stuart-Landau振子, 满足如下方程: 

u̇j = (α+ iω−|uj |2)uj+ε
N∑

k=1

Wjk(uk(t−τ)−uj(t)),

(18)

i =
√
−1, j = 1, 2, · · · , N = 989 Wjk

√
α

其中   ,    为权重

链接矩阵 [48,49];   与 w 分别为未耦合时振子的振

幅与自然频率; e 为耦合强度; t 为时间延迟. 在数

值模拟中, 将方程 (18)改写为 

ẋi = (α− x2i − y2i )xi − ωyi

+ ε

N∑
j=1

Wij(xj(t− τ)− xi(t)),

ẏi = ωxi + (α− x2i − y2i )yi

+ ε

N∑
j=1

Wij(yj(t− τ)− yi(t)), (19)

xi yi ui

α = 1.0 ω = 2.0 τ = 0.5 ε = 0.1

其中   与   分别代表   的实部与虚部. 这里固定

 与   . 图 11给出了   与  

时的六个典型的遥同步斑图, 相似的斑图也可在其

他的参数 t 与 e 处发现. 图 11的第二列与第三列

清楚地表明每一个斑图都有两个或更多的中心节

点, 与第一列的斑图只有一个中心节点形成了鲜明

的对比.

图 11的发现也不同于文献 [57]中的遥同步斑

图, 因此有必要进一步挖掘. 图 11的第二列与第

三列的一个公共特征是它们的两个中心节点是由

一些公共叶子节点相连的. 由此, Kang等 [62] 提出

了一个新的遥同步框架, 见图 12, 其中红、蓝、粉

红数字分别代表中心节点、叶子节点与公共叶子节

点. 这个模型揭示, 当公共叶子节点的耦合强度较

小时, 只能形成单个中心节点的遥同步. 但当公共

 

1



  

图 10    A 与 C 组之间的遥同步同步由 B 组的介导来完成.

节点的颜色代表了它们的状态, 可见节点 1与 N 是完全同

步的, 而 B 组中节点的动力学是无关的. 改编自文献 [61]

Fig. 10. Remote  synchronization  between  node  groups  A

and C mediated  by  incoherence  in  group B.  The  colors  of

the  nodes  schematically  represent  their  states,  indicating

that nodes 1 and N are  identically  synchronized,  while  the

dynamics of the nodes in B are incoherent. Figure adapted

from Ref. [61]. 
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叶子节点的耦合强度较大时, 两个遥同步集团可以

合并成一个较大的遥同步集团, 此时那两个中心节

点同步成为一个同步集团, 而所有的叶子节点成为

另一个同步集团. 详情见原文, 这里不展开讨论了.

此外, 还有其他的一些关于遥同步的研究, 比

如 Gambuzza等 [63] 研究了多层网上的遥同步 ,

Punetha等 [64] 研究了二分网上带时间延迟的遥同步,

Leyva等 [65] 研究了多层对称网络上的遥同步等. 

4   集团同步

集团同步表示网络中特定集团内的振子将同

步到相同的轨道而不同集团之间的行为则互不相

同. 这种同步集团可以出现在成群的动物中, 其网

络为邻居间的视觉连接, 或者由局部通讯网连接的

成群的无人驾驶汽车. 集团同步也可以出现在电力

网中, 这将是出问题的征兆, 即失去全局同步. 最

近的研究表明, 网络拓扑的对称性与同步动力学集

团的形成有重要关系 [66−70], 并已为较多的实验证

实 [71−74], 王新刚 [70] 对此有一个较全面的综述 .

1200

Aij = 1

Aij = 0

为了说明耦合振子网络中的对称性与集团的

概念, 图 13(a)展示了一个四节点网络, 其中振子

是全同的、耦合是双向的 [73]. 这个网络总共有六个

对称 . 图 13(b)给出了图 13(a)中交换节点 1与

2的一个反射, 网络结构保持不变. 图 13 (c)展示

了旋转  的网络, 其与原始结构 (图 13(a))不可

区分. 这些对称性可由邻接矩阵 A 的对称性来表

示, 其元素为  如果节点 i 与节点 j 相连, 否

则  . 网络的动力学可写为 

ẋi = F (xi) + σ
∑

j
AijH(xj), (20)

i = 1, · · · , N xi其中   ,    为振子 i 的动力学矢量, F
为振子的矢量场, H 为耦合函数. 这个动力学方程

也可写成拉普拉斯耦合的形式 

ẋi = F (xi) + σ
∑

j
LijH(xj), (21)

L={Lij}, Lij=Aij−δij
∑

j
Aij其中拉普拉斯矩阵  .

此时, 矩阵 L 每行之和等于零, 即节点 i 的输入被

对角自耦合平衡了.

 

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

τ = 0.5 ε = 0.1图 11    参数取   与   时的六个典型的遥同步斑图. 每个斑图都是按如下条件挑选的: (i) 在中心节点与叶子节点间没

有同步化; (ii)所有的叶子节点均相互同步化. 改编自文献 [62]

τ = 0.5 ε = 0.1Fig. 11. Six typical patterns of RS for    and   . Each pattern is chosen by the conditions: (i) There is no synchroniza-

tion between the hub and its peripheral nodes;  (ii) all the peripheral nodes are synchronized each other. Figure adapted from Ref. [62]. 
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图 12    具有两个中心节点的遥同步新框架示意图 , 其中

红、蓝、粉红数字分别代表中心节点、叶子节点与公共叶子

节点. 改编自文献 [62]

Fig. 12. A  schematic  figure  of  the  new  framework  of  RS

with  two  huns,  where  the  nodes  with  red,  blue  and  pink

numbers represent the hub, leaf and common leaf nodes, re-

spectively. Figure adapted from Ref. [62]. 
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在图 13(a)的网络中, 节点 1, 2与 3有相同的

运动方程, 因此如果它们从相同的初始条件出发,

就将能永久地保持同步化. 节点 4不能与任何其他

节点置换且也不与它们同步, 因此在图 13(b)与

图 13(c)中将其标为不同的颜色. 这是网络中对称

性与动力学间的亲密关系, 它将网络分成了两个集

团 1, 2, 3与 4. 文献 [73]讨论了对于给定的网络,

如何发现所有可能的集团同步斑图. 其主要结论是

邻接矩阵的对称性对应动力学的对称性, 当它们从

一个同步态出发, 可置换的节点集构成的集团就将

保持同步, 即每个集团的同步态是动力学流不变

的. 图 14给出了所有允许的斑图, 其中属于相同集

团的节点标成了同一种颜色.

文献 [68]指出, 基于集团的坐标变换可以更简

单且更快地计算网络的对称性. 图 15是关于 24个

节点的网络上的 9个对称性集团, 其中每个集团中

的节点具有相同的稳定性, 而不同的集团则稳定性

不同, 且这些同步集团可唯一确定. 此外, Dahms[66]

等考虑了时间延迟对全同振子网络上集体行为的

影响, 发现延迟耦合确实可以诱导出不同的同步集

团, 且允许集团同步的耦合矩阵在本征值谱上也显

示了非常类似的对称性. 
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图  13    网络中对称性的例子　(a) 四个全同振子通过三

根连线耦合的网络 ; (b)  一个反射操作后的同一网络 ;

(c) 一个旋转操作后的同一网络; (d) 一个   个节点的网络

有三个集团 (蓝、绿、白). 改编自文献 [73]

Fig. 13. Examples of  symmetries  in  networks:  (a)  A   net-

work  of  four  identical  oscillators  coupled  through  three

identical links; (b) the same network after a reflection opera-

tion; (c) the same network after a rotation operation; (d) an

11-node  network  showing  three  clusters  (blue,  green,  and

white). Figure adapted from Ref. [73]. 
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图 14    五个节点的网络中的集团斑图    左边: 当网络连接为邻接矩阵 (方程 (20))时所有可能的斑图; 右边: 当网络连接为拉普

拉斯矩阵 (方程 (21))时额外的斑图. 改编自文献 [73]

Fig. 14. Patterns of clusters in a five-node network. Left: All possible patterns displayed when the network connectivity is given by

the adjacency matrix (Eq. (20)); right: Additional patterns displayed when the network connectivity is given by the Laplacian ma-

trix (Eq. (21)). Figure adapted from Ref. [73]. 
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5   讨论与展望

至此, 我们完成了对奇异态、遥同步与集团同

步这三种部分同步态研究进展的介绍. 从这些研究

可见, 它们三者之间既有联系, 也有区别. 首先, 它

们三者都是介于完全同步与完全无序之间的中间

态, 承担着从无序到同步的过渡任务. 但这种中间

态并不是通常那种大家逐渐靠近、序参量逐渐增大

的二级相变过程, 而是在位形空间中形成两种性质

截然不同的状态且相互共存, 这就比较神奇, 从而

成为了它的反直观之处, 同时也成就了它用于解释

大脑斑图的特质. 这个特质在奇异态中表现为相互

连接的同步组与非同步组的共存, 也可以是分开的

多个同步组与非同步组的共存; 在遥同步中表现为

不直接相连的分散振子成为了同步态, 而与它们相

连的振子, 尤其是中心节点, 却不与它们同步; 在

集团同步中表现为具有网络对称性的节点达成了

同步, 而不同对称性的集团则成为不同的同步集

团, 同步的振子之间可以存在连接, 也可以没有直

接的连接. 这些不同的表观形式其实可以看成是同

一种现象的不同表述, 就像量子力学中不同的表象

一样, 供我们在不同的环境下有选择地使用.

除了在表观形式上不相同之外, 它们三者出现

的条件也不相同. 奇异态最初要求的条件是非局域

耦合, 由衰减核描述. 然后这个条件推广为初始条

件的不同, 但非局域耦合的要求适当放宽, 不再要

求各个振子的耦合对象均有些不同, 而改为各组内

个体耦合的对象完全相同, 但不同组间个体耦合的

对象不相同. 再然后进一步推广为延迟系统, 此时

所有个体耦合的对象可以完全相同. 遥同步主要讨

论的是朗道振子系统, 本质原因是朗道振子可作为

线性滤波器来传递不直接相连的节点间的耦合信

息, 从而使中心节点周围的叶子节点达到同步. 遥

同步最初是在星形网上进行讨论的, 现已拓展至复

杂网络乃至真实的脑网络. 集团同步最初要求的是

网络位置完全对称, 这就导致对称性相同的节点具

有完全一样的动力学方程, 从而可达到完全同步的

动力学行为. 后来这个条件推广为输入量相同即可,

因为所谓对称性保证的实际上是耦合贡献的等同.

C2

事实上, 这三种部分同步并不是完全独立的,

而是都可看成某种局部对称性的体现. 例如奇异态

中同步组内的振子实际上具有相同的对称性, 遥同

步中围绕中心节点的叶子也具有完全对称的地位,

集团同步就更不用说了, 它的定义就源自对称性.

按照这个局部对称性的特点, 我们其实可以抛开直

接相连或不直接相连的具体细节, 而将这三者统称

为局部同步态的涌现. 在这个意义上, 就不难理解

在某些系统中可以同时出现多种部分同步态. 比如

图 11中的遥同步振子与其他的非同步振子一起就

构成了奇异态, 图 12中的遥同步振子因结构对称

也可当作集团同步. 同理, 对于图 15中的那些同

步集团中的振子, 如果它们不直接相连的话, 就是

遥同步了, 比如  中的振子 5与 6. 这种同时具有

多个属性的部分同步在大脑皮层网络中非常普遍,

或者说大脑皮层网就是一个典型的呈现各种各样

部分同步的系统.

这三种部分同步态的研究意义就在于它们可

以被很好地用来解释大脑高级功能的物理机制, 包

括感知、学习与记忆等. 现在已经知道大脑神经网

络具有典型的复杂网络特征, 包括度分布的异质

性、小世界特征及社团结构等. 正是由于这些特征,

才保证了大脑认知活动期间广泛的斑图, 从而保障

了大脑高级功能的实施. 当大脑接收到不同的信号

或刺激时, 相应的动力学斑图就会被启动, 或者实

现从一个斑图到另一个的转换. 具体表现就是我们

观察到的对应奇异态的首晚效应、对应遥同步的分

布式计算及对应集团同步的斑图多样性等.

虽然这三种部分同步的研究取得了不错的结

果, 在大脑机制的阐述方面也取得了重要的进展,

但对大脑及大脑运行机制的研究依然是个长期而

艰巨的任务, 还有许多开放的问题等着我们进一步

研究. 下面是根据我们自己的研究经验建议的几个

开放问题.

1)如何将这三种部分同步得到的现有结论充

分地用于探索大脑功能的机制, 比如认知、记忆与

信号传播等方面.
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图 15    24个节点构成的网络中对称集团的分组 . 改编自

文献 [68]

Fig. 15. Grouping of symmetry clusters in a CS pattern for

a 24-node network. Figure adapted from Ref. [68]. 
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2)现有研究大多局限于单层网络. 由于大脑

的社区结构特征, 多层复杂网络上的部分同步更值

得期待. 文献 [13]是这样的一个例子, 但更进一

步、更深入的探讨还很缺乏.

3)如何能跳开结构层面的分析, 从更深的层

面来揭示出一些更本质的东西, 比如从本征值谱分

析的角度来进行分析等. 这方面的一个先期探索是

关于本征模与模块化结构间的内在联系 [75].

4)如何根据这三种部分同步的特征来控制各

种神经疾病如帕金森氏病、癫痫、阿尔茨海默病、

精神分裂症与脑肿瘤等.

5)除了这三种典型的部分同步外, 是否还存

在其他的部分同步态或者根本就不能归结为部分

同步但却是脑功能所必须的状态? 如果有的话, 如

何去揭示它们?

我们期待部分同步化的研究在大脑神经元网

络的机制与应用方面发挥越来越重要的作用. 希望

本综述起到抛针引线的作用, 激励出更多、更好的

工作.
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Abstract

In  recent  years,  the  study  of  partial  synchronization  of  coupled  oscillators  in  complex  networks  has

attracted  great  attention.  The  underlying  reason  is  both  the  extensive  existence  of  the  patterns  of  partial

synchronization in  brain  network and their  close  relationship  to  brain  functions  of  cognition and memory.  In

this paper, we briefly review the research progress in this field. According to the researches by different groups,

we classify them as three types, i.e. chimera state, remote synchronization, and clustering synchronization. We

mainly discuss the conditions of these three states, as well as their models, detections, and their applications in

biology. We discuss the relationship among the three types of states and give some outlooks for future studies.
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专题：统计物理和复杂系统

社会引力定律追根溯源*

闫小勇 1)2)†

1) (北京交通大学, 交通系统科学与工程研究院, 北京　100044)

2) (电子科技大学, 复杂性实验室, 成都　611731)

(2019 年 11 月 4日收到; 2019 年 11 月 19日收到修改稿)

在交通出行、人口迁移、商品贸易、信息流通、社会交往、科研合作等大量人、物、信息的空间流动现象

中, 都存在类似万有引力定律的规律, 即两地之间的某种流动量与两地活力的乘积成正比、与两地距离的幂

成反比. 类比万有引力定律建立的引力模型也在交通出行分布预测、人口迁移量预测、地区间贸易量预测等

诸多方面获得了广泛应用. 但复杂的社会系统中为何会有这样简单的引力定律存在? 这是个非常有趣也有价

值的问题. 本文对从统计物理学、微观经济学和博弈论等不同视角探索社会引力定律根源的研究进行了综述.

关键词：社会引力定律, 最大熵原理, 离散选择模型, 拥挤博弈

PACS：89.75.–k, 89.65.–s, 89.70.Cf, 02.50.Le 　DOI: 10.7498/aps.69.20191686

 

1   引　言

预测地点间人、物、信息的流动是社会学、经

济学、人口学、交通科学、网络科学等诸多学科长

期以来的一个重要研究主题 [1,2]. 一百多年来, 研究

者们陆续提出了多种预测地点间流动量的模型 (在

经济学中被称为空间交互模型 [3]), 其中最有影响

力的是引力模型 [4] (gravity model, 也译为“重力模

型”). 引力模型在许多方面都获得了广泛应用. 例

如在人口学中, 引力模型被用来预测地区间的人口

迁移量 [5]; 在经济学中, 引力模型被用来预测国家

间的商品贸易量 [6]; 在交通科学中, 引力模型被用

来预测地点间的交通出行量 [7]; 在网络科学中, 引

力模型被用来评估网络节点的相似性 [8]、影响力 [9,10]

等. 引力模型之所以受到如此青睐, 是由于在许多

空间流动现象中都存在类似万有引力定律 [11] 的规

律, 即两地之间的某种流动量正比于两地“活力”

(多用地点人口数量、经济发展水平、进出流动量等

表示)的乘积, 反比于两地之间空间距离的幂函数.

这种规律被称为社会引力定律 [12].

2.25

早在 1846年, Desart[13] 就在比利时铁路客运

数据中发现, 两个车站间的客运量正比于两个车站

所在地的人口数乘积, 反比于两车站间距离的 

次幂. 这可能是关于发现社会引力定律的最早记

载 [14], 其发现时间比 Carey[15] 在人口迁移现象中

发现社会引力定律的时间 (1858年)还要早 12年.

后来, Ravenstein[16] 从 19世纪 70—80年代英国人

口普查数据中也发现两地人口迁移量与两地人口

乘积成正比、与两地距离成反比的现象 . 而

Reilly[17] 在 1929年的著作中研究零售市场问题时

也发现, 零售中心从其周围某个城镇吸引到的顾客

数量与该零售中心的规模成正比, 与两地间的距离

平方成反比. 此后的几十年中, 研究者在交通 [18]、

人口 [19]、经济 [20] 等领域又陆续发现了许多服从社

会引力定律的现象.

近年来, 随着现代电子与信息技术的不断发

展, 有越来越多的手段 (如 IC卡、GPS、手机、社
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 71822102, 71621001, 71671015, 61304177)资助的课题.
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交网站等)可长期记录人、物、信息在空间中的流

动数据 [21,22]. 通过对这些大数据进行统计分析, 统

计物理与复杂系统领域的学者在很多复杂系统中

都发现了符合社会引力定律的现象. 例如, Viboud

等 [23] 通过分析美国人口普查数据, 发现两郡之间

的通勤出行量与郡人口、郡间距离的关系符合社会

引力定律; Jung等 [24] 通过分析韩国高速公路收费

数据, 发现两城市间的高速公路交通量与城市人

口、城市间距离的关系符合社会引力定律 ;

Krings等 [25] 分析了比利时 250万名匿名手机用户

在 571个城镇之间的手机通讯数据, 发现城镇间通

讯量与城镇人口、城镇间距离的关系符合社会引力

定律; Balcan等 [26] 通过分析国际航空运输协会的

航空客运数据, 发现全球 29个国家主要机场之间

的航空运输量与机场服务区域人口、机场间距离的

关系符合社会引力定律; Kaluza等 [27] 分析了全球

船舶港口自动识别系统数据, 发现全球 951个港口

间的海运量与港口进出量、港口间距离的关系符合

社会引力定律; Pan等 [28] 通过分析美国科学信息

研究所 2003—2010年的论文数据 , 发现全球

18199个城市之间的科研合作强度与城市整体科

研水平、城市间距离的关系符合社会引力定律 ;

Goh等 [29,30] 分析了韩国首尔市地铁网络和常规公

交网络中的刷卡数据, 发现车站间客流与车站上下

车客流、车站间距离的关系符合社会引力定律 ;

Levy和 Goldenberg[31]分析了 Facebook等四类社

交网络数据, 发现两人交往概率与两人距离之间的

关系符合社会引力定律. 诸如此类的研究还有很

多. 可以预见, 社会引力定律还会在更多的复杂系

统中被发现.

从以上研究回顾中可以看出, 交通出行、人口

迁移、商品贸易、信息流通、社会交往、科研合作等

大量空间交互现象都符合社会引力定律. 但在诸多

复杂的社会系统中为何会有如此简单的社会引力

定律存在? 这是一个困扰人类上百年的问题, 也吸

引了很多不同领域的学者对其追根溯源 [32,33]. 从

20世纪 60年代起, 统计物理领域的学者用最大熵

原理 [34]、经济学领域的学者用效用理论 [35,36] 相继

对社会引力定律进行了解释. 最近, 复杂系统领域

的研究人员又从博弈论角度探索了社会引力定律

的根源 [37]. 本文将对这些从不同视角探索社会引

力定律根源的研究进行综述. 

2   社会引力定律的统计物理解释
 

2.1    最大熵原理导出引力模型

Oi

Di

Tij
∑

j
Tij = Oi∑

i
Tij = Dj

Tij

Wilson[34] 以交通系统中地点间的出行分布问题

为背景, 用统计物理学中的最大熵原理 [38] 对社会

引力定律给出了最早的理论解释. 在交通系统的出

行需求预测工作中, 常采用的模型框架是“四阶段

法”, 即依次进行出行生成预测、出行分布预测、交

通方式划分和交通分配 [7]. 其中, 在出行生成预测

阶段可得到地点 i 的出行发生量  和出行吸引量

 . 而在出行分布预测阶段, 则要求预测出的地点

间出行分布量  既满足发生量约束  ,

又满足吸引量约束  . Wilson用最大熵

原理导出了满足以上两类约束的引力模型: 在交通

系统总出行量为 T 的情况下, 系统的宏观状态是

任意两个地点 i, j 之间的出行量为   , 则系统的

微观状态数为 

Ω =
T !∏

i

∏
j

Tij !
. (1)

TijWilson为地点间出行量  又增加了一个出行成本

约束  ∑
i

∑
j

Tijcij = C, (2)

cij其中  为从地点 i 到 j 的出行成本, C 为系统可支

配的总成本. 那么, 系统最可能出现的出行分布就

是以下最大熵模型的解: 

max lnΩ = ln
T !∏

i

∏
j

Tij !
,

s.t.
∑
j

Tij = Oi,

∑
i

Tij = Di,

∑
i

∑
j

Tijcij = C. (3)

用拉格朗日乘子法可求得该模型的解为 

Tij = aiOibjDje−γcij , (4)

γ ai = 1
/∑

j
bjDje−cij bj =

1
/∑

i
aiOie−γcij

其中   是模型参数 ,    和  

 是两组相互依赖的迭代因子. 这
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就是带有负指数成本函数的双约束引力模型 [7]. 

2.2    成本与距离的对数关系

e−γcij

γcij = β ln dij

Tij = aiOibjDjd
−β
ij

经典引力模型中的距离函数是幂律函数 [4]. 但

(4)式中用最大熵原理导出的引力模型, 其成本函

数是负指数函数  , 这与经典引力模型中使用

的距离幂函数不同. 简单地看, 直接将 

这种成本与距离之间的对数关系代入 (4)式, 即可

得到经典的双约束引力模型   .

但为什么成本与距离之间具有这种对数关系, 之前

并未得到很好的解答 [39].

c ≈ ηt+ µm

m ≈ νd

t ≈ ϕ ln d+ ψ

c = ηϕ ln d+ ηψ + µνd

P (d) ∼
d−βe−d/κ

Yan等 [40] 为社会引力定律中距离的幂函数形

式提供了一种解释. 他们认为, 交通系统中的出行

成本 c 主要由出行时间 t 和货币费用 m 两部分组

成, 可以表示为二者的加权和形式  
[41].

其中, 货币费用通常与出行距离 d 具有近似线性关

系  
[41]. 他们通过分析出行日志数据 [42] 中出

行时间与距离的关系, 发现出行时间与距离也具有

近似对数关系  
[43]. 这种对数关系源于

人们在不同出行距离所采用交通方式的速度差异 [44],

例如人们在进行几百米的出行时往往是步行或骑

自行车, 而几十千米时就要使用公交、小汽车等交

通方式, 当几百千米时就要乘坐更快速的火车或飞

机了, 这使得出行时间和距离之间呈现非线性关

系. 综上, 可得到出行成本与距离之间的关系为

 . 进而结合最大熵原理 , 还

可导出群体出行距离的截尾幂律分布  

 . 这一研究不仅能解释社会引力定律中距

离函数的幂律形式, 还解释了一大批出行距离分布

的实证统计结果 [45−50]. 

3   社会引力定律的微观经济学解释

Wilson用最大熵原理为社会引力定律提供了

一个非常合理的宏观解释. 但是, 最大熵原理仅能

给出系统最可能的宏观分布状态, 并不考虑系统中

个体选择出行目的地的微观决策过程. 从出行目的

地选择决策行为的角度来看, 社会引力定律的微观

底层机制仍未得到满意解答 [32,33]. 而经济学家则很

早就开始用效用理论来研究个体选择出行目的地

的微观决策行为 [35,36]. 早期的研究使用确定效用理

论来解释社会引力定律 [35], 而影响更为广泛的研

究则是基于随机效用理论的离散选择模型 [36]. 离

散选择模型是微观经济学中非常重要的描述个体

选择行为的方法, 在交通系统出行选择问题上已获

得了非常广泛的应用 [51,52]. 本节将介绍用离散选择

模型对个体出行目的地选择行为进行建模以及导

出引力模型的方法. 

3.1    目的地离散选择模型

离散选择模型被用来描述、解释和预测决策者

对多个离散的选项进行选择的行为. 一次离散选择

行为通常包含以下要素 [51].

1)决策者, 即做出选择行为的主体. 在出行目

的地选择行为中, 决策者就是指位于某起点选择目

的地的一个出行者.

2)选项, 即供决策者选择的多项事物. 在出行

目的地选择行为中, 选项是指供出行者选择的目

的地.

3)选项属性. 决策者选择选项时会考虑诸如

价格、质量等因素, 每一种因素称为一个属性. 在

出行目的地选择行为中, 选项属性一般包括各地点

的活力、到各地点的距离或出行成本等.

4)决策准则, 即决策者在做出选择时的行为

准则. 最常用的是效用最大化准则 [53], 即决策者在

所有选项中选择效用最高的选项. 此处的效用是指

决策者选择某个选项所能获得的满意程度. 在出行

目的地选择问题中, 可用下式来表达这一准则: 

Uij > Uik, ∀ k ∈ K − {j}, (5)

Uij

Uik

其中   是位于地点 i 的出行者所选择的目的地

j 的效用,   则是其他任一目的地的效用, K 是所

有目的地的集合.

Uik(5)式的效用值   本质上是指目的地 k 所具

有的真实效用. 根据效用最大化准则, 决策者会选

择所有选项中真实效用最大的一个选项. 但实际选

择问题中, 决策者有可能并不是总选择一个固定的

选项, 而是以不同的概率选择不同的选项. 这可能

是决策者受到一些内部或外部因素的影响, 对选项

效用的认知发生了变化. 但研究者并不能直接观测

真实效用变化, 只能观测选项的确定效用值 [54]. 在

离散选择模型中, 这种概率选择的情况是用随机效

用理论来处理的. 此时目的地 k 的真实效用表示为 

Uik = Vik + εik, (6)

Vik

εik Vik Uik

其中   是研究者直接观测到的选项 k 的确定效

用,   是描述  与真实效用  偏差程度的随机项. 
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3.2    离散选择模型导出引力模型

Uij = Vij + εij

根据 (5)式和 (6)式可知, 在出行目的地选择

问题中, 所处 i 地点的决策者选择目的地 j 能获得

的效用是  , 则目的地 j 被 i 点决策者

选择的概率是 

Pij = Pr(Vij + εij > Vik + εik, ∀k ∈ K − {j}), (7)

其中 K 是所有备选目的地集合 (不包括起点 i).

ε

F (ε) = e−e−ε

如果 (7)式中所有随机项  都服从相互独立同

分布的标准 Gumbel分布   , 那么决策

者选择目的地 j 的概率就是 

Pij = Pr(εik < Vij − Vik + εij ,∀k ∈ K − {j})

= Pr(εij = x) ·
∏
k ̸=j

Pr(εik < Vij − Vik + x)

=

∫ ∞

−∞

dF (x)
dx

F (Vij − Vik + x)dx

=

∫ ∞

−∞
e−xe−e−x ∏

k ̸=j

e−e−(Vij−Vik+x)

dx

=

∫ ∞

−∞
e−e−x ∑

k e−(Vij−Vik)

e−xdx

=
eVij∑
k
eVik

. (8)

这就是 Logit模型 [54], 是微观经济学中应用非常广

泛的离散选择模型.

Aj dij

由 Logit模型可以很容易地导出引力模型: 假

设目的地 j 对 i 点出行者的确定效用主要受目的地

活力  和地点 i 到 j 的距离  影响, 即 

Vij = lnAj − β ln dij + γ. (9)

Tij

Oi

如果所有出行者之间的选择决策行为无差异, 那么

从点 i 到 j 的出行量   就是从 i 出发的总出行量

 乘以出行者们选择 j 点的概率, 即 

Tij = OiPij = Oi
eVij∑
k
eVik

= Oi

Aj · d−β
ij∑

k
Ak · d−β

ik

,

(10)

这就是经典的单约束引力模型 [7]. 

3.3    收益与活力的对数关系

Vij

lnAj

β ln dij

从 (9)式中可以看出, 目的地的效用   实际

上是目的地活力为出行者带来的收益  与出行

者到目的地的成本  的差值. 2.2节已对出行

成本与距离的对数关系进行了解释, 本节将解释为

何使用地点活力的对数来表达地点会带给出行者

收益.

dp
dW/W dp = κdW/W

κ

p = κ ln(W/W0)

W0

根据心理物理学中著名的Weber-Fechner定

律 [55], 人的直观感觉差异   正比于某种物理刺激

强度 W 的相对变化量   , 即   ,

其中   是个常数. 据此可导出人的直观感觉程度

p 与物理刺激强度之间的对数关系  ,

其中   可以解释为刺激阈值. Weber-Fechner定

律在行为经济学中被广泛应用于收益函数 [55], 即

认为选项带给决策者的收益是决策者对选项属性

的实际度量指标 (如商品的价格、反映地点活力的

人口数等)的直观感觉. 在本文即将介绍的目的地

选择博弈研究工作中, Weber-Fechner定律导出的

收益活力对数关系也会被再次使用. 

4   社会引力定律的博弈论解释

基于随机效用理论的离散选择模型从个体选

择决策角度为社会引力定律提供了新的解释, 但这

类模型并未考虑实际出行目的地选择过程中个体

之间的相互作用. 在包括交通系统在内的社会经济

复杂系统中, 个体间的相互作用是一个非常普遍的

现象, 而博弈论则是社会学、经济学以至军事、政

治等社会科学学科研究个体相互作用的一个重要

科学工具 [56]. 最近, Yan和 Zhou[37] 从博弈论的角

度解释了社会引力定律的可能根源. 他们将出行者

选择目的地的过程刻画为一种拥挤博弈 [57,58], 体现

了出行者个体之间的相互作用. 本节将介绍这种目

的地选择博弈模型的基本框架及其导出引力模型

的方法. 

4.1    目的地选择博弈模型

Uij

出行目的地选择问题可以看作是多个参与者

进行的博弈. 每个参与者在面对多个可供选择的目

的地时, 总会选择带给自己收益 (或称效用)最大

的目的地. 位于地点 i 的个体选择目的地 j 获得的

收益  由两部分组成.

Cij + g(Tij)

Cij

Tij g(Tij)

1)出行成本   , 即负收益 , 与 i 到

j 的固定出行成本  直接相关, 并且随两地间出行

量  的增加而增加. 其中  是一个增函数, 体

现了路途上的拥挤效应.

h(Aj)− f(Dj)

Aj

2)目的地带给选择者的收益   ,

取决于目的地的活力   和选择该目的地的人数
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Dj =
∑

i
Tij f(Dj) . 其中  是一个增函数, 体现了目

的地的拥挤效应, 即目的地的收益会随着选择人数

的增加而下降. 这种拥挤效应具有现实依据: 例如

在城市出行中, 对于非通勤出行 (例如购物、娱乐

等)来说, 选择某一目的地的人数增加后可能导致

环境不舒适或可获取资源的减少, 从而降低选择者

的收益.

综上, i 地点的出行者选择目的地 j 的收益可

表示为 

Uij = h(Aj)− f(Dj)− Cij − g(Tij). (11)

这种模型被命名为目的地选择博弈 (destination

choice game, DCG)模型 [37]. 在 DCG模型中, 当

个体信息完备并总是选择使自己收益最大化的目

的地时, 相同起点出行的所有个体都具有相等的收

益, 没有人能通过单方面改变选择而增加自己的

收益.

Cij ∝ ln dij

h(Aj) f(Dj)

g(Tij)

实际应用中, 需要先把 (11)式中的各项成本

和收益函数具体化. 根据出行成本与距离之间的对

数关系 (见 2.2节), 可令   . 根据Weber-

Fechner定律 [55] (见 3.3节), 则可将目的地活力收

益函数   、目的地拥挤成本函数   和路途

拥挤函数  均表示为对数函数. 此时 (11)式可

写为 

Uij = α lnAj − β ln dij − γ lnDj − lnTij , (12)

α β γ其中  ,   和  是三个非负参数. 通过使用多种真实

人类移动数据进行的模型测试结果 [37] 显示 ,

DCG模型相对于传统的引力模型 [4]、介入机会模

型 [59] 和新型辐射模型 [60]、人口权重机会模型 [61,62],

具有更高的预测精度. 

4.2    拥挤博弈模型导出引力模型

若忽略 DCG模型收益函数中的目的地拥挤

成本 , 则可得到一个简化的目的地选择博弈

(degenerated destination choice game, DDCG)模

型, 其收益函数如下: 

Uij = α lnAj − β ln dij − lnTij , (13)

(N,R, (Ψk)k∈N , (wj)j∈R)

N = {1, 2, · · · , n}
Oi

R = {1, 2, · · · ,m}
(Ψk) ⊆ 2R

这是一个典型的拥挤博弈模型 [57,58]. 拥挤博弈可表

示为一个四元组:   
[58,63], 其

中   是所有参与博弈的个体 (在

DDCG中就是某个出发地点 i 上数量为  的所有

出行者 ),    是备选资源集合 (在

DDCG中就是备选目的地),    是参与者

wj

Uij S = S1, · · · , Sn

Sk ∈ Ψk nj(S)

Tij

k 的策略空间 ,    是备选资源 j 的收益函数 (在

DDCG中就是目的地 j 对 i 起点出行者的收益函

数   ). 所有参与者的策略集合   就

是拥挤博弈的一个状态 , 其中参与者 k 的策略

 . 资源 j 的拥挤程度   (在 DDCG中就

是目的地 j 的路途拥挤程度)则表示在状态 S 下选

择该资源的参与者数量 (在 DDCG中就是从起点

i 到目的地 j 的出行量  ). 据此可知, DDCG中每

个出行者获取的收益不仅取决于其所选择的目的

地的活力与距离, 还受选择同样目的地的其他出行

者数量的影响, 即个体之间的相互作用. 根据拥挤

博弈理论中的势函数 [58,63] 定义, 可知 DDCG的势

函数为 

ϕ =
∑
j∈R

Tij(S)∑
k=1

Uij(k)

=
∑
j∈R

Tij(S)∑
k=1

(α lnAj − β ln dij − ln k). (14)

最大化此势函数的策略集合, 就是拥挤博弈的纳什

均衡解 [57,63].

Tij为求解 DDCG的纳什均衡解, 可将  视为一

个连续变量, 并令势函数最大化, 即可得到一个最

优化模型 

maxϕ(S) =
∑
j

∫ Tij

0

(α lnAj − β ln dij − lnx)dx,

s.t.
∑
j

Tij = Oi. (15)

用拉格朗日乘子法可求得该模型的解为 

Tij = Oi

Aα
j d

−β
ij∑

j
Aα

j d
−β
ij

, (16)

α = 1是一个双参数的单约束引力模型. 若令参数  ,

则可转换为标准的单约束引力模型, 见 (10)式. 

4.3    DDCG 模型与 Logit 模型的对比

DDCG模型与 3.2节中介绍的离散选择 Logit

模型都体现了个体选择目的地的微观决策行为, 且

都假设个体总是追求效用最大. 二者导出的引力模

型在形式上也没有本质区别, 见 (10)式和 (16)式.

但二者的底层机制并不相同: Logit模型假设个体

对效用的认知具有随机性, 但并未考虑复杂系统中

广泛存在的个体相互作用 [56]; 而 DDCG模型则考
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虑了群体中个体间的相互作用.

Pcar = Pblue = 1/2

Pcar = Pblue = Pred = 1/3

Pcar = 1/2 Pred = Pblue = 1/4

著名的红蓝巴士问题 [64] 可以用来说明这两个

模型的机制差异. 在红蓝巴士问题中, 出行者可选

择的交通方式有小汽车与蓝巴士两种. 简单起见,

假设这两种交通方式的确定效用是相等的, 根据

Logit模型可知二者的被选概率为  .

现在把一半蓝巴士的颜色改为红色, 并把红蓝巴士

看成是两种交通方式, 那么两者的确定效用也必然

相等. 按照 Logit模型的结果, 此时出行者选择这

三种交通方式的概率为   .

然而, 从常识推断, 将半数巴士涂红仅会影响原先

选择蓝巴士的人 , 而小汽车的被选概率仍为

 , 红、蓝巴士则各为   .

但 Logit模型却高估了巴士被选择的概率, 低估了

小汽车被选择的概率, 形成了典型的悖论 [64].

Abus

ln(ax)

Ubus = Abus − ln(ax/b)

Ured = Ublue = Abus − ln(2ax/b)

Ucar(m/2) = Ubus(m/2) =

Abus − ln[am/(2b)]

Ucar(m/2) = Ured(m/4) = Ublue(m/4)

在考虑了个体相互作用的 DDCG模型中则不

存在这种悖论: 假设总共有 b 辆巴士, 每辆巴士的

固定收益值为  , 拥挤成本 (体现了个体之间相

互作用的结果)为   , 其中 x 代表乘坐这辆巴

士的人数. 那么当把所有巴士看成同一交通方式

时, 其收益值为  ; 而把红蓝巴

士看作两种交通方式时 , 二者的收益值则均为

 . 根据 DDCG模型

的均衡条件, 如果在 m 个人中选择巴士和小汽车

的 比 例 各 为 1/2, 说 明  

 . 那么把红蓝巴士看作两种方式

时, 一定有   , 即

选择红蓝巴士的比例各为 1/4, 与实际相符.

当然, 实际中的出行者对目的地效用 (即收

益 )的感知可能会有一定的随机性 . 此时可对

DDCG模型进行进一步的扩展: 假设出行者对目

的地收益的理解与可观测的目的地固定收益之间

存在服从独立同 Gumbel分布的随机性偏差, 根

据 Fisk[65] 的证明, 此时的均衡解等价于如下最优

化模型的解
 

minZ(x) =
∑
j

∫ Tij

0

(−α lnAj + β ln dij + lnx)dx

+
1

θ

∑
j

Tij lnTij ,

s.t.
∑
j

Tij = Oi,
(17)

其解为
 

Tij = Oi

A
θα
1+θ

j d
− θβ

1+θ

ij∑
j

A
θα
1+θ

j d
− θβ

1+θ

ij

, (18)

θ

θ → ∞
θ = 0

式中的参数  体现了随机性程度对目的地选择结果

的影响 : 当   时该模型退化为 DDCG模型 ,

均衡结果与 (16)式一致; 当   时, 个体将完全

随机地选择目的地, 各目的地被选择的概率相等.

这一结果说明, DDCG模型可以扩展到个体对目

的地收益感知有随机性的情形. 但是, 基于随机效

用理论的离散选择模型却无法退化到目的地收益

固定的情形: 如果离散选择模型不假设个体对收益

感知具有随机性, 那么所有个体都会选择固定收益

最高的同一目的地. 这是因为离散选择模型并未考

虑实际社会系统中普遍存在的个体相互作用, 即群

体拥挤问题. 

5   结　论

社会引力定律是诸多社会复杂系统中广泛存

在的普适规律, 受到社会学、经济学、地理学、交通

科学、统计物理与复杂系统等学科学者持久的关

注 [1,4,6,7,32,33,39]. 本文综述了解释社会引力定律存在

根源的三类主要理论, 既包括传统的最大熵原理和

效用理论, 也包括最近提出的目的地选择拥挤博

弈. 其中, 最大熵原理为社会引力定律建立了一个

统计物理的理论基础, 但其仅能给出系统最可能的

宏观分布状态, 却无法反映系统中个体的微观决策

行为. 从个体决策行为角度建立的随机效用离散选

择模型为社会引力定律提供了微观经济学解释, 但

其并未考虑在实际社会系统中普遍存在的个体相

互作用. 而目的地选择博弈则为社会引力定律建立

了一个更简洁的理论框架: 它不需像最大熵模型一

样事先指定出行总成本作为额外的约束条件, 也不

需像随机效用理论一样作出个体对效用感知具有

随机性的假设, 除“个体追求收益最大化”这条经济

学公理之外, 目的地选择博弈的核心假设就只有

“群体拥挤影响收益”这一体现个体相互作用的基

本事实. 与现有对社会引力定律的其他理论解释相

比, 从博弈论角度给出的解释更符合“奥卡姆剃刀”

原理 [66], 有助于我们理解很多复杂社会系统中由

个体相互作用而涌现出的群体空间交互模式.

本文介绍的这些对社会引力定律的理论解释

都是以交通出行问题为背景的, 离散选择模型和目
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的地选择博弈模型分析的核心都是出行者如何选

择目的地. 但这种个体选择交互对象的行为并不仅

仅存在于交通系统中, 在空间交互模式符合社会引

力定律的系统中几乎都存在. 例如, 人口迁移是选

地点做居住地, 社会交往是选人做交流对象, 科研

合作则是选研究者做合作伙伴等. 在这些系统中,

个体多会倾向于选择活力相对高、距离相对近的对

象. 但往往选择同一对象的人越多, 该对象能带来

的收益就会越低: 在交通系统中拥挤会导致出行成

本上升, 在商品贸易中竞争对手增加会导致商品价

格下降, 在科研合作中选择某人的合作者增多会导

致双方的合作强度降低, 等等. 而这些不同系统中

的空间交互对象选择行为, 都能被本文所介绍的目

的地选择博弈等模型来刻画. 总之, 对社会引力定

律追根溯源, 不仅有助于深入理解交通出行、人口

迁移、商品贸易、信息流通、社会交往、科研合作等

空间交互现象的底层机制, 对于更好地预测、引导

甚至控制各种复杂社会系统中人、物、信息的流动,

都具有广阔的应用前景.

感谢合作者周涛、汪秉宏、韩筱璞对本文中相关研究成

果所做出的贡献.
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Abstract

Many  spatial  mobility  of  people,  goods  and  information,  such  as  human  travel,  population  migration,

commodity trade, information communication, social interaction and scientific cooperation, follow a law similar

to  Newton’ s  law  of  universal  gravitation.  This  law,  named  social  gravity  law,  is  that  the  flow  between  two

locations is directly proportional to the product of the vitality of these two locations, and inversely proportional

to a power function of their distance. The gravity model established by analogy with the gravity law has also

been widely used to predict trip distribution, population migration, interregional trade flows, etc. But why do

many complex social systems have such a simple law? It is an interesting and valuable issue. This paper reviews

the  research  on  exploring  the  roots  of  the  social  gravity  law  from  various  perspectives,  including  statistical

physics, microeconomics, and game theory.
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专题：统计物理和复杂系统

多层网络级联失效的预防和恢复策略概述*

蒋文君 1)    刘润然 1)†    范天龙 2)1)    刘霜霜 1)    吕琳媛 2)1)‡

1) (杭州师范大学, 阿里巴巴复杂科学研究中心, 杭州　311121)

2) (电子科技大学, 基础与前沿研究院, 成都　611731)

(2019 年 12 月 31日收到; 2020 年 2 月 1日收到修改稿)

现实生活中, 与国计民生密切相关的基础设施网络大多不是独立存在的, 而是彼此之间相互联系或依赖

的, 于是用于研究这些系统的多层网络模型随之产生. 多层网络中的节点在失效或者遭受攻击后会因“层内”

和“层间”的相互作用而产生级联效应, 从而使得失效能够在网络层内和层间反复传播并使得失效规模逐步

放大. 因此, 多层网络比单个网络更加脆弱. 多层网络级联失效产生的影响和损失往往是非常巨大的, 所以对

多层网络级联失效的预防和恢复的研究具有重大意义. 就多层网络级联失效的预防而言, 主要包含故障检测,

保护重要节点, 改变网络耦合机制和节点备份等策略. 就多层网络发生级联失效后的恢复策略而言, 主要包

含共同边界节点恢复、空闲连边恢复、加边恢复、重要节点优先恢复、更改拓扑结构、局域攻击修复、自适应

边修复等策略.

关键词：复杂网络, 级联失效, 预防策略, 恢复策略

PACS：89.75.–k, 89.90.+n 　DOI: 10.7498/aps.69.20192000

 

1   引　言

在复杂网络研究的早期, 单个网络上的多个动

力学特性均受到了广泛的关注, 如疾病传播 [1,2]、网

络同步 [3,4]、级联失效 [5] 和网络控制 [6,7] 等. 而随着

研究的深入, 人们发现很多现实网络都不是孤立存

在的, 比如电力网络和通讯网络之间存在相互依赖

关系. 这些网络会因与其他网络之间的依赖关系,

在面临蓄意攻击或随机故障时比孤立网络更加脆

弱 [8]. 现实中存在互相依赖和联系的复杂系统非常

多, 如黑客或者病毒的攻击会使得因特网出现故障

甚至瘫痪, 从而导致银行金融系统、电力网络、交

通网络和物流信息网络等一系列关键基础设施的

数据采集与监视控制系统 (supervisory  control

and data acquisition, SCADA)无法正常工作, 进

而导致这些系统的瘫痪和崩溃. 比如电力网络中的

发电站需要铁路网络等为其运送燃料和物资的补

给, 而铁路网络也需要通过电力网络和通信网络提

供支撑和控制. 图 1[9] 总结了电力基础设施网络和

其他基础设施之间的依赖关系. 这些基础设施中的

一个或某几个一旦出现故障或受到攻击, 其影响都

会快速地扩散到其他相关网络中, 引发一系列迭代

级联事故, 从而将损害扩大到更广范围. 发生在

2003年意大利停电事故 [10] 和 2005年 8月印度尼

西亚大停电事故均凸显了这种大规模的耦合网络

故障对社会生产生活甚至国家安全带来的巨大风

险. Tootaghaj等 [11] 搜集了全球近年来比较重大

的停电事故, 如表 1所列. 为了避免和减少级联失

效对基础设施所带来的损害, 2016年, 我国通过了

《网络安全法》, 构建起以信息共享为基础, 事前

预防、事中控制、事后恢复与惩治的关键信息基础
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 61773148,61673150,11622538)和“沿创, 研途人生”科研类项目 (批准号: 2018YCZD09)资助的课题.
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设施保护体系 [12]. 美国在这方面也甚为关注, 自克

林顿政府以来就出台大量的相关法律文件 : 第

63号总统令和《国土安全法》等, 扩展对关键基

础设施的保护范围 [13].
 
 

表 1    重大停电事故数据 [11]

Table 1.    Data on major power outages[11].

地点 日期 受灾人数/百万

巴西 1999/3/11 97

印度 2001/1/2 230

美国, 加拿大 2003/8/14-15 55

意大利, 瑞士 2003/9/28 55

印度尼西亚 2005/8/18 100

巴西, 巴拉圭 2009/11/10-11 87

土耳其 2015/3/31 70

印度 2012/7/30-31 620

孟加拉 2014/11/1/ 150

肯尼亚 2016/6/7 44
 
 

如何才能避免相互依赖系统级联效应的发生

呢? 在这些系统发生级联失效后, 如何在系统完全

崩溃之前修复并减小级联失效所带来的损失呢 [14]?

常用策略和方案通常分为两种类型: 1)通过故障

检测和保护关键节点等预防措施来减少故障发生

的可能性; 2)当故障发生时采用合适的恢复策略,

对故障进行恢复.

接下来, 本文第 2节介绍相依网络级联失效的

经典模型. 第 3, 4节则分别梳理了预防多层网络

级联失效的方法和级联失效发生后的网络恢复策

略, 而第 5节是讨论部分. 

2   相依网络级联失效模型

pA(k)

pB(k)

虽然很多人都注意到了网络之间的耦合关系,

也认为多个基础设施网络之间往往不是单一存在

的, 但是这一问题的研究一直未能形成一个清晰的

框架 . 直到 2010年 ,  Buldyrev等 [10] 在 Nature 杂

志上提出了由两个一对一相互依赖的网络构成的

双层网络级联失效模型, 并建立了相关的理论分析

方法, 发现相依网络在遭受攻击后的破碎形式为一

阶不连续相变, 这与单层网络的二阶连续相变有着

本质的不同. 这一结果意味着级联过程对原有的多

层网络动力学具有深刻的影响. 但 Buldyrev等提

出的模型较为严格, 具有度分布  的网络 A和

度分布  的网络 B需要有相同的节点数 N, 并

且两个网络中的所有节点之间要建立一对一的完

全依赖关系, 也就是说, 属于网络 A中的节点 ai 唯

一依赖网络 B中的节点 bj, 而网络 B中的 bj 也必

定唯一依赖网络 A中的 ai, 并且当网络 A中的节

点失效后, 网络 B中与之对应的节点也会立刻失

效 , 反之亦然 . 其级联失效的过程如下 : 从网络

A中随机删除一定比例的节点后, 网络 A中新产

生的孤立节点会失效, 随后网络 B中与网络 A中

的所有失效节点有依赖关系的节点也会失效, 而网
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图 1    电力基础设施依赖关系 [9]

Fig. 1. Dependencies among power infrastructures[9]. 
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络 B中失效的节点又会反馈到网络 A中, 如此反

复迭代, 直到不再有新的节点失效, 网络达到稳态,

级联失效过程结束. 图 2展示了两个网络的级联失效

过程.

经典相依网络级联失效模型的提出引发了更

多学者开展对多层网络的动力学研究. 在两层网络

的基础上, Gao等 [15,16] 进一步提出了多个网络存

在相互依赖的“网络的网络 (network of network,

NON)”模型. 随着对相依网络级联失效模型研究

的推进, 关于网络鲁棒性的研究 [17] 以及多层网络

之间的动力学研究也吸引了愈来愈多的学者并取

得丰硕成果. Baxter等 [18] 阐明了一阶相变的本质

其实是混合相变, 当临界节点形成的临界簇发散的

时候, 一旦其中的“基石”节点 (keystone vertex)

失效, 整个临界簇就会发生雪崩现象, 导致多层网

络互连巨分量出现不连续的跳跃. 多层网络的结构

特性也对网络的鲁棒性有着重要的影响, 如簇结构

和度关联等. Faqeeh等 [19] 在具有模块的网络中发

现了不止一个渗流簇 (coexist percolation cluster,

CPC), 对理解网络的鲁棒性以及传染病模型中的

疾病爆发具有重要意义. 在网络的同配性研究方

面 [20,21], 文献 [20]比较了同配性对单层网络和多层

网络上动力学过程的不同影响, 发现在多层网络

上, 增加层间同配程度可以提高信息扩散效率; 而

增加层间异配程度则可以分散链路通信负载, 增强

网络鲁棒性. 此外还有一些学者研究了空间地理效

应 [22,23] 和有向网络 [24−27] 等因素对网络的鲁棒性

所产生的影响. 通过考虑多层网络层内节点的不同

耦合方式, 一些文献也研究了多层网络上的扩展渗

流模型, 例如 k-core渗流 [28]、 靴攀渗流 (bootstrap

percolation)[29,30]和弱渗流 [31] 等, 极大地丰富了相

依网络级联失效方面的研究. 

3   预防策略

预防策略是指在多层网络发生故障前采取的

预防应对措施, 主要包括故障检测、预先保护重要

节点、节点备份以及改变耦合机制等. 通过采取恰

当的预防策略可以减少网络关键节点发生失效的

概率并有效防御恶意攻击, 从而极大降低由于故障

和攻击所带来的社会经济损失. 例如, 安装杀毒软

件可以大概率防止电脑被计算机病毒感染和损坏.

相比事后的修复和采取应对措施, 恰当的预防策略

相对成本低且效用大. 

3.1    故障检测

故障检测是指定期查找设备或系统是否出现

故障并对这些故障进行修复的过程. 很多时候这些

故障可能不会立即产生可以觉察的危害和损失, 但

如果不加以排除, 则会在关键时刻或者随着时间积

累对系统产生严重损害, 所以应该定期加以排查.

这里将各种基础设施抽象成了网络, 但在现实生活

中不同的系统根据其自身特点有不同侧重点和相

应的检测方法, 不能一概而论. 比如, 对于电力网

络来说需要检测的可能会发生的故障包括发电机

组故障、母线故障、输电线路故障和变电所故障等,

而对于计算机网络来说其故障检测则包括硬件故

障、软件故障、人为故障和病毒故障等. 通过故障
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图 2    级联失效迭代过程的建模 [10]　(a) 网络在初始状态下遭到攻击; (b), (c)和 (d) 网络在遭受攻击后网络级联失效的不同阶

段, 并最终达到了稳态, 级联过程结束

Fig. 2. Modeling of cascading failure iterative processes[10]: (a) The network is attacked in the initial state; (b), (c), and (d) are the

cascading failure processes of the network due to the dependencies between dependent networks after the attack, respectively. Even-

tually reached a steady state. 
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检测可以提前排查系统中存在的问题, 减少其对系

统造成的危害. 故障检测是事前采取针对性措施,

减少和防范故障发生的策略. 

3.2    预先保护重要节点

重要节点一般是指少量对网络结构或功能非

常重要, 且其影响可以快速地波及到网络中大部分

节点的节点 [32], 关于重要节点的衡量方法有很多 [33,34].

通过保护重要节点, 可以大大提高复杂网络的鲁棒

性 [35−37].

文献 [38]研究在相互依赖的网络上, 分别以其

中一个网络中的大度节点或者小度节点为攻击目

标时网络鲁棒性的变化, 他们发现即使是在较低的

攻击概率下, 在相互依赖的无标度 (scale-free)网

络 [39] 上采取保护大度节点的策略后, 网络仍是十

分脆弱的. Du等 [40] 发现具有较大数量的相连边

(同一层网络节点之间的连边)和相依边 (不同层网

络具有相互依赖关系节点之间的连边)的节点很重

要, 所以不仅要保护层内或层间连接程度较高的节

点, 而且要保护层内和层间连边数量之和较大的节

点, 以此来增加系统的鲁棒性.

N1/2

另一方面, 应该优先对那些能够使得网络快速

瓦解的节点进行保护. Osat等 [41] 将单层网络的最

优渗流推广到多层网络上, 并通过最优渗流找到那

些被删除后网络不会再出现  规模的簇的最小

节点集. 最优渗流问题的解决方案在网络鲁棒性研

究中具有直接的适用性, 是瓦解网络最简易的方

法. Baxter等 [18] 发现多层网络中存在能够导致网

络临界簇雪崩的基石节点, 并且发现在网络瓦解过

程中巨分支崩溃的方式是不连续的混合相变, 这与

单个网络中平滑的连续相变存在明显差异. 除此之外,

文献 [42]定义了一种节点的通用性 (versatility)属

性, 来刻画那些在多种不同的动力学过程中都扮演

重要角色的节点, 并基于此提出了多种中心性指标

来识别这类节点 , 如 Eigenvector  versatility和

PageRank versatility等. 如果我们优先对上述文

献中的这些重要节点采取保护措施, 就可以有效减

缓或者抑制网络的破碎. 此外, 还有一些其他指标

也可以作为选取重要节点进行保护的依据, 如度中

心性 [43,44]、介数中心性 [45]、k-壳分解 [46]、半局部中

心性 [47]、PageRank[48]、LeaderRank[49]、圈比 [34] 等.

另有文献 [17]将两层网络看成一个整体, 将单

层网络上一些衡量节点重要性的指标运用在了双

层网络 (或更多层的网络)上, 从而找到在多层网

络中需要保护的重要节点, 提高了相依网络的鲁棒

性, 主要包括以下方法.

1) T-度中心性保护策略. 将单层网络中的度

中心性概念推广到两层网络上 , 得 T-度 (two-

layer-degree)保护策略. 在 T-度中心性保护策略

中, 将不同层中的节点同等看待, 计算每个节点在

各自层内的度值大小, 节点的重要性按它的 T-度

从大到小依次递减. 例如, 图 3(a)给出了一个由网

络 A和网络 B组成的相依网络. 传统的方法是选

择网络 A中的节点 1和节点 2 (度值分别为 5和

4), 使它们和其依赖节点在故障发生时能够正常工

作. 而实验表明, 在保护节点比例不变的情况下,

保护网络 A中的节点 1和网络 B中的节点 1(度值

分别为 5和 5)效果更好, 这正是因为它们的 T-度

最大.
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nA

nB

(nA + nB)

C(i)

2) T-介数中心性保护策略. 给定两层网络G =

(C, (LA, LB, LAB)), 其中 LA 表示包含  个节点的

网络 A中的边 , LB 表示包含   个节点的网络

B的边, LAB 则表示网络 A和网络 B之间的相依

边. 将整个相依网络看成一个由   个节点

构成的网络 , LA, LB 和 LAB 全都同等视为网络

C中的正常连边. 如图 3(b)中的深色节点, 它具有

三条连边. 对整个网络 C计算所有节点的介数中

心性  , 即 

C(i) =
∑

i ̸=j,i̸=q,j ̸=q

δjq(i)

δjq
, (1)

δjq

δjq(i) δjq

其中   为从节点 j 到 q 的所有最短路径的数目,

 表示从节点 j 到节点 q 的  条最短路径中经

过节点 i 的数目. 选择介数中心性最高的部分节点

进行保护 , 称为 T-介数 (two-layer-betweenness)

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    088904

088904-4

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


保护策略. 这些既包含相连边又包含相依边的交叉

路径在信息传递和故障传播中发挥着重要作用, 但

在传统的研究中却被忽视.

∆Q

3) T-社团 (two-layer-comm)保护策略[50]. ① 同

上, 将两个相依的网络 A和网络 B看作一个网络

C, 初始时假设每个节点本身就是一个社团, 当出

现最大的模块度增量 [51] 后, 合并相应的社团 i 和 j.

当达到了局部最大模块度时, 此步骤停止. ② 将此

时的每个社区继续当作一个“节点”, 重复步骤直到

模块度停止变化. 节点 i 的模块度增益  为 

∆Q =


∑

in
+ki,in

2m
−

∑tot
ki

2m

2


−


∑

in
2m

−

∑tot
2m

2

−
(
ki
2m

)2

 , (2)

∑
in

∑
tot

ki,in

其中   表示属于社团内的连边权重之和,   

表示社团内的节点所产生的连边权重之和. ki 是节

点 i 的度,    表示社团中节点 i 和社团中的其他

节点的连边的权重之和. m 表示整个网络中的边的

权重之和. 在整个过程中, 假设所有边的权重都是

1. T-社团 (two-layer-comm)保护策略, 就是优先

保护模块度最大的节点, 使得当它们或者它们的依

赖节点失效时, 这些节点依然可以正常运行, 从而

增加了网络的鲁棒性. 

3.3    优化层间耦合机制

不同的网络拓扑结构使多层网络的鲁棒性之

间存在较大差异. Reis等 [52] 针对随机连接的相依

模型网络鲁棒性低, 而自然界中的真实相依网络鲁

棒性却相对较高的问题进行研究, 发现多层网络的

鲁棒性由每一层的内部结构和层间的节点连接模

式共同决定. 他们指出一个网络的中心节点 (hub

nodes)与另一个网络中心节点之间存在度同配相

关性的相依网络在随机故障中具有更好的鲁棒性.

Parshani等 [35] 提出了部分依赖模型, 通过降低相

互依赖节点的数量, 降低级联失效的危害. Liu等 [31]

提出的弱依赖模型则降低了相互依赖网络之间的

依赖程度, 这也使得网络的破碎形式从一阶相变变

成二阶相变, 增强了网络的鲁棒性. 文献 [53]则提

出多层网络间非对称性的依赖, 来控制网络层间的

依赖程度, 从而增加网络的鲁棒性. Hu等 [54] 分析

了相依网络结构相似性对级联故障带来的影响, 他

们发现增加结构相似性会减弱级联故障的程度.

文献 [55]也指出网络间的相似性越高, 则发生节点

随机失效时系统的鲁棒性也越高. 文献 [56]提出网

络同配性研究可以为提高网络鲁棒性带来新的启

发, 从而提高关键基础设施的保护水平. Radicchi

等 [57] 将具有相互依赖关系的节点在一个失效后其

余节点也会失效这一规则更改为: 当一个节点有至

少两个副本节点 (多层网络的不同层中具有相互依

赖关系的节点)存活时, 这个节点就不会失效. 在

多层 (> 2)网络中建立冗余的相互依赖关系可以

提高整个系统的鲁棒性. 除此之外还可以通过减弱

网络层间的相关性 [58]、设置加强节点 [59] 等策略抑

制系统的级联效应. 

3.4    节点备份

节点备份也是一个有效预防级联效应的措施,

它是指对多层网络中的少数重要节点预先从结构

或功能方面设计并添加它们的备份, 万一这些节

点日后失效 , 这些备用节点能够立即启用代替

失效的节点, 维持网络功能正常运行 [60]. Valdez

等 [61] 认为对一些节点备份后, 即使在缺少其他网

络支持的情况下, 这些节点仍然能保留功能, 从而

增加了系统的鲁棒性. Quattrociocchi等 [62] 通过引

入节点的自愈 (self-healing)机制, 即增加网络固

有的冗余度来增强网络的鲁棒性. Schneider等 [37]

选择最少的自治节点 [63,64] (通过 k-shell, 介数中心

性等方法进行筛选节点) 进行备份, 以避免网络在

遭受攻击时发生突然瓦解和破碎.

然而节点备份的策略也有一些不足之处. 文

献 [60]提出在自修复网络中通过相互复制进行自

我修复是一把“双刃剑”. 除此之外, 在现实应用中,

节点备份策略和网络冗余设计还需要增加网络的

设计和维护成本 (有些情况下节点的备份还面临技

术难题), 付出一定的时间和经济代价, 造成一定的

浪费, 因此在实际应用中往往需要考虑这一策略的

代价和效果的平衡. 

4   恢复策略

恢复策略并不是重新设计或者构建一个网络,

而是在正发生级联失效的网络上同步进行补救和

修复, 使其级联过程减缓甚至停止, 并逐步恢复原

有功能的办法 [65]. Schneider等 [66] 认为对于给定度

分布的网络, 在抵御恶意攻击中最有效的网络结构
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仍然是未知的; 而对于给定连边数量的网络, 鲁棒

性最高的结构是所有节点度都相同的网络. 他们在

欧洲电力系统、互联网以及复杂网络模型上对此进

行了仿真, 结果表明, 网络结构的很小变化 (低成

本)就可以显著提高不同网络的鲁棒性, 并保持其

功能不变. 该研究结果不仅对提高现有基础设施的

鲁棒性有重要意义, 而且对设计经济可靠的网络系

统也有一定的参考价值. Di Muro等 [14] 提出的通

过寻找共同边界节点的恢复策略 (详见 4.1节)和

La Rocca等 [67] 在 2018年提出的空闲连边策略

(详见 4.2节), 其相同点都是从网络的巨分量入手

来对抗级联效应. 此外还有一些策略关注到了相依

网络中节点的两种不同属性的边 (相依边和相连

边 [68,69]), 他们认为对于来自相依网络的节点, 它的

重要性与其相依边和相连边的数量有关. 文献 [68]

研究了如何在合理分配有限成本的情况下来添加

连接边和依赖边. 文献 [69]则是通过衡量节点的相

依边和相连边的数量, 来确定优先恢复的节点. 对

于多层网络, Berezin等 [70] 发现局部攻击引起的危

害比起同等情况下的随机攻击更加严重. 文献 [71]

对于局部攻击产生的故障提出在故障节点存活邻

居中选择两个低度值的节点进行加边的修复方法.
 

4.1    边界节点恢复策略

Muro等 [14] 提出相依网络恢复策略, 旨在对未

被级联失效波及的剩余网络进行保护. 这一策略使

得级联失效过程和恢复过程动态交替进行, 其核心

是找到两个相依网络中的共同边界节点. 共同边界

节点是指两个网络中距离各自巨分支距离为 1的

一对失效的相互依赖节点. 图 4中节点 1和 2即为

共同边界节点. 初始网络 A发生了故障, 网络 B中

所对应的节点也会失效, 在网络 B将故障传递回

网络 A之前, 恢复机制会介入并找出当前的共同

边界节点, 每轮恢复阶段以概率g 对共同边界节点

进行恢复, 从而尽可能地遏制级联失效在相依网络

上的传播. Muro等发现, 最终网络有以下三种情

况, 第一是系统不被修复也不会崩溃; 第二是部分

节点在这一过程中失效, 但恢复策略避免了系统的

崩溃; 第三是恢复过程也不能阻断级联失效过程,

最终系统崩溃.
 

1

5
4

3

2

A

B

Case1 Case2

图 4    故障恢复策略图解 [14]   网络 A和网络 B的巨分支

如图所示 . 情况 1: 两个通过相依边连接的失效节点 (节点

1和节点 2)分别距离其巨分支的距离 l = 1, 然后以恢复概

率 g 进行修复 ; 情况 2: 如果两个相互依赖的故障节点 (节

点 3和节点 5)中至少有一个与其巨分支的距离大于 1, 则

不符合恢复的条件, 所以放弃恢复这一对节点

Fig. 4. Illustration of failure recovery strategy[14]. The giant

components of network A and network B are shown in the

figure. Case 1: Two failed nodes (nodes 1 and 2) connected

by dependent edges are respectively at a distance of  l = 1

from their maximal cluster, and then repaired with recovery

probability g. Case 2: If at least one of the two interdependent

dent failed nodes (nodes 3 and 5) is more than 1 away from

its  maximal  cluster,  the  recovery  condition  is  not  met,  so

the pair of nodes is abandoned to be restored.
 

选择共同边界节点进行恢复有以下两个原因:

第一, 当故障发生时, 通常都是优先抢修正常区域

周边的基础设施; 第二, 如果候选恢复目标不是共

同边界节点, 其对应的相依节点若是脱离巨分支的

节点, 这个节点就会因其依赖节点的失效而失效,

那么对该节点的修复就没有意义.

吴佳键等 [69] 对此策略进行了一些修改, 他们

认为用恢复概率 g 来随机选择恢复节点不是最优

方案. 于是提出利用共同边界节点在巨分支内外的

连接边数计算和定义边界节点的重要性, 也就是基

于相连边的择优恢复算法 (preferential recovery

based on  connectivity  link,  PRCL).  实验显示 ,

PRCL算法的恢复策略更好, 可以识别出恢复过程

中更重要的边界节点. 

4.2    空闲连边恢复策略

在 Buldyrev提出的相依网络级联失效模型的

基础上, La Rocca等 [67] 2018年提出在两个相依网

络中对相较而言恢复代价更低的那个网络进行恢

复的策略. 这里假设网络 B为符合条件的网络, 在

步骤 n = 0时, 从网络 A中移走 1－p 比例的节点,

得到网络 A的巨分支. 因为网络 A与网络 B的节

点一对一依赖, 所以可以得到网络 B此时的巨分
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支. 以概率g 同时恢复网络 B中某个有限簇 (其规

模不小于 2)中的两个节点与巨分支之间的连边.

但如果该有限簇只有单个节点, 那么就以相同方式

恢复其与巨分支之间的一条连边. 需要注意的是所

有可能被恢复的有限簇中的节点必须有空闲连边.

空闲连边是一种虚拟连边, 指的是那些在级联失效

过程中断开的连边. 当一条连边断开以后, 则它两

端的节点各自得到一条空闲连边, 如图 5(a)中的

虚线边所示.

 
 

GC GC

(a) (b)

图 5    网络 B中恢复策略的实现示意图 [67]　(a) GC表示

网络巨分支 , 虚线表示空闲连边 , 带有空闲连边的簇表示

可修复的簇 , 没有空闲连边的簇表示无法进行恢复的簇 ;

(b)网络 B完成重连后的巨分支

Fig. 5. Schematic diagram of  the  implementation  of   recov-

ery  strategy  in  network  B[67]:  (a)  GC  represents  the  giant

component  of  the  network,  the  dashed  lines  indicate  idle

connected  edges,  clusters  with  free  connected  edges  repre-

sent repairable clusters, and clusters without free connected

edges  represent  clusters  that  cannot  be  recovered;  (b)  the

giant component of network B after reconnection.
 

之所以选择一个有限簇里面的两个节点与巨

分支相连接, 是为了减少这个有限簇再次脱离巨分

支的概率. 增加有限簇与巨分支相连的节点数量虽

然可以提高网络的鲁棒性, 但是在现实应用中也会

增加成本. 阶段 n = 0结束后, 以概率 1－g (g 是

恢复概率)删掉网络 B中没有被恢复的有限簇, 如

图 5(a)中没有空闲连边的深色节点. 至此第一轮

网络 B恢复过程结束. 当网络 B将这个结果反馈

给网络 A的时候, 与网络 B中失效节点相连接的

网络 A中的节点就会失效, 然后又反馈到网络 B,

与网络 A中失效节点相依赖的网络 B中的节点失

效, 对此时的网络 B开启新一轮的恢复过程. 以此

类推, 两个网络就这样迭代下去, 直至两个网络构

成的系统达到稳态.

La Rocca等 [67] 指出随着 g 的增加, 临界阈值

pc 降低, 网络破碎的形式也会从一阶相变转变为二

阶相变, 这就使得两个网络在发生网络崩溃前可以

克服更多节点的失效. 这也是为什么 La Rocca等

认为将此恢复策略应用在两个相依网络中较为脆

弱的那个网络, 会使整个系统的抗毁性提高. 根据

不同的恢复概率g 和网络的初始保留概率 p, 就可

以知道网络是能被恢复的, 还是不能避免它最终的

崩溃. 

4.3    加边恢复策略

加边恢复策略是以相依网络级联失效模型 [15]

为基础通过进行一系列的加边, 来增加网络鲁棒性

的恢复策略 [72]. 过程如下: 在晶格网络 A中, 对于

一个被移除的节点, 将其邻居中没有被移除的具有

功能性的两个节点以概率 w 相连. 网络 B中与网

络 A中的失效节点具有依赖关系的节点也会失效,

因此网络 B也需要实施上述的恢复过程, 即失效

节点的两个未失效且不直连的邻居以概率 w 进行

连接. 其实恢复步骤是将每个失效节点的所有邻居

对当作候选者以概率 w 连接, 节点失效, 找出邻居

对连接, 再有节点失效······, 整个过程待两个相依

网络达到动态平衡, 即没有连边或者节点再失效后

结束. 随着时间的推移, 修复连接可能会极大地改

变拓扑结构, 新建立连接的两个节点之间在原始晶

格网络上的距离可能越来越大. 

4.4    优先恢复重要节点策略

Gong等 [73] 提出在级联失效后, 优先恢复重要

节点的策略. 通过在三个不同类型的耦合网络 (随

机网络-随机网络 (ER-ER)[74], 随机网络-无标度网

络 (ER-SF)[73], 电力网络 -无标度网络 (power-

SF)[73] 上分别应用 6种不同的重要节点识别指标

(随 机 、 度 中 心 性 、 介 数 中 心 性 、 PageRank、

LeaderRank)来确定优先恢复的节点, 结果发现只

需恢复网络中 5%的重要节点就可以显著恢复网

络功能, 尤其是介数中心性指标效果最优. 而基于

度中心性指标和 PageRank指标的恢复策略的优

点在于其较低的计算复杂度, 可用于具有数百万节

点的大规模相依网络.

相依网络的恢复过程如下 (例如按照随机选

择): 对于一个已经级联失效的网络, 初始时假设图

中的节点均为失效节点. 如图 6(a)所示, 假设恢复

网络 C中的节点 1, 2, 3和 4, 那么网络 D中与网

络 C相依赖的节点 5, 6, 7和 8 被触发而恢复正

常 (图 6(b)). 然后, 由于网络 C中已恢复节点 4和

它在 D网络中的依赖节点 8不在各自网络的巨分
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支中, 所以它们会再次失效 (图 6(c)). 同理, 网络

D中的节点 5由于孤立失效, 而导致与其依赖的

C网络中的节点 1也再次失效 (图 6(d)). 此时网络

达到稳态, 网络中的节点 2, 3, 6和 7就是本次恢

复过程执行后最终被真正恢复的节点. 

4.5    更改拓扑结构策略

Schneider等 [66] 提出了一种有效恢复电力网

络故障的方法, 他们发现在不增加连边数量的情况

下, 只要对给定网络的拓扑结构进行相对较小的修

改, 就有可能大大降低恶意攻击的危害. 这一结论

在两个真实网络, 即欧洲电网和互联网中得到了验

证. 这一发现, 一方面可以指导现有网络通过结构

的优化来提升鲁棒性, 另一方面也可以用来设计未

来的基础设施, 使其具有更好的鲁棒性. 我们通常

是用临界阈值来衡量网络的鲁棒性. 而这种方法忽

略了如果网络受到了攻击但是并没有崩溃的情况.

所以他们引进了一个独特的测量鲁棒性的方法, 

R =
1

N

N∑
Q=1

S(Q), (3)

S(Q)其中 N 是网络中的节点数,   是在删除了 Q 个

节点之后网络巨分量中节点的数目. 

4.6    局域攻击修复策略

局域攻击也叫局部攻击, 指的是网络位于某个

地理空间范围内的节点受到了攻击. 在现实生活

中, 局域攻击比随机攻击更为普遍, 如军事打击、

自然和人为的灾害等 [75]. 文献 [71]提出了优先最

小度修复策略 (the healing strategy by prioritizing

minimum degrees, HPMD), 空间相依网络出现局

部攻击时可以采用此策略. 失效网络的模型依托于

文献 [76], 优先最小度策略是将一个失效节点的两

个度值最低的邻居相连进行恢复, 对比度中心性、

随机选择和局部中心性, 此方法更优. 

4.7    自适应边恢复策略

Liu等 [77] 提出在多层网络中添加自适应边的

恢复策略. 为了增加多层网络的鲁棒性, 抵御大规

模节点失效而导致的网络崩溃, 在多层网络中, 网

络 A定义为控制层网络, 而网络 B, C, ···是非控制

层 (不能人为干预), 当网络 A中的节点 ai 脱离其

巨分支时, 我们规定节点 ai 会随机产生 M 条边连

接在网络 A中的其他节点上 , 也就是说产生的

M 条自适应边中只要有一条连接在了网络 A的巨

分支上, 节点 ai 就会从失效状态恢复成具有正常

功能的状态 (在此过程中假设与 ai 相依赖的其他

网络层中的节点均没有失效, 都具有正常功能). 根

据经典的相依网络级联失效模型 , 我们知道当

ai 脱离巨分支时, 其他网络层中与之相互依赖的节

点也要失效, 而在节点 ai 脱离时, 产生的 M 条自

适应边会很大程度上保证这个节点被修复, 这意味

着其他层中与节点 ai 具有依赖关系的节点会因为

这个自适应边的加入而以很大概率避免了脱离其

各自网络的巨分支. 所以对其中一个网络层的自适

应扰动不仅可以增强控制层网络自身的鲁棒性, 还

可以增强其他互连网络层的鲁棒性. 

5   讨　论

多层网络鲁棒性是当前复杂网络和复杂系统

研究的核心问题之一. 基于渗流理论的研究发现由
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图 6    恢复模型

Fig. 6. Schematic diagram of recovery model. 
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于网络之间的联系和依赖, 多层网络往往是非常脆

弱的. 这一结果为一些基础设施出现突发大规模级

联失效给出了理论解释. 但是还有一些基础设施系

统却非常稳定, 大规模的失效现象很少出现. 因此,

为了理解基础设施系统的鲁棒性和脆弱性, 有关多

层网络鲁棒性第一个方面的研究是对具有不同耦

合机制、拓扑结构的多层网络进行建模, 并研究这

些因素对多层网络鲁棒性的影响以及网络在遭受

攻击时破碎的机理. 第二个方面是如何设计有效的

预防措施或节点恢复策略来降低级联失效对多层

网络的损害. 这两个方面的研究相辅相成, 第一个

方面的研究为第二方面的研究提供了基础理论和

思路. 本文所介绍的多层网络级联失效的预防策略

大多基于第一个方面的研究成果, 由渗流理论可知

度值较小的节点很容易因网络中其他节点的删除

而失效, 而度值较大的节点失效的时候会产生较大

的破坏性, 因此, 当跨网络层的节点随机耦合时多

层网络会比较脆弱, 这为调整耦合机制提供了重要

思路. 此外, 节点的保护策略也同样基于对多层网

络破碎机理的研究, 例如理论研究发现多层网络临

界簇中的“基石节点”是至关重要的, 这为保护多层

网络中的重要节点提供了重要思路.

多层网络级联失效的抑制策略研究同样建立

在对多层网络破碎机理的理解之上, 如边界节点恢

复模型、加边恢复策略等. 无论是对节点的恢复,

还是对网络进行加边, 都需要一定的代价. 如何达

到效用和代价的最优? 为什么需要恢复边界节点?

哪些节点需要优先加边恢复? 回答这些问题同样

需要理解多层网络的破碎规律和特点. 对于不同的

多层网络发生级联失效的时候, 该采用什么样的决

策方法来选用恢复策略呢? 目前来说, 回答这一问

题尚有比较大的挑战, 但可以肯定的是恢复策略的

选用需要结合具体的情况, 如多层网络拓扑结构特

性、耦合机制、网络损害规模和实际需求, 以及恢

复的代价限制和速度要求等. 随着对多层网络级联

效应研究的深入, 相信对这一问题的研究会不断取

得突破, 而且会有更多的、更加贴合现实情景的预

防和恢复策略被提出.
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Overview of precaution and recovery strategies for cascading
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Abstract

In  real  life,  most  of  the  infrastructure  networks  closely  related  to  the  national  economy  and  people's

livelihood do not exist independently, but are interconnected with or dependent on each other, so the multilayer

network model is proposed to study the independent complex systems and infrastructures. When the nodes in

the  multilayer  network  suffer  initial  failure  or  attack,  the  cascade  occurs  due  to  the  interaction  between  the

“ intra-layer”   and  “ inter-layer” ,  and  the  failure  can  propagate  in  the  network  layer  and  across  the  layers

iteratively,  so  that  the  scale  of  the  failures  is  enlarged  gradually.  As  a  result,  many  multilayer  networks  are

more  fragile  than  single  networks.  The  cascading  failure  of  multilayer  network  usually  brings  very  serious

catastrophes to our society. So, conducting the research on preventing the multilayer network from cascading

failure and recovering is of great significance. As far as the prevention of cascading failure is concerned, what

are  mainly  included  are  the  strategies  such  as  the  fault  detection,  the  protection  of  important  nodes,  the

optimization of the coupling method of networks, and the backup of nodes. As for the recovery of multi-layer

network, included mainly are the strategies such as common boundary node recovery,  the idle connected link

recovery,  the  link  addition,  the  priority  recovery  of  important  nodes,  the  topology  perturbation,  and  the

repairing of localized attack and adaptive link.

Keywords: complex network, cascade failure, precaution strategy, recovery strategy
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专题：统计物理和复杂系统

相对性区域创新指数与经济周期挖掘*

方学进    崔俊英    胡淡淡    韩筱璞†

(杭州师范大学, 阿里巴巴复杂科学研究中心, 杭州　311121)

(2019 年 12 月 16日收到; 2020 年 3 月 16日收到修改稿)

提出了一类新的相对性区域创新指数, 并采用世界专利申请数据对其进行了具体计算. 基于区域创新同

经济发展水平之间的超线性关系, 该指数消除了经济发展水平对创新能力的影响, 可以实现对不同发展水平

的经济体之间进行有效的创新能力横纵对比. 该创新指数尽管极其简单, 却揭示出一系列迥异于传统认知的

现象, 例如中国大陆地区的技术创新能力在 1980年代就已经位居世界前列. 采用该指数, 不但可以在较高水

平上解释世界各国的经济增长, 还发现它同经济增长率之间的相关性存在一个 20年的经济周期. 这些结果

显示, 该指数作为一个单一性指标, 以极小的数据依赖就实现了较高程度的解释性, 不但重新定位了世界各

经济体的创新能力, 对深入理解创新同经济发展之间的关系提供了新的角度, 而且暗示着这类相对性经济指

标的发展潜力与应用空间.

关键词：区域创新指数, 经济周期, 相对性经济指标, 经济复杂性

PACS：89.65.Gh, 89.75.–k, 89.65.–s 　DOI: 10.7498/aps.69.20191970

 

1   引　言

创新是社会经济发展的关键驱动力之一. 对于

一个经济体, 其社会创新能力正日益成为获取经济

竞争优势的决定性因素, 对其经济发展有着长期而

深刻的影响 [1−3]. 为了能够准确地评估一个经济体

的社会创新能力, 研究者充分挖掘了各类社会创新

相关因素, 从不同视角构建了大量的评价指标, 并

基于这些指标来进行经济形态与产业政策等方面

的分析 [4−9]. 一般而言, 根据指标所依据的因素结

构, 这些区域创新指标通常可分为单一性指标和综

合性指标两大类. 单一性指标一般是用来衡量有关

社会创新的某一单项维度的发展程度, 例如研究与

发展类 (R&D)指标 [10]、专利类指标 [11,12]、科技论

文类指标 [13,14]、区域创新效率指标 [15]. 例如自然指

数 (nature index), 它依据各国的学术组织在 82种

顶级学术期刊上的论文发表信息所构建, 是一个典

型的科技论文类单一性指标, 在衡量基础科研产出

方面有着重要价值 [16,17]. 综合性指标往往包含了涉

及多个维度的衡量项目, 可以从多个角度对地区创

新水平进行综合性的判断. 例如, 由四川省社会科

学院和中国科学院成都文献情报中心发布的中国

区域创新指数, 所包含的评价维度涉及创新环境、

创新投入和创新产出三个方面 [18]; 又如由世界知

识 产 权 组 织 所 发 布 的 全 球 创 新 指 数 (global

innovation index, GII), 综合了 80项指标, 可以对

各国的创新能力、创新环境、创新效率等多个方面

进行相当全面的评估和比较 [8,9].

需要指出的是, 以上这些区域创新指标中, 绝

大多数属于绝对性指标, 即它们所衡量的是一个地

区在社会创新方面的产出或投入的绝对量, 或是人

均绝对量, 或绝对性的投入产出比. 这种绝对性指

标虽然可以为度量社会创新相关的各类因素提供
 

*  国家自然科学基金 (批准号 :  61873081,  11622538,  61673150,  61673151)、浙江省自然科学基金 (批准号 :  LGF18F030007,
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直接计量, 但是它们一般不能直接反映各个经济体

之间巨大的发展不平衡所带来的结构性差异. 换句

话说, 对于一个经济体, 在不同的经济发展水平与

外部环境下, 往往有着与之相适应的不同的经济结

构、创新水平等; 而使用绝对性指标对处在不同发

展水平的经济体进行直接对比, 则会掩盖这种依赖

于经济发展程度的结构性差异.

为了克服绝对性指标的这一缺陷, 一种思路

是, 首先为处在不同经济发展水平下的各个经济体

分别寻找到各自的参照, 用各个经济体相对它们各

自的参照的差异作为指标的构建基础. 这一类指标

则可称之为相对性指标. 本文将基于这一思路, 采

用世界专利申请数据, 提出一种新型的相对性指标

来衡量各经济体的技术创新能力, 并通过分析该指

标同世界经济增长之间的关系来论证其有效性. 

2   数据来源

本文所使用的数据是自 1980年至 2017年世

界各经济体在各年份的人均国民生产总值

(GDP)、专利申请数和人口数, 以及世界总 GDP、

世界专利申请总数和世界总人口, 均从世界银行网

站 (https://www.worldbank.org/)获取得到. 该数

据共包含 264个国家、地区和组织, 其中国家实体

或地区共 217个. 在这 217个经济体中, 同时包含

人均 GDP信息和专利申请信息者, 共 148个. 由

于 1985年前的各国信息缺失严重, 因此在实际分

析中我们使用的是 1985年至 2017年的数据. 这

148个经济体自 1985年后的 GDP和专利申请数

就是我们构建区域创新指数的数据支撑. 由于在这

期间仍然有部分经济体的部分年份信息缺失, 在实

际计算中涉及每一年份时 , 所统计的范围是这

148个经济体中所有具有该年份信息者. 

3   区域创新指数的构建

在提出本文所述的区域创新指数之前, 首先观

察世界各国的专利申请数同其经济发展水平的关

系. 我们采用人均 GDP作为各国经济发展水平的

测度. 由于汇率的变化, 不同年份的人均 GDP之

间进行直接对比往往会引入较大误差, 因此, 在我

们的后续分析中所采用的是“相对人均 GDP”, 其

定义是: 一个经济体在某一年份的相对人均 GDP,

是该经济体的人均 GDP相对该年份世界人均

GDP的比值. 其计算公式为 

Gi
Y =

GDPiY
⟨GDPY ⟩

, (1)

Gi
Y

GDPiY

其中  为经济体 i 的在年份 Y 的相对人均 GDP,

 为经济体 i 在年份 Y 的人均 GDP, 尖括号

表示在年份 Y 的世界人均 GDP均值. 我们也采用

了“相对人均专利申请数”作为专利申请的主要分

析对象, 即该年份该经济体的人均专利申请数与世

界人均专利申请数的比值: 

niY =
N i

Y

⟨NY ⟩
, (2)

niY

N i
Y

其中  为经济体 i 在年份 Y 的相对人均专利申请

数,    为经济体 i 在年份 Y 的人均专利申请数,

尖括号表示在年份 Y 的人均专利申请数的世界均

值. 通过这两个相对性的人均指标, 世界各经济体

在不同年份的人均 GDP和人均专利数都被纳入

了一个可有效比较的范畴中.

图 1显示了各个经济体自 1985年以来在由相

对人均 GDP的对数值 g(例如对经济体 i, 有 gi =

log10(Gi))和相对人均专利申请数的对数值 np(对

经济体 i, 有 npi = log10(ni))所构成的空间中的变

化曲线. 可以看到, 发达经济体同发展中经济体之

间有着较为明显的分离, 其分离区域大致如图 1点

划线所示. 中国大陆地区的曲线在 g 和 np 两者都

呈现出稳定而快速的增长趋势, 而韩国是极少数已

经实现了从发展中经济体区域向发达经济体区域

大幅度跨越的经济体之一.

进一步, 通过对全部 148个经济体的所有数据

点进行线性回归, 得到拟合直线, 如图 1中虚线所

示, 其斜率为 1.12. 该拟合直线所表征的是, 在不

同的相对经济水平下, 世界平均意义上的相对人均

专利申请数. 其斜率大于 1, 表示相对人均专利申

请数的增长快于相对人均 GDP的增长, 满足近似

为幂次形式的超线性关系 [19−21]. 该超线性关系说

明一个经济体的经济发展水平是决定其创新水平

的最核心因素. 因此, 如果采用建立在绝对数量意

义上的创新指标, 对处在不同经济发展水平的经济

体的创新能力进行直接比较, 那么发达经济体的指

标往往会明显占据相当大的优势, 从而可能掩盖一

些发展中经济体内所隐藏的有利于社会创新的因

素或效应. 因此, 为了有效地进行这一跨越经济发

展程度的比较, 首先需要排除其经济发展水平的影
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响, 为不同经济发展水平的经济体寻找到各自的创

新水平基准. 图 1中的拟合直线, 已经给出了不同

的相对人均 GDP水平下的相对人均专利申请数

量的期望值, 它所反映的是在不同经济发展水平下

一个经济体在世界平均意义上的创新能力. 或者

说, 假如一个经济体的创新能力始终保持在其当前

经济发展水平下的平均值, 那么伴随其经济发展,

它在图 1中的轨迹将沿着这条拟合直线增长. 因

此, 这条拟合直线实际上给出了创新能力在同等经

济发展水平的经济体中处于中游的经济体的相对

人均专利申请数.

我们把该拟合直线作为各经济体进行对比的

基准 , 把各个数据点相对该拟合直线的离差

Dnp 作为不同经济发展水平的经济体之间进行创

新能力对比的依据, 从而基本消除了经济发展水平

的不同所带来的影响. 我们观察了各个数据点相对

该拟合直线的离差 Dnp 的分布. 如图 1插图所示,

该离差分布近似为期望值为 0的正态分布.

(gi, ni
p)

∆nip = nip − h(gi) h(gi) = 1.12gi − 0.82

Ii = P (∆np < ∆nip)

我们基于该离差定义出一个经济体在某一年

份的区域创新指数 I, 其计算方法如下: 在图 1中,

若某经济体 (例如经济体 i)在某个年份所对应的

数据点坐标为   , 它相对拟合直线的离差为

 , 其中   为拟

合直线方程, 则该经济体在该年份的区域创新指数

为   , 即在所有经济体所有年份

的数据点的离差值中, 小于该数据点的离差的比

例. 需要注意, 这一比例的计算并非是进行同等经

济发展水平的经济体之间的对比, 而是涉及所有纳

入统计的经济体和所有纳入统计的年份, 也就是说

图 1中的所有数据点. 这是因为, 经济发展水平的

不同所带来的影响已经基本通过拟合直线所剔除,

不同经济发展水平的经济体相对拟合线的离差之

间已经具备了可比较性. 这种基于离差的比较, 其

意义在于: 假如某个发展中经济体具有较高的正向

离差, 则说明它的绝对意义的技术创新能力相对同

等经济水平的经济体已经处在较高位置; 而且, 如

果它保持其离差不变, 沿着平行于拟合直线的方向

发展, 那么当它经济发展达到发达经济体水平时,

其绝对意义上的技术创新能力也将超过大部分发

达经济体.

区域创新指数 I 是一个介于 0到 1的值, 其表

示的意义是: 一个经济体的相对人均专利申请数,

相对其当前经济发展水平下的期望数的偏离量的

累积概率. 如果该指数为 0.5, 表示其相对专利申

请数量等于其经济发展水平下的期望数量, 处在世

界平均水平; 如果该指数趋向于 1, 则表示该国的

相对人均专利申请数远远高于期望数量, 意味着极

高的创新水平; 若该指数趋向于 0, 则说明其相对

人均专利申请数量严重低于期望. 这里需要强调,

该指数是建立在相对意义上的区域创新指数, 它的

关注点并非一个经济体的创新的绝对量或者人均

量, 而是关注这个经济体的创新能否超出其所处的

经济发展水平下的世界期望. 由于经济发展水平是

决定区域创新能力的最主要因素, 如果某经济体的

创新能够获得超过其经济发展水平下的世界期望,

则说明该经济体极可能存在某种能够有效促进创

新的机制或环境. 因此, 该指数实际上反映的是经
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图 1    世界各经济体在由相对人均 GDP的对数 g 和相对

人均专利申请数的对数 np(两者均以 10为底数)所构成的

空间中的变化轨迹. 彩色曲线为 11个代表性经济体在该空

间的轨迹, 灰色曲线为其他经济体. 灰色虚线为拟合直线 np =

1.12g – 0.82. 灰色点划线大致区分了发达经济体的轨迹所

在区域和发展中经济体所在区域, 右上方主要为发达经济

体 , 左下方主要为发展中经济体 . 插图显示了各个数据点

相对拟合直线的离差 Dnp 的概率分布, 蓝色虚线为其高斯

函数拟合

Fig. 1. The  trajectories  of  economies  from 1985  to  2017  in

the  space  of  the  logarithmic  relative  GDP  per  capita  (g)

and the logarithmic relative number of  patent applications

per capita (np). The colored curves and gray curves repres-

ent  the  trajectory  of  11  representative  economies  and  the

remain economies, respectively. The gray dashed line is the

fitting  function np =  1.12g  –  0.82  of  all  data  points.  The

gray dot  dash  line  roughly  distinguishes  between  the   de-

veloped economies  and  the  developing  economies.   De-

veloped economies are mainly in the upper right area, while

developing economies are in the lower left.  The inset plots

the  distribution  of  the  deviation Dnp  of  each  data  point

from  the  fitting  line,  in  which  the  blue  dashed  line  is  its

Gaussian fitting. 
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济体中那些有利于技术创新的结构性因素的影响

强弱.

图 2显示了各经济体的区域创新指数 I 随年

份的变化. 我们重点观察了 11个代表性经济体,

包括美国、日本、德国、英国、法国等发达经济体,

中国、俄罗斯、巴西、印度等“金砖国家”, “亚洲四

小龙”之一的韩国, 以及石油输出国沙特阿拉伯.

可以看出, 在 20世纪 80年代中国大陆地区的 I 值

就已经超过 0.8, 位居世界前列, 而自 2016年起更

是高居世界首位, 意味着中国大陆地区事实上早已

经步入创新型国家行列.

除中国大陆地区之外, 日本和韩国也一直保持

很高的创新水平. 德国和美国等国则位居第二梯

队, 也一直稳定保持在一个较高的水平, 其 I 值起

伏于 0.8附近. 然而, 虽然同为发达经济体, 英国和

法国的 I 值则处于持续下降中, 2016年后已经下

降到 0.5—0.6附近, 仅居世界中等水平, 甚至低于

印度.

从图 2中也可以看出, 虽然和中国同为“金砖”

国家, 但是印度和巴西的创新指数仅仅处在中等水

平 , 其中印度的 I 值在 0.7上下浮动 , 巴西则在

0.4—0.7之间剧烈波动. 而以俄罗斯为代表的原苏

联国家, 在 20世纪 90年代其 I 值普遍处于较高水

平, 但在随后的 20多年中持续性下降. 沙特阿拉

伯的 I 值则长期处于很低的水平, 但在最近十年中

出现了明显的提升.

通过对各代表性经济体的趋势的分析可以看

出, 该区域创新指数 I 所显示的各经济体的技术创

新能力截然不同于基于各类绝对性创新指标所构

建的传统认知 [22]. 以中国大陆地区为代表的一批

发展中经济体, 在绝对性创新指标之下一般并不处

于领先位置, 而在该指数下则水平很高. 同时, 以

英国、法国为代表的一些在传统认知中有着高度创

新能力的发达国家, 在该指标下却仅仅处在世界中

游. 附表 A1中完整显示了各个经济体在 2016年的

指数 I 值. 而图 3则对比了各个经济体的指数 I 值

与该经济体的全球创新指数 (GII)[8,9]. 不难发现

GII作为代表性的绝对性区域创新指数, 它同经济

发展水平的密切依赖; 而指数 I 则同 GII的结果大

相径庭, 同经济发展水平基本无关. 

4   区域创新同经济增长的关系中的
周期性

由于观察到一些长期保持了经济高速发展的

经济体其指数 I 往往较高, 我们进一步通过挖掘该

指数 I 同经济增长的关系, 来验证这一指数的有效性.

⟨∆g⟩

⟨∆g⟩i

考虑到创新对经济发展的影响往往具有长期

性, 我们首先观察了各经济体的指数 I 的 20年均

值 (从 1998年到 2017年), 同该时间段的相对人

均 GDP的平均增长率  的相关性. 这里 (也包

括此后的全部计算), 对某经济体 i, 在从年份 Y 开

始的 m 年的期间, 相对人均 GDP的 m 年平均增

长率  的计算方式是
 

⟨∆g⟩iY→Y+m−1 = m

√
Gi

Y+m−1

Gi
Y−1

− 1, (3)

Gi
Y−1

Gi
Y+m−1

⟨I⟩
⟨∆g⟩

⟨I⟩ ⟨∆g⟩

⟨I⟩ ⟨∆g⟩

其中   是该经济体在年份 Y – 1的相对人均

GDP值 , 同样   对应年份 Y + m – 1. 从

1998年到 2017年的 20年期间 , 各经济体 I 的

20年均值   同各经济体相对人均 GDP的 20年

平均增长率  的相关性如图 4所示. 其中, 直接

计算   同   之间的相关性, 所得的 Pearson相

关性系数 r 为 0.220 (图 4(a)的插入图, 图中 P 为

相关性的显著性值); 进一步计算  
b 同  之间

的相关性 , 所得的最高 Pearson相关性系数为

0.294, 此时对应指数 b 值为 3.80, 如图 4(a)所示.

在此基础上, 由于经济增长率同时同经济发展

水平本身存在依赖性, 我们进一步通过各经济体的
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图 2    各经济体的区域创新指数 I 随年份的变化 , 彩色线

为 11个代表性经济体, 灰色线为其他经济体

Fig. 2. The  change  of  the  regional  innovation  index  I  of

each economy with the years. The colored curves and gray

curves represent  11  representative  economies  and  the   re-

main economies, respectively. 
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图 3    各经济体在 2016年的区域创新指数 I 与该年份的全球创新指数 (GII)的关系. 数据点的颜色表示该年份各经济体的相对

人均 GDP的对数值 g

Fig. 3. The regional innovation index I vs. global innovation index (GII) for each economy at 2016. The color of each data point

shows the logarithmic relative GDP per capita (g) of each economy. 
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=5.74T10-12
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=5.32T10-4

=0.294
=9.99T10-3

=0.220

⟨I⟩ ⟨∆g⟩
Z = ⟨I⟩β ⟨I⟩ ⟨∆g⟩

Zf = ⟨I⟩β + (a ⟨g⟩2 + b ⟨g⟩+ c)/k ⟨g⟩

f(⟨g⟩) = a ⟨g⟩2 + b ⟨g⟩+ c ⟨g⟩

图 4    20年时间段 (1998年至 2017年)内各经济体平均区域创新指数   与相对人均 GDP的平均增长率   之间的相关性  

 (a)   , 其中 b = 3.80为相关性最强时所对应 b 值 , 直线为拟合直线 ; 插图显示为   同   之间的相关性 (即设定 b =

1.0时 ); (b) 通过相对人均 GDP进行修正后的相关性 ,    , 其中   为各经济体的相对人均

GDP的对数值 g 的 20年均值 , 其中 b = 3.80, a = －0.011, b = –0.020, c = 0.0013, 而 k = 0.033为图 (a)的拟合直线斜率 ; 插图

显示了修正函数   的获得, 即对图 (a)的回归残差 e 同   的关系进行拟合所得

⟨I⟩
⟨∆g⟩ Z = ⟨I⟩β

⟨∆g⟩ ⟨I⟩ ⟨∆g⟩
⟨∆g⟩

Zf = ⟨I⟩β + (a ⟨g⟩2 + b ⟨g⟩+ c)/k ⟨g⟩

f(⟨g⟩) = a ⟨g⟩2 + b ⟨g⟩+ c

⟨g⟩

Fig. 4. The correlations between the average regional innovation index of each country    and the average growth rate of relative

per capita GDP     in the period from 1998 to 2017: (a)    , where b = 3.80 corresponding to the strongest correlation

between     and Z, and the dashed line is the fitting line. The inset of panel (a) shows the correlation between     and   

(setting  b  =  1.0);  (b)  the  correlation  between      and  the  corrected  prediction  value  Zf  of  each  economy,  where

 ,    is the 20-year average of the logarithmic relative GDP per capita g of each economy, and b

= 3.80, a = -0.011, b = –0.020, c = 0.0013, and k = 0.033 is the slope of the fitting line in Fig.(a). The dashed line in the inset of

Fig. (b) shows the correction function    ,  which is obtained by the fitting for the correlation between e

and   , where e is the regression residuals in the linear regression shown in Fig. (a).
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⟨I⟩β ⟨∆g⟩

⟨g⟩

f(⟨g⟩) = a ⟨g⟩2 + b ⟨g⟩+ c

Zf = ⟨I⟩β + f(⟨g⟩)/k

⟨I⟩β ⟨∆g⟩

⟨∆g⟩

相对人均 GDP进行修正. 修正的方法是, 首先对

 同  的关系进行线性回归, 观察各经济体的

数据点相对拟合直线的回归残差 e 同各经济体相

对人均 GDP的对数值 g 的 20年均值   的关系,

如图 4(b)插图所示, 该离差分布近似可用二次函

数  拟合, 表示经济发展水

平较高和较低的经济体都容易出现相对较低的增

长率. 随后构建新的预测指标  ,

其中 k 为   同   的拟合直线斜率. 如图 4(b)

所示 , 预测指标 Zf 同   之间的相关性高达

0.548, 说明仅仅通过指数 I 并结合各经济体的相

对人均 GDP, 就已经可以在较高程度上解释各经

济体长时期的经济发展速度同其创新能力之间的

关系, 表明了指数 I 在预测经济发展速度方面的有

效性. 同时, 该正相关特性也说明, 从长时期来看,

创新能力较强的经济体往往具有更快的经济发展

速度.

⟨I⟩

⟨∆g⟩

进一步, 我们挖掘指数 I 和各经济体经济短期

发展速度的关系. 首先设置一个长度为 m 年的滑

动窗口, 计算各经济体的创新指数在该窗口期内的

平均值  与相对人均 GDP的年度增长率在该窗

口期内的平均值   之间的 Pearson相关性系数

rI. 图 5显示了滑动窗口长度 m 为 1年、3年、5年

时该相关性随年份的变化, 其中年份标定为每个滑
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图 5    以 1年期、3年期和 5年期为滑动窗口长度, 各类指标在滑动窗口期内各经济体的均值同相对人均 GDP增长率的平均值

 之间的相关性随年份的变化. 黑色、蓝色和粉色实线及其空心数据点对应指标为创新指数 (该相关性表示为 rI); 其中不同灰

度的虚线标志出相关性 rI 在最低限度情况下 (即有效数据点最少的情况 , 对应滑动窗口长度为 1年时)的不同显著性水平的边

界, 浅灰、中灰和深灰虚线分别对应 P = 0.05, 0.01, 0.001的 rI 值. 深黄、深青色、品红虚线及其实心数据点对应指标为全球创新

指数 GII(该相关性表示为 rGII). 橄榄绿色虚线及其空心数据点对应指标为相对人均专利申请数的对数值 np(该相关性表示为 rp,

只显示了滑动窗口为 5年期的情况). 插图显示的是, 采用 5年期滑动窗口, 高收入经济体的相对人均 GDP的平均增长率  

与所有经济体的相对人均 GDP增长率的均值   的差值   , 同相关性 rI(粉色点)和相关性 rp(橄榄绿色点)的

相关性; 实线分别为同色数据点的拟合直线

⟨∆g⟩

(
⟨∆g⟩H − ⟨∆g⟩W

)(
⟨∆g⟩H − ⟨∆g⟩W

)
⟨∆g⟩H ⟨∆g⟩W

Fig. 5. Designing  the  moving  window length  of  1 year,  3 years  and  5 years,  for  given  index,  the  correlation  between  the  average

value of the index of each economy and the average growth rate     of the relative GDP per capita within the moving window

are shown by curves and data points. The black, blue and pink lines and hollow data points show correlation rI, corresponding to

the index I.  The different gray dashed lines show the thresholds of the correlation rI for different level of significance in the case

with the minimum data points (corresponding to the case with 1-year moving window length), and the light gray, medium gray and

dark gray dashed lines correspond to the significance P = 0.05, 0.01 and 0.001, respectively. The dark yellow, dark cyan, magenta

dashed lines and solid data points show correlation rGII, corresponding to global innovation index (GII). The olive dashed line and

hollow data points show correlation rp, corresponding to the index of the logarithmic relative number of patent applications per cap-

ita (np) (5-year-moving-window only). The inset shows the correlations between     and rI, and the correlation be-

ween     and rp,  where     and      is the average growth rate of the relative GDP per capita within the

moving window for high-income economies and all economies, respectively, and the solid lines respectively are the fitting curve for

the data points with the same color. 
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⟨I⟩ ⟨∆g⟩

动窗口期的中间年份. 对于不同长度的滑动窗口,

该相关性随年份的变化都呈现出较为明显的长周

期波动现象, 其周期约为 20年. 以 5年滑动窗口

的情况为例, 在该周期性波动中, 峰值处的相关性

系数在 0.4左右, 显著性 P 值可以低于 0.001, 一般

强于谷值处 (谷值处相关性系数在－0.2左右, P 值

在 0.01—0.05之间), 如图 5所示. 这也使得在前述

的 20年时间段内   同   之间的相关性仍然呈

现为正.

⟨∆g⟩

⟨∆g⟩

⟨∆g⟩H
⟨∆g⟩W(

⟨∆g⟩H − ⟨∆g⟩W
)

图 5还显示了各经济体自 2011年到 2017年

的全球创新指数 GII的窗口期均值同  的相关

性. 为了同指数 I 作进一步的对比, 图 5还展示了

一个假定的绝对性指标的结果, 即直接把相对人均

专利申请数的对数 np 作为指标, 各经济体的 np 在

各窗口期的均值同   的 Pearson相关性系数

rp 随年份的变化 (图 5橄榄绿色虚线). 可以看出,

rp 也存在波动, 但总体呈下降趋势. 根据图 1中发

达经济体与发展中经济体的大致分区, 我们把相对

人均 GDP的对数 g 大于 0.5的经济体视作高收入

经济体, 计算了每一年份高收入经济体的相对人

均 GDP增长率的均值  , 以及该年份所有经

济体的相对人均 GDP增长率的均值  , 观察

其差值   同 rp 和 rI 的关系. 如图 5

插入图所示, rp 强烈正相关于该差值 (Pearson相

关性系数为 0.781, 显著性 P 值为 5.85 × 10–7), 而

rI 和该差值基本没有相关性 (Pearson相关性系数

为 0.020, P 值为 0.917). 这说明, np 对经济增长的

解释性强烈依赖于高收入经济体的增长率, 一旦高

收入经济体的增长放缓, rp 就呈现为负值, 因此作

为绝对性指标的 np 并不能真正反映创新对经济增

长的作用; 然而, 作为相对性指标, 本文所提出的

指数 I 的相关性 rI 仅是平稳波动, 几乎不存在这种

依赖性. 这一结果也暗示着, 如果某个创新指标呈

现出同经济发展水平的强烈相关, 那么类似 np 的

这种解释性依赖的问题它同样是难以避免的; 而相

对性指标则可以有效避开此问题.

⟨I⟩ ⟨∆g⟩

⟨I⟩
⟨∆g⟩

⟨I⟩ ⟨∆g⟩

进一步, 为了寻找 rI 所体现的这种周期性的

成因, 我们采用 5年滑动窗口, 选取了处于谷值的

1994年和 2014年, 以及处于峰值的 2004年, 来对

比其相关关系. 2004年和 1994年的   与   的

关系对比如图 6(a)所示, 可以观察到一些具有较

高   值的经济体, 其相对人均 GDP的年度增长

率均值   在这期间出现了较大幅度的提升, 直

接改变了  与  的相关性的方向. 类似的现象

也在 2014年和 2004年的对比中被观察到, 只是其

经济增长率变化方向同 2004年和 1994年的对比

是相反的, 如图 6(b)所示.

⟨I⟩
⟨∆g⟩

⟨I⟩
⟨∆g⟩

⟨∆g⟩

⟨I⟩

⟨∆g⟩
(⟨∆g⟩2004 − ⟨∆g⟩1994)

(⟨∆g⟩2014 − ⟨∆g⟩2004)

⟨I⟩

通过观察各经济体在这期间的  的改变量和

 的改变量, 发现在相邻谷峰处经济增长率发

生较大变化的经济体, 主要是在前一谷值或峰值处

出现极端性经济增长率的经济体. 例如, 一些在

2004年窗口内具有很高的经济增长率的经济体,

在 2014年窗口内经济增长率骤然降低 (图 6(a)和

图 6(b)). 进一步观察还发现, 在 1994年—2004年

的谷峰转变阶段, 及 2004年—2014年的峰谷转变

中, 发生经济增长率骤然变化的经济体有着较高的

重合度, 而且多为高  值经济体. 例如, 在 2004年

窗口的   相对 1994年窗口的增加幅度最大的

20个经济体中, 同时位列 2014年窗口的   相

对 2004年窗口的下降幅度最大的 20个经济体者,

共 有 12个 经 济 体 , 而 其 中 在 1994年 窗 口 和

2004年窗口的   值均超过 0.80的经济体就有

8个 (阿塞拜疆、哈萨克斯坦、俄罗斯联邦、乌克

兰、白俄罗斯、亚美尼亚、罗马尼亚、保加利亚), 除

了俄罗斯联邦, 它们大多属于中小规模的经济体,

并主要集中在东欧、中亚等地区 . 这一现象在

图 6(c)中得到了确认 : 该图显示了 1994年至

2004年 的 谷 峰 变 换 中 各 经 济 体 的 相 对 人 均

GDP年 度 增 长 率 均 值   的 改 变 量

 同 2004年至 2014年的峰谷

变换中的改变量   的关系, 呈

现出较为强烈的负相关特性 (其相关性 rg  =

–0.725), 而且变化最为剧烈的经济体 (如图 6(c)右

下角各经济体)大多具有相当高的  值. 这些现象

表示, 这种周期性的驱动力, 主要来自于一些创新

能力较高但经济发展速度很不稳定的中小规模经

济体的强烈的同步性经济波动. 

5   结　论

综上所述, 本文所提出的区域创新指数 I 是一

种相对性的指标, 它从专利申请角度对世界各经济

体的技术创新能力进行了度量. 这里首先需要说明

的是, 本文对指数 I 的计算全部基于国家或地区层

面, 即每个 I 值所表征的“区域”指的是国家或地区

经济实体. 但是, 指数 I 本身并不局限于这一层面,

其计算方法可以拓展到对任意区域层面的技术创

新能力的衡量, 例如省份、城市等. 但是, 在拓展到
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其他区域层面时, 为了保证该指数的统一性, 计算

基准需要固定在图 1所示的拟合直线上, 即依据国

家或地区经济实体层面所得到的相对人均专利申

请数和相对人均 GDP之间关系的拟合线; 也就是

说, 不论进行什么层面的计算, 所参考的都是通过

世界拟合线所得的期望值.

另一点需要强调的是, 由于地区经济发展水平

是影响创新产出绝对量的首要因素, 而指数 I 基本

排除了地区经济发展水平的影响, 所表示的既非一

个经济体的创新产出总量, 也非人均意义上的绝对

总量, 而是其创新产出同其经济发展水平下的期望

的相对量, 即一个地区在多大程度上能够超越其经

济发展水平的制约而去促进其创新, 因此, 指数

I 虽然不论在形式上还是在数据基础上都是一个纯
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图 6    (a)和 (b)分别对比了在谷-峰变换和峰-谷变换前后的两个典型年份的 5年滑动窗口内各经济体的创新指数   的平均值

与相对人均 GDP增长率   的平均值之间的相关性. (a) 青色六角圈对应 1994年 (rI 值谷值), 桃红色圆点对应 2004年 (rI 值峰

值), 同一经济体由灰色线连接, 绿色虚线和桃红色虚线分别为 1994年和 2004年数据点的拟合直线, 斜率分别为–0.050和 0.073;

(b) 桃红色圈和蓝色圆点分别对应 2004年 (rI 值峰值)和 2014年 (rI 值谷值)的数据点 , 同一经济体由灰色线连接 , 桃红色虚线

(斜率 0.073)和蓝色虚线 (斜率–0.033)分别为 2004年和 2014年数据点的拟合直线 ; (c) 1994年至 2004年的谷-峰变换中各国的

 改变量   同 2004年至 2014年的峰 -谷变换中各经济体的   改变量   的关系 ,

其中各数据点的直径正比于该经济体自 1995至 2014年间的创新指数 I 的 20年平均值, 颜色对应于该期间各经济体的相对人均

GDP增长率 Dg 的 20年平均值, 虚线为拟合直线
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Fig. 6. (a) and (b) respectively compare the correlations between the average value of the index I of each economy    and the average

growth rate     of the relative GDP per capita at the 5-year moving windows before and after the transition from bottom on rI

wave to peak and the one from peak to bottom. Fig. (a) shows the comparison between 1994 (the cyan hexagons, at the bottom)

and  2004  (the  pink  dots,  at  the  peak),  where  the  data  points  of  the  same  economy  are  connected  by  gray  lines,  and  the  green

dashed line and the pink dashed line respectively show the linear fittings of 1994 (with a slope of –0.050) and the one of 2004 (with

a slope of 0.073); Fig. (b) shows the comparison between 2004 (the pink circles, at the peak) and 2014 (the blue dots, at the valley),

where the data points of the same economy are connected by gray lines, and the pink dashed line (with a slope 0.073) and the blue

dashed line (with a slope of –0.033) show the linear fittings of 2004 and 2014, respectively; Panel (c) plots the relationship between

the change    in the valley-peak transition and the change    in the peak-valley transition,

where the diameter of each circle is proportional to the 20 year average     of the economy’s index, and the color corresponds to

the 20-year average growth rate    of the economy’s relative GDP per capita.
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粹的宏观指标, 但它所揭示的则是区域经济中所隐

藏的可促进创新的结构性因素的强弱.

该指数 I 作为一个单一性的宏观指标, 其数据

依赖性极低, 在仅仅包含专利申请信息而尚未引入

更多信息的情况下, 就已经展示出对地区经济发展

的较高水平的解释性, 有助于挖掘技术创新对经济

增长的长期促进作用. 而且, 该指数还揭示出若干

新的发现, 它们迥异于传统的基于绝对性指标的认

知, 主要包括以下两点.

第一, 该指数重构了世界各经济体的技术创新

能力排序, 指出中国大陆地区最迟在 20世纪 80年

代后期, 技术创新就已经远远超越了经济发展水平

下的期望而位居世界前列, 并且长期处在稳步提高

中, 自 2016年后更是冠居世界首位, 大大超过了

众多传统认知中的创新强国. 这一发现重新定位了

中国大陆地区的技术创新水平, 暗示着中国大陆经

济有着强大的内生驱动力, 早已形成稳定的创新驱

动机制, 为从社会创新角度来理解中国大陆地区经

济的高速增长提供了全新的支撑.

第二, 通过该指数同经济增长的相关性分析,

我们发现技术创新同经济增长之间可能存在一个

长度约为 20年的经济周期. 进一步的挖掘发现,

该经济周期主要受到一些创新能力较高但经济发

展速度不稳定的经济体的影响. 这里也引发一系列

新的有待进一步研究的问题, 特别是在社会创新同

其经济波动的关联性方面 [23−25].

这些发现说明了这一简单指数在衡量区域技

术创新能力、挖掘创新和经济增长的关系方面的有

效性, 同时也暗示着, 这一类以揭示经济体内部结

构性因素为核心目标的相对性经济指标在区域经

济分析方面可能有着很大的应用潜力. 此外还需指

出的是, 该指数的构建考虑了创新与经济增长的超

线性关系, 这一点也是复杂性科学视角的体现. 近

年来, 基于复杂性科学视角的新型宏观经济指标研

究层出不穷 [26], 例如经济复杂性指标和适应度指

标等 [27−30]. 相比传统的经济指标, 这类新型指标的

构建一般建立在对经济系统的结构性分析基础之

上, 往往贯通从微观到宏观的不同层面, 可以更为

直接和精准地反映出经济体的结构性调整, 在挖掘

经济结构、解释和预测经济增长方面体现出相当的

优势 [31,32]. 在后继研究中, 将进一步结合经济大数

据, 构建出可以贯通微观与宏观的更具有解释性的

创新指标.

感谢北京师范大学王有贵教授、电子科技大学吕琳媛

教授的有益讨论.

附录

表 A1    148个经济体在 2016年的区域创新指数 I 值
Table A1    The index I of 148 economies at 2016.

排序 经济体名称 英文名称 2016年指数I 排序 经济体名称 英文名称 2016年指数I

1 中国大陆地区 Mainland China 0.969 75 墨西哥 Mexico 0.199

2 韩国 Republic of Korea 0.965 76 爱沙尼亚 Estonia 0.185

3 日本 Japan 0.914 77 巴拿马 Panama 0.185

4 伊朗伊斯兰共和国 Islamic Republic of Iran 0.906 78 巴基斯坦 Pakistan 0.157

5 乌克兰 Ukraine 0.889 79 乌干达 Uganda 0.156

6 俄罗斯联邦 The Russian Federation 0.861 80 赞比亚 Zambia 0.153

7 吉尔吉斯斯坦 Kyrgyzstan 0.815 81 马达加斯加 Madagascar 0.147

8 摩尔多瓦 Moldova 0.786 82 马拉维 Malawi 0.140

9 亚美尼亚 Armenia 0.784 83 摩纳哥 Monaco 0.131

10 美国 USA 0.779 84 阿尔及利亚 Algeria 0.123

11 德国 Germany 0.764 85 尼泊尔 Nepal 0.117

12 蒙古 Mongolia 0.758 86 也门共和国 Republic of Yemen 0.112

13 白俄罗斯 Belarus 0.743 87 约旦 Jordan 0.108

14 波兰 Poland 0.705 88 中国香港特别行政区 Hong Kong of China 0.106

15 格鲁吉亚 Georgia 0.666 89 洪都拉斯 Honduras 0.099

16 哈萨克斯坦 Kazakhstan 0.665 90 爱尔兰 Ireland 0.097

17 土耳其 Turkey 0.651 91 津巴布韦 Zimbabwe 0.089
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表 A1 （续）　148个经济体在 2016年的区域创新指数 I 值

Table A1 (continued).　The index I of 148 economies at 2016.

排序 经济体名称 英文名称 2016年指数I 排序 经济体名称 英文名称 2016年指数I

18 印度 India 0.649 92 厄瓜多尔 Ecuador 0.088

19 突尼斯 Tunisia 0.619 93 孟加拉国 Bangladesh 0.082

20 罗马尼亚 Romania 0.572 94 玻利维亚 Bolivia 0.075

21 乌兹别克斯坦 Uzbekistan 0.556 95 秘鲁 Peru 0.071

22 塞尔维亚 Serbia 0.555 96 古巴 Cuba 0.068

23 法国 France 0.547 97 卢旺达 Rwanda 0.060

24 新西兰 new Zealand 0.543 98 加纳 Ghana 0.057

25 匈牙利 Hungary 0.533 99 马耳他 Malta 0.041

26 保加利亚 Bulgaria 0.514 100 多米尼加共和国 Dominican Republic 0.040

27 芬兰 Finland 0.511 101 巴哈马 Bahamas 0.039

28 英国 Britain 0.511 102 萨尔瓦多 El Salvador 0.032

29 奥地利 Austria 0.510 103 巴林 Bahrain 0.028

30 阿塞拜疆 Azerbaijan 0.499 104 毛里求斯 Mauritius 0.026

31 意大利 Italy 0.494 105 哥斯达黎加 Costa Rica 0.025

32 新加坡 Singapore 0.491 106 塞浦路斯 Cyprus 0.021

33 丹麦 Denmark 0.489 107 特立尼达和多巴哥 Trinidad and Tobago 0.019

34 波斯尼亚和黑塞哥维那 Bosnia and Herzegovina 0.472 108 卡塔尔 Qatar 0.010

35 斯里兰卡 Sri Lanka 0.467 109 博茨瓦纳 Botswana 0.007

36 捷克共和国 Czech Republic 0.466 110 危地马拉 Guatemala 0.003

37 马来西亚 Malaysia 0.465 111 阿曼 Oman 0.002

38 苏丹 Sudan 0.441 —— 阿鲁巴 Aruba ——

39 以色列 Israel 0.439 —— 安哥拉 Angola ——

40 克罗地亚 Croatia 0.424 —— 阿尔巴尼亚 Albania ——

41 拉脱维亚 Latvia 0.423 —— 阿拉伯联合酋长国 United Arab Emirates ——

42 瑞典 Sweden 0.421 —— 布隆迪 Burundi ——

43 越南 Vietnam 0.420 —— 布基纳法索 Burkina Faso ——

44 葡萄牙 Portugal 0.419 —— 伯利兹 Belize ——

45 阿拉伯埃及共和国 Arab Republic of Egypt 0.410 —— 巴巴多斯 Barbados ——

46 巴西 Brazil 0.391 —— 文莱达鲁萨兰国 Brunei Darussalam ——

47 希腊 Greece 0.387 —— 科特迪瓦 Ivory Coast ——

48 泰国 Thailand 0.383 —— 刚果(金)
The Democratic
Republic of Congo

——

49 摩洛哥 Morocco 0.361 —— 刚果(布) The Republic of Congo ——

50 挪威 Norway 0.358 —— 吉布提 Djibouti ——

51 肯尼亚 Kenya 0.357 —— 埃塞俄比亚 Ethiopia ——

52 南非 South Africa 0.351 —— 斐济 Fiji ——

53 荷兰 Netherlands 0.340 —— 圭亚那 Guyana ——

54 黑山 Montenegro 0.334 —— 海地 Haiti ——

55 斯洛伐克共和国 Slovak Republic 0.324 —— 伊拉克 Iraq ——

56 加拿大 Canada 0.316 —— 柬埔寨 Cambodia ——

57 圣马力诺 San Marino 0.305 —— 黎巴嫩 Lebanon ——

58 立陶宛 Lithuania 0.300 —— 利比亚 Libya ——

59 不丹 Bhutan 0.298 —— 莱索托 Lesotho ——

60 哥伦比亚 Colombia 0.295 —— 中国澳门特别行政区 Macau of China ——

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    088905

088905-10

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


参考文献

 Hansen T, Winther L 2011 Eur. Urban Reg. Stud. 18 321[1]
 Fagerberg J E, Srholec M 2008 Res. Policy 37 1417[2]
 Wignaraja G 2012 J. Asian Econ. 23 224[3]
 Mohnen P, Dagenais M 2002 Towards an Innovation Intensity
Index:  The  Case  of  CIS  1 in  Denmark  and  Ireland  In:
Innovation  and  Firm  Performance  (London:  Kleinknecht  A,
Mohnen P, eds.) pp3–30

[4]

 Slaper T F, Hart N R, Hall T J, Thompson M F 2011 Econ.
Dev. Q. 25 36

[5]

 Clayton  T,  Borgo  M  D,  Haskel  J  2009  https://ssrn.com/
abstract=1345684

[6]

 Żelazny R, Pietrucha J 2017 Q. J. Econ. Econ. Policy 12 43[7]
 Crespo N F, Crespo C F 2016 J. Bus. Res. 69 5265[8]
 Sohn S Y, Kim D H, Jeon S Y 2016 Technol. Anal. Strateg.
Manag. 28 492

[9]

 McGrath M E, Romeri M N 1994 J. Prod. Innov. Manag. 11
213

[10]

 Narin  F,  Olivastro  D  1988 Technology  Indicators  Based  On
Patents  And  Patent  Citations  In: Handbook  of  Quantitative
Studies of Science and Technology (Amsterdam: Van Raan A
F J, eds.) pp465–507

[11]

 Guan J C, Gao X 2009 J. Associat. Inf. Sci. Technol. 60 35[12]
 Csajbók E, Berhidi A, Vasas L, et al. 2007 Scientometrics 73
91

[13]

 Mester G 2016 Interdiscipl. Descript. Compl. Syst. 14 1[14]

 Gao H 2014 Internat. J. Adv. Manag. Sci. 3 128[15]
 May M, Brody H 2015 Nature 522 S1[16]
 Haunschild R, Bornmann L 2015 Scientometrics 102 1829[17]
 Report  of  China  Regional  Innovation  Index  Research  Group
2019 Western China 2019 19 (in Chinese) [中国区域创新指数
报告课题组 2019 中国西部 2019 19]

[18]

 Bettencourt L M A, Lobo J, Helbing D, Kühnert C, West G
B 2007 Proc. Natl. Acad. Sci. U. S. A. 104 7301

[19]

 Bettencourt L M A, West G B 2010 Nature 467 912[20]
 Arbesman S, Kleinberg J M, Strogatz S H 2009 Phys. Rev. E
79 16115

[21]

 Wunsch-Vincent  S,  Lanvin  B,  Dutta  S  2015  eSocialSciences
Working Paper id: 7491

[22]

 Hirooka M 2003 J. Evol. Econ. 13 549[23]
 Groot  B  de,  Franses  P  H  2009  Technol.  Forecast.  Social
Chang. 76 1021

[24]

 Hausman A, Johnston W J 2014 J. Bus. Res. 67 2720[25]
 Gao J, Zhang Y C, Zhou T 2019 Phys. Rep. 817 1[26]
 Hidalgo  C  A,  Klinger  B,  Barabási  A  L,  Hausmann  R  2007
Science 317 482

[27]

 Hidalgo  C  A,  Hausmann  R  2009  Proc.  Natl.  Acad.  Sci.
U.S.A. 106 10570

[28]

 Caldarelli  G, Cristelli  M, Gabrielli  A, Pietronero L, Scala A,
Tacchella A 2012 PLoS ONE 7 e47278

[29]

 Cristelli M, Gabrielli A, Tacchella A, Caldarelli G, Pietronero
L 2013 PLoS ONE 8 e70726

[30]

 Neffke F, Henning M, Boschma R 2011 Econ. Geogr. 87 237[31]
 Tacchella A, Mazzilli D, Pietronero L 2018 Nat. Phys. 14 861[32]

表 A1 （续）　148个经济体在 2016年的区域创新指数 I 值

Table A1 (continued).　The index I of 148 economies at 2016.

排序 经济体名称 英文名称 2016年指数I 排序 经济体名称 英文名称 2016年指数I

61 莫桑比克 Mozambique 0.292 —— 北马其顿 North Macedonia ——

62 西班牙 Spain 0.288 —— 马里 Mali ——

63 比利时 Belgium 0.283 —— 尼日利亚 Nigeria ——

64 卢森堡 Luxembourg 0.276 —— 尼加拉瓜 Nicaragua ——

65 澳大利亚 Australia 0.271 —— 巴布亚新几内亚 Papua New Guinea ——

66 纳米比亚 Namibia 0.266 —— 巴拉圭 Paraguay ——

67 瑞士 Switzerland 0.265 —— 斯洛文尼亚 Slovenia ——

68 阿根廷 Argentina 0.243 —— 阿拉伯叙利亚共和国 Syrian Arab Republic ——

69 沙特阿拉伯 Saudi Arabia 0.240 —— 塔吉克斯坦 Tajikistan ——

70 智利 Chile 0.235 —— 土库曼斯坦 Turkmenistan ——

71 牙买加 Jamaica 0.233 —— 坦桑尼亚 Tanzania ——

72 冰岛 Iceland 0.221 —— 乌拉圭 Uruguay ——

73 印度尼西亚 Indonesia 0.215 ——
委内瑞拉玻利瓦尔共和

国
Bolivarian Republic of

Venezuela
——

74 菲律宾 Philippines 0.200 —— 萨摩亚 Samoa ——

注: “——”说明该年份的该经济体的数据缺失, 相应也没有其排序序号.
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Abstract

In  this  paper,  we  propose  a  new type  of  relativistic  regional  innovation  index  by  using  the  international

patent  application  data.  Based  on  the  super-linear  relationship  between  regional  innovation  and  economic

development,  the  new  index  can  eliminate  the  influence  of  economic  development  level  on  innovation

capabilities, and can effectively achieve the comparison of innovation capabilities among economies at different

economic development levels. This new index is quite simple, and points out a series of new findings that are

sharply  different  from  the  traditional  cognitive  phenomena,  e.g.  the  index  shows  that  the  technological

innovation capabilities  of  mainland China are among the highest  in the world in 1980s.  Moreover,  the use of

this new index not only can efficiently explain the economic growth of countries in the world at a higher level,

but  also  find  that  there  is  a  novel  20-year  business  cycle  in  the  correlation  between  the  index  and  economic

growth  rate.  These  results  show  that  the  index,  as  a  simple  single  indicator,  can  achieve  a  higher  degree  of

explanatory ability with minimal data dependence. This new index not only repositions the innovation capacity

of world’s economies, but also provides a new insight into an in-depth understanding of the relationship between

innovation and economic development, and implies the development potential and application space such a kind

of relativistic economic indicator.

Keywords: regional innovation index, business cycle, relativistic economic indicator, complexity in economy
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专题：统计物理和复杂系统

复杂系统重构*

张海峰 1)    王文旭 2)†

1) (安徽大学数学科学学院, 合肥　230601)

2) (北京师范大学系统科学学院, 认知神经科学与学习国家重点实验室, IDG/麦戈文脑研究院, 北京　100875)

(2020 年 1 月 2日收到; 2020 年 3 月 19日收到修改稿)

远离平衡态的开放复杂系统遍及自然、社会和技术领域, 是复杂性科学的主要研究对象. 通过与外界的

能量和物质交换, 复杂系统通过自组织形成了多种多样的内在结构、秩序和规律, 对认识和预测复杂系统提

出了艰巨的挑战. 随着实验技术的提高和科技的进步, 反映和体现各种复杂系统机理的数据呈指数增长, 为

研究复杂系统提供了新的机遇. 通过系统行为表象数据, 揭示复杂系统结构和动力学属于物理领域的反问题,

是认识复杂系统的基础, 是预测系统状态演化的前提, 对于实现系统状态的调控必不可少. 然而, 复杂系统的

多样性和复杂性给解决这一反问题造成了极大的困难. 因此, 需要开阔思路, 借助多学科的交叉与融合, 充分

挖掘数据中隐藏的知识和深层次机理. 本文综述了近年来复杂系统, 特别是复杂结构重构和推断方面的研究

成果, 希望能够启发复杂系统反问题方面的创新. 同时, 也希望呼吁各领域学者都能关注复杂系统反问题, 推

动自然、社会、经济、生物、科技领域的交叉与融合, 解决大家共同面对的科学问题.

关键词：统计物理, 复杂系统, 反问题, 网络重构

PACS：89.75.Hc, 02.50.Le, 05.45.Tp, 89.75.Fb 　DOI: 10.7498/aps.69.20200001

 

1   引　言

小到微生物群落, 大到宇宙星系, 现实世界中

的大部分系统属于远离平衡态的开放复杂系统. 这

些系统通过与外界进行物质与能量的交换, 对抗内

部熵的增加, 从而形成耗散结构和自组织现象, 这

是复杂系统自发产生秩序和复杂性的根源 [1]. 与近

平衡态不同, 在远离平衡态的系统中, 由于存在涨

落决定的分叉和相变, 系统中的规律由特定的作用

机制决定, 因此, 没有统一的定律, 这是统计物理

与复杂系统领域所面对的最大挑战 [1]. BZ化学振

荡反应是典型的远离平衡态的物质获得新特性的

例子, 表现出了远离平衡态条件下的长程相关性 [2].

生物系统也是一大类远离平衡态的稳定系统. 通过

从外界吸收能量和物质, 生物系统维持其内部各种

各样的非平衡状态和有序结构 [3], 并且受到自然选

择等竞争的作用, 形成了地球上极大的生物多样性

和复杂的生态环境 [4,5].

另一方面, 低维确定性混沌 [6] 的发现和元胞自

动机 [7] 的出现, 从根本上改变了人们对复杂性的认

识: 确定性的低维非线性系统也可以产生不可预测

的复杂性 [8]. 复杂可以源于简单和复杂性的涌现导

致传统还原论的局限性 [9], 迫切需要统计物理发展

适用于复杂系统的理论与方法 . 美国圣塔菲

(Santa Fe)研究所在这一历史背景下应运而生, 旨

在通过多学科的交叉与融合, 研究各种复杂系统的

内在机理和演化规律等跨学科问题. 此后, 由于计

算机技术的发展和大量数据的产生, 关于复杂系统

的研究成果呈指数律增长 [10,11].

复杂系统具备一些普遍的特征和产生复杂性

的因素, 主要包括单元 (个体)动力学复杂、相互作
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 61973001, 11975049, 71631002)资助的课题.
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用结构和模式复杂和自适应演化等. 从基因到人

脑, 不同层次和尺度的生物系统都具有高度的复杂

性. 细胞受到基因和微环境的共同影响, 表现出协

作、分裂、凋亡、融合、迁移、突变等复杂行为 [12].

人的复杂行为源于人脑的复杂性和高级认知功能.

但是, 人并不具有经济学中的完美理性. 人的决策

受到各种认知偏见、刻板印象和群体规范的影响.

对人类经济决策行为的深入研究催生了行为经济

学 [13], 旨在通过实验和数据分析发现人类有限理

性经济行为的内在动机和成因. 对于复杂相互作用

结构的研究催生了复杂网络这一研究方向 [14]. 相

关研究揭示了复杂系统共有的结构特征, 比如小世

界效应、层次结构、社团结构、异质性和多样性等 [15].

研究复杂结构如何影响其上的动力学对于理解同

步、传播、级联失效、合作、协同、集群等群体行为

有重要科学价值 [16,17]; 同时, 网络社团检测方法、

网络控制方法、结构推断和相变等方法对传统方法

进行了拓展 [18,19]. 与此同时, 研究人员逐渐认识到

网络结构本身作用的局限性. 事实上, 复杂系统的

动力学和群体行为由个体、相互作用模式、相互作

用结构和环境共同决定. 复杂系统研究需要与相关

学科紧密结合, 才能真正打破学科壁垒和促进学科

的交叉与融合, 为深入理解社会、经济、金融和生

物复杂性提供有效的理论工具和方法.

远离平衡态的开放复杂系统的耗散结构、自组

织有序性和依赖于特定机制的规律, 为认识和预测

复杂系统的状态演化提出了艰巨的挑战. 由于实验

技术的提高和科技的发展, 反映和体现复杂系统现

象和机制的数据呈指数增加, 为研究复杂系统提供

了新的基础和肥沃的土壤. 通过复杂系统行为表象

数据, 重构和推断复杂系统的结构和动力学, 属于

物理科学中的反问题. 重构和推断复杂系统是复杂

性研究的基础, 是通过动力学建模预测系统演化的

前提, 是有效调控系统状态的必要条件. 但是, 由

于复杂系统机制多样性、表象的复杂性、动态适应

性和极大的随机性等因素, 通过可获得的数据解决

复杂系统的反问题比研究正问题难度更大, 需要开

阔思路, 借助多学科知识的交叉与融合, 针对各类

复杂系统的特性, 提出有效的复杂系统重构理论与

方法. 本文将综述近年来复杂系统, 特别是复杂网

络结构重构方向的代表性成果, 包括基于压缩感知

的重构方法、基于微扰响应的推断方法等. 希望能

够启发相关的后续研究, 特别是与近些年兴起的机

器学习和人工神经网络方法的结合. 21世纪是复

杂的世纪, 而复杂系统重构和推断方法是研究复杂

现象的基础, 因此, 有不可替代的重要意义. 我们

也希望通过本文呼吁各领域的学者都能够关注复

杂系统重构问题, 集思广益, 推动多学科的交叉与

融合, 在学科边界产生原始创新. 这是统计物理与

复杂系统领域新的机遇和挑战.

网络重构 (network reconstruction),  又称网

络推断 (network inference), 研究的是基于观测的

数据 (如图 1(a)和图 1(b))去推断节点之间的连边

关系 [20−23] (如图 1(c)). 一个复杂的系统, 其个体的

动力学行为不仅仅只取决于个体本身, 还依赖于和

其他个体之间的交互, 这些交互就构成了系统的结

构, 个体之间的交互形成了网络. 因此, 网络重构

问题本质上属于数据驱动的系统辨识范畴 [24], 是

对哪些个体之间存在交互的辨识. 但鉴于网络结构

的复杂性、网络节点动力学的非线性以及结构的稀

疏性等性质 [25], 一方面需要我们发展系统辨识中

的一些经典方法, 如极大似然估计的方法, 另一方

面, 需要根据问题的特有属性提出一些新的方法,

如根据网络规模大而稀疏的特点, 我们提出了基于

压缩感知的推断方法等. 以下将对近些年在网络重

构方面取得的研究进展进行部分总结与展望. 
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图 1    网络重构示意图　(a)通过离散的数据; (b)连续的数据; (c)推断网络结构

Fig. 1. Illustration of network reconstruction: (a) By using the discrete data; (b) the continuous data; (c) reconstruct network. 
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2   基于压缩感知的网络重构方法
 

2.1    压缩感知理论

A ∈ RM×N Y ∈ RM

X ∈ RN

压缩感知理论是在信号稀疏的情况下, 通过少

量的数据采集可以重构原始信号 [26]. 给定一个测

量矩阵   , 以及观测值   , 可以通

过下面公式来重构信号  : 

AX = Y . (1)

M ≪ N

压缩感知的思想是当 X是稀疏的时候, 只需

要少量的观察数据 (  )即可重构 X. 可以

通过求解下述凸优化问题 [26−30] 准确得到稀疏

信号X: 

min ∥X∥0
s.t. AX = Y .

(2)

上述问题已经证明了是 NP-hard. 但是在一定

条件下最小 L1 范数下的结果是等价于最小 L0 范

数结果的, 所以有 

min ∥X∥1
s.t. AX = Y .

(3)

(3)式是一个凸优化问题, 已有很成熟的算法作为

参考 [27−30]. 因为网络数据具有天然的稀疏性, 所以

可以通过压缩感知的方法对其进行网络重构. 如

图 2所示, 就是利用压缩感知方法重构出 Karate

网络的第 4个节点的邻居, 可以看到求出的 X(颜

色越偏向蓝色, 其值越接近 0)反映了第 4个节点

的邻居结构.
 

2.2    基于耦合振子系统的网络重构

由于描述物理网络中的动力学函数未知, 可以

应用幂级数来表示. 又因为级数的高阶项比较多,

因此估计其系数非常困难. 考虑到这些系数非零项

很少, 比较稀疏, 而且网络的结构也是稀疏的. 所

以可以通过少量的观察数据应用压缩感知的方法

重构网络 [31].

一个复杂的振子网络可以通过下面节点动力

学描述:
 

ẋi = fi (xi) +

N∑
j=1, j ̸=i

Cij · (xj − xi), (4)

xi ∈ RD fi (xi)

Cij

其中  是节点的状态量,   为节点自身

动力学, 函数形式未知,   是节点 i 与 j 的耦合矩阵:
 

Cij =


C1,1

ij C1,2
ij · · · C1,D

ij

C2,1
ij C2,2

ij · · · C2,D
ij

· · · · · · · · · · · ·

CD,1
ij CD,2

ij · · · CD,D
ij

 , (5)

Ck,l
ij

Cij

Cij

其中  表示 i 节点状态的第 k 个分量与 j 节点状

态的第 l 个分量的耦合. 如果矩阵   中有一个非

零值, 则 i 节点与 k 节点有连边, 如果全为零, 则没

有连边. 因此可以通过时间序列推断  即可重构

网络. 令
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图 2    基于压缩感知方法重构 Karate网络中 4号节点的邻居 (重构方法见 2.4节)

Fig. 2. Reconstructing of node 4 in the Karate network based on compressive sensing framework (the reconstruction method is in-

troduced in Subsec. 2.4). 
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Γi (xi) = fi (xi)−
N∑

j=1, j ̸=i

Cij · xi. (6)

则其第 k 个分量可以用 n 以下的幂级数的形式

表示: 

[Γi (xi)]k =

n∑
l1=0

n∑
l2=0

· · ·
n∑

lD=0

[(αi)k]l1,···lD

× [(xi)1]
l1 [(xi)2]

l2 · · · [(xi)D]
lD , (7)

(xi)k

[(αi)k]l1,···lD

tm

其中   表示第 i 个体状态的第 k 个分量, 可以

通过数据观察得到.    为幂级数的系数,

是未知量. 可以看出 (7)式关于未知量是线性的.

给定一个时刻  , 根据 (4)式与 (7)式有 

ẋi (tm) = Γi (xi (tm)) +

N∑
j=1, j ̸=i

Cij · xj (tm),

(m = 1, 2, · · · ,M) , (8)

ẋi (tm) Γi (xi (tm))

[(αi)k]l1,··· ,lD∑N

j=1, j ̸=i
Cij · xj (tm) Ck,l

ij

[(αi)k]l1,··· ,lD Ck,l
ij

其 中   为 已 知 量 ;    中 只 有

 为未知量 , 且是稀疏的 , 线性的 ;

 中只有   是未知量, 也是

稀疏的 , 线性的 . 因此 (8)式是关于未知量

 与   的 D 个线性方程. 可以测量少

量的时间序列 (M 个), 构造一个类似 (1)式的线性

方程组: 

AX = Y , (9)

[(αi)k]l1,··· ,lD Ck,l
ij

Ck,l
ij

其中 X包含   与   , 是稀疏的. 应用

压缩感知方法求解, 其中  可以用来揭示网络的

结构 [31,32]. 

2.3    基于演化博弈系统的网络重构

S (C) = [1, 0]
T

S (D) = [0, 1]
T

P =

(
1 0
b 0

)

在生物、社会科学和经济学中的许多复杂动

力系统都可以用演化博弈建立数学模型 [33]. 在

演化博弈试验中 , 每一个人可以处于两种状态 :

合作与背叛 , 分别可以表示为   与

 , 博弈中双方收益是由博弈双方的

策略 , 以及收益矩阵 P (在囚徒困境博弈 [34] 中

 )决定. 所以第 i 节点的收益为
 

Pi =

N∑
j=1, j ̸=i

aijS
T
i · P · Sj . (10)

进行 M 轮演化博弈实验, 收集每个人状态与收益,

即有 M 个线性方程: 

Pi (tm) =

N∑
j=1, j ̸=i

aijS
T
i (tm) · P · Sj (tm) ,

(m = 1, 2, · · · ,M) , (11)

aij式中只有   为未知量. 所以上述公式可以写成以

下形式: 

GiAi = Pi. (12)

Ai = [ai1, · · · , ai,i−1, ai,i+1, · · · , aiN ]
T

Gi

Pi Ai

其 中   ,    与

 已知. 应用压缩感知理论即可求解  , 从而揭示

网络的结构 [35−37], 该方法也可以推广到加权网络. 

2.4    基于二值动力学系统的网络重构

二值动力学是复杂系统中常见的一种动力学

形式 [38−41], 如疾病传播动力学中的感染态与易感

态、演化博弈中的背叛与合作、Ising动力学中的自

旋向上和自旋向下等等. 对于疾病传播动力学, 可

以应用 SIS(susceptible-infected-susceptible)模型

或 CP (contact process)模型来模拟其传播过程.

文献 [42]应用压缩感知的方法给出了详细的重构

过程. 这里只简单介绍 SIS模型的重构方法.

Si
t = 0

Sj
t = 1 λi

δj

P 01
i (t)

在 SIS模型中, 如果 i 节点处于易感态 (  ),

且它与一个感染态节点 j 相连 (  ), 则会以 

的概率被感染, 感染态节点 j 会以  的概率恢复成

易感态. 因此 t 时刻易感状态的节点 i 被感染的概

率  可以表示为 

P 01
i (t) = 1− (1− λi)

∑
j=1,j ̸=i

aijS
j
t

, (13)

两边取对数有 

ln
[
1− P 01

i (t)
]
= ln (1− λi)

N∑
j=1,j ̸=i

aijS
j
t . (14)

P 01
i (t)

Sj
t

通过一些方法 [42] 在时间序列中统计出  以及

 构造 M 个线性方程, 类似
 

XiAi = Yi, (15)

其中 

Ai =
[
ln (1− λi) ai1, · · · , ln (1− λi) ai,i−1,

ln (1− λi) ai,i+1, · · · , ln (1− λi) aiN
]T

Xi Yi Ai  与  已知. 应用压缩感知理论即可求解  , 从

而揭示网络的结构 [42].

当二值动力学未知的情况, 可以记两种状态分

别为激活态与未激活态, 假设一个个体 i 由未激活

变为激活态的概率与处于激活态邻居的个数有关,
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对其线性化 [43]:
 

P 01
i (t) ≈ ci

N∑
j=1, j ̸=i

aijS
j
t + di. (16)

P 01
i (t) Sj

t

类似地, 通过一些方法 [43], 在时间序列中统计出

 以及   构造 M 个线性方程 , 可以写成

(15)式的形式, 进而通过压缩感知进行求解, 也可

以通过 Lasso进行求解 [43].

压缩感知在动力学系统重构与网络重构的应

用还有很多, 如Wang等 [44] 利用压缩感知可以重

构非线性动力学系统; Su等 [45] 利用压缩感知重构

具有空间地理信息的网络, 不仅可以重构网络结构

还可以得到每个节点所在的地理位置; Su等 [46] 还

通过外部事件序列, 利用压缩感知探测隐藏节点;

Tang等 [47] 通过交通流量数据, 利用压缩感知对交

通网络进行重构; Chen和 Lai[48] 通过玻尔兹曼机

对动力学进行估计, 然后应用压缩感知方法重构网

络; 最近压缩感知方法还被推广到了多层网络 [49−51]、

加权网络的重构 [52] 等.
 

3   重构非线性动力学系统网络

对于连续的非线性动力学系统, 一般情况下,

N 个节点的网络动力学可以由以下常微分方程描述:
 

ẋi = fi (xi)+

N∑
j=1

Jijgij (xi,xj)+Ii (t)+ηi (t) , (17)

xi (t) = [xi1 (t) , xi2 (t) , · · · , xiD (t)]
T ∈ RD

fi gij

Ii (t) ηi (t)

Jij

A

其 中   是

节点的状态量,   表示节点自身动力学,   表示节

点之间的耦合函数,   表示外部驱动信号,  

表示外部噪音.   表示耦合矩阵, 反映网络的拓扑

结构, 简单情况下为网络的邻接矩阵  .
 

3.1    直接方法

给定网络动力学:
 

ẋi = fi (xi) +

N∑
j=1

Jijgij (xi,xj). (18)

当其中的内部动力学与耦合函数已知的情况下, 可

以通过记录时间序列中不同时刻的数据, 以此来重

构网络 [53]. 第 i 个体的第 d 维动力学公式可以表示为
 

ẋ
(d)
i (tm) = f

(d)
i (xi (tm))

+

N∑
j=1

Jijg
(d)
ij (xi (tm) ,xj (tm)). (19)

如果可以观察 M 个时刻, 将会构造 M 个线性方程: 

ẋ
(d)
i,m = f

(d)
i,m +

N∑
j=1

Jijg
(d)
ij,m, (20)

写成矩阵形式为 

JiXi = Yi, (21)

Xi,m = g
(d)
ij,m Yi,m = ẋ

(d)
i,m − f

(d)
i,m Ji =

[Ji1, Ji2, · · · , JiN ]
T

其中   ,    . 求解  

 , 可以得到关于 i 个体的连接情

况. 对于 (21)式的求解, 文献 [53]中采用了最小化

误差的方法求解. 该方法可以解决各种动力学系

统 , 当网络比较稀疏时 , 可以应用 L1 范数进行

约束 , 只需观察很少的时间序列即可重构整个

网络 [54]. 

3.2    自适应同步方法

在动力学网络中的局部动力学与耦合函数已

知的情况下, 可以根据原系统复制一个辅助系统,

然后通过不停迭代辅助系统中的网络结构使得复

制系统与原系统同步. 则得到的辅助系统中的网络

结构就是我们要重构的原始系统的结构 [55]. 考虑

一个系统 (以一维为例): 

ẋi = fi (xi) +

N∑
j=1

Jijgj (xj), (22)

fi gj假设  与  满足利普希茨连续条件. 给原始系统一

个副本: 

ẏi = fi (yi) +

N∑
j=1

Kijgj (yj) + Ii, (23)

yi Kij

Ii

Ii Kij

其中  表示复制系统的状态,   表示复制系统的

耦合强度,   为可控制信号. 根据原系统和复制系

统的状态, 可以通过不停迭代  与  使得原系统

与复制系统同步. 定义同步误差为 

ei = yi − xi, (24)

副本中的耦合强度调整为 

K̇ij = −γijgj (yj) ei, (25)

Ii = −αei γij > 0 α > 0

α

可控信号设置为  . 在这里  ,   .

文献 [55]中证明了当  足够大的情况下, 两个系统

的误差随着时间减少, 最终会收敛到同步状态. 此
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Kij ≃ Jij

时复制系统的拓扑结构与原系统的拓扑结构相同,

即  , 以此重构网络的局部结构.

对于自适应同步的方法, Zhou和 Lu[56] 把该

方法推广到了加权网络; Liu等 [57] 将这一方法推广

到了含有耦合延迟的非自治复杂网络的拓扑识别;

更进一步, Wu等 [58] 利用该方法研究了含时变耦

合延迟和受随机扰动影响下的网络重构; Zhao等 [59]

把这一方法推广到了多层网络, 等等 [60−64]. 

3.3    驱动-响应实验

上述方法都需要在已知节点的局部动力学以

及耦合函数情况下重构网络结构, 下面将介绍一些

在节点的局部动力学和耦合函数未知情况下的网

络重构方法.

如果一个系统存在一个稳态, 当给系统一个微

弱的、持续的扰动, 这个系统将趋向另外一个稳态,

且与第一个稳态相似. 两个稳态的差异不仅取决于

驱动信号, 而且与网络的拓扑结构有关 (如图 3所

示). 因此可以通过多次不同的驱动-响应实验, 以

此重构整个网络结构.

这种方法首先是为了解决生物网络上拓扑识

别, 特别是基因调控网络 [65−67], 其动力学一般可以

应用非线性动力系统描述. 当系统趋于稳态时, 这

种系统可以近似为一个一阶线性微分方程: 

ẋi =

N∑
j=1

J̃ijxj + Ii (t) , (26)

xi

J̃ij Ii (t)

Ii (t) = Ii,m x∗j,m

其中  表示第 i 个 RNA、蛋白质或代谢物的浓度;

和前面一样,    反映网络的拓扑结构,    表示

外部的扰动 . 当给定一个持续的微弱的扰动

 , 系统将趋向一个新的稳态  . 当对

每个个体都进行 M 次扰动实验, 会得到一个线性

方程组: 

N∑
j=1

J̃ijx
∗
j,m = −Ii,m. (27)

通过求解此线性方程组即可推断网络的结构. 对于

每个个体 i 都可以构造类似以下方程组: 

J̃iXi = Yi, (28)

J̃i =
[
J̃i1, J̃i2, · · · , J̃iN

]T
求解   , 可以得到关于 i 个

体的连接情况.

上述描述的系统稳态是趋向一个不动点, 然而

在自然界还存在更多、更复杂的系统. 而另外一种

简单的系统, 是稳态趋向一个周期轨道, 它经常以

耦合振子的极限环形式出现. 对于此系统, 也可以

应用对稳态系统微小地、持续地扰动来实现网络重

构 [68]. 网络动力学可以给定: 

ϕ̇i = ωi +

N∑
j=1

Jijgij (ϕj − ϕi) + Ii,m, (29)

ϕi (t) ωi (t)

Jij

Ii,m

m = 0 Ii,0 = 0

其中   表示振荡器 i 的相位,    表示振荡器

i 的频率; 和前面一样,    反映网络的拓扑结构,

 表示持续的外部扰动 . 当外部没有驱动时 ,

 , 此时  .

Ii,m对于驱动   , 考虑稳态上面的锁相吸引子,

相位差可以表示为 

∆ij,m = ϕi,m − ϕj,m. (30)

Ii,0 Ii,m

|∆ij,m −∆ij,0| ≪ 1

当对原始系统 (  )的扰动 (  )是微小的, 则会

有  .

Ii,m给定一个微小驱动  , 集体的频率可以观察: 

Ωm = ωi +

N∑
j=1

Jijgij (ϕj,m − ϕi,m) + Ii,m. (31)

令 

Di,m = Ωm − Ω0 − Ii,m

=

N∑
j=1

Jij [gij (∆ij,m)− gij (∆ij,0)], (32)

gij ∆ij,0

Jij

对  在  处进行线性展开可以得到包含拓扑结

构  的线性方程 [68], 当给定许多次扰动的情况下

可以得到类似 (28)式的线性方程组, 求解即可推

断网络的拓扑结构.

上述两个方法都是在系统的稳态附近进行微

小扰动, 下面将介绍一种将系统驱动到一个已知不

 



 

(a) (b)

图 3    驱动-响应实验示意图. 对稳态系统施加 (稳态是一

个稳定点 (a), 或者一个周期轨道 (b))一个持续驱动 I, 系

统达到另外一个稳态 . 两个稳态的差异 v 包含了网络的拓

扑结构

Fig. 3. Driving-response experiments. System is shifted from

one stable  state (the stable  state is  a  fixed point (a),  or  a

periodical  trajectory  (b))  to  another  position  by  input  a

driving  signal  I.  The  difference  of  the  trajectories  contains

information about the topology. 
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动点以此重构网络的方法 [69,70]. 考虑一个动力学网络: 

ẋi = fi (xi) +

N∑
j=1

Jijgij (xi, xj) + Ii, (33)

参数如上述描述. 给定该系统一个持续的驱动: 

Ii = −θ (xi − x̂i) . (34)

θ fi gij

xs = [x1,s, x2,s, · · · ,
xN,s]

T
x̂ = [x̂1, x̂2, · · · , x̂N ]

T

当   足够大, 且   与   满足利普希茨连续条件时,

该系统会被驱动到一个稳定点:  

 , 它接近于  . 即有
 

θ (xi,s − x̂i) = fi (xi,s) +

N∑
j=1

Jijgij (xi,s, xj,s). (35)

定义: 

∆i = fi (x̂i) +

N∑
j=1

Jijgij (x̂i, x̂j)

−

fi (xi,s) + N∑
j=1

Jijgij (xi,s, xj,s)

 , (36)

则有 

θ (xis − x̂i) = fi (x̂i) +

N∑
j=1

Jijgij (x̂i, x̂j)−∆i. (37)

x̂ = [0, · · · , x̂k, · · · , 0]T要判断 k 与 i 的关系, 取  , 则
 

θxis = fi (0)+

N∑
j ̸=k

Jijgij (0, 0) + Jikgik (0, x̂k)−∆i,k.

(38)

x̂k x̂k,1 x̂k,2  进行两次实验, 分别取   与   , 然后两式取

差有 

θ (xis,1 − xis,2) = Jik [gik (0, x̂k,1)− gik (0, x̂k,2)]

− [∆ik,1 −∆ik,2] , (39)

于是可以写成 

θsik =

{
Jikηik + λik, if aik = 1,

λik, if aik = 0.
(40)

|θsik|因此固定节点 k, 对   进行排序处理即可得到

k 的连接情况 [69,70]. 

3.4    基于噪音的方法

当一个动力学网络趋向同步时, 在没有外部扰

动的情况下, 整个系统的每个个体状态一致, 它们

之间有效的相互作用消失, 从而无法提取其中的结

构信息. 但是, 噪声会导致去同步化, 可以在时间

序列中包含个体之间潜在的交互信息 [21].

因此可以通过噪声的扰动来揭示网络的结

构 [71−74]. 考虑一个动力学网络: 

ẋi = fi (xi) + c

N∑
j=1

LijH (xj) + ηi (t) , (41)

H L̂ = Lij

i ̸= j

Lij = −1 Lij = 0 Lii

其中 c 为耦合强度,    为耦合函数,    为拉

普拉斯矩阵, 其定义为: 如果 i 与 j 相连, 且   ,

则  , 否则  ,   为节点 i 的度.

x̄i xi

ξi xi = x̄i + ξi

x̄i

令   表示   无噪音时候的状态, 假设会有一

个微小的偏差  , 因此有  . 对上述公式

在  线性化处理, 有 

ξ̇ =
[
DF̂ (x̄)− cL̂⊗DĤ (x̄)

]
ξ + η, (42)

ξ = [ξ1, ξ2, · · · , ξN ]
T

η = [η1, η2, · · · , ηN ]
T

DF̂ (x̄) = diag[DF̂1 (x̄1) , DF̂2 (x̄2) , · · · , DF̂N (x̄N )]

DF̂1 fi DĤ (x̄) ⊗

Â = −
[
DF̂ (x̄)− cL̂⊗DĤ (x̄)

]
Ĉ =

⟨
ξξT
⟩

Â

其 中   ,    ,

 ,

 为  的雅可比矩阵, 同理可以定义  ,  

表 示 点 乘 .  令   ,

 , 其中  中包含网络结构. 于是有
 

0 =

⟨
d(ξξT)
dt

⟩
= −ÂĈ − ĈÂT +

⟨
ηξT

⟩
+
⟨
ξηT⟩ ,
(43)

D̂
⟨
ηξT

⟩
=
⟨
ξηT⟩ =

D̂/2

设   是噪音的协方差矩阵 , 有  

 
[71]. 于是

 

ÂĈ + ĈÂT = D̂, (44)

Ĉ D̂

Â L̂

其中   与   都可以通过时间序列观察得到, 求解

 中的  即可重构网络的结构. 

4   似然估计的方法重构网络

对于二值动力学, 当给定动力学过程以及网

络, 会得到一系列时间序列. 但是, 当网络结构未

知, 给定时间序列以后, 就变成了什么样的网络结

构最有可能产生这种时间序列, 即应用最大似然估

计的方法即可以得到 [75−81].

P 01
i P 10

i∑N

j=1, j ̸=i
aijS

j
t

∑N

j=1, j ̸=i
aijS

j
t

当动力学过程已知, 按照前面所述,   与 

可以用公式表示出来, 且是关于  的

函数. 因此可以通过大量的时间序列构造似然函

数, 但是由于  这一项在似然函数中

往往都是非常复杂的非线性项 (如指数函数), 因此

需要通过平均场近似 (即邻居中被激活个体的比例

近似于整个网络中被激活个体的比例)的方法进行

处理: 
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1

ki

N∑
j=1, j ̸=i

aijS
j
t ≈ 1

N − 1

N∑
j=1, j ̸=i

Sj
t , (45)

N∑
j=1, j ̸=i

aijS
j
t

ki
N − 1

N∑
j=1, j ̸=i

Sj
t aij

然后对似然函数求微分取极值, 再将  

在   处一阶泰勒展开, 得到关于  

的线性方程组, 从而推断出网络结构 [75]. 该方法还

可以推断出符号网络 [77] 与多层网络 [76]. 但是该方

法有一个缺点, 就是需要知道动力学过程, 因此刘

等 [78] 应用 Logistic回归中的 Sigmoid函数近似二

值动力学过程, 然后再应用平均场近似的方法进行

重构, 也得到了很好的效果, 尤为重要的是, 该方

法还可以进一步复现原始动力学, 即二值动力学中

的转移概率函数.

对于二值动力学, 假设一个节点由未激活态

(t 时刻)变为激活态 (t + 1时刻)只受激活态的邻

居的影响, 通过贝叶斯公式, 有 

P
(
Sj
t+1 = 1, i→ j

∣∣∣Si
t = 1, Sj

t = 0
)

= P
(
i→ j

∣∣∣Si
t = 1, Sj

t = 0, Sj
t+1 = 1

)
× P

(
Sj
t+1 = 1

∣∣∣Si
t = 1, Sj

t = 0
)
, (46)

i→ j

Pi→j = P
(
i→ j

∣∣∣Si
t = 1, Sj

t = 0, Sj
t+1 = 1

)
Pi→j > 0

其中   表示节点 i 对节点 j 的直接影响 . 令

 ,  显 然

 , 表示节点 i 是节点 j 的邻居 . 再令

P j
i = P

(
Sj
t+1 = 1

∣∣∣Si
t = 1, Sj

t = 0
)

tm

tm + 1

 , 可以通过数据

统计出来, 这是一个已知量. 则节点 j 在第  时刻

没被激活,   时刻被激活的次数的期望可以表

示为 

Etm+1
j =

∑
i(i ̸=j)

Pi→jP
j
i Ψ

tm
i + εj , (47)

Ψ tm
i tm εj

Pi→j

其中  表示节点 i 在第  时刻被激活的次数,  

表示重构的噪音项. 然后通过假设激活次数服从泊

松分布, 利用时间序列可以写出似然函数, 最后应

用 expectation-maximization (EM) 算法求解 

, 从而推断出网络结构 [75,79,80], 图 4为应用此方法

推断出的 Karate网络的第 33个节点的结构. 另

外, Ma等 [81] 应用最大似然估计针对终态数据对网

络重构进行了尝试性研究. 

5   其他方法

网络重构的方法还有很多, 例如, Wu等 [82,83]

将格兰杰因果关系检验运用到了网络重构当中, 并

针对不同的情况, 提出了传统格兰杰因果关系检

验、条件格兰杰因果关系检验、分段格兰杰因果关

系检验、随机扰动分段格兰杰因果关系检验、偏相

关格兰杰因果关系检验等不同的格兰杰因果关系

检验识别方法; Li和 Li[84] 通过时效网络扩散过程

的到达时间数据, 提取时效交互过程的统计特征和

 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 34 


+1
+2
+3
+4

+6

+8

+5

+7

+1
+2

+6

+8

    3   0.1521

    9   0.1160

   15   0.0789

   16   0.1673

   19   0.1689

   21   0.1023

   23   0.0848

   24   0.1288

   30   0.1463

   31   0.1526

   32   0.1419



   34   0.0837

(c)

(a)

(d)

(b)

→33

图 4    EM算法推断 Karate网络 33号节点的结构　(a)网络结构; (b)二进制数据; (c)EM算法推断出节点 33的结构; (d)真实网

络 33号节点的结构

Fig. 4. Reconstructing the neighbors  of  node 33 in Karate network:  (a)  The real  structure of  the Karate network;  (b)  the binary

state data; (c) inferring the neighbors of node 33 based on EM algorithm; (d) the real neighbors of node 33. 
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推断出时效网络的拓扑结构, 并严格证明了推断结

构的渐近一致性; Casadiego等 [85] 通过引入显式依

赖矩阵把每个个体的动力学分解成与其他个体两

点、三点或更高阶的相互作用, 从而可以通过数据

揭示网络 (两点)和超网络 (三点)的交互作用. 

6   未来展望

网络重构发展到现在, 虽然已经取得了一些成

就, 但是还有很多问题需要解决. 现有的方法主要

还是针对简单的动力学网络. 对于多层网络的重

构、符号网络的重构、时效网络的重构、多体动力

学网络的重构等等, 虽然有一些文献已经对这些问

题有所涉及, 但是其重要性还没有受到应有的关

注, 也没有很好地解决. 而且现在的网络重构针对

的主要还是小规模网络, 如何快速地、精确地重构

大规模网络也是以后需要解决的问题.
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Abstract

Open  complex  systems  far  from  equilibrium  widely  exist  in  the  nature  and  the  fields  of  society  and

technology,  which  are  the  main  research  objects  of  complexity  science.  Through  the  exchange  of  energy  and

material with the outside world, complex systems can form a variety of internal structures, orders and laws by

self-organization  behaviors,  which  poses  an  arduous  challenge  to  the  understanding  and  predicting  complex

systems. With the improvement of experimental technology and the progress of science and technology, the data

reflecting  the  mechanism  of  various  complex  systems  are  increasing  exponentially,  thereby  providing  new

opportunities  for  studying  complex  systems.  Revealing  the  structures  and  dynamics  of  complex  systems  from

the measured data is an inverse problem in the field of physics, which is the premise of understanding complex

systems, predicting the evolution of system state, and regulating system state. However, it is very difficult to

solve this inverse problem due to the diversity and complexity of complex system. Therefore, we need to fully

mine the hidden knowledge and deep mechanism in the data with the help of interdisciplinary integration. In

this paper we briefly review the research results of complex system in recent years, especially the reconstruction

of  complex  network  structures,  hoping  to  inspire  the  innovation  to  the  inverse  problem  of  complex  systems.

Meanwhile,  we  hope  that  researchers  in  different  fields  can  pay  much  attention  to  the  inverse  problems  of

complex systems, promote the cross and integration of nature,  society, economy, biology and technology, and

solve the scientific problems that we are facing.

Keywords: statistical physics, complex systems, inverse problem, network reconstruction
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专题：统计物理和复杂系统

电力电子化电力系统稳定的问题及挑战:
以暂态稳定比较为例*

杨子千    马锐    程时杰    占萌†

(华中科技大学电气与电子工程学院, 强电磁工程与新技术国家重点实验室, 电力安全与高效湖北省重点实验室, 武汉　430074)

(2019 年 12 月 24日收到; 2020 年 3 月 19日收到修改稿)

随着电力电子技术的进步和环境保护对清洁能源的要求, 以同步发电机为主的传统电力系统正向着多

样化电力电子装备为主的电力系统转变, 由此电力系统正面临着百年来未有之大变局. 近年来, 国内外不断

报道出以电力电子装备为主的新能源基地和传统高压直流等机理不明的电力事故, 严重威胁了电力系统安

全稳定运行. 针对上述问题, 本文首先介绍传统电力系统暂态稳定分析的主要方法, 接着分析了典型故障场

景下简单电力电子化电力系统的动力学行为, 并建立了同时包含电力电子设备与传统同步机的多机耦合系

统模型, 最后总结了电力电子化电力系统的非线性、多时标、复杂性的本质特点, 归纳其暂态稳定的基本问

题与挑战以及对未来研究方向的展望, 希望引起复杂系统和统计物理背景的研究人员的广泛兴趣.

关键词：电力电子化电力系统动态, 暂态稳定, 并网功率变换器, 复杂系统动态

PACS：89.75.–k, 05.45.–a, 84.70.+p, 84.30.Jc 　DOI: 10.7498/aps.69.20191954

 

1   引　言

随着能源生产和消费转型, 电力系统正从依赖

化石能源的电力系统向着高比例可再生能源的新

一代电力系统转变. 电力电子设备正在取代以同步

发电机和异步电动机为主的电磁变换装备. 如图 1

所示, 在电能生产环节, 风力和光伏发电等清洁能

源正大规模接入电网; 在电能传输环节, 高压直流

输电系统和柔性交流输电系统 (FACTS)的发展可

实现跨区域远距离输电; 在电力负荷侧, 交流传动

变频负荷满足用户多样化需求, 并提高了用电效

率. 源网荷多方面的电力电子化已成为现代电力系

统发展的重要趋势, 在一次装备方面电力系统正经

历伟大的历史性变革, 这是电力系统百年来的巨大

变化 [1−5].

电力电子设备为电力系统带来高效的同时, 也

因其复杂性给电力系统的安全稳定运行带来了巨

大的挑战. 作为国际上最近报道的一次大电网事

故, 2019年 8月 9日英国 Little Wymondley一条

线路发生单相短路故障引发了伦敦在内的英格兰

和威尔士大部分地区停电, 约 110万人受到停电影

响. 英国国家电网 (NationalgridESO)的报告指出,

风电、直流输电等无惯性的电力电子并网电源高占

比是本次事故的深层次原因 [6]. 当前电力电子化电

力系统受到短路故障等各种大扰动后暂态行为机

理尚未明确, 传统继电保护装置无法快速抑制事故

影响的扩散, 电网时刻面临失稳风险. 基于传统电

力系统的基本认识和基础理论将无法适应全新的

装备, 寻找电力电子化电力系统较直观的物理图像

和机理分析亟需解决.

 

*  国家重点研发计划 (批准号: 2017YFB0902000)、国家电网公司科技项目 (批准号: SGXJ0000KXJS1700841)和国家自然科学基

金国际 (地区)合作与交流项目 (批准号: 11861131011)资助的课题.
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电力系统受到各种扰动后保持安全稳定运行

是电网面临的最核心的问题之一 [7,8]. 工程中一般

根据电力系统的特点对电力系统稳定性分析进行

分类和简化. 对于某一特定的运行状态, 将遭受一

个微小扰动后系统能否恢复扰动前状态称为小干

扰稳定性分析. 其本质为研究系统运行点 (不动

点)附近的局部稳定性, 一般将系统的非线性方程

组在工作点处进行线性化, 然后用线性系统理论方

法, 如特征值, 加以分析. 与之相对应, 对某一稳定

运行状态施加特定的大的扰动, 研究扰动后系统是

否可以达到一个可以接受的 (新的或旧的)运行状

态称为暂态稳定分析, 或者称为大扰动稳定分析.

其本质为系统全局稳定性, 需要确定故障后运行点

吸引子稳定边界与故障恢复时刻的状态之间的关

系 , 在分析的过程中需保留原始的非线性关系 .

在传统电力系统动态研究中, 不同元件及控制

器耦合相互作用引发振荡问题的研究通常属于小

干扰稳定分析范畴, 用线性系统理论加以研究. 人

们根据不同的振荡机理和数学模型, 总结出低频振

荡和次同步振荡等不同问题, 并形成相应的分析方

法和控制策略. 对于暂态稳定性分析, 同步发电机

等电磁变换装备在一次调频时间尺度内的暂态特

性主要由转子机电动态所决定. 由此同步发电机转

子在不平衡功率 (即: 原动机的输入机械功率与同

步机的电磁输出功率)下的转子运动被认为是暂态

稳定分析的核心内容. 针对单同步机连接到无穷大

母线系统, 可以用等面积定则来分析 [7,8], 并通过加

速和减速面积来提供基本物理图像. 进一步对于多

同步机耦合系统, 学术界曾发展出多种分析方法,

主要有基于李雅普诺夫能量函数的直接法和基于

多机空间映射的扩展等面积法 [9−14]. 传统电力系统

稳定分析经过五、六十年的发展, 已经形成了较为

严格的数学理论, 并为电网部门在线运行和事故预

判方面提供帮助.

与传统电力系统小干扰稳定性分析相对应, 电

力电子化电力系统同样对非线性系统动力方程组

在工作点处线性化, 通过研究线性系统的稳定性来

判断系统稳定性. 其中包括状态空间法、阻抗法、

幅相运动方程法等. 其中, 状态空间分析法 (又称

模态分析)是线性控制系统中常用的分析方法 [15].

这种方法能精确分析振荡现象, 并适用于复杂多机

系统, 但较缺乏对振荡机理的解释, 而且当系统结

构发生改变 (如投入或切除一条线路)时, 都需重

新列写状态方程. 尤其重要的, 实际电力电子装备

通常由不同的厂商生产, 内部控制方式和控制参数

都不可能精确得到, 利用状态空间分析法来分析不

太现实. 为克服这些不足, 工程上大量有实际应用

的是基于复频率域分析的阻抗法 [16−18]. 其将电力

电子设备黑箱化, 以电压和电流作为设备输入和输

出变量, 以阻抗传递函数矩阵的形式来看待设备,

然后根据广义奈奎斯特判据或简单的波特图来判

断整个系统的稳定性. 然而当前研究人员对于不同

坐标系下的多种阻抗分析方法、交流运行点的处

理、设备非线性系统线性化、如何推广用于多个电

力电子设备系统、分析结果的准确性等也仍有诸多

激烈的争论. 此外, 幅相运动方程法 [19,20] 则推广传

统的转子运动方程形式, 认为多样化电力电子设备

也可统一表现为不平衡瞬时功率驱动下的内电势

运动, 采用输入有功和无功功率与输出内电动势幅

值和相位的形式. 由于在电气领域, 基于非正弦时

变电压和电流信号的功率理论还远未完备, 从功率

的转换、储存、耗散等角度来分析大系统也仍然面

 

发电装备电力电子化 输电装备电力电子化 配用电装备电力电子化

风力发电

光伏发电
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图 1    电力电子化电力系统示意图

Fig. 1. Schematic diagram of power electronic dominated power systems. 
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临巨大的挑战. 后两种频域分析方法都是对不同设

备和传输线网络分开来建模, 方便网络结构发生改

变情况下的分析, 但是应用到多机系统仍可能面临

传递函数阶数过高和广义奈奎斯特判据判断不方

便等问题. 近期我们的文章具体比较了状态空间分

析、阻抗法和幅相运动方程法三种方法对系统小扰

动稳定的分析结果, 用数学的相似矩阵变换、数值

符号运算和实际算例证明了其结果的一致性 [21].

对于更加复杂的电力电子化电力系统暂态稳

定问题, 由于控制器的切换与限幅、坐标变换等非

线性环节、多时间尺度序贯控制方式间的复杂相互

作用、机电与电磁暂态相互作用、复杂保护与控制

主导的暂态控制方式等, 这些都使得传统暂态稳定

分析理论难以适应当前电力电子化电力系统动态

分析. 据作者们所知, 现阶段学术界对暂态稳定的

研究主要针对特定简单场景下的零散研究, 仍然缺

乏直观实用的方法来解释系统受扰后的物理过

程 [22−32]. 如文献 [23,24]参照等面积定则, 从低维

动力系统的角度分别分析了装备在功率同步控制

和下垂控制的 VSC系统的暂态稳定性. 文献 [26]

发现了电压源型变换器 (VSC)在遭受电压突然跌

落故障后存在一种突变分岔现象. 文献 [29—31]总

结了电力电子设备接入电网对同步机稳定的影响

规律和对振荡的影响. 文献 [32]仍然借鉴传统的转

子运动方程和等面积定则, 具体针对 VSC内部的

锁相环 (PLL)动态, 得到了暂态稳定分析的一些

简单结果.

2017年国家电力调度控制中心主任李明节

等 [33] 总结了新能源并网系统引发的复杂振荡问题

及其对策, 并归纳了振荡的一些新特点. 如可出现

不同的振荡频率, 甚至是超同步振荡 (超出工频的

振荡); 振荡频率可漂移; 振荡可发生在电网不同位置;

振荡特性 (频率、阻尼及稳定性 )受多变流器

(群)聚合效应以及电网诸多参数、乃至风光等外部

条件的影响, 具有影响因素复杂、大范围时变等特

征; 振荡极易进入控制限幅, 导致振荡往往始于小

信号负阻尼失稳, 而终于非线性自持续振荡; 振荡

在机理上可能涉及到多变流器间及其与大电网之

间的动态相互作用等. 由此可见, 为解决电力电子

化电力系统复杂振荡问题, 我们可能必须对付和处

理系统的固有非线性问题. 另外, 2015年 9月第

8届 FEPPCON  VIII国际会议 (The  Future  of

Electronic  Power  Processing  and  Conversion)也

明确指出: 由于电力系统中的变流器越来越多, 二

者之间的交互作用越来越复杂, 对传统电网运行特

性的改造也越来越明显. 如何分析、设计、控制、集

成, 才能确保电力电子化的供电系统仍然能够维持

安全、稳定、高效地长期运行? 这是摆在电力电子、

电力系统等学科研究人员面前的世纪难题.

在另一方面, 物理、数学和自动控制背景的

研究人员近些年也积极进入到复杂电力网络领

域之中 , 在电力系统与复杂系统交叉方面开展

了一系列卓有成效的研究 , 如德国 Menck等 [34]

和  Schultz等   [35]、德国 Rohden等 [36] 和 Schafer

等  [37]、 美 国 Motter等 [38] 和 Yang等 [39]、 瑞 士

Dorfler等 [40] 和 Grob等 [41]、英国 Carareto等 [42].

但是他们多以智能电网同步稳定问题为背景, 研究

复杂网络上相互耦合的二阶 Kuramoto相振子的

同步化过程, 较多地从网络动力学的角度研究智能

电网的网络拓扑结构如何影响整个系统的同步

能力等问题. 国际上著名的复杂系统圣地圣塔菲

研究所也于 2012年召开学术沙龙: Power Grids

as Complex Networks, 召集了智能电网和复杂系

统两方面的专家, 探讨这两个领域共同关心的核心

问题, 以促进复杂系统和电力系统的相互融合和

进步.

针对上述研究背景及现状, 我们研究小组近些

年已经开展了一些工作 [21,43−50]. 本文将首先介绍

以同步发电机为主导的传统电力系统单机及多机

系统暂态分析的基本理论, 然后通过电力电子化电

力系统单机无穷大母线系统电压突然跌落和再恢

复的具体场景, 结合我们近期完成的一些研究结

果, 对其暂态行为进行对比研究, 由此揭示出电力

电子化电力系统受扰后的典型特征. 进一步将建立

同时包含电力电子设备与同步机的多机系统模型,

突出和比较这两种设备在暂态分析中的异同. 最

后, 将归纳和总结电力电子化电力系统暂态分析面

临的基本问题与挑战, 以期引起复杂系统和统计物

理背景的研究人员对这一重要前沿问题的兴趣. 

2   传统电力系统模型及暂态稳定分析
 

2.1    单机系统暂态分析模型

同步发电机是电力系统中最核心的元件 [7,8],

其转子磁链与定子磁链的交链实现了机械能与电

能之间的相互变换 . 设转子励磁绕组中心轴为
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abc dq

d, q, f,D,Q

x′d xT xL

d 轴, 沿转子旋转方向领先 d 轴 90电角度的坐标

轴为 q 轴. 转子在 d 轴上有励磁绕组 f 及等值阻尼

绕组 D, 在 q 轴上有等值阻尼绕组 Q. 不考虑零序

分量, 定子  三相绕组经派克变换等效为  轴下

的 d, q 电枢绕组. 若完整考虑同步机的动态过程,

则需计及   五个绕组的电磁动态以及转

子机械动态在内的共七个动态过程. 完整电机方程

为七阶模型, 这还不包括励磁控制与原动机动态

等. 电力系统中常见的暂态故障, 如短路故障, 往

往持续几百毫秒到几秒, 这个时间尺度被称为机电

时间尺度. 在机电时间尺度内转子的机械过程将主

导系统的动态行为, 而电磁绕组的过渡过程影响较

小. 所以通常在暂态稳定分析中, 忽略电磁绕组的

动态过程而仅考虑转子的运动. 考虑如图 2所示的

单机无穷大系统, 同步发电机采用经典二阶模型,

其中   为发电机暂态电抗,    为变压器电抗,   

为双回线路中单回线的电抗, 并做如下假设:

x′d E′1) 近似认为发电机暂态电抗  后的电动势 

在暂态过程中保持不变;

PM2) 发电机的机械输入功率  保持不变;

3) 网络采用准稳态模型, 在这种模型下电感

上的电压电流关系为代数关系;

4) 忽略变压器电阻及线路电阻, 忽略发电机

的机械阻尼.

发电机转子的运动方程, 又称摇摆方程, 表示为 [7]
  {

δ̇ = ω,

Mω̇ = PM −Dω − Pe,
(1)

Ẋ

δ ω

PM

Pe

式中  表示 X 对时间的微分, M 为发电机的惯性

时间常数;   代表转子角度, 又称功角;   为功角转

速与同步转速的差; D 为同步机的阻尼系数;   与

 分别为发电机的机械输入功率和电磁输出功率,

这两者之间的不平衡决定了转子的运动. 这通常也

被称为经典模型, 可为传统电力系统动态提供基本

的物理图像.

Pe δ

Pe

δ P = PM

δS δU

∆PM

∆δ

∆Pe

图 3绘制了电磁功率   与功角   间的功率特

性曲线. 不失一般性, 这里不考虑阻尼的作用,   

与  是最简单的正弦形式. 功率特性曲线与 

有两个交点分别为 S 和 U, 对应的功角为  和  ,

这两个点为系统的平衡点. 若同步机运行在 S 点,

此时输入功率施加一个微小的增量   , 转子加

速, 功角增加   , S 点处功率特性曲线斜率为正,

所以电磁功率增加   , 因此制动性质的电磁转

矩将相应地增加, 以抑制功角增大, 反之也成立.

S 点处电磁功率与功角形成了负反馈调节, 所以此

处为小干扰的稳定平衡点 (stable  equilibrium

point, SEP). 相应地 , U 点为小干扰非稳平衡点

(unstable equilibrium point, UEP). 单机系统的小

干扰稳定性可以这样判断, 而对于复杂的多机系

统, 则需依据特征值分析来进一步判断. 

2.2    单机系统等面积定则

小干扰稳定保证电力系统在工作点处线性化

区域内的稳定运行, 暂态稳定分析则研究电力系统

在遭受大扰动下, 能否恢复至新的运行状态. 传统

电力系统暂态稳定分析主要有两种方法, 即时域仿

真和直接法. 时域仿真法将电力系统各原件的数学

模型联立得到一组微分代数方程组, 通过逐步积分

求得各状态量随时间变化的轨迹, 根据状态量最终

是否回到稳定工作点上来判断其稳定性. 时域仿真

法适用于各种不同复杂的设备, 但是较难进行机理

分析. 直接法不必计算系统整个运行轨迹 (但通常

仍然需对从故障发生到故障恢复过程作数值积分),

而通过计算故障恢复时刻的状态满足的条件来直

接判断稳定性. 其简化了故障恢复后的轨迹数值积

分, 可对稳定性作快速判断, 并能提供稳定裕度和

安全运行警告. 直接法从设备运动的规律出发, 更

能说明暂态稳定的机理. 本文将重点介绍单机系统

和多机系统暂态稳定的几种直接法.
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图  2    一台同步发电机经变压器升压后串联双回线路接

入无穷大电网的示意图

Fig. 2. Schematic  show  for  a  single-machine-infinite-bus

(SMIB) system. 
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图 3    系统的功率特性曲线 [7]

Fig. 3. Power-angle relationship[7]. 
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δ0 t0

tc

xI − xIII

xII > xIII > xI

PII < PIII < PI

Pe δ

对于暂态稳定分析, 一般认为故障前系统工作

于稳定状态, 稳定功角设为   . 设在   时刻, 双回

线中的一条线路发生短路故障, 保护装置检测到故

障后 , 于   时刻切除故障 . 将整个暂态过程分为

(I)故障前, (II)故障中和 (III)故障后. 不同暂态

过程的功率特性是不同的, 如 (2)式所示 [7]. 式中

 为发电机内电动势到无穷大母线之间的总

电抗, 它们之间的关系通常为   , 所以

有  . 图 4(a)绘制了故障前、故障中和

故障后三个过程中不同电磁功率   与功角   间的

功率特性 (均为简单的正弦形式, 但幅度不同). 

Pe=


PI sin δ=(E′Ug/xI) sin δ, t < t0,

PII sin δ=(E′Ug/xII) sin δ, t0 ⩽ t < t < tc,

PIII sin δ=(E′Ug/xIII) sin δ, tc ⩽ t,
(2)

dδ对 (1)式中第二式两端同乘  , 有 

M
d2δ
dt2

dδ = (PM − Pe) dδ, (3)

即 

Mωdω = − (Pe − PM) dδ, (4)

左右同时积分可得 

1

2
Mω2 +

∫
(PM − Pe) dδ = 0. (5)

(5)式左侧第一式定义为系统动能, 第二式为系统

势能, (5)式实际上表示了动能与势能之间相互转

化的关系 : 系统增加 (减少 )的动能由减少 (增

加)的势能转化得到, 因此系统的总能量保持恒定.

PM > Pe故障中由于   , 转子加速, 故障切除时

系统的动能为 

Vp=
1

2
Mω2

c =

∫ δc

δ0

(PM − PII sin δ) dδ = S1. (6)

δm

故障恢复阶段转子将减速, 若系统暂态稳定,

则故障恢复阶段系统增加的势能可以全部消纳故

障切除时系统的动能. 令   为故障恢复阶段功角

的最大值, 则有: 

S1 =

∫ δm

δc

(PM − PIII sin δ) dδ = S2. (7)

S1 S2

δU

δcc Tcc

在 (6)式和 (7)式中,   和  分别被称为加速面积

和减速面积, 如图 4(a)中红色阴影所示. 加速面积

与减速面积相等时, 系统暂态稳定. 等面积定则由

此得名. 由减速面积的定义可知, 如果当功角运动

至   (故障后的非稳平衡点)时, 系统增加的势能

达到最大值, 若此时仍无法全部消纳故障切除时的

动能, 则转子开始加速并最终失去稳定. 由此我们

可以通过比较加速面积与减速面积大小来判断暂

态稳定性. 运用等面积定则时, 首先通过逐步积分

法计算故障中的故障轨迹, 然后比较加速面积是否

小于最大减速面积, 若小于, 则暂定稳定, 反之则

暂态失稳. 临界情况下的切除角和切除时间为极限

切除角  和极限切除时间  , 这两个指标代表了

系统的稳定裕度, 为继电保护的设计提供了重要参

考. 图 4(b)中绘制了暂态稳定和临界稳定两种情

况下的功角时域响应, 分别用红色和蓝色曲线表示.

等面积定则本质上是不考虑阻尼条件下的能

量守恒. 我们也可直接从势能函数的角度来解释.

故障恢复阶段系统的势能函数为 

Vp (δ) =

∫ δ

δS

(Pe − PM) dδ. (8)

δS绘制势能函数图如图 5(a)所示. 势能函数以  (故

障后的稳定平衡点)为中心构成一个“盆”状区域,

将转子的运动视为小球在“盆”状区域内受重力影

响来回滚动, 只有在“盆”状区域内才是稳定的. 所

以系统的临界能量为 

Vpc =

∫ δU

δS

(Pe − PM) dδ. (9)

 


I

2

1

0



III

M

II


m

cc

c0



p

稳定 临界稳定

(a)

(b)

图 4    (a) 简单系统在故障前、故障中、故障后的三条不同

功率特性曲线; (b) 暂态稳定 (红色曲线)和临界稳定 (蓝色

曲线)情况下的功角的时域波形 [9]

PI PII

PIII

Fig. 4. (a)  Power-angle  relationships  for  three  different

states  of  before-fault  (  ),  during-fault  (  ),  and  post-

fault  (  );  (b)  time-domain responses  of  the  power  angle

when  the  system are  stable  (red  curve)  and  critical  stable

(blue curve), respectively[9]. 
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图 5(b)绘制了对应的稳定、临界稳定和失稳三种

情况下系统在相空间的运行轨迹. 这与等面积定则

的结论相一致. 这里假定理想发电机没有阻尼, 所

以总能量保持不变, 暂态稳定时将作周期往返运

动. 事实上, 同步机中存在机械阻尼和电气阻尼,

若转子第一摇摆稳定, 则之后摆动的最大幅值将不

断减小, 系统将作衰减振荡运动. 上述理论分析是

针对理想的情况, 若单纯从数学的角度来考虑, 则

随着参数取值范围的扩大, 系统 (1)将拥有更加丰

富的动态行为, 如在整个参数空间内, 系统存在两

个平衡点、一个极限环以及平衡点和极限环共存的

双稳区, 系统也将出现更为广泛的等面积定则形式

等 [45,46]. 

2.3    多机系统暂态稳定分析

多同步机电力系统被描述为一组非线性微分

代数方程, 其中微分方程由每台同步机的摇摆方程

构成:
  {

δ̇i = ωi,

Miω̇i = PMi −Diωi − Pei,
(10)

i = 1, 2, · · · , n其中   表示发电机的编号, 其余符号

与 (1)式中相应符号含义一致. 端电压及电磁功

率为:
  {

udi = −Ui sin(δi − θi) = 0− iqix
′
di,

uqi = Ui cos(δi − θi) = E′
i + idix

′
di,

(11)
 

{
Pei = E′

iUi/x
′
di sin (δi − θi) ,

Qei = −U2
i /x

′
di + E′

iUi/x
′
di cos (δi − θi) ,

(12)

udi, uqi Ui, θi dq其中  和  分别为端电压在  坐标系和极

坐标系的分量.

多台同步机通过网络实现功率交换, 由潮流方

程所决定: 
Pei = Ui

n∑
j=1

GijUj cos(θi − θj) +BijUj sin(θi − θj),

Qei = Ui

n∑
j=1

GijUj sin(θi − θj)−BijUj cos(θi − θj),

(13)

Gij + jBij其中 G 和 B 分别表示电导和电纳,   为消

去除同步发电机节点外系统的节点导纳矩阵中第

i 行, j 列元素. 由 (11)式—(13)式联立的代数方程

与 (10)式一起组成了多机系统的暂态模型.

直接法仍需对故障中过程运行轨迹进行数值

积分, 相比完全数值仿真方法的优点在于, 根据故

障切除时刻的状态对稳定性直接判断. 由此其核心

为对故障后稳定运行状态的吸引域的估计. 多年

来, 电力系统研究人员提出了多种暂态稳定分析直

接法, 具有代表性的方法有: 最近不稳定平衡点法

(closest UEP)、 主导不稳定平衡点法 (controlling

UEP)[10]、位能界面曲线方法 (potential  energy

boundary surface, PEBS)[12]、基于稳定边界的主

导不稳定平衡点法 (boundary of stability region

based controlling UEP, BCU)[13]、扩展等面积定

则 (extended equal area criterion, EEAC)[14] 等.

通常直接法判断暂态稳定的步骤为: 首先认为

系统故障前工作于稳定状态, 通过逐步积分法计算

故障中的故障轨迹, 然后根据不同直接法的计算步

骤计算相应的临界能量值, 进一步将故障切除时刻

的能量函数值与临界能量值相比较, 若小于临界能

量值则暂态稳定, 反之则暂态失稳. 其中关键问题

在于如何计算相应故障下的临界能量值. 早期方法

有最近不稳定平衡点法和主导不稳定平衡点法, 这

两种方法基于这样的事实: 稳定平衡点的稳定边界

是由系统不稳定平衡点的稳定流形并集所构成. 最

近不稳定平衡点法采用计算所有不稳定平衡点中

最小的能量函数值为临界能量值. 这种估计方法独

立于故障时的轨迹, 结果过于保守而无法广泛应

用. 主导不稳定平衡点定义为稳定流形包含故障时

轨线在稳定边界上的出口点的平衡点. 主导不稳定

 





cc

0





p

pc

故障中
故障恢复稳定

故障恢复临界稳定
故障恢复失稳

(a)

(b)

图 5    (a)势能函数曲线；(b)不同状态下的轨迹 [10]

Fig. 5. (a)  Potential  energy  function  curve;  (b)  trajectories

in state space corresponding different states: stable, critically

stable, and unstable[10]. 
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平衡点法采用主导不稳定平衡点的能量函数值为

临界能量值. 这种方法针对故障特性类型来估计稳

定域, 因而有更高的精度. 在后续发展的位能界面

曲线方法中, 位能界面曲线为从稳定平衡点出发沿

任意方向联结位能最大值点形成的曲面, 将故障中

轨迹与位能界面曲线的交点的能量函数值为临界

能量. 但有时可能给出错误的估计, 为克服这一困

难, 人们将基于稳定边界的主导不稳定平衡点法结

合主导不平衡点法和位能界面曲线法, 利用故障中

轨线与位能界面曲线的交点找到原系统的主导不

稳定平衡点. 这种方法保证稳定域的精确估计, 并

提高了计算速度.

在另一方面, 20世纪 80年代中期, 我国薛禹

胜院士和比利时 Pavella教授提出了扩展等面积定

则方法, 将系统中的多台机划分为两互补群, 并用

每个群所属机相角的加权平均值作为该群等值机

的相角, 原多机空间被映射至等值两机空间, 这种

概念被称为部分惯量中心 (PCOI)映射. 不同的划

分机群的方法会有不同的两机映像子系统, 其中最

严重的映像子系统的临界条件就是原多机系统的

稳定极限条件, 所以 PCOI映射保留了稳定特性和

临界条件. 每个映像子系统稳定的充要条件为当次

摆动不经过映像加速功率为零值的动态鞍点, 这与

传统等面积定则方法类似, 通常被称为扩展等面积

定则.
 

3   电力电子化电力系统模型及暂态
稳定分析

 

3.1    VSC 的系统模型

dq

abc

dq

abc

三相电压源型功率变化器 (VSC)具有控制交

流与直流系统之间功率交换的能力, 是电力电子化

系统中最常见的设备, 广泛应用于光伏发电、风力

发电、柔性输电、无功补偿中 [4,5]. 本文将以 VSC为

例介绍电力电子设备暂态行为的基本特点. 图 6为

一个典型的单机 VSC并网系统的电路图和控制框

图. VSC的控制器工作在  锁相旋转坐标系下, 其

中锁相环控制器 (phase-locked loop,  PLL)实现

了 d 轴与端电压相位之间的同步, 并为控制器提供

相位基准.   三相静止坐标系下交流控制量经派

克变换为   坐标系下相应的直流信号, 接着通过

比例积分控制器 (PI控制器)对其进行控制. 电气

量中 d 轴分量又称为有功分量, q 轴分量又称为无

功分量. 在有功控制支路, 直流电压控制器与有功

电流控制器级联, 分别控制有功电流和有功内电动

势以实现维持直流电压稳定的功能; 在无功控制支

路, 端电压控制器与无功电流控制器级联, 分别控

制无功电流和无功内电动势以实现维持端电压稳

定的功能. 最后有功和无功内电动势指令值变换回

 三相坐标系下, 并经脉冲宽度调制 (PWM)技

 

VSC

PWM

PLL

in

f

e, e

 











refcref
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dc
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图 6    VSC单机并网系统控制框图

Fig. 6. Schematic show of a grid-connected VSC system and its controllers. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    088907

088907-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


术控制开关二极管生成实际内电动势电压, 从而实

现从直流 (图 6左端)到三相交流 (图 6右端)的功

率转换. 在图 6所示的矢量控制中, 不同带宽的控

制环路彼此相互级联, 构成了电力电子设备控制系

统的基本结构.

VSC的控制环路和所控制的电气量展现出多

时间尺度的特性. 这里我们强调, 多时间尺度是一

般非线性系统的普遍特征 [51,52]. 一般而言, 内环电

流控制器的响应速度最快, 为 10 ms左右; 外环直

流电压控制器、端电压控制器和锁相环的速度稍

慢, 为 100 ms左右. 根据不同控制器的响应速度,

可将 VSC设备划分为电压控制时间尺度和电流控

制时间尺度. 对于电力系统的短路故障, 相应的保

护动作时间为几百毫秒到几秒, 在这一时间尺度下

电压控制环将主导系统动态. 本文将重点考虑电压

时间尺度的动态, 并与全时间尺度模型仿真相比

较. 模型假设如下:

Pin1) 直流侧的输入功率  保持不变;

id = idref, iq = iqref

2) 忽略电流环动态, 有功和无功电流值将始

终等于其参考值 (  );

Xg = jω0Lg, Xf = jω0Lf

3) 电感用相量描述; 在这一条件下电感的电

压电流关系为代数关系, (  );

4) 变流器采用平均模型, 忽略变流器损耗和

线路电阻损耗.

X = [U, θ, Udc, θpll, xpll]
T xpll

由此, 在电压时间尺度下, 模型得到简化. 其

控制框图如图 7所示, 符号的意义已在图 6中标

注. 根据该控制框图, 以下将推导系统的状态方程.

选取状态变量为   , 其中  

为锁相环控制器相关的中间变量. 端电压控制器和

直流电压控制器均采用 PI控制, 其微分方程为:  i̇d = kp1U̇dc + ki1 (Udc − Udc ref) ,

i̇q = kp2U̇ + ki2 (U − Uref) .
(14)

锁相环控制器由一个积分器和一个 PI控制器

组成, 表现出二阶动态特性: 

{
θ̇pll = kp4ẋpll + xpll,

ẋpll = ki4uq/U = ki4 sin(θ − θpll),
(15)

xpll其中  为中间状态量.

直流电容通过吸收不平衡的功率来维持直流

侧电压在正常范围: 

d
(C
2
U2
dc

)
dt

= Pin − Pe = Pin −
UUg

Xg
sin θ, (16)

进一步有 

U̇dc =
Pin − Pe

CUdc
. (17)

交流电感采用相量模型, 故流经电感的电流相

量落后于两端电压相量 90°: 

U = Ug + jXgI, (18)

dq在  坐标系下表示为:  {
ud − ugd = −Xgiq,

uq − ugq = Xgid,
(19)

ugd ugq Ug dq其中  和  分别为无穷大母线电压  在  坐标

轴下的投影,  {
ugd = Ug cos θpll,

ugq = −Ug sin θpll.
(20)

VSC端电压的幅值与相位为:  U =
√
u2d + u2q,

θ = arctan (uq/ud) + θpll.

(21)

将方程 (20)和 (21)对时间求导, 可得到  

u̇d = −Xgi̇q − Ug sin θpllθ̇pll,

u̇q = Xgi̇d − Ug cos θpllθ̇pll,

U̇ =
udu̇d + uqu̇q

U
,

θ̇ =
udu̇q − uqu̇d

U2
+ θ̇pll.

(22)

联立方程 (14), (15), (17), (19), 和 (22), 消去中间
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图 7    VSC电压时间尺度模型系统控制框图

Fig. 7. Schematic show of the control diagram of the VSC system within the voltage timescale. 
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变量, 系统的状态方程整理为:  

U̇ =

(
Pin −

UUg

Xg
sin θ

)
f2 + (Udc − Udc ref) f3

+ (U − Uref) f4 + f5 sin (θ − θpll) + xpllf6,

θ̇ =

(
Pin −

UUg

Xg sin θ

)
f7 + (Udc − Udc ref) f8

+ (U − Uref) f9 + f10 sin (θ − θpll) + xpllf11,

U̇dc =
1

CUdc

(
Pin −

UUg

Xg
sin θ

)
,

θ̇pll = kp4 sin (θ − θpll) + ki4xpll,

ẋpll = sin(θ − θpll),
(23)

f2—f11 θ θpll Udc其中   均为含   ,    , U, 和   的非线性函

数, 详见附录 A. 

3.2    分岔分析

Pin −
UUg

Xg
sin θ, Udc − Udc ref

U − Uref, sin(θ − θpll), xpll

首先令状态方程右侧等于零来得到平衡点. 观

察到方程组 (23)右侧多项式中的每一项都含有以

下 因 式 中 的 一 项 :    ,

 , 因此状态方程等于零的

解即为上述因式为零的解. 可得系统存在两个平

衡点: 

Xequ =

[
1 arcsin

PinXg

UUg
1 arcsin

PinXg

UUg
0

]T
(24)

和 

X ′
equ =

[
1 π− arcsin

PinXg

UUg
1 π− arcsin

PinXg

UUg
0

]T
.

(25)

Ug

Xequ X ′
equ Xequ θ

X ′
equ θ

Ug

Xequ

Xequ

λ1−5

进一步, 我们可对系统做分岔分析; 具体结果

如图 8所示, 用实线表示稳定不动点, 虚线表示非

稳不动点. 可发现系统在   较大时存在两个平衡

点   和   , 其中   的   小于 90°, 为系统正

常运行时的工作点,    中   大于 90°, 为非稳平

衡点. 随着  的减小, 两个平衡点逐渐靠近并碰撞

后消失, 此时的分岔可称为广义鞍结点分岔. 此外,

我们发现  在此之前就已经通过亚临界霍普夫

分岔失稳 (对应的非稳极限环在图中没有显示). 进

一步在图 8的小图中, 围绕分叉参数点附近的本征

值分布显示: 在系统正常运行于稳定的   参数

区域时, 系统的五个特征根 (  )全部位于复数

Ug

λ1,2

Ug Uhopf = 0.645

空间的左半平面, 但当   减少时, 有一对特征根

(  )逐渐靠近并穿过虚轴, 系统发生了霍普夫分

岔失稳. 经计算,   的分岔点为  . 系统

参数见附录 B. 

3.3    暂态稳定分析
 

3.3.1    暂态现象特征

t = 0.1 Ug Ug = 1.0

Tdur

Ug = 0.65 Tdur = 0.5

我们在 Matlab/SIMULINK中分别按照图 6

和图 7搭建了 VSC单机并网系统的详细模型和只

考虑电压控制时间尺度的简化模型. 设置典型故障

为:    s时无穷大母线电压  突然从 

跌落, 并持续一段时间后电压完全恢复. 持续时间

记为   . 不失一般性 , 选取参数电压跌落深度

 和持续时间    s, VSC的端电压

的幅值和相位的响应如图 9所示.

t = 0.1 t = 0.6

如图 9所示, 电力电子设备在暂态扰动的过程

中表现出明显的多时间尺度特征. 显然详细模型的

时域波形含有两种不同频率的振荡成分: 即由电压

控制环主导的 10 Hz左右的低频振荡和由电流环

主导的 50 Hz左右的高频振荡, 尤其高频振荡在故

障发生 (   s)和故障恢复 (   s)后能够

很快衰减. 可见电压尺度模型的时域波形很好地保

留了详细模型时域波形中的低频成分, 这也说明该

模型在暂态过程分析中的合理性.
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图 8    参数   变化时的分岔图 (包含亚临界霍普夫分岔和

广义鞍结点分岔). 小图中显示   减小时经过霍普夫分岔

点的特征根轨迹

Ug

Ug

Fig. 8. Bifurcation diagram with the variation of    includ-

ing a sub-critical Hopf bifurcation and a generalized saddle-

node bifurcation. The sub-figure shows the eigenvalue traces

when      decreases and  passes  through  the  Hopf   bifurca-

tion point. 
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观察图 9中故障发生时和故障切除时的波形,

可发现其端电压幅值和相角展现出不连续跳跃的

特征. 进一步从控制框图 (图 7)可看出, 系统中的

积分环节输出是连续的, 而代数环节的输出则完全

由当前时刻的输入决定. 在本例中 VSC端电压中

PI环节的比例支路与网络代数方程形成了反馈控

制环路, 构成了完整的代数环. 当该代数环中一个

量发生突变 (如文中考虑的电压跌落), 其他变量将

立即随之发生改变. 故在故障发生和故障切除的两

个时刻, 代数环中的状态变量出现突变, 并将为之

前的耦合微分方程组 (22)提供新的初始值. 由此

可见, 微分-代数关系将决定整个系统的暂态行为,

而代数环的存在将使电力电子设备的暂态分析变

得更加复杂. 

3.3.2    临界故障切除时间

Ucritical ≈ 0.654 Ug > Ucritical

Ucritical > Uhopf

进一步地, 可通过分析不同故障深度和故障持

续时间下的系统稳定性, 来获得工程上感兴趣的临

界故障切除时间. 显然故障深度越深和故障持续时

间越长, 系统越不稳定. 对于跌落较深的故障, 只

有及时切除才能保证系统的稳定性. 随着故障深度

变浅, 临界故障切除时间将趋向于无穷, 我们通过

数值计算发现临界参数  . 当 

时, 即使不切除故障系统也可以保持稳定. 由于小

扰动稳定是大扰动稳定的前提条件, 有  .

θ

我们还发现 VSC在失稳的过程中表现出与同

步机暂态稳定相类似的多摆现象. 由于故障深度越

深,   发散的速度越快, 摆动的周期越少, 而处于同

一摆动周期的临界清除时间几乎相同. 所以对应地

可观察到临界故障切除时间呈现出阶梯状结构. 具

体细节可参考我们的近期文章 [49]. 

3.4    VSC 与同步机多机系统模型

同 2.3节 中 传 统 的 多 机 系 统 一 样 , 含 有

VSC的电力系统依然可描述为一组非线性微分代

数方程组. 图 10(a)所示为一个同时含有 VSC和

同步机的多机耦合系统. 同步机节点相关方程已在

之前讲述 , 如 (11)式—(13)式 . 假设第 j 节点为

VSC节 点 , 由 单 机 模 型 中 (14)式 ,  (15)式 和

(17)式可进一步整理得微分方程组:  

ẋ1,j = ki1,j (Udc,j − Udc refj) ,

ẋ2,j = ki2,j (Uj − Urefj) ,

U̇dcj = (Pinj − Pej) / (CjUdcj) ,

θ̇plli = kp4,j sin (θj − θpllj) + xpllj ,

ẋpllj = ki4,j sin (θj − θpllj) ,

(26)

及 VSC设备的输出电流方程:  {
idi = kp1,j (Udcj − Udc refj) + x1,j ,

iqi = kp2,j (Uj − Urefj) + x2,j ,
(27)

x1,j x2,j其中  和  为电压控制环的中间变量.

因此 VSC向网络中注入的有功功率和无功功

率为: 

Pej = idjudj + iqjuqj

= [kp1,j (Udcj − Udc refj) + x1,j ]Uj cos (θj − θpllj)

+ [kp2,j (Uj − Urefj) + x2,j ]Uj sin (θj − θpllj) ,
(28)

 

Qej = idjuqj − iqjudj

= [kp1,j (Udcj − Udc ref,j) + x1,j ]Uj sin (θj − θpllj)

− [kp2,j (Uj − Urefj) + x2,j ]Uj cos (θj − θpllj) .
(29)

结合潮流方程 (13), 可构建 VSC与同步机多

机耦合系统模型. 图 10(b)展示了该模型中微分代

数方程组之间变量的传递关系. 显然在多机模型

中, VSC设备仍然表现出基本的功率交换的形式.

由此可看出 VSC与同步机在模型上的统一性, 但

同时也可看出, 同步机相关方程之间的变量传递关

系相对简单, 非线性项单一, 而对比 VSC相关微

分方程与代数方程耦合关系强, 非线性项复杂. 据

作者们了解, 现在还没有电力电子化电力系统多装

备的非线性统一模型, 以及进一步的多电力电子系
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图 9    VSC电压时间尺度模型与详细模型在暂态故障后

的响应对比

Fig. 9. Response  comparison  between the  voltage  timescale

VSC  system  and  the  detailed  VSC  system  after  transient

fault. 
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统非线性分析方法, 相应的多机暂态分析的研究仍

在探索阶段. 

4   讨　论

电力系统作为目前最复杂的人造系统, 具有非

线性、多时标、复杂性的物理本质 [51,52]. 电力电子

设备控制方式的多样化及其多机复杂相互作用使

得这些性质表现更加明显. 电力电子化电力系统暂

态与传统电力系统暂态的区别可初步总结在表 1中.

传统电力系统中节点电压与注入电磁功率之

间关系 (潮流方程)是最主要的非线性环节. 而在

电力电子化电力系统中, PLL同步方式、保护控制

的切换和限幅与坐标变换等非线性环节经过反馈

控制环路相互交织在一起, 使得非线性作用关系变

得极为复杂. 本文中得到了只考虑电压时间尺度下

的五阶微分方程, 从非线性动力学的角度来看已经

非常复杂, 其中包括了十余个非线性函数. 其显然

不同于非线性物理界熟知的低阶非线性系统, 如洛

伦兹振子、卢瑟振子、达芬振子等. 电力电子化电

力系统的非线性环节的处理将非常棘手, 为进一步

理论分析带来了巨大困难. 另外, 需强调的, 本文

只是针对并网变换器这一小模块在通常矢量控制

方式下开展了建模分析, 并未考虑更为复杂的限幅

环节、附加暂态辅助控制、风机的机侧变换器、风

机的机械转子动态等.

传统电力系统中同步机转子的惯性时间常数

远大于电磁元件, 如电感的时间常数, 由此可划分

出独立的机电时间尺度与电磁时间尺度. 在通常电

力系统动态分析中, 研究人员可以集中针对机电时

间尺度下的动力学行为来研究. 由此, 摇摆方程才

在传统电力系统动态分析中处于中心地位. 而与之

相对应, 电力电子化电力系统级联矢量控制的多样

化控制器参数和其控制的物理量共同决定了时间

尺度的划分, 如电流控制环与交流电感共同决定了

电流时间尺度动态, 电压控制环与直流电容共同决

定了电压时间尺度动态, 对于双馈风机还有转速控

制器与机械转子共同决定的机电时间尺度等. 这些

不同时间尺度受控制参数与系统参数的影响, 相互

作用明显. 如何做多时间尺度分离, 或者在什么条

件下可以这样做都是值得研究的课题. 当前我们还

未有普遍接受的类似于同步发电机的不同阶数的

实用动力学模型. 另外值得指出的, 图 10中的多

VSC与同步机模型可以看成是传统电力系统暂态

模型在电力电子化电力系统中的推广, 具有普遍适

用性, 但其还只是适用于电压控制时间尺度下的动

态分析, 如果要包含考虑更快的电流时间尺度动

态, 不光 VSC模型部分将变得更为复杂, 原有网

络部分准稳态代数模型也将用详细的电磁暂态微

分模型来替代, 由此将造成理论分析上的更大的困

难. 如何克服电力电子化电力系统动态网络部分的

分析问题无疑是一大核心挑战.

同步发电机在受扰后, 表现出由转子运动方程

决定的二阶特性, 考虑多机系统, 虽然系统阶数也

随着同步机数量的增多而增多, 但是各同步机的特

性相似, 相互耦合作用也较为清晰. 而在电力电子

化系统中, 装备受到故障扰动后多时标控制器状态

量间关系紧密, 系统响应特性将明显区别于二阶系

统. 虽然当前有不少研究工作将电力电子装备动态

表 1    电力电子化系统与传统电力系统暂态问题初步比较
Table 1.    Comparison of transient problems between Power-electronic-based power systems and traditional power systems.

复杂性 时间尺度 系统阶数

传统电力系统 非线性项较少且单一 机电与电磁时间尺度较好分离 同步机二阶模型

电力电子化电力系统 非线性项分布广泛且复杂 多时间尺度间强耦合 装备多样化且高阶
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图 10    (a)VSC与同步机多机耦合系统和 (b)其微分代数

方程组中变量传递关系

Fig. 10. (a)  A  multi-machine  power  system  with  VSC

devices and synchronous generators and (b) its variable re-

lations in differential algebraic equations. 
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特性类比于人们所熟悉的二阶线性动态系统, 如只

针对其中的锁相环动态, 或直流电容上的电压动态

等, 从而得到简化模型. 但是, 电力电子装备本质

上都是由控制器所决定的高维动力系统, 这样简化

是值得怀疑的. 而另一方面, 考虑到多机系统时的

高维系统特性将更加明显, 若不经任何简化, 又往

往会面临维数灾困难. 举一个典型的例子, 一个风

电场通常由上百台双馈风机或直驱风机所构成, 如

何分析其动态相互作用以及可能的振荡无疑是非

常有挑战的问题.

综上, 电力电子化电力系统是一个非线性、多

时标、复杂性特征明显的高维动力系统, 具有多样

化设备跨尺度相互作用的特点. 类似的复杂系统问

题也普遍存在于如机械振动分析、气象预报、地震

监测、生物神经网络、人类经济行为等众多复杂性

学科之中, 不同时间和空间尺度上节点的多样性和

其复杂耦合相互作用关系是二十一世纪复杂系统

学科的共同挑战. 由此急需尝试借鉴复杂系统等学

科的研究成果, 从物理机理出发, 探索电力电子化

电力系统稳定性分析和控制方法, 建立起新的动态

研究的框架和体系. 本文抛砖引玉, 希望能够得到

复杂系统和统计物理研究同行的关注, 共同开展电

力网络与复杂系统的交叉研究, 为国家的能源转型

贡献一份力量.
 

附录 A

f2 − f11 f1

f2 − f11

状态方程 (23)式中   的表达式 , 其中   是

 中的因式, 未直接出现在状态方程中.
 

f1 =
1

1 +Xgkp2 cos
(
θ − θpll

) , f2 =
f1Xgkp1 sin

(
θ − θpll

)
CUdc

,

f3 = f1Xgki1 sin
(
θ − θpll

)
, f4 = −f1Xgki2 cos

(
θ − θpll

)
,

f5 = −f1Ugkp4 sin θ, f6 = −f1Ugki4 sin θ,

f7 =
Xgkp1

UCUdc

[
cos

(
θ − θpll

)
+ f1Xgsin2

(
θ − θpll

)]
,
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Xgki1

U

[
cos

(
θ − θpll

)
+ f1Xgsin2

(
θ − θpll

)]
,

f9 = f1
Xg

U

[
Xgkp2ki2 sin

(
θ − θpll

)
cos

(
θ − θpll

)
−ki2 sin

(
θ − θpll

)]
,

f10 =

[
1−

Xg

U
f1kp2 sin

(
θ − θpll

)
−
Ug

U
cos θ

]
kp4,

f11 =

[
1−

Xg

U
f1kp2 sin

(
θ − θpll

)
−
Ug

U
cos θ

]
ki4.

 

附录 B

仿真参数如下.

Sbase = 2 Ubase = 690

fbase = 50 ωbase = 2πfbase Udc base = 1400 Udc ref = 1

C = 0.1 Xf = 0.1 Uref = 1 Ug = 1 Xg = 0.5

= 2

VSC系 统 参 数 :      MVA,      V,

  Hz,    ,     V,    ,

   F,    ,    ,    ,  and    ,

where SCR  .

kp1 = 3.5 ki1 = 140

kp2 = 1 ki2 = 100 kp3 = 0.3

ki3 = 160 kp4 = 50 ki4 = 2000

控制参数: 1) 直流电压控制  ,   , 端电

压 控 制   ,    ; 2)   电 流 控 制   ,

 ; 3) PLL   ,   .

Pe0 = 0.8 Qe0 = 0.167 U0 = 1

θ0 = 0.412

工 作 点 :    ,    ,    ,  and

  rad.

Sbase = 200 Ubase = 13.8

fbase = 50 ωbase = 2πfbase xd = 1 x′d = 0.3 x′′d = 0.21

xq = 0.6 x′′q = 0.31 xl = 0.15 rs = 0.005 H = 3.2

D = 0.1 T ′
d = 1.64 T ′′

d = 0.34 T ′
q0 = 1.4.

同 步 机 参 数 :      MVA,      kV,

  Hz,   ,   ,   ,   ,

 ,    ,    ,    ,    ,

 ,   ,   ,  
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Problems and challenges of power-electronic-based
power system stability: A case study of

transient stability comparison*
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(State Key Laboratory of Advanced Electromagnetic Engineering and Technology, Hubei Electric Power Security and

High Efficiency Key Laboratory, School of Electrical and Electronic Engineering, Huazhong

University of Science and Technology, Wuhan 430074, China)

( Received 24 December 2019; revised manuscript received 19 March 2020 )

Abstract

With  the  development  of  power  electronic  technology  and  requirement  for  clean  energy,  the  traditional

power  systems  which  are  dominated  by  synchronous  generators  are  gradually  changing  into  the  power-

electronic-based  power  systems  with  diversified  power  electronic  equipment.  The  power  systems  are  facing  a

great revolution in their primary equipment, and this has not happened in the past one hundred years. In recent

years, with great increasing penetration of power electronic devices into power grids, the large-scale blackouts

caused by power electronic devices have been reported, which seriously threatens the safe and stable operation

of power systems. Under the above background, in this paper we first introduce several methods of analyzing

the traditional power system transient stability from the equal area criterion for the single machine infinite bus

system to several Lyapunov function based direct methods for multi-machine systems. Then we introduce some

of our recent work on the nonlinear modeling and analysis of a key component of power-electronic-based power

systems,  voltage  source  converter  (VSC),  and  propose  a  multiple  machine  system  model  including  power

electronic equipment and traditional synchronous machines. Finally, we illustrate the transient characteristics of

the  power  electronic  devices,  and  summarize  the  basic  problems  and  challenges  for  the  transient  stability  of

power-electronic-based  power  systems.  We  hope  that  these  basic  problems  in  power-electronic-based  power

system dynamics  including  nonlinearity,  multi-time-scale,  and complexity  could  arouse  the  general  interest  of

researchers in the fields of complex systems and statistical mechanics.

Keywords: power-electronic-based  power  system  dynamics,  transient  stability  analysis,  grid-connected

converter, complex system dynamics
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专题：统计物理和复杂系统

网络直播平台数据挖掘与行为分析综述*

郭淑慧    吕欣†

(国防科技大学系统工程学院, 长沙　410073)

(2019 年 11 月 22日收到; 2020 年 3 月 20日收到修改稿)

随着移动通信和互联网技术的不断发展, 网络直播逐渐成为了新媒体环境下人们青睐的在线娱乐和信

息传播方式. 目前广泛应用于课堂教学、真人秀、电竞赛事、品牌营销等方面. 数百万主播与数亿计观众的活

跃加入和互动 , 产生了丰富的在线人群行为活动数据 , 为开展大规模人群行为动力学、平台内容推荐与检

测、在线社群演化等研究提供了丰富的实验场景. 本文通过梳理国内外网络直播平台数据挖掘与行为分析的

相关研究文献, 分析了直播平台负载水平、观众行为、主播行为以及社群网络的特征和变化规律, 并对直播

平台中大规模人群行为表现出的时空规律和重尾效应进行了总结. 直播平台中各种社群网络的形成和演化

机制、内容推荐与检测等是未来网络直播领域研究的发展趋势.

关键词：直播平台, 用户行为, 社群网络, 数据挖掘

PACS：89.70.–a, 89.75.–k, 89.75.Kd 　DOI: 10.7498/aps.69.20191776

 

1   引　言

网络直播是一种新型信息交流方式, 可以让观

众收看到主播所处场景中正在进行的音、视频实

况, 同时观众可以通过打赏或发表评论的方式与主

播进行互动, 相对于传统信息传播媒体来说有着互

动性强、时空适应性强等优势. 网络直播平台则是

由公司或组织管理的供主播发布直播以及观众收

看直播的网站. 随着互联网经济的发展, 网络直播

日益火爆, 斗鱼 TV、虎牙 TV、抖音等网络直播平

台在市场中异军突起, 以超低的门槛吸引了大量主

播和观众, 截至 2019年 6月, 我国直播用户规模

已达 4.33亿 [1].

网络直播目前的应用领域比较广泛, 除了应用

于娱乐性的真人秀、电竞赛事之外, 还有课堂教学 [2,3]、

品牌营销 [4,5]、传统文化与工艺技术传承 [6,7]、政务

会议与庭审过程公开 [8,9] 等方面. 不同领域的网络

直播和观众都会产生大量交互数据, 这些数据一方

面可以用于挖掘直播平台的负载变化模式和用户

参与及交互的内在机制, 探究用户行为和偏好, 进

而对相应情境下的大规模人群行为进行模式分析

和规律挖掘 [10−17]. 另一方面还可以基于直播平台

负载的测量结果及从中挖掘的用户行为的特征和

偏好, 提升网络直播平台内容推荐和内容检测水

平 [18−22].

本文从国内外网络直播平台用户行为数据挖

掘的研究入手, 对直播平台负载水平、观众行为、

主播行为以及社群网络的特征和变化规律进行梳

理和总结, 并讨论网络直播平台研究在当前面临的

问题和未来的研究方向. 

2   直播平台负载研究

网络直播是通过网络直播平台进行实时信息

传输的新媒体形式. 随着网络的发展和普及, 网络
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直播作为一种学习、娱乐的便捷资源被人们越来越

广泛地使用. 直播平台负载的水平差异反映了直播

平台用户的分布规律和使用偏好, 对直播平台的负

载研究可以从整体上把握直播平台的资源消耗与

服务使用情况, 对直播平台优化资源配置、提供经

济稳定的负载支持有指导意义.

目前关于平台负载研究主要是通过统计直播

平台的运行负载, 挖掘负载水平产生规律性差异的

时间因素、空间因素以及其他影响因素, 总结直播

平台情境下的大规模人群行为偏好和行为特征. 

2.1    时序特征

受时间节律的影响, 人类行为会在诸多方面不

同程度地体现出日内效应 (diurnal effect)、周内效

应 (weekly effect)等时序规律, 如金融市场的流动

性 [23]、人类的情绪积极程度 [24]、反应灵敏度 [25]、器

官工作机能 [26] 等都会在一天内不同时段表现出显

著差异, 股市收益率和波动还存在明显的周内效

应 [27]. 目前对直播平台的负载研究大部分集中于

从系统带宽、主播规模、观众数量、打赏额和评论

量等方面的时序变化规律中挖掘直播平台负载的

日内效应、周内效应和长期规律等时序特征.

Veloso等 [11] 最早根据巴西某网络电视直播平

台的网站日志对负载的时序特征进行了研究. 在

2002年为期 28天的统计中, 用户的访问模式显示

出了明显的日内效应和周内效应, 昼夜模式造成凌

晨 4:00—11:00在线观众数量偏低, 峰值和谷值分

别在 3:00和 9:00附近取得; 双休日的平均观众数

量明显高于工作日. 尽管该直播平台的用户规模超

过 69万、覆盖 65个国家, 但受当时的网络发展水

平限制, 平台使用的带宽峰值仅仅为 80 Mbps.

随着 Twitch, YouTube Live等专门化网络直

播平台的兴起 ,  Kaytoue等 [28] 根据 2011年末

Twitch平台的直播间数量和在线观众数量变化对

直 播 平 台 负 载 的 周 内 效 应 进 行 分 析 , 发 现

Twitch平台的双休日负载明显高于工作日 (后续

学者 [29,30] 也得出了一致结论), 原因是 Twitch平

台的主要直播内容是电子竞技, 而大型电子竞技的

竞赛通常在双休日举行. Pires和 Simon[31] 对比了

Twitch平台和 YouTube Live平台在 2014年的系

统带宽和直播间数量发现, 两个平台的带宽峰值都

超过了 1 Tbps, 但 Twitch平台的带宽水平更高,

峰值超过了 1.6 Tbps. 两个平台在直播间的数量在

双休日都明显高于工作日 , 但 Twitch平台和

YouTube Live的日内负载峰值分别在 5:00和 18:00

附近取得, 而且 Twitch平台在日内和周内负载变

化模式的敏感度均低于 YouTube Live.  原因是

Twitch平台的开放时间较早, 用户在全球范围内

的覆盖范围更广, 减弱了昼夜更替造成的时序差异.

近年来逐渐出现了对国内直播平台负载的研

究, Zhu等 [32] 通过收集国内直播平台斗鱼 TV在

2016年 12月为期 14天的直播数据, 发现观众数

量和主播数量在一天中显示出几乎一致的变化规

律, 都在 21:00—8:00减少, 8:00—21:00增加, 在晚

上 9:00—10:00达到最高水平. Wang等 [33] 通过分

析 2016年 9月起为期 124天内的斗鱼 TV主播开

播数量、观众打赏总额和评论量来挖掘斗鱼 TV平

台负载的日内效应和周日效应, 从观众的打赏总

额、评论量和主播直播次数、直播时长分别展现观

众和主播在一天之中的活跃程度变化趋势. 结果发

现观众和主播的活动都表现出很强的昼夜规律, 并

且高度同步, 任意两个数据系列之间的皮尔逊相关

系数都高于 0.85. 但观众活动的高峰时段出现在

23:00—24:00, 主播最活跃的时段是 20:00—22:00,

说明观众的活跃时间存在一定的时滞现象, 与之前

的研究结论 [32] 略有差异.

总体上说, 国内外直播平台负载在一天之中都

呈现“倒 N型”[34], 直播平台负载具有明显的“日内

效应”[25], 负载水平在一天中呈现降低-升高-降低

的循环模式 (如图 1所示).
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图 1    国内外直播平台负载日内效应 [30,32]

Fig. 1. The  diurnal  effects  of  domestic  and  foreign  live

streaming workloads[30,32]. 
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但由于直播平台的直播类型各有侧重, 而且直

播平台随着时间在逐渐发展, 即使是同一直播平台

在不同的统计期内表现的平台负载时序规律也不

完全相同. 多个直播平台、不同时期的负载变化时

序特征见表 1. 

2.2    空间分布特征

除了分析直播平台负载的时序特征之外, 部分

研究通过分析主播、观众和直播平台服务器的位置

对直播平台负载产生的影响来挖掘直播平台负载

的地理分布特征, 进而对直播负载的资源分配及优

化进行指导.

Veloso等 [11] 对早期网络电视直播平台的观众

数量和观看次数在所覆盖区域间的数量分布进行

了统计分析, 发现观众数量和观看次数在划分的地

理区块之间的分布形式都近似 Zipf分布 [36]: 

Z(r) = Ar−α, (1)

r

Z(r) r

α

其中参数  代表地理区块按照观众数量或观看次数

降序排列的排名,   则代表排名为  的区域中的

观众数量或者观看次数,    的取值分别为 1.29和

1.49, 展现了早期网络电视直播的观众在地理分布

上的不均匀现象. 与之相对的, Li等 [37] 统计分析

了 PPTV直播频道的观众地理分布熵 (viewer

geographical entropy)的累积分布函数, 发现大多

数频道的观众地理分布熵超过 0.8, 显示了现代网

络直播平台观众观看者在地理位置上均匀分布. 观

众地理分布熵形式为 

ek =
1

logN

(
−

N∑
i=1

pki log pki

)
, (2)

ek k N

pki k

i

  是直播间  的观众地理分布熵, 其中  是直播间

全部观众所覆盖区域的数量,    代表直播间   在

区域  的观众数量占全部观众数量的比例.

Kaytoue等 [28] 通过统计分析 Twitch平台的

主播在不同时区的分布, 表明平台中的大多数主播

都来自北美、欧洲和东亚, 与 Twitch平台的服务

器集中布置在北美、欧洲和亚洲的分布规律 [38] 相

符合, 反映了直播平台负载的地理特征对直播平台

服务器设置的指导意义.

Yan等 [39] 对比了用户生成视频、短视频和直

播视频三种平台的城市、郊区及整个区域的移动网

络用户的观众地理分布熵, 结果显示无论市区、郊

区还是整个区域, 用户生成视频的熵都高于其他服

务, 表明观看直播的用户比观看用户生成视频的用

户在空间分布上更不均匀, 主要原因是直播内容通

常耗费的流量更多, 用户更倾向于在固定的场所使

用WiFi或宽带网络而不是移动流量来观看直播.
 

2.3    其他影响因素

除了时空对直播平台负载的影响之外, 少量学

者对主要直播电子竞技内容的直播平台 Twitch、

斗鱼 TV的负载水平是否受到大型电子竞技竞赛

项目直播的影响进行了研究. Kaytoue等 [28] 通过

观察 Twitch平台在 2011年 12月 29日到 2012年

1月 9日每天的观众数量变化情况, 发现在直播一

些重要的电子竞技比赛时, 观众数量会出现明显增

加, 说明了电子竞技竞赛项目直播对 Twitch平台

的负载有强烈的刺激作用 . 类似地 ,  Deng等 [12]

统计了 Twitch平台电子竞技竞赛项目直播吸引的

观众占整个平台观众的比例, 结果显示某些热门的

电子竞技竞赛项目直播所产生的观众数量能占直

播平台全部观众的 30%以上, 即使是不太流行的

电子竞技赛事的直播也能吸引大量观众, 峰值超过

全平台观众 10%. 但Wang等 [33] 在对斗鱼 TV观

众评论数以及打赏额在 2016年为期 124天的统计

期中的变化中却并未发现重大赛事对平台负载产

生的显著影响, 原因可能是斗鱼 TV存在大部分娱

乐类直播, 受电子竞技竞赛项目直播的影响并不

明显.
 

表 1    不同直播平台的负载时序特征
Table 1.    The workload changes of different live streaming platforms.

直播平台 年份 日内效应 周内效应

Anonymous[11] 2002 3, 19时观众数量最多 双休日观众数量更多

Twitch[30] 2015 17, 0时直播间最多 双休日直播间数量显著增多

YouNow[35] 2015 直播间和观众最多: 22时 双休日直播间和观众数量更多

斗鱼[32] 2016 直播间和观众最多: 21—22时 —

斗鱼[33] 2018 直播间最多: 20—21时, 观众最多: 23—24时 双休日直播间和观众数量更多
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3   观众行为分析

直播平台内可能出现以下的一种或几种观众

行为: 选择直播间进行观看、切换或退出直播间、

在直播间中评论或打赏、以及观众观看直播而引发

的行为 (如被主播引导购买商品). 众多学者对直播

平台观众行为中的观看规律进行分析和建模, 研究

观众各种行为以及背后的心理, 对于理解用户参与

网络直播的原因、提升用户体验、为用户提供更有

价值的网络直播服务有重要的决策价值.

已有研究中对观众的观看规律主要从观众的

观看次数与时长、频道选择与切换、观众评论与打

赏等方面入手, 从观众的观看记录中提取直播平台

中观众的各种观看行为, 挖掘其中观众的偏好及心

理动机, 进一步开展直播平台观众的行为动力学建

模和社群网络演化研究. 

3.1    观看次数与时长

众多研究结果表明, 直播平台内观众的观看时

长、观看次数呈现一定的重尾效应, 即直播平台中

存在大量观看次数很少、观看时间非常短的用户,

但同时还有极少量用户观看直播的次数很高、观看

时长相对非常长.

r

Z(r) r

α

Veloso等 [11] 于 2002年的研究结果显示早期

直播平台中观众观看次数分布近似 Zipf分布, 其

中参数  代表的是按照观看次数降序排列的观众排

名,   则代表排名为  的观众的观看次数, 参数

 的取值为 0.719; Li等 [37] 于 2016年发现 PPTV

平台内观众观看次数分布更符合互补Weibull分

布而不是幂律分布, 累计概率分布函数形式为 

P (X ⩾ x) = exp[−(x/x0)
c
], (3)

c x0其中参数  为拉伸因子,   为常数参数.

r

Z(r) r

α

Sripanidkulchai等 [40] 则于 2004年对早期直

播平台观看时长分布进行了探索, 结果显示不同直

播间内观众的观看时长分布均近似 Zipf分布, 其

中参数  代表的是按照观看时长降序排列的观众排

名,   则代表排名为  的观众的观看时长, 参数

 的取值在 0.7—2.0之间. 而 Tang等 [41] 于 2006年

发现 CCTV多个直播频道的观众观看时长的概率

密度函数形式符合对数正态分布: 

f(x) =
1

xσ
√
2π

exp
[
−(lnx− µ)

2

2σ2

]
, (4)

f(x) x

µ σ

其中  是观看时长为  分钟的概率密度函数值,

 和   的取值均在 4—5和 1—2之间. Li等 [37] 于

2016年对 PPTV中观众观看时长分布的概率密度

函数进行了研究, 结果显示观众观看时长的概率密

度函数形式为混合指数分布: 

f(x) =

n∑
i=1

αi
1

µi
exp
(
− 1

µi
x
)
, (5)

f(x) x

µi αi i
∑n

i=1
αi=1

其中  是观看时长为  分钟的概率密度函数值,

 和  是第  个指数分布的均值和权重,   .

特别地, Tang等 [41] 通过分析观众观看直播的

时长记录, 发现观众已经观看直播的时长与继续保

持观看的时长存在显著的正相关关系, 即观众如果

已经花费了比其他观众长的时间观看直播, 则会更

倾向于比其他观众花费更长的时间继续观看直播. 

3.2    频道选择与切换行为规律

如果在观看直播的过程中发生网络故障、主播

关闭直播、不感兴趣等情况, 观众就有可能对当前

直播间进行重新连线、切换到其他直播间或者直接

退出直播平台. 目前已有相关研究对观众在观看直

播中的重连、切换、退出等进行统计建模与系统分

析, 展现直播平台内观众流动的动态过程和内在机理.

Li等 [37] 对客观原因造成直播中断时的观众重

连行为进行了研究. 由于观看出现中断的原因可能

是网络连接失败等客观问题, 也可能单纯是由于观

众的兴趣发生变化而主动退出直播间, 所以作者首

先定义了由客观问题造成中断的直播段特征, 是观

众在某直播间内发出观看请求之后的一小段时间

之内对该直播间重复发出了观看请求. 进一步分别

统计了观众对直播中断次数的容忍程度和放弃观

看的概率分布, 结果显示随着直播中断次数的增

加, 观众放弃的概率递增, 但增幅在逐次减小. 在

移动网络下观看直播的观众在直播中断时的耐心

程度比在 WiFi或者宽带环境下的更高, 在遇到

2次连续的直播中断时 , 放弃观看的概率小于

50%, 甚至在某些情况下观众能忍受 10次连续的

直播中断.

Nascimento等 [42] 对 Twitch平台中的观众切

换行为进行了建模分析. 作者首先定义了直播间共

存在三种状态, 分别是直播中、直播即将结束和直

播结束 (如图 2所示). 由于主播下播之后直播间内

的观众并不会被强制清空, 所以会出现主播已经下
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播但观众数量不为 0的情况. 直播间三种状态中的

“直播即将结束”包含了主播即将关闭直播以及关

闭直播后观众数量仍保持一定水平时期, “直播结

束”指的是直播间内观众数量非常低甚至为 0的

状态.

由直播间的三种状态任意组合可以归纳出观

众切换行为共包含 9种类型, 通过统计观众不同类

型切换行为的比例发现观众在频道之间的切换行

为中, 大约 20%的 ON-ON切换 (即从一个正在直

播的直播间切换到另一个正在直播的直播间)和

30%的 OFF-OFF切换 (即从一个未开播的直播

间切换到另一个未开播的直播间)持续不到 1 min,

表明观众进入直播间时并不事先知道他们想观看

的内容. 77%的切换行为是 ON-X(X 可能是 ON

或者 OFF), 这说明大部分的直播间切换是由于观

众对切换前直播间的内容不满意.通过对比观众在

ON-ON切换前后的观看时长的分布, 发现观众在

切换后的直播间会观看更长的时间, 同样验证了大

部分观众是主动退出了之前不满意的直播间. 由于

观众对直播间选择的随意性较强、满意度较低, 部

分研究 [18−20] 设计了针对直播平台的内容推荐算法

及系统, 为观众选择直播频道进行个性化推荐.

Li等 [37] 对直播节目中观众的进入和退出过程

进行了建模和分析. 通过统计直播过程中观众加入

和离开的速率变化, 发现在直播节目开始之前的一

小段时间内会出现观众大量进入和立刻退出的现

象, 而且观众的加入和离开速率在很大程度上依赖

于某些子事件的发生. 考虑到以上因素, 作者使用

高斯径向基函数 (RBFs)之和来拟合直播过程中

观众加入和离开行为, 较低的 RMSE值表明模型

与实际过程相符. 形如 

λ(t) =

m∑
i=1

aiexp
[
−(t− Ti)

2

2σi2

]
, (6)

Ti i ai i其中   是第   个子事件发生的时刻,    是子事件  

的影响权重. 

3.3    评论与打赏行为分析

观众向直播间赠送虚拟礼物被称之为“打赏”,

已有研究对国内直播平台内的打赏金额分布规律

进行挖掘. Zhao等 [43] 统计了映客平台内某些主播

收到的打赏, 结果显示观众打赏的金额服从长尾分

布. 也就是说, 极少比例的观众贡献了大部分打赏,

贡献排名前 20名的观众的打赏额占所有观众打赏

的 90%以上 . 相似地 ,  Zhu等 [32] 通过统计斗鱼

TV中打赏额在主播之间的分布情况, 发现打赏额

在主播之间分布的幂律性, 几个最受欢迎的主播拥

有非常高数量的打赏, 其他频道分享的很少, 而且

仅 2.7%的打赏观众贡献了 80.2%的打赏额. 兰荣

亨等 [44] 则根据观众的观看、评论和打赏记录对观

众群体行为进行特征构建, 成功对不同特征的观众

群体进行了聚类区分.

Wang等 [33] 对打赏行为的时间规律进行分析,

发现不论是第一次打赏出现的时间还是打赏间隔

时间的分布形式都高度符合Weibull分布, 其累计

分布函数形为 

F (t) = Pr[X ⩽ t] = 1− e−(t/λ)k , (7)

λ k

k

其中  和  是分布的尺度和形状因子. 拟合结果显

示两个分布的形状因子  均小于 1, 即说明直播平

台中主播已经等待打赏的时间越长, 那么后续打赏

到来所需的等待时间越长.

观众评论是观众利用文字和表情符号在直播

间中进行交流的一种方式, 目前对观众评论的研究

主要是对评论的情感、特征、观众交互进行分析.

Poyane[45] 对 Twitch平台部分直播 Dota2的直播

间内的观众评论文本数据进行了情感分析, 发现随

着直播间观众规模的增加, 观众评论的消极色彩会

相应增强. 类似地, Nematzadeh等 [46] 也发现随着

观众数量的增加, 评论区会由正常对话向过载的、

不和谐对话转变.

Olejniczak[47] 对 Twitch平台观众的评论内容

从语句特征上进行了分析. 发现观众更倾向于使用

大量的表情符号和重复信息来表达态度, 使用新颖

的词汇和独特的表情符号来力求与众不同. 由于评

论区只显示最新的几条评论内容, 评论长度会随着

观众数量增加而缩短. Li等 [33] 发现了观众评论与

 

直播中
ON

直播即将
结束
OD

直播结束
OFF

主播准备下播主播正常直播

主播开始直播

图 2    直播间状态演化图 [42]

Fig. 2. The  graph  of  live  streaming  channel’ s  state  dyna-

mics[42]. 
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打赏的周内模式存在很强的相关性 (皮尔森相关系

数超过 0.85), 且评论与视频内容同步性很强, 提出

了根据评论情感标注直播亮点的算法 [48]. 周钰淇 [22]

则提出了根据评论内容对直播内容是否合法进行

检测的深度学习算法. 

4   主播行为分析

直播平台中的主播行为研究主要集中在主播

的直播次数、直播时长以及流行度排名与预测三方

面. 通过分析主播群体独特的行为模式, 挖掘直播

平台内主播直播规律和活动特征, 对进一步开展直

播平台内大规模人群行为分析和研究、优化直播平

台系统建设有重要意义. 

4.1    直播次数

国内外直播平台的主播直播次数普遍呈现出

一定程度的幂律分布特点, 即直播次数较少的主播

占了很大部分, 直播次数多的主播占比很少 [14,32,35,42].

对国外直播平台的主播直播次数规律的研究

中, Stohr等 [35] 挖掘 Younow平台的主播直播数

据发现, 超过 40%的主播只直播了一次, 约 10%

的主播在一周内直播了 7次以上. 这表明, 有一小

部分高度活跃主播愿意每天直播多次, 而大多数主

播仅进行少量的直播. 类似地, Nascimento等 [42]

发现 Twitch平台的少部分专业主播团队直播的次

数达到每天 19次, 而大量主播 (40%—50%)每天

直播次数不超过 1次, 与 Jia等 [14] 的结论基本一致.

对国内直播平台的主播直播次数规律的研究

中, Zhu等 [32] 通过统计 14天内斗鱼 TV主播开播

天数的分布, 发现约 63%的主播每周直播的天数

不超过 1天, 只有 14%的主播在统计期中至少直

播了一半的时间. 大多数主播并不经常直播, 但整

个平台每天约有 4%的主播会进行直播. 

4.2    直播时长

众多研究表明主播在直播时长方面表现出重

尾分布规律. Zhu等 [32] 通过收集斗鱼 TV主播在

为期 14天统计期内的所有开播记录来统计主播直

播时长分布 , 发现 70%以上的直播时长都小于

200 min, 但存在极少比例 (小于 1%)的主播直播

时长达到 1000 min. 统计结果显示斗鱼 TV主播

的直播时长中位数是 90 min, 比 Twitch平台的

45 min[28] 更长, 原因是相对于 Twitch平台主要针

对游戏内容进行直播, 斗鱼 TV的直播类型更多

样, 许多直播间播放已经制作好的视频或大型活

动, 提高了直播的持续时间. 类似地, 对 Younow[35]

和 Twitch平台 [14,30,42,49] 的主播直播时长特征的研

究结果均显示主播直播时长分布呈现重尾效应.

研究中通常以直播平台内所有主播直播时长

的中位数作为衡量该直播平台主播直播时长的指

标, 由于直播内容和针对观众等方面的差异, 各个

直播平台的直播时长中位数不尽相同. 即使是相同

的直播平台, 不同直播类别的直播时长中位数也会

有一定的变化. 部分结论总结如表 2所列. 

4.3    流行度排名和预测

主播的“流行度”指的是主播吸引观众的能力.

通过某些衡量指标对主播吸引力进行排名, 排名越

靠前则说明主播吸引观众的能力越强、主播流行度

越高. 这一排名在体现主播在直播平台中的地位和

水平的同时也反映出了观众的访问模式. 目前的研

究中通常以粉丝或观众数量、打赏金额、评论数量

作为衡量指标来对直播平台主播的流行度进行排序.

α

大量对主播流行度排名的研究显示, 主播流行

度存在一定的重尾分布规律 [12,14,30,35,40,43,45,49,50].

Pires等 [31,50] 研究发现 Twitch平台的观众数量分

布符合 Zipf分布, 且参数   的值在 1.0—1.5之间

变动, 说明大量观众在很少几个直播间中聚集, 少

数主播吸引了绝大部分观众. Stohr等 [35] 对Younow

平台观众数量分布的研究也得出了类似的结论.

但 Zhang和 Liu[49] 则发现 Twitch平台的观众数

量分布形式不是标准的幂律分布. 由于著名主播通

过直播吸引了极大比例的观众观看, 观众数量分布

的尾部出现了明显的下降, 更符合 Gamma分布或

者Weibull分布的特点, 与Wang等 [33] 对斗鱼 TV

 

表 2    各个网络直播平台的直播时长中位数
Table 2.    Median  live  streaming  duration  of  each

live streaming platform.

文献 直播平台 采集年份 中位数

[35] YouNow 2015 16 min

[42]
Twitch(StarCraftII的

较大型直播间)
2013—2014 3.7 h

[30] Twitch(点播的视频) 2015 8 min

[49] Twitch 2014 150 min

[28] Twitch 2011—2012 95 min

[32] 斗鱼 2016 90 min
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内评论数量和打赏金额分布形式一致. Arnett等 [51]

则对主播在社交平台上的公开活动对主播流行度

是否产生影响进行了研究, 并没有发现主播的观众

和粉丝数量变动与在社交平台上的活动存在统计

学上显著的相关性.

(p < 0.001)

对主播流行度预测的研究中, Kaytoue等 [28]

分析线上内容发布后短期和长期的流行度相关性,

提出线性回归模型, 以此来通过前期观众数较准确

地预测后期观众数. 还提出了一种流行度的定义

(不仅仅只比较在线人数, 还考虑上线时间的早晚

等因素), 并以此对主播进行新的排序. 基于主播流

行度预测线性回归模型, Netzorg等 [52] 提出了基于

主播行为的主播未来流行度预测模型, 发现主播的

努力行为 (如发布更多直播、定期直播、在其他社

交媒体账号上发布直播信息等)在提升主播流行度

方面是有效的, 而且职业主播比业余主播更受欢

迎. 类似地, Szabo等 [53] 用浏览次数代表视频的流

行度 , 从前期数据预测视频未来长期的流行度 .

Zhu等 [32] 对直播间出现的总观众数和礼物总价值

进行线性相关分析, 计算得出直播间内观众总数和

礼物总价相关系数是 0.6421  . Jia等 [14]

计算得出直播间在线人数和主播直播次数的相关

系数也较高 , 即直播次数多的主播流行度可能

更大. 

5   社群网络分析

网络直播吸引了大量的主播与观众参与, 直播

平台中大规模人群交互形成了很多独具特色的社

群现象. 通过统计分析直播用户的使用特征, 识别

和发现直播平台内的社群及社群网络, 进一步分析

直播社群网络的节点属性、结构特征以及形成、演

化过程, 开展对直播平台大规模人群参与、流动及

交互的规律挖掘和动力学研究, 对信息传播、网络

营销、舆情监测引导等策略的制定等都有参考和指

导意义. 

5.1    社群发现与成员识别

直播平台具有的社交属性使得其中存在大规

模人群的交互关系, 从而形成了多种类型的用户关

系复杂网络. 而直播平台用户网络的节点属性、结

构和形成演变机制则体现了直播平台情景下大规

模人群活动的交互特征和选择偏好. 部分研究对用

户观看、关注、评论、打赏等关系网络中的社区发

现 [54] 方法进行了探索, 通过识别用户关系网络中

相似用户形成的社区为直播平台用户关系网络发

展动态的研究奠定基础.

Churchill和 Xu[55] 于 2016年发表了首个对直

播平台用户社区的研究并提出了社区发现和成员

识别算法. 该社区发现算法是通过可视化主播共享

观众关系网络实现主播社区识别. 作者首先收集了

游戏直播平台 Twitch的主播信息, 包括主播直播

的游戏类型及粉丝列表. 进一步地, 作者构建了以

主播为节点, 共享观众关系为边的主播关系网络,

其中节点大小代表了主播拥有的粉丝数量, 颜色代

表主播的直播游戏类型, 主播之间共享的粉丝数量

越多, 那么连边越粗、节点之间的距离越短. 通过

可视化主播关系网络, 根据节点颜色和距离的分布

直观分析主播之间联系的紧密程度, 实现主播关系

网络中的社区规模和结构的识别.

作者提出的社区成员识别算法则是根据主播

与主播之间的关注关系, 自动识别出社区成员. 作

者首先人工挑选出实际属于 Twitch平台三大主流

社区 [56] 的四位主播作为种子节点, 种子节点的关

注者中粉丝量在 28000以上的则被程序自动判定

与该主播所属同一社区, 从而实现了对主播所在社

区成员的识别和发现. 识别结果与 Gephi中的模

块化识别结果基本一致, 说明了社区发现算法的有

效性. 类似地, Lykousas等 [57] 通过设定违规用户

作为种子节点, 从 Live.me平台和 Loops Live平

台的观看关系网络中自动判定用户是否违规, 实现

了违规用户所在社区的成员发现. 

5.2    社群网络节点重要性

前文总结了直播平台中观众数量、评论量和打

赏金额在主播间的分布普遍呈现出重尾效应, 说明

以主播为节点, 以观众观看、评论或打赏为节点重

要性衡量指标的网络中, 存在少量中心节点, 它们

在整个主播社群网络中的地位和重要性非常高. 但

由于网络直播发展的时间较短, 目前尚未出现对直

播平台主播社群网络的节点性质进行专门分析的

文献.

在观众与主播共同形成的社群网络中, 由于观

众对主播有天然的选择权利, 社群中的观众成员对

主播的喜爱和认可促使主播成为了社群的意见领

袖和核心, 研究普遍认为主播促进了整个社群建立
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和发展, 对社群的发展方向起决定作用. William

等 [58] 对 Twitch平台的主播和观众进行访谈, 发现

直播间的社群氛围折射了主播的品质和态度, 即主

播成为了整个直播间的意见领袖. 而且直播间内的

核心成员发挥吸引其他参与者、促进互动以及缓和

聊天的重要作用以建立社群, 也即社群中的意见领

袖促进了整个社群建立和发展. 庄庆玲和周丽 [59]

以斗鱼游戏主播为例研究了弹幕式互动直播平台

主播和观众之间形成的社群, 发现在直播间的互动

中主播会成为意见领袖, 与追随者也就是观众基本

属于同一阶层, 拥有共同的兴趣但意见领袖对该领

域有更全面和深入的了解, 依靠平台进行有偿信息

交流. 

5.3    社群网络结构特征

研究复杂系统内的社群网络结构有助于理解

或预测系统的表现 [60], 少量研究对直播社群网络

的结构特征进行了描述, 通过社群网络的结构性质

反应直播社群的交互特点, 以解释直播平台中的社

群表现.

reciprocity < 0.15

Churchill和 Xu[55] 对 Twitch平台主播社群

的网络结构性质进行了研究. 发现主播直播的游戏

相同或相似, 那么他们拥有的粉丝相似度也很高,

体现了观众对直播类型的偏好性. 而且通过识别

Twitch平台中三大主流社区的成员, 发现社区规

模大小与直播难度相关, 成为该类主播的难度越大

则该类主播数量越少. Lykousas等 [57] 通过对直播

平台违规用户所形成的观看网络结构进行统计分

析, 对网络的平均度、密度和相互性进行分析发现,

违规用户网络的互惠性很差 (  ),

即违规用户社群网络中节点与节点之间在互惠互

利方面的表现并不好. 

6   讨论与展望

综上所述, 网络视频直播用户行为挖掘的国内

外相关研究目前已取得一定的进展. 从大量相关文

献发现, 直播平台负载、观众行为、主播行为和社

群网络是本领域的研究重点. 其中, 直播平台负载

水平的变化模式体现出了明显的日内效应和周内

效应, 大规模人类行为在直播平台中体现出明显的

重尾特征, 如观众观看次数与时长、打赏额和评论

量、主播直播次数和时长、吸引观众的能力等分布

均从不同程度上符合重尾分布. 说明直播平台内人

群分布的异质性很强, 可以据此对直播平台的经营

模式如用户 (观众、主播)激励模式、虚拟礼物打赏

机制等进一步优化. 网络直播平台中大规模人群交

互形成了多种用户社群网络, 识别用户社群和分析

社群网络的结构和属性对优化直播平台的发展和

应用有重要意义.

由于网络直播以及相关研究发展的时间尚且

较短, 对网络直播的研究广度和深度有待进一步探

索. 从研究主题发展轨迹和当前研究重点可以预

测, 挖掘直播平台中各种社群网络的形成和演化机

制、设计针对直播平台的内容推荐和检测算法等是

网络直播领域研究的未来发展趋势.
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SPECIAL TOPIC—Statistical physics and complex systems

Live streaming: Data mining and behavior analysis*
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Abstract

With the rapid development of mobile communication and Internet technologies, online live streaming has

gradually  become  popular  for  information  communication  and  entertainment  in  the  new  media  environment.

Live streaming has been widely used in teaching, reality show, E-sports games and events, brand marketing and

other  aspects.  With  the  active  participation  of  millions  of  streamers  and  hundreds  of  millions  of  viewers,

massive online crowd behavior  activity data are generated,  which offers  rich experimental  scenarios  for  large-

scale  crowd  behavior  dynamics  research,  live  streaming  channel  recommendation  and  online  community

evolution.  In  this  paper,  we  summarize  the  relevant  research  literature  of  live  streaming,  and  review  current

studies  from  a  comprehensive  list  of  aspects:  workload  pattern,  viewers  and  streamers  behavior,  community

network discovery and analysis, etc. We summarize the temporal and spatial patterns of live streaming platform

workload, heavy tailed effect of large-scale crowd behavior in live streaming platform, etc. We believe that the

future  work  on  live  streaming  can  be  directed  in  the  examination  of  formation  and  evolution  mechanism  of

various community networks formed by large-scale users, as well as the recommendation and detection of live

streaming content.

Keywords: live streaming platform, human behavior, community network, data mining
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