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基于含时调制的&’()*+,-.//0)1+模型的!"（$）群结构，求得它的2’)34’5’6)’/相位，并分析了该模型从绝
热开启直到关闭原子与场的相互作用的整个过程的相位变化7讨论了该模型在半经典近似条件下的情况7
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" 引 言

;*55(［"］在考察含时量子系统的绝热演化时，发
现系统经过一个周期便获得由参量空间决定的几何

相位（简称;*55(相位）7<4’5=)=>和<)’)?’)［$］取
消了绝热条件的限制，讨论一般周期量子系统中的

几何相位，即<<相位7上述两种相位都有不同程度
的限制条件7后来，@’/.*A和;4’)?’50［8］将2’),
34’5’6)’/［:］的经典光学的干涉理论移植到量子力
学中，便得到2’)34’5’6)’/相位7该相位是一种最
普遍的几何相位，它不囿于绝热和周期条件的限制7
还可应用于非么正、非厄米过程7李等［9］给出了该
相位的严格定义7
&’()*+,-.//0)1+模型（简称&-模型）［!］是量
子光学的一个基本模型7它描述了一个二维原子与
单模光场之间的相互作用7在偶极近似和旋波近似
下，它可被严格准确地求解7特别是，它蕴含了许多
非经典性质，如光场的压缩性［B］，光子数的亚泊松

分布［%］，以及原子布居的周期崩塌与回复［C］等效

应7后来，&-模型被推广到很多种类（参见文献
［"#］，及其相关文献）7上述绝大多数模型中，原子与
场的耦合系数是不含时的，但当讨论绝热开启或关

闭原子与场相互作用的弛豫过程时，其耦合系数是

含时的，针对这种情况，25’)6+等人［""］提出了含时
调制的&-模型7本文基于该模型的!"（$）群结
构［"$］讨论它的2’)34’5’6)’/相位，并定性地分析
了该模型从绝热开启直到关闭相互作用的整个过程

的几何相位变化7文献［"8］尽管求得含有D*55项的
多光子的&-模型的几何相位，但该模型的耦合系数
是不含时的7另外，该文仅在E=3F空间中的子空间
讨论了它的<<相位，但当单独考察开启或关闭相
互作用的过程时，它应是一个非循环的演化过程，故

有必要讨论它的2’)34’5’6)’/相位7
在展开讨论之前，我们先介绍2’)34’5’6)’/相

位的定义：

设!!（#）〉为@345G?0)1*5方程

0!!#$!（#）〉%&
H（#）$!（#）〉 （"）

的解（全文取"I"），它在#时刻相对于任意初始时
刻##的相位差为

#（#，##）%’51〈!（##）$!（#）〉， （$）
其中〈!（##）!!（#）〉"#，而动力学相位为

［$］

#’（#，##）%(#
#

##
〈!（#)）$&H（#)）$!（#)）〉?#)，

（8）
则2’)34’5’6)’/相位为

#*（#，##）%#（#，##）(#’（#，##）+ （:）
该相位是最普遍的量子几何相位+

$ 含时调制的&-模型的2’)34’5’6,
)’/相位

含时调制的&-模型的J’/0A6=)0’)量为［""］

&H（#）%$ ,H,H--（ ）"$ -$#!H.
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!"!#（$）［%"&’"!#$%（&&!$）!%"!’"#$%（&!$）］，
（’）

其中"和"!分别是场和原子的频率，!(")"!
为失谐量，"!为标准*+模型

［,］的耦合系数，#（$）为
场与原子耦合的含时调制系数，场的升降算符为

’"-和’"，%".和%"(为二维原子的赝自旋算符)现介

绍一组算符*"-，*")和*"!，它们被定义为
［/0］

*"!+,"&/
／0’"%"!，*"&+,"&/

／0’"!%"&，*"!+%"(，
（,）

其中,"(-"-*"!-
/
0
，而-"(’"-’"为粒子数算符)

显然，它们满足%.（0）群生成元的对易关系：

［*"!，*"&］+0*"!，［*"!，*"/］+/*"/，（1）
并有

［,"，*"!］+［,"，*"/］+［,"，0"］+!， （2）

故在下文中，,"被当作常算符)则345&6789&49量（’）
式被改写成

0"+0"!!0"1， （:）
其中

0"!+","， （/!）

0"1+!*"!!"!#（$）,"/
／0 *"!#$%（&!$）

!*"&#$%（&&!$） ) （//）

由（2）式可知［0"!，0"1］(!，故我们将在相互作
用绘景中进行讨论)345&6789&49量（//）式所对应的
演化算符为［/;］

."1（$）+2"（$）#$% &&#（$）*"! 2"（$!），

（/0）
其中

2"（$）+#$｛%&$（$）0［*"!#$%（&&%（$））

&*"&#$%（&%（$ ｝））］， （/<）

和

#（$）+!
$

$
［
!

!=8>$（$3）!0"!#（$3）,"/
／0>&9$（$3）

·=8>（!$3!%（$3））!0%
·
（$3）>&90$

（$3）］0 ?$3，

（/;）
式中参数$和%满足如下关系式：

（!&%
·
（$））>&9$（$）+0"!#（$）,"/

／0

·=8>$（$）=8>（!$!%（$））， （/’）

0"!#（$）,"/
／0>&9（%（$）!!$）!$

·
（$）+!)
（/,）

现选取初态为"&（$!）〉(
4
!
〉，即原子在初始时刻$!

处在激发态，而场处在@8=A态"4〉，即有,""&（$!）〉

(4"&（$!）〉，故以后用4代替,")并假定在初始刻

$!时，场与原子无相互作用，即"!#（$!）(!，由

（/’），（/,）和（/<）式，可得2"（$!）(/)由此可得

B=CDE?&9F#D方程的一个形式解：

5&1（$）〉+2"（$）#$% &&#（$）*"! 5&（$!）〉)
（/1）

再利用指数算符的分解理论［/’］，改写算符2"（$）
式为

2"（$）+#$% ’!*"! #$% 69’!*"! #$% ’&*"& ，

（/2）

其中’!( =8>
6（$）［ ］0

)0
，’-()7F

6（$）
0 #

)&%（$），

’)(7F
6（$）
0 #

&%（$）)由（:）和（,）式可得整个系统的

解：

5&（$）〉+ 4=8>6
（$）［ ］0

&/
4&（4!/）>&906

（$）［ ］0
·#$%&&#

（$）
0 !4"［ ］｛ ｝$ 4

!
〉

& 4（4!/# ）

4 >&9$
（$）
0 #$｛%&［&

#（$）
0

&%（$）!（4!/） ］｝7$
!
4!/
〉)（/:）

所以由（0）式可得"&（$）〉相对"&（$!）〉的相位差为

(（$，$!）+4DF〈&（$!）5&（$）〉+&/0［#（$）!04"$］，
（0!）

其中#（$）已由（/;）式给出)利用文献［/;］中（:）—
（/0）式及本文（/1）式，可求得动力学相位为

(G（$，$!）+&
/
0!
$

$!
［04"!!=8>$（$3）

!0"!#（$3）4/
／0>&9$（$3）

·=8>（!$!%（$3））］?$3， （0/）
则含时调制的*+模型的H49=C4D47945相位为

(I（$，$!）+&!
$

$!
%
·
（$3）>&90$

（$3）
0 ?$3)（00）
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在绝热情况下，即（!"），（!#）式中对时间求导的项可
忽略，可得

!（!）"#"!， （$%）

"&’(#（!）#$)%（!）&!
／$*+&#（!）")，（$"）

由此可得，绝热几何相位为

$,’（!，!)）""!
!

!)

!#*+&#（!(）
$ -!(，（$#）

其中

*+&#" "
"$)$$)%$（!）" &

* （$.）

由上式可知，含时调制的/0模型的几何相位与失谐
量"，耦合系数$)%（!）及初态有关*

% 讨论与结论

现在，讨论系统从绝热开启直到关闭原子与场

相互作用的整个过程的几何相位的变化*系统的调
制系数为［!!］

$)%（!）"
$)123［#%!#+%+,］)#!$,，
) !"!)
%
&

’ *
（$4）

当%取负值时，（$4）式描述了绝热开启过程，对应
到图!中的-.段曲线；当%取正值时，该式描述了

图! 含时调制的/0模型的耦合系数随时间变化的图像

绝热关闭后的弛豫过程，由图!中的/0曲线标示*
而./段描述稳定的相互作用阶段*本文在!5!)
时刻取$)%（!)）5)，且假定,较长，故图像略与文
献［!!］不同*由（$#）式可知，几何相位与%（!）的取
值成正比*在绝热开启过程中，几何相位在参量空间
（$)%（!）"&&’(#*+&"!，$)%（!）"&&’(#&’("!，

"*+&#）的演化曲线逐渐远离1轴（见图$中-(.(
的曲线）；当系统达到稳定时，即%（!）5!，由文献
［!%］可知，稳定过程是一个周期过程，不失一般性，
我们假设此过程仅为一个周期，它的几何相位的演

化曲线由图$中.(/(.(闭合曲线表示；在关闭相互
作用后的弛豫阶段，%()，几何相位对应的曲线逐
渐靠拢1轴，最后回到-(（见图$中.(-(曲线段）*

图$ 含时调制的/0模型的几何相位在参量空间中的演化

曲线

最后，值得指出的是：当把原子系统当成经典

源，即263)〈263〉，其中3571，（$$）式便是受力谐
振子的89(*:9;9<(9=相位［!.］；当把光场当成经典
的电磁场，（$$）式便是文献［!4］中的（!>）式*
本文利用含时调制的/0模型的24（$）群结

构，求得它的准确解和89(*:9;9<(9=相位，并讨论
了该系统从绝热开启直到关闭相互作用的整个过程

的相位变化*最后，指出了本文的结果是受力谐振子
及磁场中运动的二能级原子在纯量子理论中的表现

形式*
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［#］ B+LM9(NO’，O’(NLCI(P:9(N，Q’9(NL-+(NP:9(N，-8!’5=:>B8’

2B&B8’，)’（!>>4），$)D!（’(0:’(1&1）［李伯臧、张凌云、张向东，
物理学报，)’（!>>4），$)D!］@

［.］ R@S@/9C(1&，T@U@0I==’(N&，5678*ACCC，%*（!>.%），D>@
［4］ 8@?1C&<;1，?@H@PIV9’;C，5=:>*;?!!*，!&#（!>D$），%>)@
［D］ ,@K1=31，W@U9J<:1;，5=:>*9?@*，!)$（!>>)），!.#)@
［>］ /@W@RV1;JC，/@/@H9(*:1ML?+(-;9N+(，X@B@X9;+M:(C，5=:>*

9?@*;?!!*，))（!>D)），!%$%@
［!)］ B@U@H:+;1，8@O@Y(’N:<，D*E7<*FG!B8>，)(（!>>%），!!>#@
［!!］ H@A@8;9(<&，O@H@E9*+I3+G9，D*E7<*FG!B8>，"#（!>>$），>.!@
［!$］ H@EI，W@K9I*:，E@P:9(N，5=:>*9?@*，!%$（!>>#），$#D#@
［!%］ P@S9(N，5=:>*9?@*，%$（!>>#），%""D@
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［!"］ #$%$&’(，)$*$&(’+,，-$)$.$/0112345(3672+，)$8$%9:0，

!"#$%&’(%，!"#（!;;<），=<;!$
［!>］ 5$.:?@(2A(BC，)$-$DE231F，)%*+,%-./%01%，$%（!;G>），

">G$

［!<］ H$/:+?’6，I$J$K:L:M(B，)%!"#$%，!%&（!;;=），==!=$
［!N］ #024,’+,%9’:，J:4C’+,&(，2"34%!"#$%5’,,%，’(（!;;N），

GO!$

)*+,!-.*!/!)-!0,*!1+23/)*+4!5-+16.7008-9103:+;
<8)*)80+6:+,+-:+-)03:7;!)83-

-PQJRS84KHS
（6’+78,1’4,.9!"#$3/$，-3/":74;.817<=43(’8$3,#，2"’4>?: <!OO<<，2"347）
（T2B2(M2?!O)’+0’3FUOOO；32M(62?V’+06B3(L732B2(M2?UGW2E30’3FUOOO）
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