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利用将代数约束展开的方法，计算了真空哈密顿约束（!#约束）对微分同胚不变的扩展)*+,态（!!-）
%，

（!!-）
"，!-!.%的作用/结果表明，它们在!#约束下均具有非齐次性质/给出了态（!!-）

%非齐次性的消除方法/

%&’’：#!$#

& 引 言

广义相对论正则非微扰量子化使用的量子引力

态，必须具有微分同胚不变性，从而)*+,不变量成
了012,3)45量子引力的引力态的最佳候选者［&］"当
发现某些)*+,不变量是62337358936:,,方程的解
后，)*+,不变量在哈密顿约束（!#约束）下的齐次
性和非齐次性的研究，是目前研究的热点课题之

一［%］"在圈表象中)*+,不变量在!#约束下的齐次
性研究遇到了计算上和正规化方面的困难"在扩展
的圈表象中扩展的)*+,不变量的应用可以克服这
些困难［"］"目前找到的扩展的)*+,不变量在!#约
束作用下多为非齐次的，但具体结果尚计算得不

多［!］"本文组成了三个扩展的)*+,不变量引力态，
并且分别计算出了在!#约束下最终非齐次性结
果"这些结果对它们齐次性的研究提供了根据，并对
（!!-）%态给出了消除非齐次性的方法"

% !#约束及其对抽象波函数的作用

按012,3)45的作法，将时空流形 # 做“";&”
分解，其中"维空间记为"，"中的普通圈将构成个
圈群；而"中的扩展圈，即扩展的多重切场，将构成
了扩展的圈群［"］，前者是后者的一个子群"
在扩展圈表象中，扩展的多重切场是无限维的

多重矢量密度场［"］

$%（&，&#&，⋯，&#&⋯#’，⋯），
于是在扩展圈表象中，扩展圈波函数$（$）可以利
用联络态$（(）通过广义圈变换而得到

［<］

$（$）%"9($（(）)(（$）， （&）

式中)(（$）=>?5［!(（$）］>?5［(#］$# 是扩展
的6:71+*泛函，!(（$）是扩展的2+7+*+@A，(# 为

012,3)45联络构成"扩展的2+7+*+@A对多重切场分
量$#&⋯#’中的线性使得波函数具有相同的线性性
质，这就意味着$（$）可取一般形式，

$（$）%#
B

’%#
!#&⋯#’$

#&⋯#’ %!#$#， （%）

式中#=>#&⋯#’，是’>’（#）阶指标的集合"传播
子!# 完全描述了波函数的线性性质，它必须满足
一套C4*D371,4@恒等式"在上式中，我们引入了广
义的E:*1,3:*求和约定（本文中类似情形均采用这
一约定）"
在扩展圈表象中，为了更加方便地研究扩展圈

波函数，通常引入具有指标反序对称性质的结合量

*+,如下：

*#&⋯#’ %&%
［$#&⋯#’-（.&）’$#’⋯#&］，

*#&⋯#’ %（.&）’*#’⋯#&" （"）
这样（&）和（%）式可以分别写成如下形式：

$（*）%"9($（(）)(（*）， （!）

$（*）%#
B

’%#
!#&⋯#’*

#&⋯#’ %!#*#" （<）

!#约束在扩展圈表象中具有如下形式：

!#（&）%%/01
"
"(12&

"
"(03&

4/23（&）" （$）

将（$）式作用于（!）式可以得到在该表象中哈密顿约
束对扩展波函数的作用结果［<］
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· !"#$（%）
!
!&"#%

!
!&’$%

(&（)［ ］）
*!!（!$#（%）+)

（$%，#%））， （"）
式中“#”是扩展圈乘积；!$#（%）是群代数的一些元

素，且仅有两个不为零的分量!
"$
$#（%）和!

"$"!
$# （%），

表述如下：

!
"$
$#（%）*!

$$,
$# ",!（%$-%）， （%）

!
"$"!
$# （%）*#

$$$!
$#!（%$-%）!（%!-%）.（&）

取两点)，它具有下面的对称性质：

［)（$%，#%）］"$⋯"/!)（$%，#%）"$⋯"/0*"
/

’*’

·)（$%"$⋯"’#%"’1$⋯"/）(

*"
/

’*’

（-$）/-’)（$%"$⋯"’#%"/⋯"’1$）(，

（$’）
式中下角标“(”表示所有指标循环置换的平均，且对
于’)’和’)/所得到的结果"$⋯"’和"/*$⋯

"/均假定为指标的零集.将（+）式代入（"）式中，可
以得到下面的2’算符作用在扩展波函数上的具体
表示式：

$
!2’
（%）!（)）*"

,

/*’
$"$⋯"/［!

"$
$#（%）)

（$%，#%）"!⋯"/

1!
"$"!
$# （%）)

（$%，#%）"-⋯"/］.（$$）

从上式可以看出，2’约束对扩展波函数的作用关
键就在于曲率张量!$#（%）的一阶和二阶分量分别
对传播子的作用.而对于目前所知道的所有量子引
力波函数而言，传播子$" 完全由./0123456728理
论中的两点传播子3"$"!和三点传播子4"$"!"-所构
成，它们具有下面的表示式：

3"$"!0*%$$$!’&
’%$%!
， （$!）

4"$"!"-0*%
’$’!’-3"$’$3"!’!3"-’-， （$-）

其中

&’%$%!0*-
$
9(
（%$-%!）’
%$-%! -

*-"
’#

!#（%$-%!），

%’$’!’-0*%5$5!5-!（6$-6!）!（6$-6-）.
在上式中，’’)7’8’.这样一来，2’约束对扩展波

函数的作用核心就在于!
"$
$#（%）和!

"$"!
$# （%）分别对

两点传播子3"$"!和三点传播子4"$"!"-的作用.由

（&）式可以不难算出两阶分量!
"$"!
$# （%）对下面传播

子的作用：

!
"$"!
$# 3"$"-3"!"9*3"-［$%3#%］"9， （$9）

!
"$"!
$# 3"$"!3"-"9*’， （$+）

!
"$"!
$# 4"$"!"-*!4$%#%"-. （$:）

关于一阶分量!"$$#（%）对两点传播子3"$"!的作用，
由（%）和（$!）式，有

!
"$
$#（%）3"$"!*-%$#53

5%"$3"$"!*-%$#5!
5%
9"!

*-%$#5（!5$!!（%-%!）-&
5%
%!，’!
），

（$"）
式中!5%9"!是横向多重密度矢场空间的投影子.

关于一阶分量!
"$
$#（%）对三点传播子4"$"!"-的

作用，由（%），（$-）和（$"）式有

!
"$
$#（%）4"$("(:*-%$#5!

5%
9’’%
’’’;’<3("’;3(:’<

*-%$#5（%5%’"’<-&5%6’，5’%
’’’;’<）3("’;3(:’<

*-%$#5（%5%’"’<1&5%6’"’’%
’’’;’<）3("’;3(:’<

*-%$#5（%5%’;’<1&5%6’%
5’5;5<"’’

·［!（6’-6;）!（6’-6<）］3("’;3(:’<
*-%$#5（%5%’;’<1&5%6’［!（6’-6;）3

’;’<

-!（6’-6<）3’<’;）］3("’;3(:’<
*-%$#5［%5%’;’<1（&5%6;-&

5%
6<
）3’;’<］

·3("’;3(:’<
*-3("［$%3#%］(:1%$#5&

5%
6!,69［("3(:］,6.（$%）

上式中，沿着变量6的积分被假定，且空间指标("
)=">".

- 扩展的;27<不变量作为引力态

在=8/<0;>1正则量子引力理论中，把;27<不变
量作为量子态的理想候选者在寻找量子态的进程中

迈出了坚实的一步.近来，?>2@@6>2括号和A7208多
项式在量子引力中得到了广泛的研究，尤其是高斯

;72<不变量$B，A7208多项式的第二、三个系数?!，

?-与量子引力态之间的关系的研究不断深入
［!］.本

文试以这三个通常的;27<不变量为基础，并借助)
的微分同胚（C5@@)）不变量的乘积“#”，组成扩展的

C5@@)不变量［:］.
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我们知道，当将圈表象一般化到扩展的圈表象

时，!"#$不变量就过渡到扩展的!"#$不变量，通过
这种方式可以得到扩展的!%，!&，!’三个微分同胚
不变量：

!%（"）#$"("&"
"("&，

!&（"）#$"("’$"&")"
"("&"’")%&"("&"’"

"("&"’，

!’（"）#（&$"(")$"&"*$"’"+%$"("’$"&"*$")"+

%$"(")$"&"+$"’"*%$"("*$"&")$"’"+）"
"(⋯"+

%$（"("’&"&")"*）’"
"(⋯"*

%（&"("&#$
#$&$"’")(&"(")#$

#$&$"&"’）"
"(⋯"))

,-..% 不变量的“!”乘积可以使我们得到同通
常,-..%不变量乘积相一致的线性不变量表达式，
以高斯不变量!% 的自乘为例，具有如下的定义
形式：

（!!%）&*#$"("&$"’")"
"("&"’")

#$"("&$"’")（"
"("&"’")

%""("’"&")%""("’")"&

%""’"("&")%""’"(")"&%""’")"("&）

"&！（$"("&$"’")%$"("’$"&")

%$"(")$"&"’）"
"("&"’")) （(/）

这里我们应用了多重切场的代数约束""(⋯"+"+0(⋯",

"#
-+

"-+（"(⋯",）1""(⋯"+""+0(⋯",（求和表示保持

（"(，⋯，"+）和（"+0(，⋯，",）的顺序不变的所有"
变量的置换）)同理，可以分别得到（!!%）’，!%!!&
的具体表示式

（!!%）’#!%!（!!%）&#&$"("&（$"’")$"*"+

%$"’"*$")"+%$"’"+$")"*）"
"("&"’")"*"+

#’！［$"("&（$"’")$"*"+%$"’"+$")"*%$"’"*$")"+）

%$"("’（$"&"*$")"+%$"&"+$")"*%$"&")$"*"+）

%$"(")（$"&"’$"*"+%$"&"*$"’"+%$"&"+$"’"*）

%$"("*（$"&"’$")"+%$"&")$"’"+%$"&"+$"’")）

%$"("+（$"&"’$")"*%$"&")$"’"*

%$"&"*$"’")）］"
"(⋯"+) （&2）

这里我们将代数约束""("&"’")"*"+展开，从而将
（!!%）’可用仅有的(*个最基本的由两点传播子

$"("&构成的六阶传播子表示)

!%!!&#$"("&$"’"*$")"+"
"("&"’")"*"+

%$"("&&"’")"*"
"("&"’")"*

#［’$"(")$"&"*$"’"+%&（$"("’$"&"*$")"+
%$"(")$"&"+$"’"*%$"("*$"&")$"’"+）

%$"("&$"’"*$")"+%$"("+$"&")$"’"*
%$"("’（$"&"+$")"*%$"&")$"*"+）

%$"("*（$"&"’$")"+%$"&"+$"’")）］"
"(⋯"+

%［$（"("&&"’")"*）’%$（"("’&"&")"*）3］"
"(⋯"*)（&(）

从（&(）式可以看出，该扩展的!"#$不变量的六
阶部分是与（&2）式中的(2个相同)而五阶部分是由
仅有的(2个最基本的五阶（混合）传播子给出)
由于两个,-..% 不变量的“!”乘积仍然是

,-..%不变的，所以（!!%）&，（!!%）’，!%!!&均是

,-..%不变量，加上前面的!%，!&，!’，一共得到了六
个扩展的,-..%不变量，且这六个不变量是线性无
关的)按照456$7!89等［:］的做法，将这六个不变量
分别表示量子引力的六个!"#$态，则它们可张成个
六维（态）空间&，& 便是将要建立的;-<=79$空间
的生成子集［>］)该子集中的任何一个态矢均为,-..
%下的不变量，且目前所知的由?679"@A-B#"5的传
播子构成的任何不超过六阶扩展的!"#$态均包含
在此集中［/］)

) .2约束对扩展!"#$态的作用计算

在上面所建立的六维空间&中，只有.2约束对

!%，!&，!’三个不变量的作用已有作者计算过，结果
表明，其中只有!&满足齐次.2约束，其余两个则具
有非齐次性)本文的目的是求出.2约束对另外三个

,-..%不变量（!!%）&，（!!%）’和!%!!&的作用结
果)与文献［&］不同，本文下面仍用将代数约束展开的
方法，从而用.2约束对最基本的!"#$不变量片断的
作用，计算出这三个扩展的!"#$不变量被.2约束的
作用)这种方法便于做进一步研究)
首先计算对,-..%不变量（!!%）&的作用，由

（((）和（(/）式可知

(
&.2
（/）（!!%）&#&（$"("&$"’")%$"("’$"&")

%$"(")$"&"’）［!
"(
01（/）"

（0/，1/）"&"’")

%!
"("&
01（/）"

（0/，1/）"’")］)
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由（!"）式和多重切场的微分性质以及分部积分性
质，有

!
!!
!"（#）（$!!!#$!$!%%$!!!$$!#!%
%$!!!%$!#!$）&

（!#，"#）!#!$!%

’("!")（!*)#!#$!$!%%!*
)#
!$
$!#!%

%!*)#!%$!#!$
）&（!#，"#）!#!$!%

’("!")［$!$!%&
（!#，"#）)#!$!%%$!#!%&

（!#，"#）!#)#!%

%$!#!$&
（!#，"#）!#!$)#］

%$!$!%#
)#
##"!#&

（!#，"#）!#!$!%

%$!#!%#
)#
#$"!$&

（!#，"#）!#!$!%

%$!#!$#
)#
#%"!%&

（!#，"#）!#!$!%

’(#"!")$!!!#&
（!#，"#）)#!!!#

("!")$!!!#&
（!#，"#）!!)#!#+

由（!%）和（!&）式，可知

!
!!!#
!" （#）（$!!!#$!$!%%$!!!$$!#!%
%$!!!%$!#!$）&

（!#，"#）!#!$!%’’，

故

!
%,’
（#）（!$(）#’(#"!")$!!!#&

（!#，"#）)#!!!#

("!")$!!!#&
（!#，"#）!!)#!#+ （##）

进一步考虑两点&的性质（!’）式以及$!!!#，"!")的
对称性质，有

"!")$!!!#&
（!#，"#）!!)#!#’’，

"!")$!!!#&
（!#，"#）)#!!!#’"!")$!!!#［$&

（!#)#"#!#!!）)

(&（!#)#!!"#!#）)］，
于是（##）式可变为

!
%,’
（#）（!$(）#’(#"!")$!!!#［$&

（!#)#"#!#!!）)

(&（!#)#!!"#!#）)］+ （#$）
由此可见，*+,,%不变量（!$(）#在,’约束下有非
齐次性，上式给出的是具体结果+
由于不变量（!$(）$，$(!-#比较复杂，下面进

行分阶计算+首先计算一阶分量对传播子的作用+
由（!"）式和多重切场的微分性质以及分部积分

性质，有

!
!!
!"（#）$!!!#$!$!%$!&!-&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")&*)#!#$!$!%$!&!-&
（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")$!$!%$!&!-&
（!#，"#）)#!$!%!&!-

("!")$!$!%$!&!-#
)#
##

·［!（##(#）(!（##(#$）］&
（!#，"#）!$!%!&!-

’("!")$!!!#$!$!%&
（!#，"#）)#!!!#!$!%

."!")$!!!#$!$!%#
)#
#!&
（!#，"#）!!!#!$!%+ （#%）

由两点& 的对称性质（!’）式及$!!!#的完全对称
性，有

!
!!
!"（#）$!!!-$!#!$$!%!&&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’(!
!!
!"（#）$!!!-$!#!$$!%!&&

（"#，!#）!-!&!%!$!#

’!
!!
!"（#）$!!!#$!$!%$!&!-+ （#&）

同理，可以得到

!
!!
!"（#）$!!!%$!#!&$!$!-&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")$!!!$$!#!%&
（!#，"#）!!!#)#!$!%

(#"!")#)###$!!!$$!#!%&
（!#，"#）!!!#!$!%，（#-）

!
!!
!"（#）$!!!%$!#!$$!&!-&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")$!!!#$!$!%&
（!#，"#）!!!#)#!$!%

(#"!")#)###$!!!#$!$!%&
（!#，"#）!!!#!$!%，（#"）

!
!!
!"（#）$!!!%$!#!-$!$!&&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")$!!!%$!#!$&
（!#，"#）!!!#)#!$!%

(#"!")#)###$!!!%$!#!$&
（!#，"#）!!!#!$!%，（#/）

!
!!
!"（#）$!!!#$!$!-$!%!&&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’!
!!
!"（#）$!!!-$!#!&$!$!%&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")$!!!%$!#!$&
（!#，"#）)#!!!#!$!%

%"!")#)##!$!!!%$!#!$&
（!#，"#）!!!#!$!%， （#0）

!
!!
!"（#）$!!!$$!#!&$!%!-&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’!
!!
!"（#）$!!!&$!#!%$!$!-&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’("!")$!!!$$!#!%&
（!#，"#）!!)#!#!$!%

("!")（#)##!(#
)#
##
）$!!!$$!#!%&

（!#，"#）!!!#!$!%，

（$’）

!
!!
!"（#）$!!!#$!$!&$!%!-&

（!#，"#）!#!$!%!&!-

’!
!!
!"（#）$!!!-$!#!%$!$!&&

（!#，"#）!#!$!%!&!-
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!"!#$%&"!""&"#"$’
（#(，$(）%("!"#"""$

)!#$%#%((!&"!""&"#"$’
（#(，$(）"!"#"""$，（"!）

!
"!
#$（(）&"!""&"#"%&"$"&’

（#(，$(）"#"""$"&"%

!!
"!
#$（(）&"!"&&"#"%&"""$’

（#(，$(）"#"""$"&"%

!"!#$%&"!"$&"#""’
（#(，$(）"!%("#"""$

"!#$%（#%((!"#
%(
(#
）&"!"$&"#""’

（#(，$(）"!"#"""$，

（"#）

!
"!
#$（(）&"!""&"#"$&"&"%’

（#(，$(）"#"""$"&"%

!!
"!
#$（(）&"!"&&"#""&"$"%’

（#(，$(）"#"""$"&"%

!"!#$%&"!"#&"""$’
（#(，$(）"!%("#"""$

"!#$%&"!"#&"""$（#
%(
(!"#

%(
(#
）

’（#(，$(）"!"#"""$* （""）
同理，考虑到+"!"#""的完全反对称性，有

!
"!
#$（(）&"!"#+"""$"&’

（#(，$(）"#"""$"&

"!
"!
#$（(）&"!"&+"#"""$’

（#(，$(）"#"""$"&

!"!#$%+"!"#""’
（#(，$(）%("!"#""

)!#$%#%((!+"!"#""’
（#(，$(）"!"#""， （"$）

!
"!
#$（(）&"!""+"#"$"&’

（#(，$(）"#"""$"&

!!
"!
#$（(）&"!"$+"#"""&’

（#(，$(）"#"""$"&

!"!#$%+"!"#""’
（#(，$(）"!%("#""

"!#$%#%((!+"!"#""’
（#(，$(）"!"#""* （"&）

由（!’）式多重切场微分性质以及分部积分性质，有

!
"!
#$（(）&"#"$+"!"""&’

（#(，$(）"#"""$"&

!&"#"$（"&""［#(&$(］"&
)!#$%#%(,!-.,［""&"&］.,

）’（#(，$(）"#"""$"&

!&"#"$｛"&""［#(&$(］"&)!#$%#
%(
,

·［（!.,"""#
.,
("，#"
）&"&.,

"（!.,"&"#
.,
(&，#&
）&"".,｝’

（#(，$(）"#"""$"&

!（"&"!""&"#［#(&$(］"$)!#$%（#
%(
(#

"#%(($）&"!""&"#"$）’
（#(，$(）"!"#"""$

)!#$%#%(,［&"!"#&"".,（#
.,
(!

"#.,(#）"&"!""&"#.,（#
.,
("

"#.,(）］’
（#(，$(）"!"#""* （"%）

同理

!
"!
#$（(）&"#"&+"!"""$’

（#(，$(）"#"""$"&

!&"!"$（"&"#［#(&$(］"")!#$%（#
%(
(#

"#%(("）&"#""）’
（#(，$(）"!"#"""$

)#!#$%#%(,#%(("&"!""&"#.,’
（#(，$(）"!"#""，（"(）

!"!#$（(）&"""$+"!"#"&’
（#(，$(）"#"""$"&

!&"#""［"&"!［#(&$(］"$)!#$%&"!"$（#
%(
(!

"#%(($）］’
（#(，$(）"!"#"""$

)#!#$%#%(,（#.,( "#.,("）&"#""&"!.,’
（#(，$(）"!"#""，

（"’）

!
"!
#$（(）&"#""+"!"$"&’

（#(，$(）"#"""$"&

!!
"!
#$（(）&"$"&+"!"#""’

（#(，$(）"#"""$"&

!&"!"#（"&""［#(&$(］"$)!#$%（#
%(
("

"#%(($）&"""$’
（#(，$(）"!"#"""$

)!#$%#%(,（#.,(#"#
.,
(）&"!"#&"".,’

（#(，$(）"!"#""，

（")）

!
"!
#$（(）&"""&+"!"#"$’

（#(，$(）"#"""$"&

!!
"!
#$（(）&"#"$+"!"""&’

（#(，$(）"#"""$"&*（$*）

在上面两式中，又利用了两点’，&"!"#，+"!"#""的对
称性质*

关于二阶分量!
"!"#
#$ （(）对传播子的作用，由

（!$），（!&）和（!%）直接可以得到

!
"!"#
#$ （(）&"!"$&"#"&&"""%’

（#(，$(）"""$"&"%

!"!
"!"#
#$ （(）&"!"&&"#"$&"""%’

（#(，$(）"""$"&"%

!&"#［#(&$(］""&"!"$’
（#(，$(）"!"#"""$， （$!）

!
"!"#
#$ （(）&"!"%&"#""&"$"&’

（#(，$(）"""$"&"%

!"!
"!"#
#$ （(）&"!""&"#"%&"$"&’

（#(，$(）"""$"&"%

!"&"#""&"$［#(&$(］"!’
（#(，$(）"!"#"""$， （$#）

!
"!"#
#$ （(）&"!"%&"#"&&"""$’

（#(，$(）"""$"&"%

!!
"!"#
#$ （(）&"!"$&"#""&"&"%’

（#(，$(）"""$"&"%

!"!
"!"#
#$ （(）&"!""&"#"$&"&"%’

（#(，$(）"""$"&"%
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!"!
!!!"
#$ %!!!#%!"!$%!%!&&

（#’，$’）!%!&!#!$

!%!!!"%!&［#’%$’］!%&
（#’，$’）!!!"!%!&， （&%）

!
!!!"
#$ （’）%!!!%%!"!#%!&!$&

（#’，$’）!%!&!#!$

!!
!!!"
#$ （’）%!!!&%!"!$%!%!#&

（#’，$’）!%!&!#!$

!"!
!!!"
#$ （’）%!!!$%!"!&%!%!#&

（#’，$’）!%!&!#!$

!"!
!!!"
#$ （’）%!!!#%!"!%%!&!$&

（#’，$’）!%!&!#!$

!%!!!%%!"［#’%$’］!&&
（#’，$’）!!!"!%!&， （&&）

!
!!!"
#$ （’）%!!!%(!"!&!#&

（#’，$’）!%!&!#

!"!
!!!"
#$ %!!!#(!"!%!&&

（#’，$’）!%!&!#

!!
!!!"
#$ %!"!#(!!!%!&&

（#’，$’）!%!&!#

!"!
!!!"
#$ %!"!%(!!!&!#&

（#’，$’）!%!&!#

!%!!［#’($’］!"!%&
（#’，$’）!!!"!%， （&#）

!
!!!"
#$ （’）%!%!#(!!!"!&&

（#’，$’）!%!&!#

!"%!!!%(#’$’!"&
（#’，$’）!!!"!%， （&$）

!
!!!"
#$ （’）%!&!#(!!!"!%&

（#’，$’）!%!&!#

!!
!!!"
#$ （’）%!%!&(!!!"!#&

（#’，$’）!%!&!#

!"%!"!%(#’$’!!&
（#’，$’）!!!"!%) （&’）

两阶传播子!
!!!"
#$ （’）对（"(）和（"!）中其他各项传

播子的作用为零，略)
综合（"&）—（%%），（&!）—（&&）式的计算结果，有
!
!"*(
（’）（!")）%

!"##$+%!!!"%!%!&［"&
（#’，$’）+’!!!"!%!&

,&（#’，$’）!!!"+’!%!&,"&（#’，$’）!!+’!"!%!&］

"##$+%!!!%%!"!&［&
（#’，$’）!!!"+’!%!&

,"&（#’，$’）!!+’!"!%!&,"&（#’，$’）+’!!!"!%!&］

"##$+%!!!&%!"!%［&
（#’，$’）!!!"+’!%!&

,"&（#’，$’）+’!!!"!%!&,"&（#’，$’）!!+’!"!%!&］)
（&*）

综合（"$），（"*），（%(）—（&’）式，有
!
&*(
（’）（")!-"）

!"##$+(!!!"!%［&
（#’，$’）+’!!!"!%

,&（#’，$’）!!+’!"!%］"##$+%!!!%%!"!&

·［%
"&
（#’，$’）!!!"+’!%!&,"&（#’，$’）!!+’!"!%!&

,&（#’，$’）+’!!!"!%!&］"##$+%!!!&%!"!%
·［&（#’，$’）!!!"+’!%!&,&（#’，$’）!!+’!"!%!&］

"##$+%!!!"%!%!&&
（#’，$’）!!+’!"!%!&) （&+）

（&+）式可写成与文献［"］中一致的形式，但计算方法
不同)
从（&*），（&+）两式经进一步分析知，,-..$不变

量")!-"与（!")）%在*(约束下均具有非齐次
性质)目前，/012态在*(约束下的非齐次性计算结
果获得的尚不多)这些非齐次性具体结果的获得，为
*(约束对扩展的/012态的齐次作用提供了研究的
依据)由此可见，六个微分同胚不变量")，-"，-%，
（!")）"，（!")）%，")!-"中只有-"不变量满足
齐次性哈密顿约束)

# *(约束对扩展的/012态非齐次作
用的消除

我们知道扩展圈表象本质上也可被看作是另一

种依靠扩展圈来发展计算的方法，有些在圈表象中

很难解决或不能解决的问题，可以借助扩展圈表象

来解决，但最终结果还应回到圈表象中去)
下面就以,-..$不变量（!")）"为例，给出哈

密顿约束对它的作用的非齐次结果在回到圈表象中

之后的消除)
为了简便起见，我们把讨论限制在一个特殊情

况下，设% 是一个在点’ 三重自交的圈，即%3
%!%"%%，这里%!，%"和%%为三叶形圈%的三个瓣，
并且假定圈的基点(位于%!，于是具有在’聚焦的
三个空间的多重切场可以按照下面的形式进行分

解：

.!!⋯!/#’!/,!⋯!0$’!0,!⋯!1+’!1,!⋯!2（%）

!.!!⋯!/（%!’3）4
#’
!.!/,!

⋯!0（%"）4$’"
·.!0,!⋯!1（%%）4+’%.!1,!

⋯!2（%!3’），
其中4#’5 是当圈5 次通过点’时的切矢量，%67指
圈从7到6这一部分，使用这一结论，我们不难得到

##$+"
2

1!(
&（#’，$’）!!⋯!1+’!1,!⋯!2

!""##$+4#’!4$’"4+’%［&!!
⋯!2（%!%"#%%）

,&!!⋯!2（%!#%"%%）,&!!
⋯!2

·（#%!%"%%）］) （#(）
利用本文计算出的具体结果，由（""）式，可知

!
&*(
（’）（!")）

"!""##$+%!!!"&
（#’，$’）+’!!!"
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!!"#$%"!""&
（"’，#’）"!$’""

(!!"#$%"!""［&
（"’，#’）$’"!""

)&（"’，#’）"!$’"")&（"’，#’）"!""$’］

(!!"#$%"!""!
"

*(#
&（"’，#’）"!⋯"*$’"*)!⋯""+

（$!）
结合（$#）和（$!）式，有

!
%,#
（’）（"#&）"

("!"#$%"!""-
"’
!-#’"-$’’［&"!""（$!$"#$’）

)&"!""（$!#$"$’）)&"!""（#$!$"$’）］

("!"#$-"’!-#’"-$’’［#&（$!$"
#$’）

)#&（$!
#$"$’）)#&（

#$!$"$’）］+（$"）

（$"）式就是在圈表象中,#约束对微分同胚不变量
（"#&）"的作用结果+
若规定拓扑条件

#&（$!$"
#$’）)#&（$!

#$"$’）)#&（
#$!$"$’）(#，

则扩展的()*+态（"#&）
"在,#约束下的非齐次性

质将被消除，即有

,#（’）（"#&）
"
$(#+

除拓扑手段而外，尚可采用几何手段以及新的态的

抵消等方法来研究,#约束的非齐次性+

［!］ ,-.-/012，3)*+40)5670)+78&90:;+<（.=091)5*)>9144，?@A
B*95，!CC%）-

［"］ ,-&9;1D*，./01+&23+，!"#（!CCE）：ECEE-
［’］ .-F-/09+*=*，G-&08H;);，,-&9;1D*，./01+&23+，!"$（!CC$），

$#"-
［%］ .-F-&09+*=*，G-&08H;);，,-&9;1D*，4+5"6/+./01+，#%
（!CC$），E$!#-

［$］ .-F-/09+*=*，G-&08H;);，,-&9;1D*，,->7==;)，./01+&237266+，

&’（!CC%），’E’I-

［E］ ,-&9;1D*，89$:+./01+，()&#（!CCE），"C!-
［J］ K-K4L+1(09，M1N+7914*)：O*;)A>19+7H0+;:1.0)*);N0=&90:;+<-

M1N+791O*+14>91P0915;).*==0H*90+;*)Q;+LG-R-S0+1（T*9=5
RN;1)+;B;N，R;)D0PP19，!CC!）-

［I］ .-G*:1==;，M-R8*=;)，89$:+./01+，(#$$（!CC#），I#-
［C］ /-/97D80))，,->7==;)，89$:+./01+，(#*+（!CC’），’#C-

,-.,/.-0123245-,//67-61.0231-3,23809-130
2307::;0:3!:!<32080-0:8

RUK?.UKO&A&VW >KO&VWA,VO RUK?MWKO& .UXOYU?O&A6WV ZWK?,VOAUVK
（;<16=6962>?-/2>@26=$":./01=$1，,9#2=A<=32@1=60，B9/"< %’##E"，C/=<"）
（G1N1;:15!#KP9;=!CCC；91:;41580)74N9;P+91N1;:15J,7=<!CCC）
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