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研究了具有单面约束的 ’()*+,--系统在小扰动作用下对称性的摄动与不变量之间的关系 .首先，建立了系统的
运动微分方程，给出了系统的精确不变量；其次，基于力学系统的高阶绝热不变量的概念，得到了系统的绝热不变

量存在的条件及其形式；最后，举例说明结果的应用 .
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" 1 引 言

经典的绝热不变量（23(2425(6 (782)(275）是指在系
统的某参量缓慢变化时，相对该参量的变化而改变

更慢的某一物理量［"］.绝热不变量又称缓渐不变量
或浸渐不变量［!］.实际上，参量缓慢变化等同于小扰
动的作用 .系统在小扰动作用下对称性的改变及其
不变量与力学系统的可积性之间有着密切关系，因

此研究系统的对称性摄动与绝热不变量具有重要意

义 .最近，赵跃宇、梅凤翔［"，%］研究给出了非完整非
保守力学系统的精确不变量与绝热不变量；陈向炜、

梅凤翔给出了 ’()*+,--系统［9］、变质量完整系统［#］、
包含伺服约束的非完整系统［&］的对称性摄动与绝热

不变量 .但是，所有这些研究尚限于双面约束系统 .
实际上，在自然界及工程技术问题中相当多的

约束是属于单面的，而不是双面的 . "/:: 年，梅凤
翔［0］专题研究了单面约束系统动力学 . "//% 年，

!"#$%&’%和(")$’%出版了国际上第一部单面约束
系统动力学的专著［:］.近年来，在单面约束系统的基
本理论研究方面已取得了一些重要成果［/—"9］.
本文进一步研究单面约束 ’()*+,--系统对称性

的摄动与绝热不变量 .首先，建立了系统的运动微分
方程，导出了系统的精确不变量；其次，基于力学系

统的高阶绝热不变量的概念，给出了系统的绝热不

变量存在的条件及形式，从而揭示了系统在小扰动

作用下对称性的摄动与不变量之间的关系；最后，举

例说明结果的应用 .

! 1 系统的运动微分方程

研究受有单面约束的 ’()*+,--系统 .假设系统的
’()*+,--变量 !!（! ; "，⋯，!"）不是彼此独立的，而
受有单面约束

#"（ $，!）" $ （" ; "，⋯，%）. （"）
式中若不等号严格成立，就说约束放松，或说系统脱

离约束；当约束（"）式取等号，就说约束起作用，或处
于张紧，换言之，系统处于约束上 .
当系统处于约束上时，对应的广义约束反力为
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*!!
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于是，系统的运动微分方程可写成
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式中
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为 &’()*+,, 协变张量；$% 为约束乘子，根据文献
［#-］，可在运动微分方程积分之前解出$% 作为 $，"
的函数，于是，广义约束反力 %" ! %"（ $，"）.

/ 0 无限小变换和精确不变量

取时间和广义坐标的无限小变换

$! ! $ 1"$，

""
!

! "" 1""" （" ! #，⋯，$#） （-）
或其展开式
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"
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式中&为无限小参数，’2，(
2
"
为无限小生成元 .取无

限小生成元向量
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其一次扩张
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定理 ! 对于无限小生成元’2，(
2
"
，如果存在规

范函数 ’2 ! ’2（ $，"）满足结构方程
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则系统存在如下精确不变量：
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证明 由于
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若系统处于约束上，则由方程（/）及结构方程（6），并
考虑到（#/）式，有
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若系统脱离约束，则$% ! 2，由结构方程（#2），并考虑到（#/）式，有
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故系统存在精确不变量（##）式 .证毕 .

% 0 对称性的摄动与绝热不变量

定义 !［#］ 若 +,（ $，"，&）是力学系统的一个含
有小参量&的最高次幂为 , 的物理量，其对时间 $
的一阶导数正比于&, 1 #，则称 +, 为力学系统的 , 阶
绝热不变量 .

假设单面约束 &’()*+,, 系统（/）式受到小扰动

&-" 的作用，则系统的运动微分方程变为

!"#"
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（#-）
在小扰动&-" 的作用下，系统原有的对称性与不变
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量相应地会发生改变 !假设扰动后的时间与空间对
应的无限小生成元!，"# 是在系统无扰动的对称性
变换生成元基础上发生的小摄动，有
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相应的规范函数 ! 同时也发生了小摄动，即
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无限小生成元向量及其一次扩张为
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将（%’）式代入（%+）式，有
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定理 ! 对于受到小扰动$&# 作用的单面约束

,-./0122系统，如果存在规范函数 !%（ #，$），使无限
小变换的生成元!%（ #，$），"

%
#
（ #，$）满足结构方程

（’#$
·# * (）!·% $ "（%）%（’#$

·# * (）

* )#（"
%
# * $·#!%）$ &#（"

%*%
# * $·#!%*%）

$ *!% " # 当 +% " #； （&&）

（’#$
·# * (）!·% $ "（%）%（’#$

·# * (）

$ &#（"
%*%
# * $·#!%*%）$ *!% " # 当 +% 3 #，

（&4）
式中 % " #时，约定"

* %
# "!* % " #，则

,- " !
-

% " #
$% ’#"

%
# * (!% $ ![ ]% （&5）

是该系统的一个 - 阶绝热不变量 !
证明
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若系统处于约束上，则由结构方程（&&）和方程（%5），

并考虑到关系（%4）式，有

6,-
6# "!

-

% "#
${ [% )# $!(

!$#
$!

’#
!# * !

’&
!$#

*!
’#
!$( )& $· ]&

7（"
%
# * $·#!%）* &#（"

%*%
# * $·#!%*% }）

"!
-

% "#
$% $&#（"

%
# * $·#!%）* &#（"

%*%
# * $·#!%*%[ ]）

"$-$%&#（"
-
# * $·#!-）；

若系统脱离约束，则由结构方程（&4）和方程（%8），并
考虑到关系（%4）式，有
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因此，,- 为单面约束 ,-./0122系统的一个 - 阶绝热不
变量 !证毕 !

8 9 算 例

例 5阶 ,-./0122系统的 ,-./0122函数为

( " %
& （$4）& $（$5）[ ]& $ .$&， （&8）

而 ,-./0122函数组为
’% " $4，’& " $5，’4 " #，’5 " #， （&’）

系统的运动受有单面约束

+ " $% * $& " #， （&(）
试研究系统对称性的摄动与绝热不变量 !
系统的运动微分方程可表为

$·% " $4，$·& " $5，$·4 " *’，$·5 " * . $’，

’" #，+ " #，’+ " #!
（&)）

若系统处于约束上，即

+ " $% * $& " #， （&+）
则由方程（&)）和（&+），得到
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于是
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若系统脱离约束，即

! ! "" # "$ % &， （’$）
则方程（$(）给出

"·" ! "’，"·$ ! ")，"·’ ! &，"·) ! # # * （’’）
系统的结构方程（+）和（"&）给出
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由定理 "，系统有如下精确不变量
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下面研究系统的绝热不变量 *假设系统受到的

小扰动为
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方程（’+）和（)&）有解
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由定理 $，系统有一阶绝热不变量为
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进一步可求得系统的更高阶绝热不变量 *
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