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提出了一种施加多个凹槽滤波器反馈控制混沌系统的方法，使混沌运动转化为规则的运动 )多凹槽滤波器控
制是一种具有固定参数的线性反馈控制方法，它不影响原系统的参数，截断了系统从倍周期分叉通向混沌的道路 )
同时，用 *+,-./01方法进行理论分析，给出了合适的反馈控制器的参数 )将多凹槽滤波器应用于典型的混沌系统，
其仿真结果表明了该控制方法的有效性与可行性 )
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! 5 引 言

混沌是非线性系统特有的一种运动形式，它揭

示了自然界及人类社会中普遍存在的复杂性，如有

序与无序的统一，确定性与随机性的统一，这加深了

人们对客观世界的认识 )但是由于混沌运动具有初
值敏感性和长时间发展趋势的不可预见性，混沌控

制就成为混沌应用的关键环节 )自 !66%年，788，9:+;
<0=.和 >0:/［!］提出控制混沌的方法以来，非线性动
力学系统中混沌行为的控制问题已引起了广泛的重

视 )目前国内外已经提出了许多不同的混沌控制方
法［"—!"］，适用于各种情形下的混沌控制，从非线性系

统的类型来讲，有些方法适用于离散非线性系统，有

些方法适用于连续非线性系统 )从控制原理上可分
为反馈控制法和无反馈控制法 )前者不改变系统的
响应区域，而是通过某种反馈使混沌吸引子中的某

些原不稳定的周期轨道稳定；而无反馈方法，使系统

的运动有较大改变，从而脱离混沌响应区域 )文献
［!!］提出了一种通过增加一个线性凹槽滤波器来反
馈控制软弹簧 ?@AA.-=振子的方法，引导系统从混沌
运动转化为期望的周期运动，并且使用谐波平衡法

粗糙地给出了凹槽滤波器参数的选择范围，因此无

法更广泛地应用于其他典型的混沌系统 )这里，对该
控制方法进行改进，考虑使用两个凹槽滤波器串联

和并联的情形来反馈控制混沌系统，使得系统更快

速地稳定到周期运动或平衡态 ) 通过对 ?@AA.-=;
B0,C+D振子、E0:+-F系统和陈氏混沌系统等动力系
统的仿真，将所得到的仿真图与文献［!"］中的仿真
结果进行比较，证实了该方法的有效性，而且简单和

实用 )

" 5 控制原理与仿真

$%&% 控制系统的设计

考虑定义在 ! 维 G@H,.I空间 "! 中的区域 # 上
的自治系统

$·J %（$） $ " #， （!）
式中 % 为非线性光滑向量函数 )非自治系统，通过适
当的变换，可以转化为自治系统 )
本文的控制方法是：将多凹槽滤波器的输出负

反馈加在引起自治系统出现混沌的一个关键的非线

性函数 $·& J %&（ $）中，从而达到控制混沌的目的 )多

凹槽滤波器是一种线性装置，能够对输入信号滤出

特殊频率 )当非线性系统处于周期运动时，若系统参
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数发生变化，系统往往会出现倍周期分叉，则系统输

出有次谐波的出现，对系统施加凹槽滤波器来抑制

次谐的产生，使得滤波器滤出的信号与混沌运动中

的一些周期轨道产生共振 !利用两个凹槽滤波器串
联和并联来分别反馈控制混沌系统，控制方框图如

图 "所示 ! !（ "）为系统的输出，#（ "）为凹槽滤波器
的输出 !

图 " 凹槽滤波器串联和并联方框图

图 "中，$" #
%"（ &$ %!$

’"）
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凹槽滤波器串联时的状态空间的描述为

)& " % $""!’" )·" %!$
’" )" # !（ "），

#"（ "）# ’ %"""!’" )·" % %" !（ "）；

)& $ % $"$!$’)·$ %!$
’$ )$ # #"（ "），

#（ "）# ’ %$"$!’$ )·$ % %$ #"（ "）! （$）
凹槽滤波器并联时的状态空间的描述为

)& " % $""!’" )·" %!$
’" )" # !（ "），

#"（ "）# ’ %"""!’" )·" % %" !（ "）；

)& $ % $"$!$’)·$ %!$
’$ )$ # !（ "），

#$（ "）# ’ %$"$!’$ )·$ % %$ !（ "）! （(）

式中!’ 为凹槽频率，"为阻尼系数，% 为滤波增益 !
两个凹槽滤波器串联和并联的幅频和相频波特图如

图 $所示 !显然，相频图中的相位变化不一样，幅频
图中出现两个凹槽，正是这种具有相位变化和频率

滤波的特性，将混沌系统滤成规则运动 !对于两个凹
槽滤波器并联的波特图与两个凹槽滤波器增益的大

小关系相当大，增益不同，波特图中幅值和相位的

大小也会不一样，图 $（)）中，%" * %$ !

图 $ 两个凹槽滤波器串联和并联的波特图

!"!" 实例仿真

下面用一个凹槽滤波器和两个凹槽滤波器串

联、并联分别对 +,--./01234567 振子、8396/: 系统和
陈氏混沌系统进行反馈控制仿真，并且比较其仿真

结果 !取"" # ; !;"，"$ # ; !;;<，!’" # "，!’$ # $ !
"= +,--./01234567 振子 +,--./01234567 振子

为受迫非线性振子的一种特殊情况，在外加多凹槽

滤波器控制时，状态方程表示为

(·# !，

!·# ’#$! % ( ’ (( %#%>37!" ’ #（ "），
（?）

当 #（ "）# ;，## ;!"，$# $!<，%# ?，! # "时，系统出
现混沌 !反馈控制时，系统输出为 (，随着增益的变
化，得到不同的仿真结果，如图 (所示 !当一个凹槽
滤波器反馈控制时，图 (（)），% # ;! $@；图 (（>），% #
;!@A；图 (（B），% 需要很大，而且不稳定 !当两个凹槽
滤波器串联反馈控制时，图 (（)），%" # ;=<，%$ #
;=<C；图 (（>），%" # ; ! A<，%$ # ; ! A@；图 (（B），增益需
要很大，而且此时周期轨道很不稳定 !当两个凹槽滤
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波器并联反馈控制时，图 !（"），!# $ % & #，!’ $ % & #(；
图 !（)），!# $ % &((，!’ $ % & (*；图 !（+），!# $ % & *(，!’

$ % &*,，此时周期轨道很稳定 &可见，施加凹槽滤波
器反馈控制时，都能将 -.//0123456789振子控制到周
期轨道上，但是，当两个凹槽滤波器并联控制时，所

需的增益最小，控制效果最好 &

图 ! -.//0123456789的混沌轨迹与系统的仿真图

’: ;5<81=系统 ;5<81=系统是数值试验中最
早发现的呈现混沌运动的耗散系统，其状态方程为

"·$!（# > "），

#·$"" > "$ > #，

$·$ > %$ ? "#，

（*）

当!$ #%，"$ ’@，% $ @A!时，系统出现混沌 &凹槽滤
波器反馈控制时，> &（ ’）加在系统（*）式的第三式
等号右端，输出为 $，仿真图如图 ( 所示 &当一个凹
槽滤波器反馈控制时，图 (（"），! $ ’；图 (（)），! $
’:’(；图 (（+），! $ ’:*’ &当两个凹槽滤波器串联反馈
控制时，图 (（8），!# $ #，!’ $ # & ’；图 (（/），!# $ # & @，

!’ $ # &, &当两个凹槽滤波器并联反馈控制时，图 (
（"），!# $ #，!’ $ #；图 (（)），!# $ #，!’ $ # &’；图 (（+），

!# $ # &!，!’ $ # &’* &可见，施加凹槽滤波器反馈控制
时，一个滤波器和两个滤波器并联时都能将 ;5<81=
系统控制到周期轨道上，但是，并联控制时，增益相

对小一些，控制效果好 &然而，当两个凹槽滤波器串
联反馈控制时，快速的将 ;5<81=系统控制到平衡点 &

! : 陈氏混沌系统 陈氏混沌系统与 ;5<81=系
统尽管在形式上相似，但两者并不拓扑等价，有本质

区别 &陈氏混沌系统的数学模型如下：
"·$ (（# > "），

#·$（ ) > (）" > "$ > )#，

$·$ > %$ ? "#，

（,）

式中参数值 ( $ !*，% $ !，) $ ’@时，系统出现混沌 &
系统输出为 $，> &（ ’）加在系统（,）式的第三式等号
右端，仿真图如图 *所示 &当两个凹槽滤波器串联反
馈时，快速的将陈氏混沌系统稳定到周期轨道，图 *
（"），!# $ %:B，!’ $ %:C；图 *（)），!# $ #:#，!’ $ %:C &
但是，一个滤波器和两个滤波器并联反馈都不能够

控制该系统 &
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平衡点（ ! ""，! ""，#$）

平衡点（""，""，#$）

图 % &’()*+系统的混沌轨迹与仿真图

图 , 陈氏混沌系统的混沌轨迹与仿真图
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!" 理论分析

这里以两个凹槽滤波器并联反馈控制 #$%%&’()
*+,-./振子为例，基于 0.,’&1+2方法来判定系统的
二维庞加莱映射具有斯梅尔马蹄变换意义下的混

沌，从而给出合适的反馈控制器的参数来控制混沌 3
考虑系统（4）式，当未加反馈控制，且!5 6时，

其为一哈密顿系统，同宿轨道为

!6
7（ "）5 !8/.9: "，

!6
8（ "）5 ;!8/.9: " <=’: " 3

（>）

周期轨道为

!#7（ "）5 !8
8 ; $! 8

?’（ "
8 ; $! 8
，$），

!$8（ "）5 ;!8 $8

8 ; #8 /’（
"

8 ; $! 8
，$）

@ 9’（ "
8 ; $! 8
，$）， （A）

周期为 8# 8 ; $! 8 5 %
& ’ 5 8!%

"&
3

计算系统同宿轨道的 0.,’&1+2函数如下：

(7（ "6）5"
BC

;C
!6
8（ "）［;#!6

8（ "）B$9+/"（ " B "6）］? "

5 ; 4
!# B!8$ !"

9+/:（!"D8）/&’""6 3

当参数满足

$
# E !8 8

!!"
9+/:（!"D8），

0.,’&1+2函数具有不依赖于!的简单零点，则系统
（4）式具有 F-=,.意义下的混沌 3
当施加两个凹槽滤波器并联反馈控制系统（4）

式时，系统的混沌运动被破坏，此时系统同宿轨道的

0.,’&1+2函数为

(8（"6）5(7（"6）B"
BC

;C
!68（"）［; $7 !67（"）

B 8%7"&7 $7 )·7（"）; $8 !67（"）B 8%8"8&$8 )·8（"）］?"

5(7（"6）B"
BC

;C
8%7"7&$7 !68（"）?)7（"）

B"
BC

;C
8%8"8&$8 !68（"）?)8（"）3

用 0=<:.-=<&9 软件计算出"
BC

;C
!6
8（ "）? )7（ "）的值为

; 738G7，"
BC

;C
!6
8（ "）? )8（ "）的值为 ; 73!H8 3可见，系

统的混沌运动受到破坏，导致了规则运动 3

计算系统周期轨道的 0.,’&1+2函数为

($（ "6）5"
%’

6
!$8（ "）［;#!$8 B$9+/"（ " B "6）

; $7 !$7（ "）B 8%7"&7 )·7（ "）

; $8 !$7（ "）B 8%8"&8 )·8（ "）］?"

5 ;#*7（%，&）;$*8（%，&，"）/&’""6
; 8%7"&7 +7 #7 *8（%，&，&）/&’&"6
; 8%8"&8 +8 $8 *8（%，&，’）/&’’"6，

式中

*7（%，&）5
8［8（8 ; $8）I（$）; 4$J 8K（$）］

!（8 ; $8）!D8
，

*8（%，&，"）5
6 & # 7，

!8!"/.9:!%KJ（$）
K（$） & 5 7{ ，

+, 5 - D8%,"&,，, 5 7，8；- 和&，’分别为系统输出是
周期信号时的幅值和角频率；K（ $），I（ $）分别为第
一、二类椭圆函数 3
设 & 5 7，当满足

$
# E

*7（%，&）
*8（%，&，"）

，

8%7"&7 +7 $7

# E
*7（%，&）

*8（%，&，&）
，

8%8"&8 +8 $8

#
E

*7（%，&）
*8（%，&，’）

时，选择合适的参数，使

得 ($（ "6）5 6，从而系统存在周期解 3对于其他情形
用同样的方法可从理论上得到解释 3

4 " 结 论

本文提出了增加两个线性凹槽滤波器串联和并

联分别反馈控制混沌系统的方法，利用了凹槽滤波

器的频率滤波特性以及相位锁定的性质，没有改变

原系统处于混沌运动时的参数，而且有效地控制了

典型的混沌系统，比使用单个凹槽滤波器控制效果

好，控制范围宽，对于不同的很小的参数，既可以使

系统长期稳定在不同的周期轨道上，也可以稳定在

任意一点上，使用两个凹槽滤波器串联控制 L+M.’N
系统和陈氏混沌系统时，取得了令人意想不到的效

果，是单个凹槽滤波器所取代不了的 3通过大量的控
制仿真表明，两个滤波器的增益都不宜太大，而且选

择合适的阻尼系数和角频率相当重要 3本文的控制
方法简单而实用，且控制代价小，在物理上、工程上

易于实现，有良好的潜在应用前景 3
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