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关于动态电子光学成像系统的时间像差理论，计算时间像差系数有两种方法———!变分法和直接积分法 $它
们的差别在于：!变分法计算二级几何时间像差系数必须求解微分方程，而直接积分法仅需进行积分运算 $采用静
电同心球系统的理想模型对这两种方法的正确性进行了检验 $结果表明：这两种方法求解电子光学成像系统的时
间像差系数的结果完全一致，所求得的时间色差系数与理想模型的解析解完全相同，从而证明两种方法是等价并

且正确的 $通过验证表明，直接积分法的计算更为简便，适于实际系统的计算与设计 $
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! ? 引 言

关于动态电子光学成像系统的时间像差理论，我

们提出了计算其时间像差系数的两种方法———!变
分法［!］和直接积分法［"］$这两种方法的主要差别在
于：!变分法计算二级几何时间像差系数必须求解微
分方程，而直接积分法仅需进行积分运算 $本文利用
静电聚焦同心球系统的理想模型，对!变分法与直接
积分法计算成像系统时间像差系数的正确性进行验

证 $该模型的电位场和电子轨迹均可获得解析解，系
统的空间和时间特性亦可求得明晰的解析表达式 $

" ? 验证!变分法和直接积分法求解近
轴时间像差系数的正确性

关于静电聚焦同心球系统模型的电子光学成像

特性和横向像差，文献［/，;］已作了详细的叙述 $由
静电聚焦同心球系统的理想模型，我们可以求解自

阴极面逸出电子的运动轨迹，便能求得任一时刻电

子所在位置的解析表达式或任一位置处电子所经历

时间的解析表达式 $这就为研究系统的电子光学成

像性质、空间像差和时间像差提供了方便 $本文首先
利用静电聚焦同心球系统的时间表达式求相应的近

轴时间像差系数即时间色差系数 !"，"""的解析解，

然后利用静电聚焦同心球系统场的表达式求直接积

分法及!变分法的时间色差系数 !"，"""，它们亦以

解析形式表示 $通过结果的比较，说明!变分法与
直接积分法两种方法计算成像系统近轴时间像差系

数的正确性 $

$%&% 求相应的时间色差系数 !$，"$$的解析解

对于静电聚焦同心球系统，如果设球面阴极 #
和栅状球面阳极 " 的曲率半径分别为 $2 和 $(，系

统的共同曲率中心为 % $对于凹面阴极和凸面阳极
情况，$2 和 $( 取负值 $由于系统的球对称性，故可
用极坐标（"，#）来描述电子轨迹 $令极坐标的原点
位于系统的曲率中心 %，并设阴极 # 的电位$2 @ 7，
栅状阳极 " 对于阴极# 的电位为$(2，电子以初速度

&7、初角度%7 自阴极上某点 ’7 射出 $同时规定线段
由左向右、由下向上为正，反之为负；角度以轴线或

法线为轴，逆时针为正，顺时针为负 $对于凹面阴极A
凸面阳极系统，各参数定义如图 !所示 $
已知两电极同心球系统中任一点处的电位表达
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图 ! 静电聚焦同心球系统中的电子运动
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其中 #) & % 为电子的荷质比 ’由（1）式可得时间 ’ 的

微分表达式
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对（2）式积分，并考虑边界条件"# "" 时 ’ # )，便得到自阴极面发射的电子经历时间的解析表达式，
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若考虑电子发射的近轴情况，略去%!&(
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文献［!］给出时间像差的定义如下：
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式中!"，!"分别称为近轴时间像差（或时间色差）
和几何时间像差 (时间色差!" 以下式表示：
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# ）的表达式（*）按!#$!
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同样，!!（ #，!#$!
##）的展开，亦可得到相同的常数项以

及与!#$!
##，!##相关的一、二级小量 (由（#&）式，其相应

的一级和二级时间色差系数 %!，&!!表达式为
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（##）式表示的电子渡越弥散是 3,456789:;,1+<=185在
#’>2年首先提出的［>］，并为文献［#，2］所证实 (

!"!" 直接积分法求时间色差系数 "!，#!!

在文献［!］中，我们已求得在轴对称静电场中运
动的近轴电子的时间表达式，

!!（ #，!#$!
# ）"#

#

&

? #
!)
(( )

&

#$!

［#（ #）%!#］
#$!

(（#.）

将（#.）式代入（#&）式，便可得到时间色差表达式，
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按静电聚焦同心球系统，轴上电位分布#（ #）
的表达式为
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将（#>）式代入（#.）式，便可求得电子自阴极面上发
出（ ! " &，#& " &，$& " &）初条件为（!&，$&）的轨迹

在任一位置的时间 !!（ #，!#$!
# ）的近轴表达式，
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展开（#2）式，并把它表示成如下形式：
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（#*）式与（##）式完全相同，（#’）式通过变换可
以表示成（#!）式的形式，说明直接积分法求解时间
像差系数的方法是正确的 (文献［!］利用分部积分法
对（#.）式进行变换求得 %! 和 &!!的表达式 ( %! 的表

达式与（#*）式一致，&!!可以表示如下：
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将（#>）式代入（!&）式中，同样可求得 &!!的表达式
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!"#"!变分法求时间色差系数 "!，#!!

关于"变分法研究电子光学成像系统的时间
像差理论，请参阅文献［#］，此处不再细述 ("变分法
所导得的一级时间色差系数 %! 的表达式与（#*）式
完全一致，其二级时间色差系数求解的表达式如下：
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在上述公式中引入矢量!，其三个分量可分别表示
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经过验证，（!6）式通过变换可以表示成（(7）或
（(!）式的形式，这说明$变分法求解时间色差系数
的方法也是正确的 ’这样，我们通过静电聚焦同心球
系统证明了$变分法与直接积分法的正确性 ’

* 8 验证$变分法与直接积分法求解几
何时间像差系数的等价性

以上我们用静电聚焦同心球系统模型证明了$
变分法与直接积分法计算时间色差系数 ,!，*!!的结

果是一致的 ’下面我们由几何时间像差的表达式［!］

#$ " *((#’ . !*(*#()!
’ ’$ . *** ’!$ （!7）

出发，依然利用静电聚焦同心球系统的场和轨迹特

解表达式，证明直接积分法和$变分法求解二级几
何时间像差系数的结果也是一致的，从而证明它们

之间的等价性 ’

!"#" 直接积分法求几何时间像差系数

在文献［!］中，我们用直接积分法导得的二级几
何时间像差系数的公式为
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将同心球系统轴上电位分布"（ "）表达式（(/）和近
轴轨迹方程的两个特解［*，,］
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代入时间像差系数 *((，*(*，***的表达式（*$），

（*(），（*!）中，积分之后可得
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!"#"!变分法求几何时间像差系数

依照$变分法［!］，二级几何时间像差系数 !!!，

!!#，!##的计算步骤如下：
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关于 !!#的计算，同样由方程（$&5）
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关于 !##的计算，同样由方程（#65）
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积分，并考虑初始条件，得到
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在（.%）式中代入（!.），（#$）式，经整理后得
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由此解得 ’%#%#
，
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于是，由（!"#）式可得

!!! $ % &
’

"!!!!

"·
$ !

(#’
)

$*

’!%
& % &
"! #)

+ !" % " % #! ) % #)#,)-#. !"
% " % #!( )

)
/

（00）
比较（!0），（!1），（!2）与（(0），（0*），（00）式可以

看出，在静电聚焦同心球系统中，用直接积分法和#
变分法所求解的二级几何时间像差系数表达式具有

完全相同的形式 /经过三角变换，可以发现二级时间
色差系数表达式（&"）与（’3）也是等价的 /从而说明
这两种方法在计算结果上都是非常准确的 /不过在

计算中，#变分法由于涉及到对微分方程的求解，计
算难度较大，而且各中间量的求解也稍显艰涩，不如

直接积分法求解较为便捷 /

( 4 结 论

本文通过静电聚焦同心球系统的理想模型检验

了直接积分法与#变分法求解成像系统时间像差
系数的正确性与等价性，所得到的结果说明两种途

径殊途同归，是完全正确的 /应该指出，直接积分法
给出的二级时间像差系数表达式 !&&，!&!，!!!和 !’’

都是以积分形式表示，便于计算，可以在实际系统的

计算和设计中应用 /

［&］ 56.#7-8,79: 5 ;，<)=>?>@ 5 A &"3* ’(%)*+ ), ’%$-)*./ !0%**.12)&3
), 4.1()5% 6%&3%3（567)6B：C>D>E>>@ F.7-:-G-> 6H I=87:)7）J&（ :.
KG77:#.）

［’］ L=6G C M，C: A，L=#.N L O %1 ./ ’**0 !71. 8(+3 / 92& / !" !0"&
（:. P=:.>7>）［周立伟、李 元、张智铨等 ’**0 物理学报 !"
!0"&］

［!］ L=6G C M &""! :/%71*)& ;-1273 <21( =25% >%.$ ?)7@32&A（Q>:R:.N：
Q>:R:.N F.7-:-G-> 6H S>)=.6?6N8 I,>77）J’2&（ :. P=:.>7>）［周立伟
&""! 宽束电子光学（北京：北京理工大学出版社）第 ’2&页］

［(］ L=6G C M &""( ?)7@32&A .&5 B$.A2&A ), =25% :/%71*)& >%.$3———
9%/%71%5 8.-%*3 )& :/%71*)& ;-1273 0+ C()@ 62T=%2（Q>:R:.N：Q>:R:.N
F.7-:-G-> 6H S>)=.6?6N8 I,>77）J&&（:. P=:.>7>）［周立伟 &""(宽电
子束聚焦与成像———周立伟电子光学学术论文选（北京：北

京理工大学出版社）第 &&页］
［0］ <#@6:798 A U，V#.)=>.96 < W &"01 #%- / !7.5 / 972 / D99# #$%

’&3
［1］ P76,D# F I &"2& #4! #%E / &’ 10*

’*1! 物 理 学 报 0(卷



!"#$ %&’ (")*+*,%$*-& -+ $"./-)%0 %1"))%$*-& $2"-)3 +-)
"0",$)-& -/$*,%0 *.%4*&4 #3#$".# 13 %& "0",$)-#$%$*,

,-&,"&$)*, #/2")*,%0 #3#$". .-’"0!

!"#$ %&’()&*） %& +$,-*） !",-. !"&’/$,-0） 12 32 1#-,456748&9） 12 +2 :;")<)=9）
*）（!"#$$% $& ’(&$)*+,-$( !"-.(". +(/ 0."#($%$12，3.-4-(1 ’(5,-,6,. $& 0."#($%$12，3.-4-(1 *>>>?*，7#-(+）

0）（8"+/.*2 $& 8)*$6)./ 9$)". :(1-(..)-(1，3.-4-(1 *>>>@0，7#-(+）
9）（;)$<#$)$= >.(.)+% ;#25-"5 ’(5,-,6,.，?655-+( 8"+/.*2 $& !"-.(".5，@$5"$A **AAA*，?655-+）
（B);)&=)C 00 D;5#E)7 0>>F ；7)=&4)C G,-$4;7&H5 7);)&=)C *@ 1,7;" 0>>I）

3E457,;5
D- 5")#76 #J 5)GH#7,< ,E)77,5&#- #J C6-,G&; )<);57#- #H5&;,< &G,.&-. 4645)G4，K) ",=) H$5 J#7K,7C 5K# G)5"#C4：“!’

=,7&,5&#- G)5"#C”,-C“C&7);5 &-5).7,< G)5"#C”5# ;,<;$<,5) 5") 5)GH#7,< ,E)77,5&#- ;#)JJ&;&)-54 2 L") C&JJ)7)-;) E)5K))- 5")G &4
5",5 5")“!’=,7&,5&#- G)5"#C”-))C4 5# 4#<=) 5") C&JJ)7)-5&,< )M$,5&#-4 J#7 .)#G)57&;,< 5)GH#7,< ,E)77,5&#- ;#)JJ&;&)-54 #J 4);#-C
#7C)7，K"&<) 5")“C&7);5 &-5).7,< G)5"#C”-))C4 #-<6 5# ;,776 #$5 5") &-5).7,< ;,<;$<,5&#-4 2 L") ,&G #J 5") H7)4)-5 H,H)7 &4 5# 5)45
,-C =)7&J6 5") ;#77);5-)44 #J 5") 5K# G)5"#C4 $4&-. ,- )<);57#45,5&; ;#-;)-57&; 4H")7&;,< 4645)G G#C)< 2 B)4$<54 4"#K 5",5 5")4)
5K# G)5"#C4 ;,- #E5,&- &C)-5&;,< 4#<$5&#-4 ,-C 5") 4#<$5&#-4 #J 5)GH#7,< ,E)77,5&#- ;#)JJ&;&)-54 #J C6-,G&; )<);57#- #H5&;,< &G,.&-.
4645)G4 ,7) 5") 4,G) K&5" 5") ,-,<65&;,< 4#<$5&#-4 2 L"$4 &5 ;,- E) ;#-;<$C)C 5",5 5")4) 5K# G)5"#C4 ,7) )M$&=,<)-5 ,-C ;#77);5，
E$5 5")“C&7);5 &-5).7,< G)5"#C”&4 G#7) ;#-=)-&)-5 J#7 ;#GH$5,5&#- ,-C &5 ;#$<C E) 4$..)45)C 5# $4) &- 5") H7,;5&;,< C)4&.-2

!"#$%&’(：;,5"#C) <)-4)4，)<);57#- #H5&;,< &G,.&-. 4645)G，C6-,G&; )<);57#- #H5&;4，5")#76 #J 5)GH#7,< ,E)77,5&#-4
)*++：F*?>，F*?>N

!O7#P);5 4$HH#75)C E6 5") Q,5&#-,< Q,5$7,< :;&)-;) R#$-C,5&#- #J S"&-,（T7,-5 Q#42 U>*@*>0U，U>F@*>I*）,-C 5") V-5)7-,5&#-,< S##H)7,5&#- O7#.7,G #J 5")
Q,5&#-,< Q,5$7,< :;&)-;) R#$-C,5&#- #J S"&-,（T7,-5 Q#2 U>9***0>>@0）2

9>U9?期 周立伟等：静电聚焦同心球系统验证电子光学成像系统的时间像差理论


