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基于组合杆的平衡条件，分别建立了晶格失配、热失配以及由两者共同导致的异质结构应变和应力分布模型，

并获得了异质结构的晶格失配应变、热失配应变、弯曲应变以及曲率半径的分析解 ) 同时，运用所建的模型，计算
了 *+,-./0,-12./异质结构的应变和应力分布 )结果表明：应力最大值均在界面处，而中性面仅是材料厚度和弹性
参数的函数，与晶格失配、晶格弛豫、热失配等参数无关，且该异质结构的曲率半径是衬底厚度的函数，随衬底厚度

的减小而减小，而要保证 *+,-./0,-12./器件在液氮温度下不发生断裂，衬底的厚度必须大于临界值 )
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’ A 引 言

目前，薄膜0衬底异质结构已广泛应用于微电
子、微机电、光电子和液晶显示等领域［’，"］) 由于薄
膜与衬底之间的晶格失配或热膨胀系数差异等因

素，异质结构中无法避免地存在残余应变和应力，这

些应变和应力将对材料质量和器件性能有重要的影

响 ) 尽管高分辨 >射线衍射技术等测试手段能够准
确测定异质结构的应变，然而这些测试技术无法直

接给出晶格失配或热失配是如何影响异质结构的应

变和应力 ) 为清晰地描述异质结构应变和应力分布
的物理图像，建立恰当的物理模型是非常必要的 )
在过去的几十年内已有大量的文章论及薄膜0衬底
的应变和应力分布，其中 DEC2/F公式最为经典，运用
该公式虽可以直接计算薄膜的应力，然而它却不能

给出异质结构中的应力分布状态，同时，在运用该公

式计算厚膜的应力状态时将产生很大的误差［%—5］)
后来有很多研究者在 DEC2/F公式基础上作了改进，
但是所得到的结果都是特定条件下的近似 ) 近年
来，*GH/I［(］采用组合杆的平衡条件给出了计算异质
结构热失配应变和应力分布的公式，但是他并没有

考虑薄膜与衬底之间的晶格失配对应变和应力分布

的影响 )

对于采用物理方法或化学方法所制备的薄

膜0衬底异质结构，其制备过程都是在高温下完成
的，由于薄膜和衬底间存在晶格参数的差异，因而此

类异质结构中必然存在晶格失配应变，从而导致结

构内存在残余应力 ) 另外，一般基于此类异质结构
做成的器件，其使用温度却是常温或低温，因此，薄

膜和衬底之间的热膨胀系数差异也会导致热失配应

变和应力 ) 由于薄膜0衬底间既存在晶格失配，又存
在热失配，所以运用单一的晶格失配或热失配应变

和应力分布模型将无法准确描述异质结构中的应力

状态 ) 本文基于组合杆的平衡条件，分别给出了异
质结构晶格失配、热失配应变和应力分布模型 )同
时，在前两者的基础上，建立了新的应变模型，给出

了由晶格失配和热失配共同导致的异质结构应变和

应力分布的分析解，并将结果应用于 *+,-./0
,-12./材料，获得了该材料的应力、应变和弯曲的
特性，为 *+,-./红外焦平面组件的应力分析提供了
重要的手段 )

" A 晶格失配应变和应力分布模型

图 ’为异质结构示意图，其中 ! G 和 ! J 分别为衬

底和外延层的厚度 ) 计算异质结构应变和应力分布
的坐标系也如图 ’所示，坐标系的 " 轴垂直于衬底
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表面，衬底的下表面为 ! 轴的原点 ! 由于薄膜与衬
底间的晶格失配力互成一对力偶，异质结构必然弯

曲以平衡由晶格失配力所产生的力矩，因此，该异质

结构的应变可分为晶格失配应变和弯曲应变 ! 假定
异质结构的总应变为晶格失配应变和弯曲应变的线

性叠加，则异质结构内的应变可表达为

!" "!"，#$%% &
! ’ #(，#$%%

$ #$%%
， （)）

式中，!"，#$%%（ " " *，+）为薄膜和衬底的晶格失配应变，*
和 +分别代表薄膜和衬底，$ #$%%为异质结构的曲率半
径，#(，#$%%为异质结构的中性轴位置 ! 这里要强调的
是，此处所定义的中性轴为该异质结构的弯曲应变

为零的面，而不同于一般组合杆平衡问题对中性面

的定义［,］! 对于一维体系，可直接根据应力和应变
之间的关系，求出薄膜和衬底中的残余应力 ! 而对
于对称双轴应力情况的二维体系，则采用双轴杨氏

模量来代替杨氏模量，

%" "
&"

) ’ ’"
， （-）

式中 &" 和 ’"（ " " *，+）分别为薄膜和衬底的杨氏模量
和 ./0++/1比 ! 因此，异质结构中晶格失配应力为

""，#$%% " %"!"，#$%% ! （2）
弯曲应力为

""，3 " %"
! ’ #(，#$%%

$ #$%%
! （4）

所以，异质结构中的总应力为

"" """，#$%% &""，3 ! （,）

图 ) 异质结构横截面示意图及其所采用的坐标系

假定异质结构的宽度为 (，根据组合杆的平衡
问题，薄膜5衬底异质结构必然满足组合杆的三个平
衡条件 ! 首先，异质结构中总晶格失配力为零，

"+，#$%% # + ( &"*，#$%% # * ( " 6! （7）
同时，异质结构中总弯曲力也为零，

!
#+

6
"+，3 (8 ! &!

#+ & #*

#+
"*，3 (8 ! " 6! （9）

另外，异质结构中弯矩也必然满足组合杆的平衡

条件，

!
#+

6
"+ (（ ! ’ #(，#$%%）8 ! &!

#+ & #*

#+
"* (（ ! ’ #(，#$%%）8 ! " 6!

（:）
根据（2）—（:）式，弯矩平衡条件也可表达为

!
#+

6
"+ (!8 ! &!

#+ & #*

#+
"* (!8 !

’ #(，#$%%!
#+

6
"+，#$%% (8 ! &!

#+ & #*

#+
"*，#$%% (8( )!

’ #(，#$%%!
#+

6
"+，3 (8 ! &!

#+ & #*

#+
"*，3 (8( )! " 6! （;）

因此，（:）式可以简化为

!
#+

6
"+ (!8 ! &!

#+ & #*

#+
"* (!8 ! " 6! （)6）

设 ) +，6和 ) *，6分别为衬底和外延层的晶格参数，

根据晶体几何结构，可以得出薄膜和衬底的水平晶

面间距与各自晶格参数之间的关系 ! 为了叙述简
便，在这里直接用 * +，6和 * *，6分别表示衬底和薄膜的

水平晶面间距 ! 因此，在异质结构的界面必然满足
下述边界条件：

* +，6（) &!+，#$%% & +,6）" * *，6（) &!*，#$%%），（))）
式中，,6 为衬底和薄膜在完全弛豫状态下的晶格失
配，+ 为薄膜的晶格弛豫度，

+ "
* * ’ * +

* *，6 ’ * +，6
! （)-）

式中 * + 和 * * 分别为由衬底和薄膜经过晶格失配应

变后的水平晶面间距 ! 结合（)）—（)-）式，可以得到
未知参数!*，#$%%，!+，#$%%，#(，#$%%和 $ #$%%的分析解，表达式分
别为

!*，#$%% "
%+ # +（* +，6 & * +，6 +,6 ’ * *，6）

%+ # + * *，6 & % * # * * +，6
， （)2）

!+，#$%% "
’ % * # *（* +，6 & * +，6 +,6 ’ * *，6）

%+ # + * *，6 & % * # * * +，6
，（)4）

#(，#$%% "
%+ #-+ & -% * # + # * & % * #-*

-（%+ # + & % * # *）
， （),）

)
$#$%%

"

’ 7# * #+ %* %+（#+ & # *）（*+，6 & *+，6+,6 ’ **，6）（%+ #+ & %* # *）
（%+ #+ **，6 & %* # * *+，6）-)

，

（)7）
-) " %-

+ #4+ & 4%+ #2+ % * # * & 7%+ #-+ % * #-*
& 4% * #2* %+ # + & %-

* #4* ! （)9）
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同时，结合（!"）—（!#）式以及（!）式，可以分别得到
异质结构中薄膜和衬底的应变分布 $ 另外，根据应
力和应变间的关系，薄膜中的应力分布为

!% &
’ !% !( " (（!( " ( ) !% " %）（#(，* ) #(，* $%* ’ #%，*）&+

（!( " ( #%，* ) !% " % #(，*）&!
，

（!,）

&+ & ’ -! % ""% ’ . " ( ! % "+% ) /! % " %（ " ( ) " %）’

’ / "+( ! % " % ’ ""( ! ( $ （!.）

同样，薄膜中的应力分布也可表达为曲率半径的

函数，

!% &
&+

/ " %（ " ( ) " %）( 0122
$ （+*）

同理，衬底中的应力分布为

!( &
’ !( !% " %（!( "( ) !% " %）（#(，* ) #(，*$%* ’ #%，*）&"

（!( "( #%，* ) !% " % #(，*）&!
，

（+!）
&" & ""% ! % ’ " " % !( "+( ) /!( " (（ " ( ) " %）’

’ + ""( !( $ （++）
同样，衬底中的应力分布也可表达为曲率半径的

函数，

!( &
&"

/ " (（ " ( ) " %）( 0122
$ （+"）

薄膜中的平均应力也是评价薄膜应力状态的重

要参数，可以采用下式求出：

!%，3415 & !
" %!

"( ) "%

"(
!% 6 ’ $ （+-）

结合（!,），（!.）和（+-）式，薄膜中平均应力为

!%，3415 &
! % ! ( " (（# (，* ) # (，* $%* ’ # %，*）（!( " ( ) ! % " %）（! % ""% ) !)""(）

（! ( " ( # %，* ) ! % " % # (，*）&!
$ （+7）

再结合（!/）和（!#）式，薄膜中平均应力作为曲率半
径函数为

!%，3415 & ’
! % ""% ) ! ( ""(

/ " %（ " ( ) " %）( 0122
$ （+/）

"8 热失配应变和应力分布模型

图 +为异质结构热失配应变示意图 $ 图 +（1）为
薄膜9衬底异质结构在生长温度时横截面示意图，由
于没有温差，因此薄膜和衬底都处于无应变状态 $
当该异质结构降到室温或器件工作温度，薄膜和衬

底都将发生应变 $ 如果薄膜与衬底之间没有相互作
用，则两者的热应变分别为

"*，2: &!
+!

+*
#* 6+， （+#）

式中，#*（ * & %，(）为薄膜和衬底的热膨胀系数，+* 和

+! 分别为异质结构生长温度和所计算的温度 $ 图 +
（;）中 & 和 ! 处分别为薄膜和衬底由于温差而自由
伸缩的位置 $ 然而，为了保证薄膜和衬底宏观尺寸
的一致性，必然中和薄膜和衬底的热应变，而取两者

应变状态的一个中间值，如图 +（;）中 , 点位置，因
此薄膜和衬底的热失配应变是一致的 $ 同时，由于
薄膜与衬底的厚度以及弹性常数的不同，必然导致

异质结构弯曲，因此异质结构中包含一致性热失配

图 + 热应变时异质结构横截面示意图 （1）生长温度，（;）常

温或工作温度

应变和弯曲应变 $ 假定异质结构的应变状态为这两
种应变的线性叠加［7］，结合图 !中的坐标系，异质结
构中的应变状态可表示为

" & - 2: )
’ ’ ";，2:

( 2:
， （+,）

式中，- 2:为薄膜和衬底的一致性热失配应变，";，2:和

( 2:分别为异质结构的中性轴位置和曲率半径 $ 同
样，对于对称双轴应力情况的二维体系，异质结构中

热失配应力为
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!!，!" # "!（ # !" $"!，!"）% （&’）
其弯曲应力为

!!，( # "!
$ $ %)，!"

& !"
% （*+）

所以，异质结构中的总应力为

!! #!!，!" ,!!，( % （*-）
同样，根据组合杆的平衡，经过温差后，薄膜.衬

底异质结构也必然满足组合杆的三个平衡条件 % 首
先，异质结构中总热失配力为零，

!/，!" % / ’ ,!0，!" % 0 ’ # +% （*&）
另外，异质结构中总弯曲力和弯矩也分别满足（1）和
（-+）式 % 通过解由（*&），（1）和（-+）式所组成的方程
组，可求出待定参数 # !"，%)，!"和 & !"，它们的分析解分
别为

# !" #
" / % /"/，!" , " 0 % 0"0，!"

" / % / , " 0 % 0
， （**）

%)，!" # %)，23!!， （*4）

-
& !"

#
5" / % / " 0 % 0（"0，!" $"/，!"）（ % / , % 0）

(-
% （*6）

同样，结合（**）—（*6）式以及（&7）式，可以分别
得到异质结构中薄膜和衬底的应变分布 % 另外，根
据应力和应变间的关系，薄膜中的应力分布为

!0，!" #
" 0 " / % /（"0，!" $"/，!"）(&

(-
， （*5）

!0，!" #
(&

5 % 0（ % / , % 0）& !"
% （*1）

衬底中的应力分布为

!/，!" #
" / " 0 % 0（"0，!" $"/，!"）(*

(-
， （*7）

!/，!" #
(*

5 % /（ % / , % 0）& !"
% （*’）

同样，结合（*5）和（&4）式，薄膜中平均应力为

!0，!"，893: #
$ " 0 " / % /（"0，!" $"/，!"）（" 0 %*0 , "/ %*/）

(-
，

（4+）

!0，!"，893: # $
" 0 %*0 , " / %*/

5 % 0（ % / , % 0）& !"
% （4-）

4; 晶格失配和热失配共同导致的应变
和应力分布模型

由于薄膜.衬底异质结构的制备是高温过程，而
使用温度却为常温或低温，因此异质结构中既存在

晶格失配，也存在热失配 % 基于上述晶格失配和热

失配应变和应力分布模型，在此建立新的应变分布

模型 %异质结构的应变分布为

"! #"!，23!! , # !" ,
$ $ %)

& ， （4&）

式中 %) 和 & 分别为异质结构的中性轴和曲率半径 %
结合（5），（1），（-+）和（*&）式，可得到（4&）式中的待
定参数，其衬底和薄膜的晶格失配应变的解分别与

（-*），（-4）式相同，而热失配应变与（**）式相同 % 中
性轴位置为

%) # %)，23!! # %)，!" % （4*）
曲率半径为

-
& #

$ 5 % 0 " 0 "/ % /（ % / , % 0）(4

（"/ % / ) 0，+ , " 0 % 0 ) /，+）(-
， （44）

(4 # $（ % / "/ ) 0，+ , " 0 % 0 ) /，+）（"0，!" $"/，!"）

,（"/ % / , " 0 % 0）（) /，+ , ) /，+ *++ $ ) 0，+）%（46）
同样，可以得到异质结构中薄膜和衬底的应变

和应力分布 % 薄膜中的应力分布为

!0 #
$ "/ " 0 % / (4 (&

（"/ % / ) 0，+ , " 0 % 0 ) /，+）(-
， （45）

!0 #
(&

5 % 0（ % / , % 0）&
% （41）

而衬底中应力分布为

!/ #
$ "/ " 0 % 0 (* (4

（"/ % / ) 0，+ , " 0 % 0 ) /，+）(-
， （47）

!/ #
(*

5 % /（ % / , % 0）&
% （4’）

同样，结合（45）和（&4）式，薄膜中平均应力为

!
—

0 #
"/ " 0 % /（" 0 %*0 , "/ %*/）(4

（"/ % / ) 0，+ , " 0 % 0 ) /，+）(-
， （6+）

!
—

0 # $
" 0 %*0 , "/ %*/
5 % 0（ % / , % 0）&

% （6-）

6; 讨论及应用

!"#" 讨 论

由异质结构的应变和应力分布模型可知，晶格

失配应变是晶格失配和晶格弛豫的函数，而热失配

应变则是薄膜.衬底热失配的函数 % 然而，异质结构
的中性轴仅是薄膜.衬底弹性参数和厚度的函数，与
其应变状态无关 % 同时，也可以看到这三个模型所
得到异质结构的曲率半径有正负之分，曲率半径取

正值，表示该异质结构向衬底方向弯曲，反之则向薄

膜方向弯曲 %
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另外，对于对称双轴应力情况的二维体系，

!"#$%&公式为［’］

!( ) *
! + ",+
- " . #

/ （0,）

对于本文所提到的异质结构的三种应力分布模型，

薄膜中平均应力与 !"#$%&公式的关系均可以表述为

!
—

. )!(
! . "’. 1 ! + "’+
! + ",+（ " + 1 " .）

/ （0’）

可以看到，与 !"#$%&公式相比，本文所给出的薄膜平
均应力计算公式多了一个系数 / 如果 " .! " +，即忽略
薄膜的厚度，则本文所给的薄膜平均应力与 !"#$%&
公式一致 /这说明 !"#$%&公式只适用于薄膜厚度很
小的情况，而对于厚膜该公式将产生很大的误差 /
另外，异质结构的三种应力分布模型所得到的平均

应力互相之间的区别仅在于曲率半径 /

!"#" 应 用

23456%7458$6%外延材料是制备高性能红外焦
平面器件的最佳材料［9，:］，在焦平面器件的发展和应

用过程中迫切需要掌握该材料的应变和弯曲特性 /
尽管在理论上 23456%外延层与 458$6%衬底能很好
的匹配，但是由于 458$6%组分的波动，实际生长的
外延层与衬底间的晶格失配是不可避免的 / 因此，
外延层与衬底间存在晶格失配力，从而导致该异质

结构弯曲以及应变和应力处于一定的分布状态 / 运
用上述晶格失配应变和应力分布模型，在不同外延

层晶格弛豫情况下，23(;<9 45(;,, 6%745(;:- 8$(;(= 6%异质
结构的衬底和外延层应力分布分别示于图 ’ 和图
= / 由图 ’、图 =可见，外延层和衬底的最大应力均在
界面，外延层中均为拉应力，而衬底中在靠近界面处

为压应力，远离界面为拉应力 / 衬底中应力为零的
位置在该异质结构的中性面，而不是文中所提到的

中性轴，可见中性面的位置不是晶格弛豫的函数 /
同时，也可以看到随外延层晶格弛豫的增大，外延层

和衬底中的应力将减小，这是由于晶格弛豫将减小

该异质结构中的晶格失配力所致 /
由于 23456%红外光电器件的工作温度为液氮

温度（<< >），因此研究液氮温度下 23456%7458$6%
异质结构的应变和应力状态具有重要的意义 / 图 0
为采用上述热失配应变和应力分布模型，计算得到

的 23(;<945(;,, 6%745(;:- 8$(;(= 6% 异质结构的衬底和外
延层中的应力分布 / 计算时假定该结构的生长温度
为 <’< >，且外延层与衬底间无晶格失配力，即外延

图 ’ 在不同弛豫度情况下衬底的应力分布

图 = 在不同弛豫度情况下薄膜的应力分布 （?）$ ) (;<0，" .
) @(!A，"+ ) :((!A；（B）$ ) (;0(，" . ) @(!A，"+ ) :((!A；（C）

$ ) (;((，" . ) @(!A，"+ ) :((!A

层晶格完全弛豫 / 由图 0 可见，外延层和衬底的最
大应力均在界面，外延层中均为压应力，而衬底中在

靠近界面处为拉应力，远离界面为压应力 / 另外，计
算得到的曲率半径为正值，说明该异质结构向衬底

方向弯曲 /
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实际上 !"#$%& ’(#$)) *+,’(#$-. /0#$#1 *+ 异质结构中
既存在晶格失配，也存在热失配，运用所建立的模

型，得到该异质结构的应力分布见图 . 2 由图 . 可
见，外延层和衬底的最大应力也均在界面处 2 与图 3
相比，图 .中所给的应力均减小，这是由于该异质结
构中的晶格失配力与热失配力方向相反，晶格失配

力抵消了部分的热失配力所致 2 图 % 给出了
!"#$%&’(#$)) *+,’(#$-. /0#$#1 *+异质结构的曲率半径与衬
底厚度的关系 2 由图 % 可见，晶格失配导致的该结
构向薄膜方向弯曲，而热失配则导致该结构向衬底

方向弯曲，两种失配力的合效果为该结构向衬底方

向弯曲 2同时，还可看到该异质结构随衬底的减薄，

图 3 衬底和薄膜的应力分布（液氮温度（%% 4））

图 . 衬底和薄膜的应力分布（液氮温度（%% 4）） ! 5 #，" 6 5 7#

!8，"9 5 -##!8

图 % 曲率半径与衬底厚度的关系（液氮温度（%%4）） ! 5 #，" 6
5 7#!8

其曲率半径也大幅度减小 2当衬底的厚度为 )##—
:##!8时，曲率半径在 73—)3 8量级 2 另外，根据
材料力学知识可知，材料弯曲而不发生断裂的前提

条件是曲率半径大于其极限值 2 因此，要保证
!"’(*+,’(/0*+ 在工作温度下不发生断裂，其曲率
半径必然大于允许值 2 同时，根据曲率半径与厚度
的关系，这一结构中衬底的厚度也必然存在一个临

界值，如果衬底的厚度小于临界值，该结构必然

断裂 2

. $ 结 论

本文基于组合杆的平衡条件，分别建立了晶格

失配、热失配以及由两者共同导致的异质结构应变

和应力分布模型，并获得了异质结构的晶格失配应

变、热失配应变、弯曲应变和曲率半径等参数的分析

解，所得到的这些分析解均是晶格失配、晶格弛豫和

热失配的函数 2 曲率半径的正负则反映异质结构的
弯曲方向，曲率半径取正值，表明异质结构向衬底方

向弯曲，反之则向薄膜方向弯曲 2 同时，运用本文所
建立的异质结构应变和应力分布模型，计算了

!"’(*+,’(/0*+ 异质结构的应变和应力分布 2结果
表明，应力最大值均在界面处，同时中性面仅是材料

厚度和弹性参数的函数，而与晶格失配、晶格弛豫、

热失配等参数无关 2 另外，研究结果也表明，这种异
质结构的曲率半径是衬底厚度的函数，随衬底厚度

的减小而减小，而要保证 !"’(*+,’(/0*+ 器件在液
氮温度下不发生断裂，衬底的厚度必须大于临界值 2
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