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从!"#"$%&’(方程出发，建立变质量力学系统的高阶 )’*+,-.,/01234/354,原理，导出变质量完整力学系统的各
类高阶运动微分方程 6结果表明，它们扩充和优化了完整力学的相关理论 6
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> C 引 言

随着空间技术和其他工业技术的发展，变质量

力学系统的动力学理论在喷气、火箭、航天等变质量

力学系统中得到广泛的应用，人们对变质量力学系

统动力学的研究也日趋深入，已建立变质量力学系

统的各类运动微分方程［>—$］6近些年来，人们对变质
量完整力学系统的对称性与守恒量的研究也取得了

重要进展［D—>&］6由于实际的变质量力学系统往往受
变力作用而运动，如果已知的是系统受的力随时间

的变化率（力变率），甚至是系统受的力随时间的高

阶变化率（高阶力变率），则已有的各类运动微分方

程已不能进一步反映系统的运动规律 6因此，建立力
变率甚至高阶力变率作用下变质量力学系统的

高阶运动微分方程，找回被传统力学遗漏的信息，将

具有更普遍的意义 6在根据力变率研究变质量力学
系统的运动规律方面，文献［>7］已建立变质量力学
系 统 的 三 阶 )’*+,-.,/01234/354, 原 理，得 到
变质量完整力学系统的三阶 234/354,方程 6本文将
从!"#"$%&’(方程出发，建立变质量力学系统的高
阶 )’*+,-.,/01234/354, 原理，然后导出变质量完整
力学系统的各类高阶运动微分方程 6

& C 变质量力学系统的高阶 )’*+,-.,/01
234/354,原理

研究 ! 个质点组成的变质量理想力学系统 6设

时刻 "，第 # 个质点的质量为 $#，位矢为 !#，作用于
质点上的主动力和约束反力分别为 "# 和 #B
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标表达式 %

’ 9 变质量完整力学系统的高阶运动微
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利用（&）式中的第一式，将（:）式等号左端第一
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令"为把质量当作常数时的偏导数记号，
,
, (为把质

量当作常数时对时间的导数，它们分别称为凝固偏

导数和凝固导数；再令 )" 为系统的 " 阶速度能
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将（"*）式代入（:）式，得到变质量完整力学系统的高
阶 5672687/方程，
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" 为系统所受非势广义力变率，则依高

阶力变率的势的定义［"*］，有
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利用（*）式，采用凝固偏导数和凝固导数并将
（""）式代入，（(）式等号左端第一项又可表示为
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阶 893:;32方程
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利用（.）式中的第一式，采用凝固偏导数和凝固
导数，（’）式等号左端第一项又可表示为
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45 讨 论

当 " $ + 时，本文给出了变质量力学系统
%’03267289:;<=8<>=2原理及完整系统各种形式的方
程；当 """ 时，本文给出了变质量力学系统高阶
%’03267289:;<=8<>=2原理及完整系统各种形式的高
阶方程，包括文献［"/］的变质量力学系统三阶
%’03267289:;<=8<>=2原理和三阶 ;<=8<>=2方程 ,
若 "& 为常量，则当 " $ +时，本文给出常质量

力学系统 %’03267289:;<=8<>=2 原理及各种形式方
程；当 """时，本文给出文献［"4］的结果 ,
可见，本文结果对变质量完整力学系统和常质

量完整力学系统都适用，是对完整力学相关理论的

进一步扩充和优化 ,
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