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研究一个高斯小波函数产生的混沌分岔现象 )随着小波函数中指数参数的增加，它的分岔图出现了倍周期分
岔，然后出现混沌，经过一段混沌区域后又出现 %的幂周期 )在整个过程中，正分岔与逆分岔完整地结合在一起 )改
变小波函数的系数出现一些明显的奇数周期，如 (周期、’周期等 )绘制 *+,-./01指数曲线及映射折射过程，对混沌
现象进行研究 )将小波函数展开成近似的多项式函数，对近似多项式函数的分岔图进行了分析 )
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" > 引 言

分岔是混沌现象的基本特征，是产生混沌的必

要条件 )自然现象与数学演算中都存在着分岔现象，
简单的分岔现象蕴含着深刻的道理［"—’］)
关于分岔的研究工作很多，例如，陈关荣等［#］对

?0-@分岔进行研究，给出了反馈控制方法；孙政策、
徐健学［2］对转子系统的分岔现象进行研究，针对一

些分岔特性给出了分析和描述；李月等［A］研究弱信

号混沌检测问题，给出了确定分岔阈值的基于线性

偏微分方程理论的方法；马文麒、杨承辉［3］对一类耦

合非线性振子同步分岔混沌现象进行研究，对这一

新的分岔现象进行分析仿真等 )
著名的 80B7CD7=映射 ! E!"（" 9 "）（$ F! F &），

随着!的增加逐渐出现了 %个、&个、A个周期点等
等，在! E (>’#33&#⋯以后出现了混沌 ) 80B7CD7=映射
是单峰映射，常见的单峰映射的分岔图都是类似的，

一般是倍周期分岔，然后出现混沌，出现混沌后又突

然发散 )不过，小波函数映射也是单峰映射，但它的
分岔现象与 80B7CD7=映射的分岔现象有很大的区别 )
这里要研究的函数为

! E"（"）E #（" 9 "%）GH-（9 $>’（" I!）
%）

（9 & F! F &）) （"）

在使用（"）式进行迭代时发现，在 # J ">’时出
现了（混沌）分岔现象 )
（"）式是高斯函数 GH-（ 9 $>’"%）的二阶导数形

成的小波函数 )小波函数的特点是当自变量 " 向左
右两个方向延伸的时候，函数会急剧地趋近于零，
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从小波函数的定义与图像上可以看出，小波函数与

二次函数有很大的区别，它的图像更加弯曲光滑 )并
且，这类小波函数存在任意阶的非恒等于零的导

函数 )
对抛物线映射等的分岔现象研究已比较深入，

但对小波函数迭代产生分岔的研究工作开展不多，

基于此，本文对小波函数分岔现象进行研究 )首先使
（"）式表示的小波函数的系数 # 变化，对其分岔特
性进行了研究 )接着对两个小波函数进行了对比分
析，说明小波函数产生混沌是一类问题，不是特殊与

孤立的 )然后绘制该映射的 *+,-./01 指数图，可以
看出 *+,-./01 指数大于零的区域与分岔图显示的
混沌区域是一致的 )还对小波函数的 (周期分岔现
象以及混沌的映射过程进行了研究 )最后把小波函
数离散为多项式的形式进行比较分析，给出了一些

规律性的结论 )
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!" 调整（乘积）系数出现分岔现象

图 #是 ! $ "（# % #!）&’(（ % )"*（# +!）
!）的（!，

!）分岔图（!,! 曲线）-从图 #可以看出，随着 " 的增
加，逐渐出现更多的分岔，当 "!#"!*时出现了混沌
现象 -从图 #（.），（/）可以看出，每次分岔都像是出
现了一个环 -经过大量的实验，增加迭代次数，得到
分岔数据，初步判断这是一个环 -可以推测，图 #（0）
中的每次分岔都是类似于环形的分岔 -

图 # ! $ "（# % #!）&’(（ % )"*（ # +!）
!）的（!，!）分岔图

（.）" $ )"1*，（/）" $ #"!，（0）" $ #"!*

为了更好分析图 #中的各个映射的混沌状况，
绘制出图 #中 2个映射的 34.(5678指数曲线（图 !）-
从图 !可以看出，" 取不同数值时，34.(5678指数曲
线不同 -图 !（0）有一段 34.(5678指数明显大于零，
说明出现了混沌 -

图 ! 34.(5678指数的变化情况 （.）" $ )"1*，（/）" $ #"!，

（0）" $ #"!*

2 " 两个类似小波函数指数参数变化的
迭代分岔图比较

取 " $ #"2，绘制出（#）式的（!，!）分岔图（图 2
（.）），这个图形很有特点，从两边往中间分岔，然后
在中间的区域出现混沌，结合得非常完美 -这种分岔
图作者未曾在相关的文献中见到，所以对它进行

研究 -
为了更好地进行比较分析，在图 2（/）中给出了

! $ "（# % #!）&’(（%（# +!）
!） （!）

（!，!）分岔图（ " $ #"2）-对图 2（.）与（/）进行比较，
并且通过实验得到它们的分岔点位置（!值）的分布
情况，列在表 #中 -
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图 ! 两个函数的（!，!）分岔图比较 （ "）! # "（$ % #&）

’ ()*（ % +,-（ # .!）
&）的（!，!）分岔图（ " # $,!），（/）! # "（$ %

#&）()*（ %（ # .!）
&）的（!，!）分岔图（ " # $,!）

表 $ 分岔点的!值表

"（$ % #&）()*（ %（ # .!）
&） "（$ % #&）()* %（ # .!）

&( )&
0"$ % $,+-1+ 0/$ % $,!-2&
0"& % +,1--+ 0/& % +,21&3
0"! % +,44++ 0/! % +,15&&
0"3 % +,432$ 0/3 % +,1+2-
0"- % +,43$- 0/- % +,1++1
6"$ +,442- 6/$ $,+222
6"& % +,$4&4 6/& +,+554
6"! % +,&2!5 6/! +,$+-4
6"3 % +,!$-- 6/3 +,$3$5
6"- % +,!$22 6/- +,$32+

表 $中的分岔点数值是在 " # $,!!、初值 #+ #
+,$的时候得到的 7由于在分岔点附近振荡比较大，
所以只给出了这些分岔点的!值 7通过这些数据可
以得到结论：分岔点的分布基本上满足费根鲍姆比

例常数 7

3 , 函数 ! # "（$ % #&）()*（ % +,-（ #
.!）

&）的迭代混沌过程分析

图 3为当 " # $,!时（$）式的（!，!）分岔图，可
以看出它的混沌区域基本呈对称 7 这与它的
08"*9:;<指数曲线表达的信息是相同的 7
另外，通过对图 3的放大可以看出，中间混沌区

域也是间隔出现的，只不过间隔区域逐渐缩小 7
随着 " 值的增加，各种周期体现得比较明显，

图 3 ! # "（$ % #&）()*（ % +,-（ # .!）
&）的（!，!）分岔图细节

（ " # $,!）

例如当 " # 2时，（$）式的分岔图在 % &到 % $之间明
显出现了一段很长的 !周期（图 -）7

图 - 出现 !周期示意图

图 5 ! # "（$ % #&）()*（ % +,-（ # .!）
&）映射轨迹 " # $,!，

!# % +,-

事实上，实验用的小波函数虽然是单峰的，但映

射区间的端点 ! 值不相等 7所以有关单峰函数的定
理在这里不适用 7
图 5是当 " # $,!，! # % +,- 时 ! # "（$ % #&）

’ ()*（ % +,-（# .!）
&）的映射轨迹，# 的初值为 +,$，

# 从 +,$出发，到对应的 ! 值绘制出一条线段，然后
水平连接到 ! # # 直线上，向下作垂线与曲线相交，

$42!1期 于万波等：一个小波函数指数参数变化的分岔现象



再从这个交点作水平线回到直线 ! ! "，如此继续下
去 "从图 #可以看出，这个映射迭代既不发散也不收
敛，出现了混沌 "

$ % 小波函数离散为近似多项式后的迭
代分岔图

为了更好地分析观察，把小波函数中的指数函

数近似离散为多项式函数后，观察（!，!）分岔图，可

以看到图 &（’）的完整分岔图的一些中间演化过程，
也可以看出分岔图与多项式函数的一些关系 "
在图 (中迭代函数式分别是把指数函数进行泰

勒展开后得到的近似多项式函数 "从图 (可以看出，
随着项数的增加，图像逐渐接近于图 &（’），其中右
端的开合很有特点，这与奇数项、偶数项有关 "在分
岔图的边缘处出现的类似费根鲍姆图的分岔，随着

近似多项式项数的增加而逐渐消失 "

图 ( 近似多项式 ! ! #（) * "+）!
$

% ! ,

（* ,%$（ " -!）
+）%

%！ 的（!，!）分岔图 # ! )%&，初值 ", ! ,%) "

（’）& ! )，（.）& ! +，（/）& ! &，（0）& ! 1

# % 结 论

小波函数有很多特点 "其指数参数分岔图也比
较特别，它从左到右先是一个周期分成 + 个、1
个⋯，然后逐渐进入混沌状态，之后又随着指数参数

!的增加，重新出现 +的幂周期，最后收敛到 1个、+

个、)个周期点，中间混沌部分结合得非常完整 "它
的分岔形态也很特别，是一种环形的分岔 "
关于小波函数分岔研究还很多工作需要进行，

如对更多的小波函数进行实验寻找各种规律，发现

混沌产生与小波函数曲线形状的内在关系，研究小

于零的最大 23’45678 指数的分布与近似多项式函
数的关系等 "
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