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讨论了一类具高阶奇点的高次非线性系统，得到了计算焦点量的递推方程，其中的待求量满足线性方程，且线

性地依赖已求得的各量，从而降低了计算难度和计算量 )作为一个简单应用，讨论了一类五次多项式系统的中心与
焦点判别问题并举例仿真 )
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( = 引 言

考虑如下的平面系统：

!·> ? " "" ? !" #（!，"( )），

"·> ! !" @ """ @ "" #（!，"( )），
其中 #（!，"）在原点（%，%）的某邻域内解析，!#"(，
且满足 #（%，%）> %)该系统的奇点（%，%）或为焦点或
为中心，这就构成了中心焦点判定问题，关系到系统

的稳定性与渐近稳定性判定［(—*］) 这类问题与
A23B7C; (&问题有着密切的联系，一直是常微分方程
动力系统及稳定性理论的中心研究课题之一，其主

要困难在于各阶焦点量的计算 )基于 DE2851CF 和
GH1I:8EJ的经典研究，常用的方法有后继函数法和
形式级数判别法，随着焦点阶数的增加，焦点量的计

算变得十分复杂 )有很多学者［$—&］研究确定焦点阶
数和求焦点量的简洁方法，例如：应用于广义

G278KC<方程的 L67CM14方法、应用于低阶奇点（如多
项式 DE2851CF方程的中心焦点判别问题）的形式积
分因子法、建立计算焦点量的递推公式法等，而对于

具高阶奇点的高次非线性系统的讨论并不多见 )本
文运用文献［#，&］的思想，借助于方程的首次积分概
念，得到了系统焦点量计算的递推方程，其中的待求

量满足线性方程，且线性地依赖已求得的各量，从而

降低了计算难度 )作为应用，讨论了一类五次多项式
系统的中心与焦点判别问题并举例仿真 )

" = 主要结果

考虑如下类型的高次非线性系统：

!·> ? " "" ? !" #（!，"( )），

"·> ! !" @ """ @ "" #（!，"( )） )
（(）

做极坐标变换

! > $5E4!，
" > $428!，

则原系统的轨线方程成为

< $
<! > (

" 428!［ $ @ $#（ $5E4!，$428!）］

#%（!，$）)
构造初值问题

< $
<! > %（!，$）> $

N

& > (
%&（!）$&，

$（%）> ’ )
（"）

记初值问题的解为

$（!，’）> $
N

& > (
$&（!）’& ) （$）

将（$）式代入（"）式得

$
N

& > (
$O&（!）’& > $

N

( >
(

(
%(（! (）$N

& > (
$&（!）’ )& )(

)

比较上式两边 ’& 的系数后可得
< $(
<! > %(（!）$(（!），

$（%）> (；
（#）
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! !"
!! " #"（$#，$$，⋯，$"，!#，!$，⋯，!"%#）

& $#（!）!"， （’）

!"（(）" ()
此为变系数线性常微分方程初值问题，进行逐次求

解得 !#，!$，⋯，于是便得线段 ( * % * %(，!" (上的

+,-./012映射

!（$!，%）" !
3

& " #
!&（$!）%& )

根据 +,-./012和 45067.,8 的经典理论，第一个
非零的 !"（$!）（ " 9 #）的下标必为奇数 )若对一切
的 "，!$" & #（$!）" (，则 ’ 为中心；若对首个 "，

!$" & #（$!）"(，则 ’ 为 " 阶细焦点，同时 !$" & #（$!）为

" 阶细焦点的焦点量 )
注意到初值问题（’）式的非齐次项 #"（ $#，

$$，⋯，$"，!#，!$，⋯，!" % #）非线性地依赖于已求得

的 !#，!$，⋯，!" % #，且随着 " 的增加 #" 中的项数增

加较快，如

#$（$#，$$，!#）

" !$# $$，

#:（$#，$$，$:，!#，!$）

" $ !# !$ $$ & !:# $:，

#;（$#，$$，$:，$;，!#，!$，!:）

"（$ !# !: & !$$）$$ & : !$# !$ $: & !;# $; )
下面将运用文献［;，<］的思想构造一种快速算

法，使非齐次项 #"（$#，$$，⋯，$"，!#，!$，⋯，!" % #）

线性地依赖于已求得的 !#，!$，⋯，!" % # )
对于（:）式，设

% ""（!，!）" !
3

& " #
"&（!）!&， （<）

则有"#（(）" #，""（(）" (（"#$），且有以下定理 )
定理 关于（<）式中的"(（!），有下列递推

方程：

"=#（!）" $#（!）"#（!），

"=(（!）" %!
(%#

" " #
"$(% "&#""（!） （>）

& ($#（!）"(（!） （( # $），
且")（$!）可作为焦点量的等价刻画 )
证明 记

（ !# % & !$ %$ & ⋯）" " !
3

( " "
*（ "）(（ !#，⋯，!(% "&#）%(，

则显然有

*（#）(（ !#，!$，⋯，!(）" !(，

*（(）(（ !#）" !(#， （?）

*（ "）(（ !#，(，⋯，(）" ( （" # ( & #）)
将（:）式代入（<）式得

% "!
3

" " #
""（! (）!3

) " #
!)% ))

"

"!
3

) "
(

#
!
)

" " #
*"

)（ !#，!$，⋯，!)% "&#）""（! )） %) )

比较上式两边 %& 的系数可得
!#（!）"#（!）" #，

!
)

" " #
*"

)（ !#，!$，⋯，!)% "&#）""（!）" ( （) 9 #）)

所以有

"#（!）!)（!）&")（!）!)#（!）

&!
)%#

" "$
*"

)（!#，!$，⋯，!)% "&#）""（!）" ( （)# $）)

再由

"#（$!）!$（$!）&"$（$!）!$#（$!）" (，

!$（$!）" (，
便得到

"$（$!）" ()
同理，由（?）式可以得到下列等价关系：

!$（$!）" !:（$!）" ⋯ " !(（$!）" ($"$（$!）

"":（$!）" ⋯ ""(（$!）" ()
此外，由

!$（$!）" ⋯ " !)（$!）" (，
可以得出

!)&#（$!）" %
!)#（$!）
"#（$!）")&#（$!）

" % !)&#
# （$!）")&#（$!）) （@）

这说明"(（$!）可作为焦点量的等价刻画 )
另一方面，由于"（!，!）是（$）式中的首次积分，

故有

""
"! & $（!，!）"""! " ()

这样便有

!
3

( "#
"=(（!）!

( (& !
3

( "#
("(（!）!(% ) (# !

3

) "#
$)（!）! )) " ()

比较上式两边 !( 的系数，便得结论 )
我们注意到定理中的递推方程是线性微分

方程，其中的非齐次项线性地依赖于已求得的"#，

"$，⋯，"( % #，且项数关于 ( 只呈线性增长 )
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!" 一类五次系统的奇点分析

作为定理的应用，我们考虑五次系统

!·# $ " "% $ !% #（!，"( )），

"·# ! !% & %"% & "% #（!，"( )） ’
（()）

这里，不失一般性，可设

#（!，"）# $( ! & %( " & $% !% & %% "% ’
此时在极坐标系

! # &*+,!，
" # &,-.!

下，方程（()）变换为
/ &
/! # ’(（!）& & ’%（!）&% & ’!（!）&!，

其中

’(（!）#
(
% ,-.%!，

’%（!）#
(
% ,-.%!（$( *+,! & %( ,-.!），

’!（!）#
(
% ,-.%!（$%

% *+,%! & %%
% ,-.%!）’

根据递推公式（0）可得关于焦点量的等价量"(

满足如下线性方程：

"1(（!）# ’("(，

"1%（!）# %’("% $ ’%"(，

"1!（!）# !’("! $ %’%"% $ ’!"(，

"12（!）# 2’("2 $ !’%"! $ %’!"%，

"13（!）# 3’("3 $ 2’%"2 $ !’!"!，

⋯

（((）

结合初始条件

"(（)）# (，

"(（)）# ) （( ! %），
（(%）

便可以通过计算得到前几个主焦点量 ’
我们取定 #（ !，"）中的 $( # (，%( # %，$% # !，

%% # 2进行仿真 ’按照上述方法，运用 45678956-*5软
件对初值问题（((），（(%）式中的前五个变量进行数
值求解，再画出"!（!）和"3（!）的图像分别如图 (
和图 %所示 ’
依次计算"!（%!）和"3（%!），得

"!（%!）# )，

"3（%!）# )"!)0(:0 ’
由于"!（%!）# )，"3（%!）")，于是根据文中的

结论 得 知 奇 点 为 二 阶 细 焦 点，且 其 焦 点 量

图 ( "!（!）的图像

图 % "3（!）的图像

为 $ )"!)0(:0 ’
另一方面，通过画出系统的相图（图 !）可以看

出，奇点（)，)）确实是焦点，但焦点的阶数未知 ’因
此，上述仿真例子验证了本文方法的正确性及有

效性 ’

图 ! 系统（()）的相图

2" 结 论

本文针对一类高次非线性系统给出了计算焦点
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量的递推公式，其中的待求量满足线性方程，且线性

地依赖已求得的各量，从而降低了计算难度和计算

量，推广了文献［!，"］的结果 #由于本文中高次系统

本身的复杂性，使所得的线性方程（$$）是变系数的，
更精细的结论有待于做进一步的分析 #
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