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利用零邻域的马克劳林展开对归一化非线性薛定谔方程的频域差分形式进行分析，得出一个能够同时考虑光

学媒质的色散作用以及非线性克尔作用的时域快速数值差分递推公式 )选取若干算例，将运用该公式的数值计算
结果与已知的解析结果和传统分步傅里叶方法所得的计算结果做了相应的比较，结果表明这种快速数值差分递推

公式不但拥有相当快的计算速度，也有很高的计算精度，而且在物理上符合光脉冲在光学媒质中传输时色散和非

线性作用同时施加影响的客观实际，这说明它是研究非线性光学媒质中光脉冲传输的一种科学、合理而快速有效

的数值计算方法 )

关键词：快速数值差分递推公式，零邻域马克劳林展开，非线性薛定谔方程，光脉冲传输

!"##：*%&+，*%’(,，$%&$

!教育部“新世纪优秀人才支持计划”基金（批准号：-./01$*1$2’(）和兰州大学信息科学与工程学院青年科学研究基金（批准号：3451

66671789:1$(）资助的课题 )

! /1;<=>：?@<ABB;C >?D) EFD) GA

( H 引 言

非线 性 薛 定 谔 方 程（ AIA>=AE<J 8G@JKF=ABEJ
ELD<M=IA，-38/）是现代物理学研究中经常遇到的各
种非线性发展方程中的一种［(］，它也是研究非线性

色散媒质中光脉冲传播问题的一个十分重要的基本

方程 )长期以来，人们对于它的精确求解进行了不懈
的努力［%—+］)但是除了极少数特定情形下可以利用
逆散射变换方法（N80）［&］获得它的孤子解外，对于输
入光脉冲包络为任意形状下的方程求解，仍然只能

依靠各种各样的数值解法 )一般说来，这些方法大体
上可以分为有限差分法和伪频谱法两大类 )对于传
统的有限差分法来说，它需要对方程中包含的时间

和空间变量进行差分表示，并将方程转化为代数方

程进行求解，虽然这种方法能够同时考虑色散和非

线性的作用，但其计算精度的提高却是以计算量的

极大增加为代价的［"］，计算速度比较慢一直是其十

分不利的方面 )对于伪频谱法，现在已普遍获得广泛
应用的是分步傅里叶方法（88:O）［"］，由于它采用了
有限快速傅里叶变换（::0）算法，因而比大多数的

有限差分法拥有快得多的计算速度 )此外，近年来也
有文献分别研究了建立在小波变换算法基础上的分

步小波方法（88PO）［’］和基于自适应分步傅里叶的
方法（Q88:O）［2］以及改进的分步傅里叶方法
（O88:O）［($］，还有通过将传输过程划分为自相位调
制（8RO）和色散各自独立起作用的两个过程段的两
段分析法［((］，以及运用微分矩阵法求解非线性薛定

谔方程的研究方法［(%，(#］，但是以上这些方法大都有

一个共同之处，即它们均是建立在同一光纤传输区

段上色散作用和非线性作用先后分别作用时其综合

效果等效于二者同时作用的基本假设的基础上，这

和实际过程中色散作用和非线性作用是同步发生作

用的情形具有实质性的区别 )
针对前述各种方法所存在的问题，本文利用零

邻域的马克劳林（O<G><DJ=A）展开对归一化非线性薛
定谔方程的频域差分形式进行了分析处理，得出了

一种在计算时能够同时考虑非线性薛定谔方程的色

散项和非线性项共同作用的时域快速数值差分递推

公式 )将该公式运用于若干实际算例，给出了高斯
形、矩形脉冲在光纤中的线性和非线性传输的波形

分布及演化图，并将该计算结果与解析结果以及传
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统分步傅里叶方法的计算结果做了比较和分析，同

时对二者的运算机时做了对比分析 !

" # 理论分析

!"#" 归一化快速数值差分递推公式的导出

理论研究表明［$］，在脉冲的宽度不小于 % &’时，
光脉冲在具有损耗、色散和非线性作用的光学媒质

中进行传输几乎不用考虑拉曼效应的作用，此时脉

冲将遵从下述形式的非线性薛定谔方程：

!!
!" ( !" ! (

)""

"
!" !
!#" *"+

,
!+ !
!#+ - )# ! " !，（.）

此处，! 即 !（ "，#），它代表光脉冲包络的慢变振幅
分布，其初射脉冲包络为 !（/，#）! " 为空间传输距
离，# 是以群速度 $0 移动的延时参考系中的时间坐
标，# - % * " 1 $0 !参数!，""，"+，#分别代表了光纤
中的损耗因子、二阶色散参数、三阶色散参数以及非

线性克尔效应系数 !为了便于求出方程（.）的时域数
值差分递推关系，首先对上式进行归一化变换处理，

具体操作如下：

!（ "，#）- &! / ’（ "/，$）， （"）
其中$- # 1#/，"/ - " 1(2，这里的 #/ 是输入脉冲的

半宽度（即在光强度峰值的 .1 ) 处），(2 和 (3 分别

表示色散长度和非线性长度，即

(2 -
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，
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#&/
，
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(2

(3
， （+4）

同时将二阶、三阶色散参数写为下述形式：

"" - ’05（""）"" ，

"+ - ’05（"+）"+ ，
（+6）

此处的 ’05（）代表符号函数，其定义如下：

’05（+）-
. + 7 /，
/ + - /，
* . + 8 /

{
，

（+9）

于是方程（.）可改写为下述形式：
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与上式相对应的入射光脉冲形式可以写为

’（/，$）-
.
&! /

!（/，#）， （%）

显然若能求得不同归一化距离处的 ’（ "/，$），则对
应于方程（.）的结果就可表为

!（ "，#）- &! / ’（(2 "/，#/$）! （,）
接下来对（:）式做傅里叶正变换 ’（ "/，$）

"—#
;
$’（ "/，%），关于$的一阶偏导数的傅里叶变

换形式应该取为!’（ "/，$）
!$ "—#

;
* )%$’（ "/，%）［.:］，

随后可得下述结果：
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在空间步进值""/ 取得很小时（大约在 ./* +），将该

式关于 "/ 的一阶微分求导运算用其差分形式代替，
并对之进行简单的组合整理，即可得到以下基本

关系：
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对上式的前一项可以应用零邻域的马克劳林展开式

的恒等性［.%］，在给定小的步进值&"/ 下，忽略二阶
以上的高阶项，应有以下的近似关系成立：
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将上式代入（<）式后并对之进行傅里叶逆变换
（?;@），则其时域表达形式可表示如下：
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同理在时域运用马克劳林关系处理上述方程的后一

项，可知应有以下近似关系成立：

(
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当空间坐标取为 "" , %!""，% , "，(，)，-，⋯时，将

（((）式代入，则（("）式就可以形式地简记为下述递
推关系：
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其中 &$的表示式为
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上式可以理解为在!"" 距离上光脉冲在色散独立作

用下的系统冲激响应函数，尤其是当其三阶色散系

数$- 为零时，上式的时域解析结果可以通过比较复

杂的积分理论分析过程得到 .此处的第（()）式就是
用来对光脉冲在非线性色散媒质中的传输进行计算

的基本数值差分递推公式 .由于它可以在时域直接
进行运算，所以使用起来极为方便 .显然，利用（()）
式求得了一系列的 !（ ""，"）后，即可通过（3）式得到
与（(）式相对应的非线性薛定谔方程的最终结果 .
在前述数值差分递推关系中，其初射光脉冲的

包络形式可以取为任何合适形状的函数形式，在一

般情形下可以取为下述啁啾高斯脉冲包络形式：

!% % , " , !（"，"）, #$
（(’ %(）

) "[ ])
， （(4）

其中 ( 为脉冲的啁啾系数 .
对（()）式进行考察可知，在计算当前段光脉冲

的传输当中，由于上述公式同时考虑了色散效应和

非线性效应的共同作用，因此不必像 5567那样，需
要将色散过程和非线性过程分割开来进行相继的运

算处理，所以本文的方法相对于 5567而言，更加符
合光学媒质中光脉冲传播的实际情形，因而其物理

图景就更为科学合理 .

!"!" 快速数值差分递推公式与解析解的关系

由前述分析结果，可以很容易地推得完全色散

作用情形下的解析结果 .譬如在纯色散条件下，此时

%, "，于是由（8）式出发结合零邻域的马克劳林展
开关系可以很容易地求得下式：
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现从 "" , "处代入初始入射脉冲条件，经过若干步

卷积运算即可准确地得到
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这也就是说下列关系式必然恒成立：
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其中!!（"，!）是输入光脉冲包络 !（"，"）的傅里叶
变换，显然上式就是纯色散情形下解析解的基本表

达式 .在实际的分析计算处理中，（()）式和（(:）式的
卷积运算一般都是通过采用 66;来完成的，当然也
可以采用变换分解速度更快的小波变换方法，这些

都是有现成方案可以实现的 .

- < 计算实例分析

为了验证本文提出的快速数值差分递推关系

（()）式的有效性，在下面的算例中拟选用和文献［8］
相同的参数，以资比较 .

#"$" 仅考虑色散作用的线性传输情形

对于一个无啁啾无损耗的高斯脉冲在常规单模

光纤中的传输，基本参数对应取为：脉冲宽度为 ’"

, )" =0，脉冲峰值功率为 )" , (" >?，光纤的损耗取

"83) 物 理 学 报 93卷



为!! " #$%&’，二阶色散系数取为"( ! ) * +,( %&’，
三阶色散系数取为"- ! "，传输距离分别取为 ! !
."" &’，("" &’，-"" &’/在数值计算中，空间步进值
取为!!" ! "0"".，此值相当于!! ! "0. &’，另外采
样点数取为 ("*1点 /经 23453$编程运算处理后得
到的计算结果如图 .所示，在这里与数值计算结果
相对照的解析结果则由文献［.6］给出 /
由图 .所示曲线可以看出，基于本文方法的数

值模拟计算曲线和解析结果的曲线符合得很好 /经
计算其最大相对误差仅为 "0"-7，完成运算所花费
的时间也仅为 ."01 ,，这说明本文所述快速数值差
分递推公式能够以相当高的精度快速完成光脉冲在

光学媒质中线性传输所需要的相关计算 /

图 . 快速数值差分递推算法和解析方法得到的无啁啾高斯脉

冲在无损耗常规单模光纤中分别传输 ."" &’，("" &’，-"" &’后

的波形对比

!"#" 考虑色散与非线性效应共同作用时的情形

接下来考虑含有非线性作用的啁啾高斯光脉冲

传输的情形 /取基本参数为：脉冲宽度取为 "" ! ("
+,，脉冲啁啾系数为 # ! .，脉冲峰值功率为 $" ! ."
’8，光纤的损耗取为!! " #$%&’，二阶色散系数取
为"( ! ) * +,( %&’，三阶色散系数仍取为"- ! "，传
输距离分别取为 ! ! ("" &’，-"" &’，非线性作用克
尔系数为#! . 8). &’) . /在数值计算中，空间步进
值仍取为!!" ! "0"".，此值相当于!! ! "0. &’/作
为对比，同时也给出了基于 99:2的计算结果，经过
简单计算后二者的相关结果对比如图 (所示，而计
算所耗费的机时对比则如表 .所示 /另外在上述各
阶色散及非线性参数保持不变的条件下，考虑到光

纤存在的实际损耗，取!! "0( #$%&’，做出了外包络
为理想矩形光脉冲在单模光纤中传输 ."" &’的波
形演化图，如图 -所示 /
由图 (可见，本文所述的快速数值差分递推方

法的计算结果和 99:2所得结果相比，发现二者的
相对误差在 "0"-7以内 /由表 .的数据对比分析可
见，本文所述方法的机器耗时几乎仅为传统 99:2
耗时的一半，尤其在采样点数为 ("*1 点的情形下，
前者计算耗时竟然仅为后者的三分之一，这就说明

本文的计算方法对于处理光脉冲在光学媒质中的非

线性传输问题也是十分有效的 /由图 (可知，在对等
距离处，此处的光脉冲瞬时功率大于图 .的结果，这
是因为非线性作用与脉冲啁啾部分地抵消了色散作

用的结果 /由图 - 则可以看出，随着传输距离的增
加，光脉冲两侧前后沿处出现振荡状结构，并向脉冲

中心扩展，整个脉冲的幅度随着距离的增加而渐次

减小 /图 (和图 -所示的计算结果均说明本文提出
的快速数值差分递推算法是一种非常有效的快速数

值处理方法 /
此外需要在此指出的是，文献［1］中的文字参数

描述的计算结果和该文中图 (所示结果是不相一致
的 /按照该文中图 (的曲线来看，图形绘制的应该是
脉冲啁啾系数 # ! .时的结果，而不是该文描述中
所说的 # ! ) .时的结果 /因为当二阶色散系数和
脉冲啁啾系数同符号时，光脉冲是严格单调展宽

的［.6］，即其瞬时功率值不会有图示的那么高，对于

("" &’处的曲线，此时其峰值大小约为 *0"(，只有
二者异号时，才会有图示的那么大（约为 60*1）/

图 ( 快速数值差分递推算法和 99:2得到的有啁啾高斯脉冲

在无损耗常规单模光纤中分别非线性传输 ("" &’，-"" &’后的

波形对比
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表 ! 分步傅里叶方法和时域快速数值差分递推算法在不同采样点数下耗费机时的对比

采样点数 !"# $!" !%"& "%&# &%’( #!’"

))*+耗费机时,- %.’& ".! /.’ !!.# !#./ /$.%

时域快速数值差分递推算法耗费机时,- %.$% !.! !.# /.(% 0.$% !$.%

注：计算用参数如 /."节所述，传输距离选为 !%% 12；运行的机器环境为：34456公司 7+38 "%%，操作系统为 9:;<=>- ?4，84@ A"&%%B!.#/

CDE，内存 &’( +FG

图 / 理想矩形光脉冲在有耗常规单模光纤中非线性传输 !%%

12的波形演化图

&. 结 论

利用马克劳林展开对非线性薛定谔方程的频域

差分形式进行分析处理，推得了一个能够同时考虑

色散作用以及非线性克尔作用的时域快速数值差分

递推公式 G将该公式应用于实际的算例，与已知的解

析结果和 ))*+所得的结果所做的对比表明，这种

快速数值差分递推公式更加符合光脉冲在光学媒质

中传输的实际情形，它无需在同一个小的光纤传输

片段上将色散过程与非线性过程割裂开来分别进行

处理，在计算速度上，文中所述方法明显高于常用的

分步傅里叶方法，因而本文所提出的方法与传统的

分步傅里叶数值分析方法相比，不但拥有不低于这

些方法的计算精度和速度，而且其物理图景更为科

学合理 G无论从计算速度以及计算精度上看，都说明

它是研究光脉冲在光学媒质中传输问题的一种科

学、合理而快速有效的数值计算方法，它可以广泛地

应用在与光脉冲非线性传输有关的物理学研究领域

当中 G
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