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利用改进的 )*++,-*方程映射法、./+01234变换法和变量分离法，得到了（# 5 &）维广义 .67869:,2;（<.:）方程的
新显式精确解 =根据得到的解，找到了 <.:方程的复合波，并进一步研究了在 >,+8?*正弦周期波背景下 468@*83孤
立波的演化 =
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& M 引 言

近年来，在计算机代数系统的帮助下，高维非线

性系统得到了广泛的研究，并取得了良好的成

效［&—C］=许多求解非线性方程的新方法相继被提出，
如双线性法、齐次平衡法、标准的 N,*317OP截断分析
法、波数合并法和映射法等［A—&Q］=前不久文献［&%，
&’］对映射法进行了拓展，得到了包含任意函数的精
确解 =此外，许多学者通过研究提出了诸如钟状
468@*83孤子、线孤子、半线孤子、峰孤子、紧致子、环
孤子、方孤子、折叠子和泡孤子等［&C—#"］=然而，以往
人们大多关注的是在理想背景下的孤立子（孤立

波），而在实际中孤立子常出现在一定的背景波下，

即所谓的复合波 =人们不会忘记英国科学家罗素
&C"’年首次在爱丁堡到格拉斯哥运河中浅水面上
观察到的形状速度不变、圆而光滑、孤立的水波［#(］，

它实际上就是以水面波为背景的孤立波（复合波）=
前不久，RJ2 等［#Q］研究了（# 5 &）维广义 G*SJ3*09
G8O*08O9T7I71O系统，找到了该系统的复合波 =那么，
能否在其他系统中构建出新的复合波及其演化呢？

本文的主要工作是将改进的 )*++,-* 方程映射法、
./+01234变换法和变量分离法运用到（# 5 &）维广义
.67869:,2;（<.:）方程
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并进一步研究在 >,+8?*正弦周期波背景下的孤立波
及其演化 = <.: 方程由 RJ,3W 等［#%］利用 N,*317OP 截
断分析法从（& 5 &）维 .67869:,2; 方程中得到，当 %
V & V ) V $ 时，<.: 方程就变为通常的（# 5 &）维
.67869:,2;方程［#’］=

# M（# 5 &）维 <.:方程的孤波解、周期
波解和变量分离解

改进的 )*++,-*方程映射法的基本思想如下：对
于给定的一个非线性物理模型
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设它有如下形式的解：
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式中!满足
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!! "" #!$ % （&）
这里 ! "（ !’ " "，!(，!$，⋯，!#），$（ !），%&（ !），

’&（!）和 (（ !）为待定的 ! 的任意函数 %将（)），（&）
式代入（*）式就可以得到一组 $（ !），%&（ !），’&（ !）
和 (（!）的约束方程 %通过约束方程求得变量 $（!），
%&（!），’&（!）和 (（!），再根据 +,--./,方程如下的孤
波解、周期波解和变量分离解就可以确定所求方程

的解（这里省略了双曲正切和正切函数解）：
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下面对（(）—（6）式进行变换 %首先，将（(）式对
变量 ) 求一次微分，并将（6）式代入（(）式，得
（*" 0 *!! # $**!）) # +!! # ,+! # -+) " ’，（7）

+" # $（+*）! # +!! # *,（+! 0 *!)）

# *-（+) 0 *))）# .（+ 0 $*)）" ’%（8）
然后，对（7），（8）式进行 9:-;<=>?变换［$7］，
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这里

# "#（!，)，"）
和

*’ " *’（!，"）
分别是（!，)，"）和（!，"）的任意函数 %由（6），（(’）式
可以得到

/ " $*! # $（!，"）， （((）

+ " $*) % （($）
这里 $（ !，"）是（ !，"）的任意积分函数 %将（((），
（($）式代入（7），（8）式，得到如下的非线性偏微分
方程：
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其等价形式为

*" # *!! # $（,*! # -*) # **!）" 0（!，"），（(*）
其中 0（!，"）是任意的积分函数 %根据（)）式，设对
称解为
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式中 1，2，3，$，% 和 ( 是（ !，)，"）的任意函数 %将
（&），（()）式代入（(*）式，并按!的同次幂合并，提取

!&（ & " (，$，⋯）的系数，其中包含 "#!! $项，提取

"#!! $，令 "#!! $ 前的系数等于零，令不含

"#!! $的系数也等于零，得到一系列方程 %由这些
方程可求得
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进一步，可得到
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式中

$"$（!，"），

#"#（) 0 $-"）
是关于（!，"）和（) 0 $-"）的任意函数 %
情形 ! 设" " 0 (，可以得到 @9A 方程的孤

波解
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式中!（"，#），"（% $ #$#）为所示变量的任意函数 ,
情形 ! 设#" !，可以得到 -./方程的周期波解
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式中!（"，#），"（% $ #$#）为所示变量的任意函数 ,
情形 " 设#" 0，可以得到 -./方程的变量分离解
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式中!（"，#），"（% $ #$#）为所示变量的任意函数 ,

+ 4 周期波背景下的孤立波及其演化

由于（!5）—（#3）式中都包含有任意函数!和

"，使得系统的解变得相当丰富 ,本文仅以（#1）式为
例，讨论 -./方程在周期波背景下的孤立波及其演
化 ,为了方便和清楚，设

* " ’+ " $ !
#
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!"
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"#$# 在 %&’()* 正弦周期波背景下的 +,(-*(. 孤
立波

由于（#6）式中的!和"的任意性，不妨取!

图 ! 场量 * 利用（#5）式得到的在定态 78&’9:正弦周期波背景

下的 ;<’=:’>孤立波 # " 0，( " !，$ " !

和!为如下形式：

!#+*6期 马松华等：在 78&’9:正弦周期波背景下的 ;<’=:’>孤立波及其演化



图 ! 场量 !利用（"#）式得到的在 $%&’()正弦周期波背景下两个 *+’,)’-孤立波随时间 " 的演化 # . /，$ . #0（%）" . 1 2，

（(）" . 1 "，（&）" . #，（*）" . !，（3）" . 2

! . / 4 #5/26%-7（#52% 1 "）

4 #5#"8-（#59%，#5"），

" . / 4 #5/26%-7 #52（& 1 !$"( )）

4 #5#"8- #59（& 1 !$"），( )#5" 0

（!:）

于是可以得到场量 ! 的复合波，即一个在定态

$%&’()正弦周期波背景下的*+’,)’-孤立波，如图 /

所示 0

!"#" 在 $%&’() 正弦周期波背景下 *+’,)’- 孤立波
的演化

以上得到了在 $%&’()正弦周期波背景下 *+’,)’-
孤立波解，下面将研究在 $%&’()正弦周期波背景下

*+’,)’-孤立波的三种不同演化情况（图 !—图 ;）0
在（!<）式中，如果取!和"为如下形式：

! . / 4 #5/!6%-7（#52% 1 "）4 #5#:6%-7（#52% 4 "）
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图 ! 场量 !利用（!"）式得到的在 #$%&’(正弦周期波背景下两个 )*&+(&,孤立波的时间演化 " - "，# - ./（$）$ - 0 1，（’）$ - 0 2，

（%）$ - .，（)）$ - 3

4 .5.!6,（.57%，.5!），

! - " 4 .5.89$,: .53（& 0 ;#$( )）

4 .5.!6, .57（& 0 ;#$），( ).5! / （!.）
可以得到场量 ! 在 #$%&’( 正弦周期波背景下两个

)*&+(&,孤立波之间的相互作用情况，如图 ; 所示 /
从图 ;可以看到：当两个 )*&+(&,靠近时，中间的背
景波被挤压，)*&+(&, 的波幅与背景波发生叠加，
波的形状发生改变，如图 ;（’），（)）所示 / 但通过
仔细分析发现，两个 )*&+(&, 相互作用前后波形和
波速都没有改变，类似于弹性作用，如图 ;（$），（<）
所示 /
在（;1）式中，如果取任意函数为如下形式：

" - ; 4 .5.1<=>（.53% 0 $）

4 .5;6<%:（.53% 4 $）

4 .5."36,（.57%，.5!）， （!"）

! - ; 4 .5.19$,: .53（& 0 ;#$( )）

4 .5."36, .57（& 0 ;#$），( ).5! /

可以得到场量 ! 在 #$%&’( 正弦周期波背景下两个
孤立波之间的非弹性相互作用情况，如图 ! 所示 /
从图 !可以看到，在传播过程中两个孤立波发生
叠加后，合并为一个 )*&+(&,，类似于完全非弹性
作用 /
此外，利用（;1）式，取任意函数为如下形式：

" - ; 4 .5.36<%:（.5?%; 4 $）

4 .5.26,（.51%，.5!）
（!;）

! - ; 4 .5.36<%: .5?（& 0 ;#$）( );

4 .5.26, .51（& 0 ;#$），( ).5! /
可以得到如图 2所示的非常有趣的现象 /从图 2可

以看出：两组孤立波随着时间的变化，其波幅也不断

改变，一边振动一边向前传播，如图 2（’）所示 /接着

两组孤立波发生作用，作用以后孤立波消失，只剩下

背景波 /我们通过仔细分析，发生其原因是由于两组

对应的孤立波的亮波和暗波叠加后合振幅变为零的

缘故 /图 2（<）是对应图 2（%）放大的正视图 /
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图 ! 场量 !利用（"#）式得到的在 $%&’()正弦周期波背景下两组亮暗孤立波的时间演化 " * +，# * ,-（%）$ * . ",，（(）$ * . +/，

（&）$ * . +，（0）$ * #，（1）对应于（&）图放大的正视图

!2 结 论

寻找非线性方程新的精确解是非线性科学的一

个重要内容 -本文利用改进的 3)&&%4)方程映射法结
合 56&789:0变换法与变量分离法，得到了（# ; +）维
<5=方程的孤波解、周期波解和变量分离解 -根据

所得到的变量分离解（#/）式，讨论了在 $%&’() 正弦
周期波背景下的孤立波及其演化，包括弹性相互作

用、完全非弹性作用以及两组孤立波叠加后合振幅

变为零的有趣现象 -关于周期波背景下其他新的局
域结构，我们将作进一步的深入研究 -

对郑春龙教授就本文工作的建议和指导表示感谢 -
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