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提出一种分析傍轴光束分数傅里叶变换几何特性的相空间束矩阵变换的简单方法 ) 以分析椭圆高斯光束分
数傅里叶变换几何特性为例，研究表明，利用本方法讨论傍轴束分数傅里叶变换的几何特性简单可靠、从几何图像

理解傍轴束分数傅里叶变换清晰直观 ) 为研究光束传输变换的特性提供了一种简单方便的新途径 )
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! > 引 言

近年来，由于分数傅里叶变换［!］及有尺度因子

分数傅里叶变换［#］在信息处理［$，*］、光束整形［’］和分

析［&］等方面的优势，对分数傅里叶变换的性质、光学

实现和应用进行了广泛的研究，分数傅里叶变换已

成为光学、信息处理领域的一个研究热点 )
对傍轴光束分数傅里叶变换的研究，一般采用

张量光学、衍射积分［(—!%］和 ?2@76A 分布函数
法［!!，!#］，但作者还未见用相空间束矩阵变换方法分

析光束分数傅里叶变换的研究报道 ) 本文基于频率
域和空间域组成的相空间域，利用哈密顿相空间表

象理论构建了光束传输变换的相空间束矩阵变换理

论，研究傍轴光束经过分数阶傅里叶变换光学系统

传输变换的几何特性 ) 以傍轴椭圆高斯光束为例，
讨论了椭圆高斯光束分数傅里叶变换的几何特性 )
与上述几种方法相比，本文方法物理图像清晰、数学

运算简单、结果可靠有效，可应用于一般傍轴光束分

数傅里叶变换几何特性的研究 )

# > 光束传输变换的相空间表象

光束具有波动性和统计性 )从波动性看，对于

B1CDD217光束，若它在起始截面上的振幅及波面已
知，则从理论上每条衍射光线的轨迹及其远场的指

向就确定了 ) 而对于任意傍轴光束，给定起始截面
上的振幅和波面分布，得到它的每条衍射光线的轨

迹显然不很容易 )同时由于任何实验结果均是统计
结果，在这种情况下了解光束的统计传输行为比了

解单一衍射光线的传输行为具有更为重要的意义 )
光束的传输和变换属于经典物理范畴，不涉及光的

量子性质，因此每条衍射光线类似于经典统计中的

粒子运动，其轨迹可由正则坐标和正则动量确定的

相空间分量给出 ) 每条衍射光线在相空间都有唯一
的相点与之对应，衍射光束则对应于相空间相点所

围的相体积 ) 因此，从统计性看，光束的传输变换实
际上体现为相空间体积大小和取向的变化 ) 本文将
利用哈密顿光学相空间表象，讨论傍轴光束的相空

间统计传输行为，并分析光束的分数傅里叶变换几

何特性 ) 以下讨论均假定光束是线偏振、单色并在
无失调元件的一阶光学系统中传输的傍轴光束，同

时为了分析简便，仅讨论标量傍轴光束，以光束传输

轴作为 ! 轴 )

$%&% 光束相空间

相空间是指用广义坐标所表示的空间 ) 由哈密
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顿光学理论可知，广义坐标是由光线的位置坐标 !
和动量 !!（表示光线运动方向或称为发散角）组成
的 " 因此，在相空间中只要知道光线所在的位置 !
和它的动量 !!，这条光线的坐标和指向就确定了 "
如果光线的运动有 " 个自由度，描述这条光线运动
状态的坐标有 # " 个，由此组成的相空间是 # " 维空
间 " 对我们感兴趣的光线的横向运动，即与光轴垂
直方向的运动，采用四维相空间（ !，#，!!，#!）就够
了 " 如果光线在两个横向平面内的运动是独立的，
只需二维相空间（!，!!）和（#，#!）来描述 "

图 $ 光束传输的描述 （%）实空间，（&）相空间

不失一般性，我们用一维光束来说明实空间

（!，$）和相空间（ !，!!）的不同 " 图 $表示传输中的
光束，其中（%）为实空间，（&）为相空间 " 在图 $（%）
中，如果在任意 $ 处光束截面上取一点%，就有许多
光线的轨迹在此相交 " 显然，在实空间中确定所有
过点 % 的光线的坐标和指向是不可能的，但在相空
间中很容易确定过 % 点的所有光线的坐标和指向 "
在图 $（&）中，取 ! ’ !%，并过此点作与轴线 !!的平
行线，则点 &!就表示发散角最大的光线，点 ’!表示
发散角最小的光线 " 这样，过点 % 的所有光线就落
在点&!和’!之间了 " 任意 $ 处光束截面上的所有光
线就对应于相空间一个区域，该相域的大小和取向，

就完全给出了光束在该截面上（实空间）的几何统计

行为 "

!"!" 光束传输变换的相空间表象理论

对于一维傍轴光束，在二维相空间（ !，!!）表象
中，每条光线坐标和指向由相空间坐标 !，!! ’
(! )( $表征，相域是椭圆，边界方程为［$*，$+］

!!,$ !- ’ $， （$）
式中 ! ’［ ! !!］为相平面光束矢量，- 为转置符
号，!为相平面光束矩阵 "
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（#），（*）式同时也给出了相空间束矩阵元素与光束
参数的对应关系，其中#为光束波长，"! 为束宽，

(! 为波面曲率半径 "

在相空间表象中，!! !!和 !!! !! !分别为光束的宽

度"! 和远场发散角%!，!!!! )!!!为光束波面曲率半径

(! " 当!!!! 1 2（即 (! 1 2）时，光束在实空间是发散
的；当!!!! 3 2（即 (! 3 2）时，光束在实空间是会聚
的，相椭圆均为斜椭圆 " 当!!!! ’ 2（即 (!"4）时，
光束宽度最大或最小（波前为平面），即束腰，相椭圆

为正椭圆 " 相空间（!，!!）中的相椭圆的大小和取向
给出了光束的几何统计信息（束宽、远场发散角是相

椭圆分别在 ! 轴和 !!轴的投影）和敛散特性 " 因此，
若求出光束相空间束矩阵，光束在实空间的几何统

计信息也就确定了 "
一般而言，对于二维傍轴光束在四维相空间

（!，#，!!，#!）表象中，每条光线坐标和指向由相空
间坐标 !，#，!! ’ (! )( $，#! ’ (# )( $ 表征 " 相域是四
维超椭球，其边界方程为

［! !!］!,$［! !!］- ’ $， （+）
式中［! !!］’［ ! # !! #!］为相空间光束
矢量，
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为相空间光束矩阵，满足!’ "!(
’，!$ "!(

!，!% "

!(
%，其中!’ 是束宽矩阵，!% 是远场发散角矩阵，!!

是耦合矩阵 ) 对于准直简单像散、轴对称或旋转对

称光束，!! !!和 !! ""分别为光束在两个横向的宽度

"! 和""，对应相空间（ !，"，!#，"#）中相超椭球在 !

和 " 轴上的投影；!!#!! # 和 !"#"! # 分别为光束在两个

横向的远场发散角#! 和#"，对应相空间（ !，"，!#，

"#）中相超椭球在 !#和 "#轴上的投影 )
光束在无失调元件的一阶系统中传输时，描述

光束统计行为的相空间束矩阵满足

!! " !!’ !(， （*）

式中!’ 和!! 分别为光束在入射面和出射面的 % +
%相空间束矩阵，! 为一阶光学系统的 % + %光线传
输矩阵 )（*）式的物理意义如下：光束通过传输系统
! 的几何统计行为，在相空间（ !，"，!#，"#）表象中
表现为由相超椭球!’ 转变为相超椭球!! ) 显然，
相超椭球体积守恒（满足经典 ,-./0-112定理）) 对于
给定的傍轴光束，若已知光学系统的光线传输矩阵，

出射束的束参数（束宽、远场发散角等）就确定了 )
因此，（*）式给出了光束经一阶光学系统传输时的几
何统计行为 )

$ 3 光束分数傅里叶变换的几何特性

基于傍轴光束传输变换的相空间表象，就可直

接讨论光束的分数阶傅里叶变换 ) 分数阶傅里叶变
换等效于相空间的旋转［’4］，即 # 阶分数傅里叶变换
对应相空间旋转一角度$，

$ " !! + # ) （5）

由以上讨论容易得到光束分数傅里叶变换的几何特

性 ) 一般情况下，相超椭球的主轴坐标系与相空间
坐标系不重合（在相空间是一偏心超椭球）) 对于准
直简单像散、轴对称或旋转对称的傍轴束，相超椭球

的主轴坐标系与相空间坐标系是重合的，把相空间

顺时针旋转角度$，就得到光束分数阶傅里叶变换

的图像 ) 特殊地，当$ "!6!，由（5）式可知，对应分数
阶傅里叶变换阶数 # " ’ 时为传统的傅里叶变换 )
进一步，由相超椭球的对称性，当$ " 7，!，即对应分
数阶傅里叶变换阶数 # " 7，!时，得到恒等的相超椭
球 )因此，光束束宽和远场发散角及敛散特性随分数
傅里叶变换阶数周期性变化，其周期对应分数傅里

叶变换阶数为 ! ) 另外，在旋转过程中相超椭球体积
不变，而光束传输因子 $! 是光束相超椭球与对应

理想束（高斯束）相超椭球的体积比［’&］，所以光束传

输因子 $! 与分数傅里叶变换阶数 # 无关 ) 光束分
数傅里叶变换的这些基本特性［*—’!］，是相空间束矩

阵变换理论的直接推论 )

% 3 应 用

为简单起见，以分析基模椭圆高斯光束分数傅

里叶变换面上的变换特性来定量说明本方法的应

用 ) 实现相空间旋转角度$的光学系统有如图 !所

示的两个光学系统，图 !中 %’ 为常数，& " 89:$!，’

" ;-:$，(’ 为输入面，(! 为输出面 )

图 ! 实现分数阶傅里叶变换的光学系统 （9）单透镜系统，

（<）双透镜系统
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对于二维傍轴椭圆高斯光束，! 和 " 方向上的
传输行为是互相独立的 ! 首先考虑 ! 方向的变换，
光束在输入面 #" 处对应的相平面（!，!#）束矩阵为

!" $
!"!! !"!!#

!"!!# !"!#!
[ ]

#

$
"%

"!
"%

"!

$"!

"%
"!

$"!
#%

"











!

! （&）

经传输矩阵为

! $
" ’ $% % &" $ ’ &" $% %

’ & ’"" % " ’[ ]$%

$
()* ’!( )% &" *+,

’!( )%

’ & ’"" *+, ’!( )% ()* ’!( )










%

的图 %所示的光学系统后，光束在输出面 #% 处对应

的相平面（!，!#）束矩阵为
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利用（.）式，在输出面 #% 处对应的光束相平面束矩

阵元素，即光束束宽、远场发散角和波面曲率半径分

别为
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从（""）—（"0）式可以看出，在分数傅里叶变换面 #%

上光束束宽、远场发散角和波面曲率半径随分数傅

里叶变换阶数周期性变化，它们的周期对应分数傅

里叶变换阶数 ’ $ %!
如果输入面 #" 是光束束腰位置，即!"!!# $ -，由

（0）式得
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（""）—（"0）式可简化为

!%!! $"%
%!

$ "
% " /

&%"
(%"( )

!
/ "

% " ’
&%"
(%"( )

!
()*’[ ]!

1!"!!， （"2）

!%!#!# $#%
%!

$ "
%

"
(%"!

/ "
&( )%
"

/ "
%

"
(%"!

’ "
&( )%
"

()*’[ ]!
1!"!!， （"3）

!%!!# $"
%
%!

$%!

$ "
%

&"
(%"!

’ "
&( )
"
!"!! *+,’!， （"4）

式中 ("! $!!"!! 5$为椭圆高斯光束在输入面 #" 上 !
方向的瑞利长度 !
由（"2）式可知，在 ("! 6 &" 的条件下，当 ’ $ %)

/ "（) 为整数）时，输出面 #% 上光束束宽达到最小

值!%!! $ &%"!"!! 5 (%"! ! 当 ’ $ %) 时，输出面 #% 上光束

束宽达到最大值!%!! $!"!! ! 在 ("! 7 &" 的条件下，
当 ’ $ %) 时，输出面 #% 上光束束宽达到最小值!%!!

$!"!! ! 当 ’ $ %) / "时，输出面 #% 上光束束宽达到

最大值!%!! $ &%"!"!! 5 (%"! ! 考虑到（"4）式，当光束束宽
为最大值或最小值时，在输出面 #% 上光束波前都

是平面（对应的相椭圆都是正椭圆），即在输出面 #%

光束是束腰 !
由（"3）式可知，在 ("! 6 &" 的条件下，当 ’ $ %)

/ "（) 为整数）时，输出面 #% 上光束远场发散角达

到最大值!%!# !# $!"!! 5 &%" ! 当 ’ $ %) 时，输出面 #% 上

光束远场发散角达到最小值!%!# !# $!"!! 5 (%"! ! 在 ("!
7 &" 的条件下，当 ’ $ %) 时，输出面 #% 上光束远场

发散角达到最大值!%!# !# $!"!! 5 (%"! ! 当 ’ $ %) / "
时，输出面 #% 上光束远场发散角达到最小值!%!# !#

$!"!! 5 &%" ! 显然，当光束远场发散角为最大值或最小
值时，在输出面 #% 上光束波前也是平面 !

8032 物 理 学 报 34卷



同理，光束在输出面 !! 上 " 方向对应的相平
面（ #，#"）束矩阵元素，即光束束宽、远场发散角和
波面曲率半径分别为
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式中 %$" #!!$"" 0$为椭圆高斯光束在输入面 !$ 上 "
方向的瑞利长度 1 输出面 !! 上 " 方向光束束宽、远
场发散角和波面曲率半径随分数阶傅里叶变换阶数

&、常数 $$ 和瑞利长度 %$"的变化规律可由（$+）—
（$/）式得出 1
由以上分析可知，椭圆高斯光束在分数阶傅里

叶变换面 !! 上光束束宽、远场发散角和波面曲率

半径不仅与分数傅里叶变换阶数有关，而且还与光

束的瑞利长度和常数 $$ 有关 1 由（$2）和（$+）式、
（$3）和（$,）式得到分数傅里叶变换面上束宽、远场
发散角相等处 & 的表达式分别为

& # $
!

45’’()
$!$ & %$#%$"
$!$ % %$#%$( )

"
， （!6）

& # $
!

45’’()
%$#%$" & $!$
$!$ % %$#%$( )

"
1 （!$）

由（$2），（$+）式可得到输出面 !! 上椭圆高斯

光束束宽对不同阶数 & 的变化曲线如图 7 所示 1

图 7中的光束参数为"$# # !$! ## # $86 99，"$" #

!$! "" # $83 99，$$$ # $，此时，瑞利长度分别为 %$#
#!!$## 0$# 78$2 $$ : $$，%$" #!!$"" 0$ # +86+ $$ : $$ 1
从图 7可以看出，光束在 # 方向和 " 方向的束宽随
分数傅里叶变换阶数 & 周期性变化，周期为 ! 1 当 &
# 6或 & # ! 时，光束束宽最大，其值分别为"!# #

!!! ## # $86 99，"!" # !!! "" # $83 99；当 & # $时，

光束束宽最小，其值分别为"!# # !!! ## # 687! 99，

"!" # !!! "" # 68!$ 99；当 & # 68,+ 时，光束束宽相

等，即"!# # !!! ## #"!" # !!! "" # 687+ 991

图 7 束宽随阶数 &变化曲线 实线为 # 方向的束宽"!#，短划

线为 "方向的束宽"!"

图 2 远场发散角随阶数 &变化曲线 实线为 # 方向的远场发

散角#!#，短划线为 "方向的远场发散角#!"

由（$3），（$,）式可得到输出面 !! 上椭圆高斯光

束远场发散角对不同阶数 & 的变化曲线如图 2 所
示 1图 2中的光束参数与图 7相同 1 从图 2 可以看
出，光束在 # 方向和 " 方向的远场发散角随分数傅
里叶变换阶数 & 周期性变化，周期为 ! 1 当 & # $或
& # 7 时，光束远场发散角最大，其值分别为#!# #

!!#" #! " # $86 54;，#!" # !!"" "! " # $83 54;；当 & # !时，

光束远场发散角最小，其值分别为#!# # !!#" #! " #

687! 54;，#!" # !!"" "! " # 68!$ 54;；当 & # 68$7 时，光

束远场发散角相等，即#!# # !!#" #! " ##!" # !!"" "! " #
687+ 54;1 数值计算结果与理论分析一致 1
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另外，当输入面 !! 是光束束腰位置时，由

（!"），（!#）式可知，除束宽取最大值或最小值的变换
外，在分数阶傅里叶变换面 !$ 对应方向上光束不

是束腰，光束相域是斜椭圆，但相椭圆面积相等，即

椭圆高斯光束的传输因子 "$ 与分数傅里叶变换阶

数 # 无关 %

& ’ 结 论

本文研究结果与其他方法研究的结果完全一

致 % 显然，本文提出的相空间束矩阵分析方法不仅
物理意义清楚、物理图像直观，而且数学运算简单、

避免了冗长的积分运算，能讨论傍轴光束在分数阶

傅里叶变换面上束宽、远场发散角和敛散性、传输因

子 "$ 随分数傅里叶变换阶数的变换特性，结果可

靠有效 % 这为研究光束的传输变换特性提供了一种
简单方便的新途径 %对傍轴光束有尺度因子的分数
傅里叶变换的几何特性也可运用本方法分析，得到

光束在输出面的束宽、远场发散角和敛散性随尺度

因子和变换阶数的变化规律，这里不再赘述 %

［!］ ()*+), - !#./ $ % %&’( % ")(* % +##, % !" $0!
［$］ 12) 3，4+2 4，4+ 5 !##. +##, % -#( % #$ 60#7
［/］ 89+ : ;，<9= > 1，42? @ 4 !### %... /0)&’ % 123&), !0456’ % %&

$66/
［0］ :=+AB9 :，5)BC9 - > $77! %... /0)&’ % 123&), !0456’ % %’ $&0&
［&］ D=)AE <，F?AE G，52 G，<)AE 5 !##6 $ % -#( % 145 % +7 % H ("

!!!0
［"］ I29 I，J9+ 1 K，L+CM H 5 $77! -#( % 86(( % !$ !.0"
［.］ ;)+ < 3，4+A K $77/ -#( % 9477:& % !(& .
［6］ 1+C?N2M+ <，@?,=+)M+ O !##. $ % -#( % 145 % +7 % H (% //66

［#］ ;)+ < 3，4+A K $77/ $ % -#( % 145 % +7 % H !) !&$6
［!7］ ;)+ < 3，4+A K $770 9*2& % !*;’ % (# !7$&
［!!］ J2 8，4P G F，;=9A @ 4 $77& +5() !*;’ % 12& % "% "&6（ +A

;=+A9,9）［吴 平、吕百达、陈天禄 $77& 物理学报 "% "&6］

［!$］ J2 8，4P G F，;=9A @ 4 $77& 9*2& % !*;’ % (% !!/7
［!/］ Q2 : ( !#6# 9*2& % $ % <:, % !*;’ % (( .#
［!0］ ;=9A G I，:2A G 1 $77/ 9*2& % !*;’ % 86(( % !) !$&0
［!&］ 4?=*)AA H J !##/ $ % -#( % 145 % +7 % H () $!6!
［!"］ ;=9A G I $77" 9*2& % -#( % 86(( % % $&&
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