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研究了含有带正负电的冷离子和热电子的磁化等离子体系统 (运用约化摄动法从该系统的运动方程中推导出
)*+,*-./01234567./（)1）方程、改进的 )1方程和耦合 )1方程 (给出了这些方程的一种孤立波解，得到了孤立波的振
幅、宽度、传播速度与负离子和正离子的质量比、负离子数密度、磁场强度的关系以及正离子和负离子在运动过程

中的位移图像 (
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’ M 引 言

’:N&年，荷兰著名数学家 1.-65J5O 和 I5 P-G57
在长波近似和小振幅假设下，建立了单向运动的浅

水波方程，即 1IP方程，它有稳定的孤立波解和稳
定的周期波解［’，%］(在普遍的弱非线性分析中，对弱
非线性介质中一维小振幅长波近似的非线性波可由

1IP方程描述，对于多维问题，可以将 1IP方程进
行多种推广［#］，其中 1*I.F675/0Q56/G*7,G/GHHG（1Q）方程
和 )*+,*-./01234567./（)1）方程是最典型的方程［8］(

1*I.F675/和 Q56/G*7,G/GHHG［&］从未被磁化的等离
子体所产生的小振幅弱非线性二维尘埃声波中推导

出了 1Q方程，它也可以从浅水波的模型中推导出
来［<—’$］( 1Q方程孤立波解的稳定性和周期波解的稳
定性已被进行了大量的研究［#，’’］(当等离子体中的
离子或电子不满足玻尔兹曼分布时，R+5G-和 Q*-+57
在 ’NN" 年从中推导出了改进的 1Q 方程（F1Q 方
程）［’%］(

’N"8年，)*+,*-./ 和 1234567./［’#］从含有冷离子
和热等温电子的磁化等离子体中推导出 )1方程，
后来 )1方程的平面周期波解和孤立行波解的稳定
性也被很多的物理学家进行了研究［’8，’&］(当等离子
体中的离子或电子不满足玻尔兹曼分布时，924-.
和 Q*-+57［’<］推导出了改进的 )1 方程（F)1 方程），

接着，他们又研究了 F)1方程在二维长波摄动下的
平面周期波解和孤立行波解的稳定性［’<，’"］(
本文研究了含有带正负电的冷离子和热电子的

等离子体流体系统，忽略该系统的朗道阻尼和电子

惯性的影响，运用约化摄动法，从该系统的运动方程

中推导出 )1方程、F)1方程和耦合 )1方程 (通过
行波变换得到了 )1方程、F)1方程和耦合 )1方程
的一种孤立波解，并得到了孤立波的振幅、宽度、传

播速度与负离子和正离子的质量比、负离子数密度、

磁场强度的关系，也得到了正离子和负离子在运动

过程中的位移图像 (

% M )1方程、F)1 方程和耦合 )1 方程
的推导

考虑一个被磁化的等离子体系统，含有带正负

电的冷离子和热电子［’:，’N］，忽略朗道阻尼和电子惯

性的影响，则无量纲化磁流体力学方程为
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式中 !5，!S，!4，!S，!4，!和!分别是无量纲化的电
子数密度、正离子数密度、负离子数密度、正离子速
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度、负离子速度、静电势和磁场强度，! ! "" #"$，其

中 "$ 和 "" 分别是正离子和负离子的质量，磁场方

向沿 # 轴 %这里我们引入下列无量纲化交换式：
# ! #! #$，
% ! %! #$，
& ! &! #$，
’ !!& ’!，

(! ! )*’ (（ +$），

,$ ! ,!$ #,&，

," ! ,!" #,&，

,’ ! ,!’ #（-,&），

! ! !! #（!& $），

! !!! -+ #（!& "$），

其中

$ !（)*’ #（(!,& -+)））*#)，

!& !（(!,& -) +) #"$）
*#) %

!"#" $%方程的推导

运用约化摄动法，可作如下展开：

. !"*#)（# + /’），
0 !"*#) %，

（,）
- !"*#) &，
* !"-#) ’，
,$ ! ,$& .",（*）$ .") ,（)）$ . ⋯， （/）

," ! ,"& .",（*）" .") ,（)）" . ⋯， （0）

# !"#（*） .")#（)） . ⋯， （1）
1$# !"1（*）$# .") 1（)）$# . ⋯， （*&）

1$% !"-#) 1（*）$% .") 1（)）$% . ⋯， （**）

1$& !"-#) 1（*）$& .") 1（)）$& . ⋯， （*)）

1"# !"1（*）"# .") 1（)）"# . ⋯， （*-）

1"% !"-#) 1（*）"% .") %（)）"% . ⋯， （*(）

1"& !"-#) 1（*）"& .") 1（)）"& . ⋯， （*2）
式中"为一小量，/ 待定，,$&和 ,"&是未微扰状态时

正离子数密度和负离子数密度 %将方程（,）—（*2）
代入方程（*）—（2）中，并使"同次幂的系数相等，且
取积分常数为零，再用 # 代替 .、用 % 代替 0、用 &
代替 -，我们可以得到

,$& + ,"& ! *， （*,）

#（*） ! ,（*）$ + ,（*）" ， （*/）
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! ， （*0）

,（*）$ !
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/)#
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!/)#
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（*1）

1（*）$# ! *
/#
（*），

1（*）"# ! + *
!/#
（*），

1（*）$% ! + *
$
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最后，可得到 34方程
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式中

2 ! /， （))）

3 ! *
)

-,$&

/( +
-,"&

!) /( +( )* ， （)-）

4 ! * . *
$)（,$& . ,"& !）% （)(）

!"!" &$%方程的推导

在负离子临界密度处，当

,"& ! ! + - ."- -!) + )! ." -
)（! . *）

时，非线性项系数 3 ! &，此时需要考虑高阶非线性
项 %为此，我们假设有如下展开：

,$ ! ,$& ."*#) ,（*）$ .",（)）$ . ⋯， （)2）

," ! ,"& ."*#) ,（*）" .",（)）" . ⋯， （),）

# !"*#)#（*） ."#（)） . ⋯， （)/）

1$# !"*#) 1（*）$# ."1（)）$# . ⋯， （)0）

1"# !"*#) 1（*）"# ."1（)）"# . ⋯， （)1）

1$% !"1（*）$% ."-#) 1（)）$% . ⋯， （-&）

1"% !"1（*）"% ."-#) 1（)）"% . ⋯， （-*）

1$& !"1（*）$& ."-#) 1（)）$& . ⋯， （-)）

1"& !"1（*）"& ."-#) 1（)）"& . ⋯， （--）
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!，"，#，$ 的展开和以上一样 !将方程（"）和（#$）—
（%%）代入方程（&）—（$），使!的同次幂系数相等，再
用 % 代替!、用 & 代替 "、用 ’ 代替#，我们可以得到
方程（&"）—（#’）!
最后，经化简得到 ()*方程
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!"#" 耦合 $%方程的推导

在 / , ’ 附近，我们假设 / 与!&1#是同量级，利

用方程（"）和（#$）—（%%）的展开，可得方程（&"）—
（#’）!
最后，经化简得到耦合 )*方程

!"（&）

!( + )*［"（&）］#!"
（&）

!% + )/"（&）!"
（&）
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+ )
#
!%"（&）

!%%
+ )+

#
!
!%
!#"（&）

!&#
+!

#"（&）
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耦合 )*方程中一次非线性项和二次非线性项系数
与 )*方程、()*方程对应的非线性项系数相等，但

该方程仅适合于负离子临界数密度附近 !当 / , ’
时，一次非线性项消失，耦合 )*方程（%$）变为 ()*
方程（%-）；当 * , ’，二次非线性项消失，耦合 )*方
程（%$）变为 )*方程（#&）!

% 2 )* 方程、()* 方程和耦合 )* 方程
的解

#"&" $%方程的解

先假设 )*方程有如下的行波解：

"（&）（%，&，’，(）,"（&）（#），

# , 0% + 1& + 2’ 0$(，
（%"）

式中 0，1，2 分别为 %，&，’ 方向上的波数，$为一正
常数 !将方程（%"）代入 )*方程（#&）中，化简后得

!#"（&）

!#
# , 0 &

)0% + )+01# + )+02#

3（)/0"（&）# 0 #$"
（&））! （%4）

我们取无量纲化负离子数密度 ,/’!& 代入 /
的表达式，在负离子和正离子的质量比 . 的变化范
围内，有 / 5 ’，因此方程（%4）有一个孤立波解

"（&） ,"(6789#
0% + 1& + 2’ 0$([ ]%

，（%:）

式中"( 为孤立波的振幅，%为孤立波的宽度 !

"( ,
"$.

&1#（,/’ . + . + ,/’）
%1#

0［%,/’ .# + %.# 0 %,/’ 0（,/’ . + . + ,/’）
#］
，

% ,
# ,/’ + & +

,/’( ).

&1#

0［0#&# +（ 1# + 2#）（&# + ,/’ + & + ,/’ .）］

$&" #

这是压缩型孤立波 !从图 &可以看出，. 越大，,/’越

小，"( 越大 !图 # 反映了%随 . 的增大而减小，随

,/’的增大而增大 !由数值计算可知，%随磁场强度
. 的增大而减小，&的变化对%的影响甚小 !
由方程（"）和（%"），有

"（&）（#）,"
（&）!&1# 3 0

3 % + 1
3 & + 2

3 ’ 0
$!+ 0-

3( )[ ]( ，

其中 3 为波数，

3 , 0# + 1# + 2" # !
因此，在实验室坐标系下孤立波的速度

4 , 0$!+ 0-
3 !

再将方程（&:）代入 4 的表达式中，可得
图 & )*方程中"( 随 .的变化 0 , &，$, #
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图 ! "#方程中!随 !的变化 " $ # $ $ $ %，"$ !，# $ !&&&&

% $ ’
" &(& ! ) ! ) &! (& )"$!!

!’ !
*

图 +反映了 % 随 ! 的增大而减小，随 &(&的增大而

增大 *

图 + "#方程中 %随 !的变化 " $ %，"$ !，’ !$ +，$$ &,%

利用方程（-），（%&）—（%.），（!&）和（+/），我们分
别得到正离子的位移图像（图 0）和负离子的位移图
像（图 .）*从图 0和图 .可知，当 "( ) #) ) $* ’（ "+
)$"）," ) 1时，

-2( "’ !$%3!
+（"+ )$"）

，

-(( "
!$%3!

!+（"+ )$"）
，

-2) " &，

-() " &，

-2* " &，

-(* " &；

当 "( ) #) ) $* ’（"+ )$"）," ’ 1时，

-2( "
!$%3!

+（"+ )$"）
，

-(( "’ !$%3!
!+（"+ )$"）

，

-2) "&，

-() "&，

-2* "&，

-(* "& *

因此，等离子体中正离子的总位移

-2 "
!!$%3!

+（"+ )$"）
*

图 0 "#方程中正离子的位移 " $ # $ $ $ %，" $ !，$$ &,%，!

$ %，&(& $ %，# $ !&&&&

图 . "#方程中负离子的位移 " $ # $ $ $ %，" $ %，$$ &,%，!

$ %，&(& $ %，# $ !&&&&

负离子的总位移
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!! !"
#"!"$#

"#（$# %!$）
&

!"#" $%&方程的解

将方程（’(）代入 $)*方程（’+），化简后得

!#"（,）

!%
# - " ,

’%$’ % ’%&$’# % ’%&$(#

.（#%)$"（,）’ " ($"
（,））& （’/）

我们取 *!0#,代入 ) 的表达式，在 " 的变化范围

内，有 ) 1 0，所以方程（’/）有孤立波解

"（,） - 2"$3456
$+ % ’, % (- "$.[ ]#

，（+0）

式中

"$ -
#+$（*!0 % *!0 " % "）78# ",8#

$［,7*!0 "’ % ,7"’ % ,7*!0 "（*!0 % *!0 " % "）’" ］
，

# -
*!0 % , %

*!0( )"

,8#

$［$#&# %（ ’# % (#）（&# % *!0 % , % *!0 "）］

#$&" # &

若方程（+0）等号右端取正号，得到压缩型孤立
波 &图 ( 给出"$ 随 " 的增大而先增大后减小，随

*!0的增大而增大 &通过数值计算得到#随 " 的增

大而减小，随 *!0的增大而增大，随& 的增大而减

小，且&的变化对#的影响很小 &

图 ( $)*方程中"$ 随 "的变化 $ - ,，$- #

利用方程（(），（,0）—（,7），（#0）和（+0），我们分
别得到正离子的位移图像（图 9）和负离子的位移图
像（图 :）&从图 9和图 :可知，当 $+ % ’, % (- "（ $#
%!$）.! % ;时，

!<+ !" ""$#
##（$# %’$）

，

!!+ !
""$#

#"#（$# %’$）
，

!<, !0，

!!, !0，

!<- !0，

!!- !0；

图 9 $)*方程中正离子的位移 $ - ’ - ( - ,，$ - #，!- 0=,，

" - ,，*!0 - ,，& - #0000

图 : $)*方程中负离子的位移 $ - ’ - ( - ,，$ - #，!- 0=,，

" - ,，*!0 - ,，& - #0000
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当 !" ! #$ ! %& "（!’ !!"）(! " #时，

)$" !
!#%$

&’（!’ !!"）
，

)’" !" !#%$
&*’（!’ !!"）

，

)$$ !(，

)’$ !(，

)$& !(，

)’& !( )
因此，等离子体中正离子的总位移

)$ !
!#%$

’（!’ !!"）
)

负离子的总位移

)’ !" !#%$
*’（!’ !!"）

)

若方程（*(）等号右端取负号，则得到稀疏型孤
立波 )

!"!" 耦合 #$方程的解

我们假设耦合 +,方程有如下的行波解：

#（-）（"，$，&，(）.#（-）（%），

% . !" ! #$ ! %& !"(，
（*-）

其中"为一正常数 )将方程（*-）代入耦合 +,方程
（/0）中，化简后得

"&#（-）

"%
& . " -

/+!/ ! /+,!#& ! /+,!%&

1（&+-!#（-）/ ! /+.!#（-）& ! 2"#
（-））)（*&）

我们取 /’("&代入 .，- 的表达式，在 * 的变
化范围内，有 . 3 (，- 3 (，因此得到该方程的一个
孤立波解

#（-） .
-&"

*+& .& !& " &*+-!# "4567 !" ! #$ ! %& !"(( )$ " &+.!
， （*/）

式中

$ .
/’( ! - !

/’(( )*

-8&

!［!&&& !（ #& ! %&）（&& ! /’( ! - ! /’( *）］

&"&# & )

图 9 耦合 +,方程中#% 随 *的变化 ! . # . % . -，" . &

当（*/）式中的 !" ! #$ ! %& !"( . (时，就可得到

#% .｛-&"*
-8&（/’( * ! * ! /’(）

/8&｝

:｛｛!&［//’( *& ! /*& " //’(

"（/’( * ! * ! /’(）
&］&

" 2!"*
-8&（/’( * ! * ! /’(）

-8&

1［-0/’( */ ! -0*/ ! -0/’(

"（/’( * ! * ! /’(）
/］｝-8&

" !［//’( *& ! /*& " //’(

"（/’( * ! * ! /’(）
&］｝)

图 -( 耦合 +,方程中 0随 *的变化 ! . # . % . -，". &，!. (;-

这是压缩型孤立波 )从图 9可以看出，* 越大，/’(越

小，#% 越大 )通过数值计算得到$随 * 的增大而减
小，随 /’(的增大而增大，随& 的增大而减小，& 的
变化对$的影响很小 )
由方程（2），（-<）和（*-），可得到孤立波的速度
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图 !! 耦合 "#方程中正离子的位移 ! $ " $ # $ !，! $ %，"$

&’!，$ $ !，%(& $ %，# $ %&&&&

图 !% 耦合 "#方程中负离子的位移 ! $ " $ # $ !，! $ %，"$

&’!，$ $ !，%(& $ %，# $ %&&&&

& $ !"!
$ ) ! %(& $ * $ * %! (&

!’ $
+

图 !&反映了 & 随$ 的增大而减小，随 %(&的增大而

增大 +
利用方程（,），（!&）—（!-），（%&）和（./），我们分

别得到正离子的位移图像（图 !!）和负离子的位移
图像（图 !%）+从图 !! 和图 !% 可知，当 !( * ") * #*
)（!+ *"!）," 0 1时，沿磁场方向上正离子和负离
子位移趋于一常数，但两者的方向相反；垂直磁场的

方向上正离子和负离子的位移趋于零 +

. ’ 结 论

运用约化摄动法，本文在特定条件下从所研究

的系统中推导出 "# 方程、2"# 方程和耦合 "# 方
程 +对于 "#类方程，我们分别给出了它们的一个孤
立波解，得到波宽随负正离子质量比的增大而减小，

随负离子数密度的增大而增大，随磁场强度的增大

而减小，同时磁场强度对波宽的影响甚小；孤立波的

速度随负正离子质量比的增大而减小，随负正离子

数密度的增大而增大；当 !( * ") * #* )（ !+ *"!）,
"1时，沿磁场方向上正离子和负离子的总位移趋
于一个常数，且方向相反，垂直磁场方向上的总位移

都趋于零 +对于 "#方程和耦合 "#方程，当负正离
子的质量比越大、负离子数密度越小时，孤立波的振

幅就越大 +对于 2"#方程，当负正离子的质量比增
大时，振幅先增大后减小，当负离子数密度增大时，

振幅增大 +
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